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Dévissage de la forme de Seifert entiere des
germes de courbe plane a deux branches

PHILIPPE DU Bois - EMMANUEL ROBIN

Résumé. Nous proposons une méthode de dévissage de la forme de Seifert d’un germe de courbe plane. Sous certaines
hypotheéses techniques, nous expliquons comment trouver le(s) type(s) topologique(s) des germes associés & la forme de Seifert
d’un germe de courbe plane & deux branches. Réciproquement, nous démontrons que deux germes de courbe plane a deux
branches, qui sont (isomeres) , ont des formes de Seifert entiéres isomorphes. La filtration par le poids sur ’homologie entiere

de la fibre de Milnor est I'ingrédient clé de la démonstration.

Devissage of the integral Seifert form of plane curve germs with two branches

Abstract. A devissage method for the Seifert form of a plane curve germ is proposed. Assuming certain technical hypotheses,
it is explained how one can find the topological type(s) of germs associated with the Seifert form of a given plane curve germ
2

with two branches. Conversely, two plane curve germs with two branches, which are ” isomeric”, are shown to have isomorphic

integral Seifert forms. The weight filtration on the integral homology of the Milnor fiber is the key ingredient of the proof.

Classification A.M.S. 32 S 50, 32 S 55.

Mots clés. Germes de courbe plane. Monodromie. Fibre de Milnor. Forme de Seifert. Unités
des corps cyclotomiques.

0. Introduction.

Soit f : (C?,0) — (C,0) un germe de courbe plane & singularité isolée. On note
K(f) == 83N f71(0) l'entrelacs de la singularité ot ¢ < 1. Les composantes de K(f)
sont appelées composantes de bord de la fibre de Milnor F' de f. Soit h une monodromie
géométrique de F' et h, le morphisme induit par h sur Hi(F,Z). On note A(f) la forme de
Seifert de f définie sur Hy(F,Z). Les principales propriétés de A(f) sont les suivantes : la
forme A(f) est unimodulaire et h,-équivariante, elle détermine la forme d’intersection S et
le morphisme h, par les égalités S(z,y) = A(x,y) — Ay, z) = Az, y) — A(z, ha(y)).

L’arbre de désingularisation avec multiplicités T(f) du germe f est larbre dual de la
résolution minimale de f, pondéré par les multiplicités des composantes irréductibles du
diviseur exceptionnel de la résolution. Le sommet correspondant au premier diviseur qui
apparait lors de la résolution par éclatements successifs sera noté #1 la multiplicité e; de ce
sommet est égale a la multiplicité a l'origine du germe f, notée vy(f). La valence v(i) d'un
sommet i de T'(f) est le nombre de voisins de i et e; sa multiplicité. On dit que 7 est un sommet
de rupture si v(i) > 3. Le halo de multiplicité centrale e; est le n-uplet H; := (e;; (1455)jev))
ou V(i) est 'ensemble des voisins de i et 7;; est entier de U'intervalle [0, e; — 1] congru a
e; modulo e;. Une aréte d’extrémités un sommet de rupture 7 et un autre sommet j est une
aréte sortante (resp. une aréte entrante) pour le sommet i si e; < e; (resp. e; > e;).

L’arbre de désingularisation avec multiplicités est équivalent au type topologique du germe.

Si le germe est irréductible, d’apres Burau (1933), le polynéme caractéristique de h,
détermine le type topologique de f. Par contre, si f est réductible, la forme de Seifert
ne détermine pas le type topologique, voir [DM3]. On étudie ici la question suivante :
partant de la forme de Seifert A d’un germe de courbe plane, peut-on retrouver le(s) type(s)
topologique(s) des germes de courbe plane dont la forme de Seifert est isomorphe a A ¢



Pour répondre a cette question, nous donnons une méthode de dévissage de A(f) en deux
étapes. Dans la premiere étape, on se demande si on peut déterminer a partir de A(f) les
données numériques suivantes : les halos des sommets de rupture, ainsi que les nombres
d’enlacement des composantes de bord. Ensuite dans la seconde étape, on se demande quels
sont les germes déterminés par ces données numériques. Nous suivons ainsi une démarche
réciproque de celle suivie en [DM3].

D’apres [K], la restriction de A(f) a Ker(t — 1) détermine les nombres d’enlacement des
composantes de bord. Nous décrirons au §1 une méthode pour déterminer les halos de valence
3 a partir de la forme de Seifert. Cette méthode utilise la théorie des corps cyclotomiques.

A partir du §2, nous restreignons notre étude au cas des germes de courbe plane a deux
branches. Sous certaines hypotheses techniques portant sur les unités cyclotomiques associées
a la forme de Seifert, nous montrerons en 2.9, 2.11 et 2.15 que la forme de Seifert d’un tel
germe permet de trouver comment les deux branches se séparent. On déterminera au passage
la multiplicité du germe.

Le §3 est consacré a la reconstruction de I'arbre réduit T'R(f) de 'arbre de désingularisation
T(f), défini en 3.2, a partir de la forme de Seifert. Nous démontrerons en 3.6 que, sous les
mémes hypotheses techniques, si deux germes de courbe plane a deux branches ont des formes
de Seifert entieres isomorphes, ils sont isomeres (voir la définition en 3.4). Voir [R1] pour la
premiére version de cette étude, ainsi que la note [R2].

Le §4 est consacré au calcul des paires de Zariski d’'un germe de courbe plane f a partir de
I'arbre réduit TR(f). Si f n’a pas d’isomeres, et sous les mémes hypotheses techniques, on
en déduira en 4.11 que la donnée de la forme de Seifert, a isomorphisme pres, détermine le
type topologique du germe f. Nous démontrerons en 4.12 que, si la reconstruction de I'arbre
réduit de I'arbre de désingularisation T'(f) peut étre effectuée de plusieurs manieres, chaque
reconstruction provient effectivement d’'un germe de courbe plane, c’est-a-dire que chaque
arbre réduit, isomere de 'arbre TR(f), est 'arbre réduit de I'arbre de désingularisation d’un
germe de courbe plane g, un tel g est donc un isomere de f; de plus, des germes isomeres
ont la méme multiplicité, et le nombre d’intersection des deux branches ne dépend pas de
I'isomere choisi. Enfin, nous donnerons en 4.16 une formule tres simple qui calcule le nombre
d’intersection des deux branches de f en termes des multiplicités dans T'(f), ce qui entraine
que ce nombre d’intersection est déterminé par la collection des halos de T'(f).

Réciproquement, nous démontrerons en 5.9 que deux germes de courbe plane a deux
branches qui sont isomeres ont des formes de Seifert entieres isomorphes. Voir [D] pour
I’annonce de ce résultat.

Enfin, le §6 est consacré au calcul d’un exemple suivant la méthode développée au cours de
I’article.

Le point de départ de ce travail est la these du deuxiéme auteur [R1], complétée par la note
[D].
1. La filtration par le poids et les halos.

La forme de Seifert induit sur I’homologie de la fibre de Milnor, la filtration par le poids M et
une structure isométrique (le couple (S,t)). Le gradué central de la filtration, Gr™ H, (F, Z),
est la somme directe de facteurs associés aux halos de 'arbre de désingularisation. Nous



étudierons d’abord de 1.1 a 1.11 le probleme de I'unicité de cette décomposition en somme

directe. L’ingrédient clé est ici le calcul des résultants des polynomes cyclotomiques, di a T.
Apostol, [A].

La structure isométrique sur Hy (F, Z) induit une structure isométrique, notée (S_1,t), sur le
gradué central de la filtration. La décomposition en somme directe de Gr™ H, (F, Z) associée
aux halos est orthogonale pour S_;. Nous étudierons ensuite de 1.12 a 1.17 les facteurs de
cette somme directe (correspondants aux halos de valence 3), en leur associant des unités
cyclotomiques, dans le but de retrouver les halos a partir de ces unités.

1.1. La filtration par le poids M sur 'homologie H;(F,Z) de la fibre de Milnor F' du germe

[ est définie dans [DM1] et utilisée dans [DM2] et [DM3], par les formules suivantes, ou
la monodromie homologique h, est notée comme la multiplication par ¢, et e désigne un
exposant de la monodromie.

Mo(Hl(F, Z)) = Hl(F, Z), M_l(Hl(F, Z)) = Ker(te — ].),

M_y(H\(F, Z)) = ((Ker(t — 1) + Im(t* — 1)) ® Q) N Hy(F, Z).

Dans [DM3], on associe a chaque halo H; une surface D; qui est un revétement cyclique
d’ordre e; de P!, ramifié en v(i) points dont les entiers du revétement sont les 7;;. On a
I'isomorphisme de Z[t, t~!]-modules suivant :

(GrM H\(F,Z),S_,) = éB (H\(Dy,7Z),S;),

(3

ou la somme directe (orthogonale pour S) est effectuée sur les halos de rupture, S_; et S;
désignant les formes bilinéaires (unimodulaires) induites par la forme d’intersection S.

1.2. Considérons un sommet de rupture ¢ de valence 3, notons H; := (e;; 11,12, 13) le halo
associé et Hy(D;,Z) le facteur correspondant de la somme directe. On a 'isomorphisme de
Z[t,t~]-modules suivant :

Hl(D“Z) = ' = ZL,

(t = 1)(t" —1)?
trin — 1) (g2 — 1) (¢mas — 1)

Soit 4 un sommet de rupture de valence v(i) > 3, la structure de Z[t,¢"']-module de
H,(D;,Z) est plus complexe que dans le cas de la valence 3, voir [DM3, 1.17]. Notons pour
le moment que le polynome caractéristique (resp. minimal) de 'action de ¢t sur Hy(D;, Z) est
L; (resp. le polynome réduit associé L), ot :

(tei _ l)v(i)72(tr¢ _ 1)2
(tm“ _ 1)(tmz'2 — 1) . (tmw(i) _ 1) )

ol my; = pged(e;, n;), i = pged(my;) et L;(t) = (

Li(t) =

Les propriétés suivantes des L;(t) sont immédiates.

1.3. Lemme. Soit i un sommet de rupture de T'(f), soit J(i) l’ensemble des indices des
polynomes cyclotomiques qui divisent L;, i.e.

J@) = 12;0) [ L)y ={j e N[jles g frm, g fma,.... 5 fmm},
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considérons le graphe G j;) dont les sommets sont les j € J(i) et dont les arétes joignent
deuz sommets j et j' s’il existe un nombre premier p tel que j' = pj. Le graphe G est
connexe.

1.4. Lemme. Soit i un sommet de rupture de T(f), soit p et q des nombres premiers
distincts et ¢ un entier, ¢ > 0. Supposons que Ppp,(t) et ®,(t) divisent L;(t), alors ©,,(t) et
D,,,(t) divisent L;(t). Supposons que @, (t) et Dy,pe(t) divisent L;(t), alors Ppp(t), ..., Pppe—1(t)
divisent L;(t).

On dit que que deux éléments A et B de Z[t,t71] sont fortement premiers entre euxr s’il
existe U et V dans Z[t,t7!] tels que AU + BV = 1. On notera cette relation (A4, B)z = 1.

1.5. Proposition. Considérons les polynomes cyclotomiques @, et ®y, a < b. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i. b/a n'est pas une puissance d’un nombre premier,
ii. le résultant R(®,, ®p) de @, et ®, est égal a 1,
iii. ¢, et @, sont fortement premiers entre eux.

De plus, sia > 1 et s’il existe un nombre premier p et un entier ¢ > 0 tels que b = ap°®, alors
le résultant de ®, et Py, est :

res(®,, ®y) = res(®,, Pype) = pP@.

Démonstration. Voir [A] pour (i) < (ii), ainsi que pour le calcul du résultant, et [VW, §30,
formule 4] pour (ii) < (iii).

1.6. Lemme. Soit A(t), B(t) € Z[t] deux polynémes unitaires, notons (A, B) l'idéal de
Z[t,t7'/A- B engendré par A et B, Uindice du Z-module (A, B) dans Z[t,t™]/A- B est égal
au résultant res(A, B) de A et B.

Démonstration. Notons a = deg(A) et § = deg(B), le Z-module (A, B) est engendré
par A(t),tA(t),..., t°7LA(t), B(t),tB(t),...,t* 1 B(t). Par suite, I'indice cherché est égal au
déterminant de Sylvester associé a A et B, et donc au résultant res(4, B).

1.7. Proposition. Soit i un sommet de rupture de T(f), de valence 3, soit g; un générateur
de H\(D;,Z), de sorte que Hy(D;,Z) = Z[t,t7'] - g; 2 Z[t, t7']/ Li(t). Si ®,D, divise L;, avec
a # b, Vindice ind?" de Hy(D;, Z)N (ker(®,(t))@ker(®y(t))) dans Hy(D;, Z)Nker(Dy(t)-By(t))
est alors égal a res(P,, Py). Si on suppose de plus que D, et Dy, ne sont pas fortement premiers
entre euz, on a donc ind®® > 1.

Démonstration. On a, pour ¥ = ®,, &, ou ,P, :
Hy(Dy, Z) Nker (U (t)) = Z[t, 171 - (La(t) /(1)) g: = Z[t, 171/ 9(1),

le Z[t,t~]-module Hy(D;, Z)Nker(®,(t)-Py(t)) est donc engendré par L;(t) /(Do (t)Py(t))gi, et
I'image de Hy(D;, Z) N (ker(P,(t)) @ ker(Py(t))) dans le précédent est engendrée, en tant que
Z[t,t~-module, par @,(t) - (L;(t) /(P (t)Py(t)))gs, Pp(t) - (Li(t)/(Pu(t)Py(t)))g;, le résultat
est donc donné par le lemme 1.6.

1.8. Proposition. Soit i un sommet de rupture de T(f), de valence 4, supposons que ®,P,
divise E;, otva | b et a#b, et que res(®,, &) > 1. Lindice ind? de Hy(D;, Z)N (ker(®,(t)) &
ker(®,(t))) dans Hy(D;,Z) Nker(P,(t) - Pp(t)) est alors > 1.
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Démonstration. Soit L;(t) le polynome caractéristique de la monodromie sur Hy(D;, Z),
le polynome minimal est LX°(t) (cf 1.3). Définissons A, B € Z[t] par A(t)B*(t) = Li(t)
et A(t)B(t) = L*(t), on a I'isomorphisme suivant, associé & une matrice de présentation
diagonale :

Hy(Di, Q) = Q[t]/B(t) & Q[t]/(A(t) B(1)).

D’apreés [DM3, 1.17], on peut trouver une famille de 2 générateurs (g; 1, gi2) du Z[t, ¢ ']
module Hy(D;, Z), de telle sorte que la matrice de présentation associée M soit triangulaire
supérieure. En comparant avec la forme réduite obtenue sur Q, on voit qu’il existe A;, Ay, C' €
Z[t] tels que A(t) = Ai(t)As(t) et

_(BMA)  BHCE)
M—( 0 B<t>A2<t>)'

Si &, divise L;, deux cas se présentent :

i) ®,(t) ne divise aucun des "7 — 1, 7 =1,...,4, et alors ¢, divise B,

ii) ®,(t) divise I'un des t™ — 1, j = 1,...,4, ceci pour un unique j, et alors @, divise A.

Si @, et ®, divisent L; et si a divise b, trois cas se présentent :

i) &, et ¢, divisent B,

ii) () ne divise aucun des t" — 1 et O, (¢) divise 'un d’entre eux, alors ®, divise A et ¥,
divise B,

iii) @, et ¥, divisent A.

Dans le cas i), le produit ®,®, est en facteur dans la matrice M et on vérifie facilement
que :

Hy(D;, Z) ker(®,(8)®y(t)) = Z[t, 7]/ (2a(6)Po(t)) @ Z[t, 7]/ (Da(t) Do(1)),

par suite, indice cherché vérifie ind®® = res(®,, ;)% > 1.

Dans le cas ii), numérotons les voisins du sommet ¢ de telle sorte que ®,(t) divise t™ — 1,
choisissons les générateurs donnés dans (loc. cit.) en accord avec cette numérotation, on
trouve alors que B(t)As(t) divise (t% — 1)/(t™3 — 1), par suite ¢, ne divise pas BA, et donc
divise A;. On vérifie facilement que :

H\(Di, Z) M ker (,(1)4()) 2 Z[t, ¢7/(84 (1) @(1)) ® Z[t, t7']/ (@4(1)),

par suite, I'indice cherché vérifie ind®’ = res(®,, ;) > 1.

Dans le cas iii), on peut de méme choisir les générateurs de telle sorte que ®,®, divise Ay,
on trouve ici :

Hy(D;, Z) Nker(®, (1) Py (1)) =2 Z[t, t71] /(Do (t)Dy(1)),
par suite, I'indice cherché vérifie ind?’b = res(®P,, D) > 1. Ceci termine la démonstration.

1.9. Théoréme. Soit f un germe de courbe plane a singularité isolée, supposons que
les sommets de rupture de l'arbre T(f) sont de valence 3 ou 4, et que les polynémes L;,
i€ R :={i|v(i)> 3} sont 2 a 2 premiers entre euz, on peut alors retrouver la famille
(Li)iew a partir de la forme de Seifert A(f) en procédant comme suit. Soit ®, et &, deux
polynomes cyclotomiques distincts tels que ®, P, divise [T;en Li et res(Pq, Ppy) > 1, alors O,

bt



et @, divisent le méme L; si, et seulement si, les sous Z[t, t~']-modules de H,(F,Z) suivants,
ker(®,(t)) @ ker(Py(t)) et ker(P,(t) - y(t)), sont distincts.

Si tous les sommets de rupture sont de valence 3, ceci donne directement les (£;)ien. S’il
existe des sommets de rupture de wvalence /4, le procédé donne les (Lfd)l-em, on en déduit
facilement les (L;)ien. On notera que si f est un germe a deux branches, T(f) admet au plus
un sommet de valence 4 et n’admet aucun sommet de valence > 4.

Démonstration. D’apres 1.7 ou 1.8, si ®,P,, divise L;,, I'indice de ker(®,(t)) @ ker(Py(t)) =
Hy(D;,, Z)N (ker(P,(t)) @ ker(Py(t))) dans ker(P,(t) - Pp(t)) = H1(Dyy, Z) Nker (P, (t) - Pp(t))

est > 1. 5i @, divise L;, et @, divise L;,, i1 # s, on a les égalités suivantes, d’ou le théoreme :
ker(®,(t)) @ ker(®y(t)) = (H1(Dy,, Z) Nker(P, (1)) @ (H1(D;y, Z) Nker(Py(t))) =

(H\(Di,, Z) Nker(@y(t) - Dy(1))) @ (H1(Diy, Z) Nker(Dy (t) - By(t))) = ker(Dy(t) - B(t)).

1.10. Remarque. Si l'on ne suppose plus que les polynomes L;, i € R := {i | v(i) > 3}
sont 2 a 2 premiers entre eux, on ne peut pas espérer prolonger le théoreme 1.9 en toute
généralité, ainsi que le montre I’exemple suivant : supposons que q)npq)nqCDipq divise [];cn Li,
ou p et ¢ sont des nombres premiers distincts, et n est un nombre entier, et que les calculs
d’indice comme en 1.7 et 1.8 nous assurent qu’il existe 7; et iy tels que ®,,,®,,,, divise L;, et
P, Py divise L;, ; la méthode proposée ne permet pas de distinguer les cas i; = 79 et i1 # is.
Cependant, 'utilisation du lemme 1.4 permet d’utiliser les calculs d’indice pour prolonger le
résultat d’unicité de 1.9, voir 'exemple au §6 ou la proposition suivante.

1.11. Proposition. Supposons que le produit @nq)ipq)npq, ou p et q sont des mombres
premiers distincts, apparait dans la décomposition de [l;cn Li en produit de puissances de
polynomes cyclotomiques distincts, supposons de plus que l'on ait démontré (en utilisant
1.7) qu’il existe iy et iy tels que @, Dppy | Liy €t ©, Py | Liy. Alors, si ®,, ne divise pas
[Tiew Li, on a ig # 11 ; Si [Lien Li est divisible par ®,,, mais pas par (IJiq, on a ig = iy Si,
et seulement si, l'indice de ker(®,,) @ ker(®,,) ® ker(P,,,) dans ker(®,, D, P,p,) est égal a
1es(Pprgy Pr®ppy) = g7 M pen9).

1.12. Structure isométrique associée a un halo de valence 3 et unités cy-
clotomiques. Nous allons donner un invariant complet de la structure isométrique
(H1(D;,Z), S;,t), et en déduire une méthode pour déterminer un halo de valence 3 a partir
de cet invariant. Nous omettrons l'indice ¢ pour alléger 1’écriture.

Soit hy et hy des éléments de Hi(D,Z), on notera SS(hy, he) I'élément de Z[[t,t~]] suivant :

SS(h,l, h2) = Z S(hl,tnhg)tn

nez

On trouve immédiatement les égalités SS(thy, hy) = SS(hy,t  hy) = tSS(hy, hy). Décomposons
la série SS(hq,hs) de la fagon suivante : SS(hy, he) = SS_(h1, ha) + SSy(h1, he) ol les
degrés des termes de SS,(hi,he) sont minorés, et ceux de SS_(hy,hs) majorés. On a
A(t)SS(hi, hy) = SS(L(t)h1, ho) = 0, d’ou A(t)S S, (hi, ha) = —L()SS_(hq, hs) et, par suite,
A(t)SS, (hy, hy) € Z[t,t71]. La série SS, (hy, hy) étant définie a 'addition d’un polynome
pres, U(hy, ho) := L(t)SS; (h1, hy) est ainsi un élément bien défini de Zj . Réciproquement,
U(hy, he) détermine la série SS(hy, he) par I’égalité suivante, grace a la relation de périodicité



S(hl, tnhQ) = S(hl, tn+eh2> :

te —1 +oo e—1
o U(hy, hy) = (t° = 1) S S(hy, t"ho)t" = — 3 S(hy, t"hy)t".
n=0 n=0

X

Soit maintenant g un générateur du Z[t,t~!-module H,(D,Z), soit v € Zi, ou Zf
désigne le groupe des unités de Zy, on a I'égalité U(vg,vg) = v(t)v(t~")U(g, g). Notons
Ny (v) =ov(t)v(t™) et U= U(t) la classe de U(g, g) dans Z{ /N4 (Z5).

1.13. Théoreme. Invariant complet de la structure isométrique associée a un
halo de valence 3. [R1, Th. 4.20]. Avec les notations ci-dessus, U(g,g) est une unité
de Zy, sa classe U dans Z7y /[N, (Z7) est un invariant complet de la structure isométrique
(Hy(D,Z),S,t). De plus, on trouve :

1 g1 w1
X X .
g —1 7 gme — 17 pms — 1

U=t"

Démonstration. Avec les notations de [DM3], on peut choisir pour générateur de Hy(D,Z) :

R ]
g1 0T g1

g:

plus commode que le générateur donné en [DM3, 1.13]. La proposition [DM3, 1.16] permet
alors de calculer SS(g, g). Cette proposition donne, en effet, en posant P(t) = (™ —1)/(t"—

et Q(t) = —(t™ —1)/(t — 1) :
$8(g,9) = (t" = DROQE™) + (1 =t ™)P(P(E)) 1™,

neZz

d’ot1 on tire le résultat indiqué, voir [R1, 4.2.4] pour un calcul détaillé. L’invariant U est une
unité, car la structure isométrique est unimodulaire.

1.14. La forme d’intersection S étant antisymétrique, il peut étre préférable de caractériser
la structure isométrique ci-dessus par une unité symétrique en t et ¢t 1. Pour cela, on remarque
que le degré du polynome L est pair, disons deg(L) = 2d, plus précisement, A(t) est un produit
de polynomes cyclotomiques 2 a 2 distincts, et ce produit n’est divisible ni par ®;(t) =t —1,
ni par ®,(t) = ¢+ 1. On a de plus, pour tout halo de valence 3, 1;; + iz + 17;3 = €;. On pose
alors U'(t) = t~2U(t) et on vérifie immédiatement que :

Ut =t2U@®) et Ut =Ut).

Considérons le morphisme d’anneaux Zy, — C défini par ¢t — exp(2mi/e). L'image
U'(exp(2mi/e)) de U'(t) par ce morphisme est donc un nombre réel, dont le signe ne change
pas si on remplace U’'(t) par U'(t)v(t)v(t™!), ot v(t) est une unité de Zg. Le calcul de
I'argument de U’(exp(2mi/e)) montre que ce nombre réel est positif. Par suite, si U(t) est
une unité de Zy associée a une structure isométrique comme en 1.12, alors —U () ne peut pas
étre associé a une structure isométrique dont le polynome annulateur est le méme polynome

L(t).



1.15. Détermination d’un halo de valence 3. La question que nous nous posons est
maintenant de déterminer un halo de valence 3 a partir de la donnée de 'unité associée
U € Z{ /N4(Zf). Nous allons pour cela utiliser les applications naturelles de I'anneau Zy,
dans les corps cyclotomiques K,, := Q[t]/®,(t) tels que ®,, divise A. Soient E,, le groupe des
unités de K,,, C,, := {£t*[[,(t*—1)}N E,, le groupe des unités circulaires et W, le groupe des
racines de I'unité. On notera En = E,/W, et C~’n = C,/W,, on rappelle que En et CN’n sont
des groupes abéliens libres de rang %(p(n) — 1. De plus, pour tout v € F,, il existe ( € W,
tel que uz = Cu?, en effet, si on pose ¢ = 4/u, on trouve que ¢ est un entier algébrique dont
tous les conjugués sont de module 1, par suite  est une racine de I'unité. L’'image de U dans
K,,, qu'on note toujours U, donne donc un élément bien défini de M, := C,/(C,, N E2), qui
est un espace vectoriel de dimension 3¢ (n) — 1 sur Z/2Z.

On trouvera dans larticle de R. Gold et J. Kim [GK] la construction d’un ensemble minimal
de générateurs de C,,, ce qui donne une base de l'espace vectoriel M,,. Notons v, I'image de
t*—1 dans C,,, les relations de Bass, rappelées ci-dessous (voir [B], [E] ou [W], 8.9) permettent
alors de travailler dans @L ou dans M, :

m—1
Yo = Yn-a €6 Vem = H Vitjn/m, Pour m | n et km # 0 (mod n).
=0
D’apres [S], [E, : Cy] = 2°hF ol hf est le nombre de classes d’idéaux du sous-corps réel

maximal de K,, et ou b =0sin a1, 2 ou 3 facteurs premiers et b > 0 sinon. Nous obtenons
alors des résultats qui dépendent du nombre de facteurs premiers de la multiplicité e.

Soit e le produit de s puissances de nombres premiers distincts, soient 7, 12, 173 trois entiers
de lintervalle [1,e — 1] tels que m; + 172 + 3 = 0 (mod e), notons, pour j = 1, 2 ou 3,
m; = pged(e, n;), r = pged(my, ma, ms) et

(@ 17

L(t) = (tmr — 1)(tm2 — 1)(tms — 1)

Par définition, le probleme Uy associé€ a e et L est : «déterminer les entiers ny,ne, 3 4 partir

de la classe de
tm —1 tn — 1 s — 1

X X
g —1 7 gm2 — 17 pme — 1

U=t

dans le groupe Zy [N, (Z7})) .

1.16. Théoreme. [R1, Th. 4.23, 4.43, 4.46, 4.54]. Soit e un entier positif. On considére les
halos de valence 3 dont la multiplicité centrale est égale a e.

i. Dans le cas ou e = p™ avec p premier ou e = 2p™ avec p premier impair, Si h;{m est impair,
alors la structure isométrique (H\(D,Z), S, t) détermine le halo associé.

ii. Supposons que e = piph # 2 (mod 4) avec py, po premiers distincts. Soit I, = {1 <
a<e/2| (a,e) =1}. Supposons vérifiées les conditions suivantes : ht est impair, la relation

[1 t“—1) € W, est la seule relation de la famille (t* —1)aes, et mi+ma+mz < 1p(e) (noter
acle

que cette condition porte sur le polynome L). Alors la structure isométrique (H,(D,Z), S, t)
détermine le halo associé.



S
iii. Supposons que e = pr’ ou s > 3 et les p; sont des nombres premiers distincts.
i=1

Supposons qu’on sache résoudre les problemes Uy associés a py* (1 <1 < s) et les problémes
Uy associés dpﬁ”p?" (1 <i<j<s), ceci pour n’importe quel polynome L. Alors la structure
isométrique (Hy(D,Z), S,t) détermine le halo associé en dehors de la situation particuliére
suivante : quitte a échanger les m;, on a m; = mq, et a une permutation pres des p;, si l'on

S
pose mg = Hpi%, il existe un entier q, 1 < q < s—2, tel que, pour 1 <1< q, ona~y; <a; et
i=1
m =mny (mod pj*) et, pour g+ 1<i<s, ona~y; =a;. Cependant, on détermine ’entier
13 dans cette situation particuliére.
a

On obtient le point 1) car la famille (tt_—ll)1<a<pm /2. (a,p)=1 €st une base du Z/2Z-espace
vectoriel 5’6/5’2 Ce résultat n’est plus vrai lorsque e est composée. Mais lorsque e a
deux facteurs premiers, on a une méthode similaire si la famille (t* — 1),c;, a une seule
relation. La troisieme hypothese provient de I'existence de cette relation car celle-ci implique
deux écritures de l'invariant U dans cette famille génératrice. On obtient le point 3) en
appliquant le théoréme des restes chinois. Ce théoreme n’englobe pas toutes les multiplicités
e. Cependant, h} étant toujours supposé impair, la méme méthode s’applique dans tous
les cas pour déterminer le halo en partant de l'unité U, mais nous n’avons pas de résultat
général quant a l'unicité du halo correspondant & une unité. Si h} est de la forme 2% ou
b est impair et a < 8, on peut encore appliquer notre méthode, voir [R1, 4.60]. D’apres les
tables numériques, voir [W], cette hypothese est vérifiée pour tout e inférieur a 300.

1.17. Le cas de la structure isométrique associée a un halo 7y de valence 4 ne semble
pas pouvoir étre traité de facon praticable : nous avons une grande latitude dans le choix
des générateurs (g1, gi,2), €t ceux-ci ont une forme peu propice au calcul des séries
SS(Gio1s Gio1)s SS(Gio 1, Gio.2) €6 SS(Giy.2, Gio,2)- Nous utiliserons uniquement le polynoéme L;,,
ce qui donne e;, et les m;, ; = pged(esy, Miy,j), o j = 1,...,4, sans chercher a retrouver le
halo Hio = (eio; Nig,1s - - - 7772‘0,4)-

1.18. Nous avons donc une décomposition en somme directe orthogonale (pour S) de
GrM (H,(F,Z)), associée aux sommets de rupture de T'(f), et les structures isométriques
sur les facteurs de cette décomposition ont, dans le cas des sommets de valence 3, une forme
tres particuliere, donnée par une unité cyclotomique qui se déduit simplement du halo associé.
Ceci excuse ou justifie ’hypothese 2.1 que nous allons faire pour continuer notre travail.

2. L’arbre de désingularisation au voisinage du sommet #1.

Nous allons maintenant restreindre notre étude au cas des germes de courbe plane a deux

branches. Dans toute la suite, f : (C?,0) — (C,0) désignera un tel germe. On se donne la
forme de Seifert A(f) du germe f. Sous I'hypothese 2.1, nous allons trouver, en partant de
A(f), comment les deux branches de f se séparent, voir 2.9, 2.11 et 2.15 ci-dessous. Nous
déterminerons au passage la multiplicité du germe.

2.1. Hypothese de travail. Nous supposerons dorénavant que la décomposition en somme
directe orthogonale (pour S) du Z[t,t~']-module Gr™, H,(F,Z) est unique, et que, dans cette
décomposition, la structure isométrique de chaque facteur associé a un sommet de rupture
de valence 3 définit un unique triplet (ni,n9,m3) ; on rappelle qu’un tel facteur est isomorphe



a Z[t, t71/(E:(t)) pour un certain Li(t). La filtration M étant définie en termes de la forme
de Seifert (via la monodromie homologique), ainsi que les structures isométriques sur les
facteurs directs de Gr™ H\(F,Z), notre hypothése porte donc sur la forme de Seifert et sur
les unités cyclotomiques que nous lui avons associe.

2.2. On notera ¢ et ¢’ des développements de Puiseux des branches du germe f. Les
paires de Zariski de ¢ (resp. ¢') seront notées p1/qi, ..., py/qq (vesp. p1/qy,- -, Py /qy)- On
notera C(y, ¢’) 'exposant de coincidence de ¢ et ¢’. Un nombre rationnel r est un exposant
permis pour ¢ si les développements de Puiseux ¢(x) et " + ¢(x) ont les mémes paires
caractéristiques. Il s’ensuit que r est dans (q; - - - ¢;) "'IN. L’exposant de coincidence est permis
pour 'une au moins des deux branches, on conviendra qu’il est permis pour la branche ¢.
On définit l'entier ¢ par la double inégalité suivante :

&+&+...+ p‘ SC(¢,@I)<Q+&+"‘+L

q1 q1492 q1° " 4c q1 q142 q1-- 'Qc+1'

On a donc C(p, ¢') €

données aux §0 et §1.q(1)n notera [(1,¢) (resp. ['(1,¢")) la géodésique de T'(f) joignant #1
a la fleche symbolisant ¢ (resp. ¢'). On notera som(7'(f)) I'ensemble des sommets de T'(f),
m;; le pged des multiplicités des sommets ¢ et j, extrémités de I'aréte (ij) de T'(f); ce pged
est constant le long d’un segment géodésique, on rappelle qu'un segment géodésique est la
réunion des arétes situées entre deux sommets de rupture consécutifs sur une géodésique
de T(f), ou entre un sommet de rupture et un sommet de valence 2 portant une fléche
symbolisant ¢ ou ¢', consécutifs sur une géodésique de T'(f). Une branche morte est la
réunion des arétes situées entre un sommet de rupture et un sommet de valence 1 distinct
du sommet #1. Le pged m;; est constant le long d'une branche morte ; de plus, il est égal
a la multiplicité du sommet de valence 1 de la branche. De méme, si le sommet #1 est de
valence 1, le m;; est constant, et égal a e;, le long de la réunion des arétes situées entre
#1 et le sommet de rupture de plus petite multiplicité ; dans ce cas, on appellera branche
géodésique d’extrémité #1 cette réunion d’arétes. Enfin, on appellera sommet de séparation
le sommet de rupture en lequel se séparent les géodésiques de T'(f) qui joignent le sommet
#1 aux sommets qui portent les fleches symbolisant les composantes de f.

Nete =wv(f) =q - q+q g, Onreprend les notations

2.3. Le lemme suivant se déduit de [MW, 5.4.1 et 6.6.4], voir aussi [BK]. Il va nous permettre
de distinguer entre branche sortante et branche entrante. Nous donnons ’énoncé pour un
germe ayant un nombre quelconque de branches.

2.4. Lemme. Multiplicité sortante aprés un sommet de rupture. Soit g : (C%,0) —
(C,0) un germe de courbe plane a singularité isolée, ayant un nombre de branches quel-
conque, soit T'(g) 'arbre de désingularisation avec multiplicités de g. Soit i un sommet de
rupture de T'(g), ou le sommet #1 s'il est de valence 2. Soit i* le sommet voisin de i sur une
aréte sortante de i. Notons (x*)sen des développements de Puiseux des branches de g telles
que la géodésique T'(1,x%) de T(g) joignant #1 a la fleche symbolisant x* passe par laréte
qui porte le sommet i* ; notons gy, . . ., q,, les dénominateurs des paires de Zariski de x* qui
interviennent, dans la suite d’éclatements donnant la désingularisation minimale de g, aprées
I’éclatement qui crée le diviseur représenté par i. On a alors :

eg\ = Z G, g, (mode;).
ten
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2.5. Proposition. Soit f : (C?,0) — (C,0) un germe de courbe plane a deuz branches.
Considérons l'arbre de désingularisation T'(f) du germe f.

i. Le long d’une branche morte, le pged m;; est constant, et sa wvaleur est strictement
supérieure a ey = v(f).

ii. St T(f) présente une branche géodésique d’extrémité #1, le pged m;; est constant le long
de cette branche, et sa valeur est égale a e; = vo(f).

ili. Le long d’un segment géodésique, le pged m;; est constant, et sa valeur est strictement
inférieure a e; = vo(f).

Démonstration. La multiplicité d’un sommet de valence 1 extrémité de branche morte est
strictement supérieure a eq, le point i) se déduit donc de 2.2. Le point ii) est donné en 2.2.
Si un segment géodésique commence par une aréte sortante pour le sommet de rupture 7, le
lemme 2.4 donne la majoration suivante : pged(e;, e}) < ey =q1 - q,+¢) - -y Ceci donne
le point iii) a 'exception du cas suivant. Si ’exposant de coincidence C(¢p, ¢') est permis pour
la branche ¢, mais non pour la branche ¢’, considérons le segment géodésique de ’arbre T'( f)
dont les extrémités, i(c) et i'(c), sont associées a la c-ieme paire de Zariski de la branche
@, pour i(c), ou ¢, pour i'(c). Autrement dit, i(c) est le sommet ou les géodésiques I'(1, )
et I'(1,¢’) se séparent, et ¢(c) est le sommet de rupture suivant sur I'(1,¢’) (ou, a défaut,
le sommet portant la fleche ¢). Les arétes situées aux extrémités de ce segment géodésique
sont toutes deux des arétes entrantes (pour le sommet i(c) ou pour le sommet ’(¢)). Notons

o

. / . . . . . N =7 N
i(c)¥ le sommet voisin de i(c) dans la direction de la fleche associée a ', notons e, sa

multiplicité et m;(c)r = pged(€i), 62‘2/6)), alors, d’apres le lemme 2.17 de [R1], le pged mie)y
le long du segment géodésique considéré divise ¢, ---¢,,. On a donc encore mye) < €1, ce
qui acheve la démonstration.

2.6. D’apres [AC, Th. 4], le polynéme caractéristique de 'action de la monodromie sur
H,(F,Z) est, dans le cas d'un germe a deux branches :

A = (t— 1)@ —1)"02,
ou l'on effectue le produit sur I'ensemble des sommets de T'(f). La forme de Seifert nous
donne donc, via le polynéme caractéristique A, I’élément 3, (v(i) —2)[e;] de Z[N]. Rappelons
que T'(f) comporte au plus un sommet de valence 4 dans le cas d’'un germe a deux
branches. Si c’est le cas, notons iy ce sommet, le polynéme caractéristique de l'action
induite par la monodromie sur Hi(D;,,Z) est alors, en notant H;, = (e;,;n1,72,13,M4) le
halo correspondant, puis m;,; = pged(e;,, n;) et 75, = pged(myy; | 1 < j <4):

(teio _ 1)2(t7"i0 _ 1)2

R T o )

Par ailleurs, I'hypothese 2.1 nous donne la liste des polynomes L; associés aux sommets de
rupture. Vu que, pour tout sommet de rupture i, on a, pour j = 1,2,3 (ou j = 1,2,3,4),
e; > mi; > 1y, ceci donne l'expression 3o, ,;)>3(v(7) — 2)[e;], ot 'on somme sur les seuls
sommets de rupture. On trouve ainsi la liste SV(3) des sommets de valence au moins égale
ad:

SV (3) ={(i,e;,v(1)) | i € som(T(f)),v(i) > 3}.
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La comparaison avec Y ;(v(i) — 2)[e;] nous donne ensuite la liste SV(1) des sommets de
valence 1 :

SV (1) =A{(i,e;) | 1 € som(T(f)),v(i) = 1}.

D’apres 2.5, 'ensemble des m;; associés aux segments géodésiques est disjoint de I’ensemble
{e; | v(i) = 1}, qui est égal a 'ensemble des m;; associés aux branches mortes et a I'éventuelle
branche géodésique d’extrémité #1. En considérant de nouveau la définition de L; et la liste
de ces polynomes, on trouve donc la proposition suivante.

2.7. Proposition. i. Si T(f) n’admet pas de sommet de valence 4, on a cardSV (1) =
cardSV (3), et si T(f) admet un sommet de valence 4, on a cardSV (1) = cardSV (3) + 1.

ii. Si Uhypothese 2.1 est vérifiée, le polynome A et la liste des polynomes L; permettent de
détermaner ’application
o:SV(1) — SV (3),

qui a un sommet de valence 1, extrémité d’une branche morte, associe le sommet de valence
3 ou 4 qui est l'autre extrémité de celle-ci, et au sommet #1, s’il est de valence 1, associe le
sommet de valence 3 ou 4 extrémité de la branche géodésique d’extrémité #1.

2.8. Si f est le produit de deux germes lisses transverses, on a H,(F,Z) = Z[t,t71]/(t—1), et
SV (1) = SV (3) = (0. Nous supposerons dorénavant que f n’est pas le produit de deux germes
lisses transverses, on a alors SV(3) # (). En utilisant la description de T'(f) en fonction des
développements de Puiseux des branches de f, donnée dans [BK, p. 698-704] ou dans [MW,
6.5], on déduit de la proposition 2.7 les informations suivantes. La figure 1 donne un exemple
de chacun des cas indiqués dans la proposition. Les points de valence 2 ne sont pas marqués.
Sauf dans le cas B.1, ou l'on peut remplacer une équerre par une fleche, nous donnons l’arbre
le plus simple possible.

2.9. Proposition. Cas A. Si lapplication o n’est pas injective, le sommet #1 est de valence
1, le sommet (1) porte une branche morte, la multiplicité de f est donnée par :

vo(f) = ex = min(e; | 7 € som(T'(f)), v(7) # 2),

les paires de Zariski des branches de f vérifient :

D1 2
q1 q1

et nous sommes dans l'un des 3 cas suivants.

A.1. L’application o est surjective. Dans ce cas, T(f) admet un sommet de valence 4 (avec
2 arétes sortantes) et o induit une bijection de SV (1) \ o= ({o(1)}) sur SV(3)\ {o(1)}.

A.2. L’application o n’est pas surjective et le coefficient de coincidence C(p, ') est permis
pour les deux branches de f. Alors, les branches se séparent en un sommet de valence 3
associé a une paire non-caractéristique, ce sommet est le seul sommet de valence 3 de T(f)
sans branche morte, et il admet 2 arétes sortantes.

A.3. L’application o n'est pas surjective et le coefficient de coincidence C(p, ') est permis
pour la branche @ mais non pour la branche ©'. Alors, les branches se séparent en un sommet
de valence 3 associé a une paire caractéristique pour o, mais non pour ¢’ ; ce sommet est le
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seul sommet de valence 3 de T'(f) sans branche morte, et il admet une unique aréte sortante,
portée par la géodésique T'(1, ).

Cas B. Si lapplication o est injective, T'(f) n’admet pas de sommet de valence 4, l’application
o est bijective et nous sommes dans l'un des 3 cas suivants.

B.1. Les deux branches de f sont transverses. Dans ce cas, tous les sommets de valence 1
sont extrémités de branche morte et ceux de valence 3 admettent une unique aréte sortante.

B.2. Le sommet #1 est de valence 1 et C(p, ") est permis pour les deuzx branches. Celles-ci
se séparent sur une paire non-caractéristique. De plus, le sommet de valence 3 extrémaité de
la branche géodésique d’extrémité #1 admet 2 arétes sortantes.

B.3. Le sommet #1 est de valence 1 et C(p,¢") est permis pour la branche v, mais non pour
la branche ©'. De plus, le sommet de valence 3 extrémité de la branche géodésique d’extrémité
#1 admet une unique aréte sortante.

o o
°
° ° °
° ° ° °
Al A2 A3 A3
° ° ° e o o o
° ° °
° ° ° °
B.1 B.2 B.3 B.3

Figure 1

2.10. Voyons comment distinguer aréte sortante et aréte entrante. Soit H; := (€;; 1i,, Miys Mis )
le halo associ¢ a un sommet de valence 3, et ¢;;, j = 1,2 ou 3 la multiplicité¢ du sommet i ,
voisin du sommet ¢, on a deux cas de figure :

ou bien i; est sur une aréte sortante pour le sommet ¢, par suite e;; > ¢;, et, d’apres 2.4,
ni; < eéi,

ou bien #; est sur une aréte entrante pour le sommet i, par suite e;; < e¢;, et donc
ni; = e;; > e1. Dans les cas A.2 et A.3, on trouve une meilleure majoration quand 7 est
distinct de o(1), en effet, si ¢ est le sommet ou se séparent I'(1, ) et I'(1, ¢')), on a, toujours
pour une aréte entrante : Ni; = €i; > €4(1) > 2e;q.

Dans le cas A, e; est donné par 2.9, on trouve donc la proposition suivante.

2.11. Proposition. Soit H; := (e;;m1,1m2,m3) le halo associé au sommet de rupture sur
lequel se séparent T'(1,¢) et T'(1,¢"). Quitlte a renuméroter les voisins de i, le critére suivant
permet de distinguer entre les cas A.2 et A.3 :

dans le cas A.2, on a 0 < ng,m3 < ep <2e; <m <eé;;
dans le cas A.3, on a 0 < n3 < e; < 2e; <n,MNo < €.

2.12. 1l nous reste a distinguer les sous-cas du cas B. Dans les cas B.I1 et B.3, chaque
sommet de rupture de T'(f) correspond soit & une paire de Zariski de ¢, soit a une paire de

13



Zariski de ¢ ; on a donc g+ ¢’ sommets de rupture, avec g > 1 et ¢’ > 0. Dans le cas B.2, le
sommet de rupture de plus petite multiplicité est le sommet de séparation des branches de
f, les autres sommets de rupture correspondent soit a une paire de Zariski de ¢, soit a une
paire de Zariski de ¢’ ; on a donc g + ¢’ + 1 sommets de rupture, avec g > 0 et ¢’ > 0.

On notera i(j) (resp. i'(j)) le sommet de rupture associé a la j-éme paire de Zariski de
@ (resp. ¢), ceci pour j = 1,...,g (resp. j = 1,...,¢'). Dans le cas B.2, le sommet de
séparation sera noté ¢(0). On notera e;(;) (resp. €j;)) la multiplicité du sommet i(j) (resp.
(7)), aigjy (vesp. aj(;)) la multiplicité du sommet de valence 1 associé, i.e. a;j) = €s-1(i(j))
et a;(j) = e,-1(7(j))- On désignera par 7;(;) le plus petit des n;;)x, & = 1,2 ou 3;si j > 0,

Ni(;) est donc associé a I'unique aréte sortante de i(j), et si j = 0, 7;(0) est associé a I'une des

deux arétes sortantes de i(0). On notera de méme 7711‘(]‘) I’homologue de 7;;) pour la branche
¢’
2.13. Lemme. Si le sommet i(j) (resp. i'(j)) porte une branche morte, on a :

/
€i(j) €i(j) /
— = (s Tesp. = 4dq,).
aig) qj (resp 7 q])

=

Q

i(j

~

Dans le cas B.2 (resp. B.3), le sommet i(0) (resp. i(1)) est la deuxiéme extrémité de la
branche géodésique d’extrémité #1, et on a :

€;
— =C(p,¢") >1 (resp. S PL> Q)
Qi(0) Qi(1)

Démonstration. Voir le calcul des multiplicités dans arbre de désingularisation dans [BK],
dans [MW, 5.4.1 et 6.6.4] ou ci-dessous en 4.15.

2.14. Supposons que nous sommes dans le cas B, posons :

8 SN Lk
v (f)=2+ > Wj)(w L 1)+ Z%)(a/ - 1),
j=0/1 i(4) j=1 i(4)
v (f) = min(e; | i € som(T(f)),v(i) = 1),
De fagon précise, Vél)( f) — 2 est la somme des termes indiqués, étendue a l’ensemble des
sommets de valence 3 de T'(f), et cette somme contient ou non un terme d’indice j = 0, d’ou
la notation j = 0/1 pour noter j = 0 ou 1. Nous supposons que I'hypothese 2.1 est vérifiée,

nous pouvons donc calculer I/él)( f) et 1/62)( f) a partir des données.

2.15. Proposition. Dans le cas B, uél)(f) et VSQ)(f) sont distincts, et la multiplicité vo(f)
est donnée par :

vo(f) = min(i" (), 57 (f))-

Dans le cas B.1, on a vy(f) = I/((]l)(f). Dans les cas B.2 et B.3, on a vy(f) = 62)(]‘). Quitte
a renuméroter les voisins du sommet o(1) de T(f), ou o(1) est le sommet de valence 3
image par o du sommet de valence 1 de plus petite multiplicité, et en notant provisoirement
o(1) =1i(0/1), le critére suivant permet de distinguer entre les cas B.2 et B.3 :

dans le cas B.2, on a0 < 2,13 < vo(f) < m < €0/, i.e. o(1) admet deux arétes sortantes ;
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dans le cas B.3, on a0 < n3 < vo(f) < mi,m2 < €io), i-e. (1) admet deuz arétes entrantes.

Démonstration. Dans le cas B.1, on a, d’apres 2.4 et 2.13 :

_2+an)(

Z(J) j=1

— !

Ji=g J
1
NUUREES SYRRANESIES SP AT
j=1 j=1

1
v (F) = au---dy + a3 -+~ dy = volf) <157 ().
Dans le cas B.2, on a, d’apres 2.4 et 2.13, et puisque C(p,¢’) > 1 :
/

=924 an ( Ci(j) 1) +]Zi ng(j)(j(j) _
j=

@i(5)

Jj=g Jj=g

1
W) =m0 (Cle, @) =) +2+ > g -ge(gy — 1) + > Qi1 Gy (q; — 1),

J=1 J=1

v () > q ey +dd = wlf) = e =10 ().

Dans le cas B.3, on a, d’apres 2.4 et 2.13, et puisque p; > ¢ :

o
D=2t S (2 - 1)+ 5 (0 -1),
]:

i=g9 i=g
v (f) =2+ @2 ay(pr = 1) + i1 y(a5 = D)+ X dir - () — 1),
J=2 j=1

v () =pide g+ d - dy > a gt d e dy = m(f) = e = 50 (f).

On distingue ensuite entre les cas B.2 et B.3 en utilisant 2.10.

3. Reconstruction de ’arbre réduit de ’arbre de désingularisation.

Soit f : (C%*0) — (C,0) un germe de courbe plane a deux branches. On se donne la
forme de Seifert A(f) et on suppose 'hypothese 2.1 vérifiée. On connait donc I'ensemble
des halos de valence 3 de T'(f) et, s’il existe un halo H; de valence 4, on connait e; et les
m;; = pged(e;,mij), pour j = 1,...,4 (¢f. 1.17). Si H; = (e;;mi1, iz, i3) est le halo d'un
sommet de rupture de valence 3 de T'(f), I'étude effectuée en 2 donne les réponses aux
questions suivantes :

1;; est-il porté par une aréte entrante ou par une aréte sortante ?

dans le cas d’une aréte entrante, celle-ci est-elle une aréte portée par une branche morte, une
arcte reliant le sommet de rupture au sommet #1 ou l'aréte du type particulier rencontré
(en un seul exemplaire) dans les seuls cas 4.3 et B.37
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Nous dirons qu’un halo est orienté si on sait distinguer ’aréte entrante qui relie le sommet
de rupture au sommet #1. Nous montrerons en 3.1 que l'orientation des halos dans T'(f) est
fixée. Nous trouverons en 3.5 la disposition relative des halos dans ’arbre T'(f). Dans certains
cas, la reconstruction n’est pas unique, ce qui conduit a la définition de germes isomeres, cf.
3.4. Nous montrerons en 3.6 que si deux germes de courbe plane a deux branches ont des
formes de Seifert isomorphes, et si ’hypothese 2.1 est vérifiée, ces germes sont isomeres.

3.1. Proposition. Orientation des halos. i. Soit H; = (e;;m1,m2,m3) le halo d’un sommet
de rupture de valence 3 de T(f). On peut renuméroter les voisins de i de sorte que les
propriétés suivantes soient vérifiées.

a. Si le sommet central i de H; n’est pas le sommet de séparation entre les branches de f, il
admet :

une aréte entrante, associée a 1y, portée par la géodésique qui relie les sommets i et #1, et
caractérisée par les inégalités m > vo(f) > pged(ei, m),

une aréte entrante, associée a 1o, portée par une branche morte, et caractérisée par les
inégalités ny > pged(e;, n2) > vo(f),
et une aréte sortante, associée a nz, et caractérisée par l'inégalité nz < vo(f).

b. Si le sommet central i de H; est le sommet de séparation entre les branches de f, et est
associé a une paire non-caractéristique (cas A.2 et B.2), il admet :

une aréte entrante, associée a 1y, portée par la géodésique qui relie les sommets i et #1, et
caractérisée par l'inégalité m > vo(f),

et deux arétes sortantes (indiscernables), associées any et n3, caractérisées par les inégalités
12 < vo(f) et s < vo(f).

c. Si le sommet central i de 'H; est le sommet de séparation entre les branches de f, et est
associé a une paire caractéristique pour @, mais non pour ¢’ (cas A.3 et B.3), il admet :

une aréte entrante, associée a 1y, portée par la géodésique qui relie les sommets i et #1, et
caractérisée par les inégalités n1 > vo(f) et pged(ny, e;) > pged(n, €;),

une aréte entrante, associée a 1o, portée par la géodésique qui relie le sommet © au sommet
symbolisant la branche ¢', et caractérisée par les inégalités ny > vo(f) et pged(no,e;) <

pged(n1, €;),
et une aréte sortante, associée a nz, et caractérisée par l'inégalité nz < vo(f).

ii. Soit H; = (ei;m1,m2,Mm3,14) le halo du sommet de rupture de valence 4 de T(f), s’il en
existe un. On rappelle que les m;; = pged(e;,n;) sont connus, mais pas les n;. On peut
renuméroter les voisins de 1 de sorte que i admet :

une aréte entrante, associée a 1y, portée par la géodésique qui relie les sommets i et #1,
une aréte entrante, associée a ny, portée par une branche morte,

et deux arétes sortantes (indiscernables), associées a ng et 1y,

ot la numérotation est définie par la condition : mg > my > max(ms, my).

Démonstration. Cette proposition récapitule les résultats relatifs a l'orientation des halos,
obtenus plus haut. L’inégalité qui permet de distinguer entre les deux arétes entrantes
dans le cas i.c provient, d'une part, de l'égalité pged(ni,e;) = qc---qy + q2~-~q;/, Voir
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pour ce calcul les références données en 2.13, et, d’autre part, de la relation de divisibilité
pged(n2, €:) | g - - gy de [R1, 2.17] déja utilisée en 2.5.

Dans le cas ii, on vérifie facilement qu’on a, avec les notations 2.2, les inégalités :

My = qe(Gesr Qg + Qo1 Ay )y M2 > Pe(Gesr - Gg + Goyr -~ d),

/ /
M3 < Qo1 Qg Ma < Geyq ™Gy
ce qui donne le résultat indiqué.

3.2. Définition. Soit f un germe de courbe plane & singularité isolée et soit T'(f) son arbre
de désingularisation. On appellera arbre réduit de l’arbre T'(f), 'arbre T R(f) obtenu a partir
de T'(f) en effagant les sommets de valence 2, et en ajoutant, autour de chaque sommet de
rupture ¢, un sommet, pondéré par 7;;, sur l'aréte (ij), ceci pour tout voisin j de i dans
T'(f). Notons que la multiplicité e; d'un sommet k de valence 1 vérifie e, = pged(e;, ;5. ), olt
i = o(k) est le sommet de rupture associé a k comme en 2.7, et jj est le voisin de ¢ sur 'aréte
dirigée vers k (cf. 2.2). Les multiplicités des sommets de valence 1 sont ainsi déterminées
par les halos. De méme, la donnée de I'arbre réduit T'R(f) détermine la position des fleches
qui symbolisent dans T'(f) les composantes de f, de la maniere suivante : les halos tels que
N3 = 1 (resp. 72 = n3 = 1 ou n3 = ny = 1) portent une fleche (resp. deux fleches) ; si la
méthode indiquée ne positionne qu’'une des deux fleches, nous sommes dans le cas A.3 ou
B.3 et de plus la branche qui admet ¢’ pour développement de Puiseux n’a pas de branche
morte au dela du sommet de séparation, alors, la fleche symbolisant ¢’ se place au bout de
I’aréte issue du sommet de séparation et portant la composante 7, du halo de ce sommet.

3.3. Proposition. Les halos qui sont voisins sur T(f) doivent vérifier les conditions
sutwantes, en numérotant les voisins des sommets de rupture comme indiqué en 3.1 :

i. Si le halo avec branche morte H = (e,n1,m2,M3) @ pour voisin immédiat dans T'(f), dans
la direction du sommet #1, le halo, de valence 3, H* = (e*,nf,n5,n5) ou le halo, de valence
4, H* = (e*,n},m5,m5,mi), et si le segment géodésique, qui relie ces deuz halos, commence du
coté de H* par une aréte sortante qui porte la composante n; de ce halo, on a les regles de
compatibilité suivantes :

e

3 7= ny, pged(e,m) = pged(e,n3) et e < pged(e,ns).

X -
pged(e,
ii. Si le halo avec branche morte H est de valence 4, H = (e, 11,12, M3, M4), les conditions sur

H* restant les mémes, les regles de compatibilité sont les suivantes :

(n3 + na) X 7= n5, pged(e,m) = pged(e”, ;) et e < pged(e,no).

pged(e, 72
iii. Si le halo avec branche morte H = (e,n1,M2,m3) a pour voisin immédiat dans T(f), dans
la direction du sommet #1, le halo H* = (e*,n{,n5,13), et si le segment géodésique, qui relie
ces deux halos, commence du coté de H* par une aréte entrante qui porte la composante
1y de ce halo, nous sommes dans le cas A.3 ou B.3, le halo H* n’est autre que le halo du
sommet de séparation et on a la regle de compatibilité suivante :

pged(e, i) = pged(e”, n;) et €” > pged(e, o).
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Démonstration. Ce résultat traduit la compatibilité des multiplicités sortantes (cf. 2.4),
rappelle que le pged est constant le long des arétes d’'un méme segment géodésique (cf. 2.2)
et utilise le fait que la multiplicité du sommet de valence 1 situé au bout d’une branche
morte est égale au pged des multiplicités le long de cette branche.

3.4. Définitions. Considérons I'arbre réduit TR(f) de l'arbre de désingularisation T'(f)
d'un germe de courbe plane a deux branches, numérotons les composantes 7;; des halos
comme indiqué en 3.1, et considérons la famille des halos de T'R(f). On appellera arbre
réduit un arbre obtenu en reliant les halos de cette famille, en suivant les regles indiquées
dans la proposition 3.3. On appellera peuplier un sous-arbre de ’arbre réduit, obtenu en
reliant des halos de valence 3 avec branche morte (choisis dans la famille des halos de
TR(f)), avec la condition que le halo de multiplicité centrale maximale dans le peuplier
admette 1 pour multiplicité sortante, c’est-a-dire, soit de la forme Hy, = (ear; nar1, Mare, 1)-
Le poids w(P) d'un peuplier P est défini a partir de son halo de multiplicité centrale minimale
Ho, = (€m; M1, Mm2, Mms) par P'égalité suivante :

@(P) = (Nm3 ¥ ),pgcd(emmml))-

ngd(ema Im2

Il est utile de remarquer le point suivant : si P est un peuplier composé de p halos, on
obtient de nouveaux peupliers en enlevant a P le halo de plus petite multiplicité centrale,
ceci 1, 2, ..., ou p — 1 fois. Deux arbres réduits sont dits isoméres si 'on passe de I'un a
lautre en effectuant une ou plusieurs fois I’échange de peupliers de méme poids. On dit
que deux germes de courbe plane, f; et fs, a singularité isolée, sont isomeres si leurs arbres
réduits TR(f1) et TR(f2) sont isomeres. Dans ce cas, on dira aussi que T'(f1) et T'(f2) sont
isomeres. Les définitions ci-dessus gardent un sens dans le cas d'un germe de courbe plane g
a singularité isolée avec un nombre arbitraire de branches, si I’on suppose que les sommets
de rupture de T'(g) sont tous de valence 3. Voir la remarque 5.10 pour une utilisation de
cette notion.

3.5. Proposition. Soit f un germe de courbe plane a deux branches, les arbres réduits
construits a partir de la famille des halos de T(f) sont isomeres.

Démonstration. Nous partons de la famille H(7'(f)) des halos de T'(f). Nous effectuons
I’étude vue en 2 pour savoir dans lequel des cas A.1, A.2, A.3ou B.1, B.2, B.3, nous nous
trouvons, et nous orientons les halos.

Si 'arbre T'(f) ne posséde aucun halo avec branche morte tel que 3 = 1, on attache au
sommet de séparation une fleche dans les cas A.3 et B.3, ou deux fleches dans les cas A.1,
A.2et B.2, et on passe au raccordement des halos situés en dessous du sommet de séparation,
voir la fin de la démonstration.

Si 'arbre T'(f) possede un halo H = (e;n1,72,13) avec branche morte tel que 73 = 1, nous
construisons un peuplier comme suit : on cherche un halo H* = (e*;n},n3,n5) avec branche
morte vérifiant les conditions de compatibilité indiquées en 3.3.i. S’il n’existe pas un tel halo,
le halo H est le peuplier cherché. Dans le cas contraire, il existe au plus deux halos vérifiant
les conditions 3.3.i, parce que la multiplicité sortante du halo, qui est le voisin immédiat de
H dans T'(f) dans la direction du sommet #1, ne peut se trouver que deux fois dans I’arbre
de désingularisation d'un germe a deux branches ; le cas échéant, on choisit pour H* un des
deux halos possibles et on raccorde alors H et H* en tracant une arcte entre 7, et 7;.
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En répétant la méme opération, on construit ainsi un premier peuplier, puis s’il existe un
deuxieme halo H' avec branche morte tel que 1 = 1, un deuxieme peuplier, en partant
de H’. Si la construction fait apparaitre deux peupliers, elle peut donner plusieurs arbres
réduits distincts (si chaque peuplier est la réunion de n halos, on peut trouver jusqu’a 2"
arbres réduits), mais on passe d'un arbre réduit a un autre en effectuant une ou plusieurs
fois ’échange de peupliers de méme poids.

La Figure 2 montre comment les halos H et H' peuvent se raccorder a ‘H* = (e*;n;) et
H* = (e%; né*) de deux manieres différentes si les conditions 3.3.i le permettent. On a posé
a = pged(e,n2), @’ = pged (€, nh) et représenté les branches mortes issues de e et €'.

noe Mz My e 1 o My MmNz e 1
a e e e ¢ e o o o ad e e e ¢ e o o o q
® m ot e 1 Uit
e ° noe °
e* e o c* e* e o

Figure 2 - Echange des halos H = (e; 11,7, 13) et H' = (¢/:0}, 7, 15)

Dans le cas B.1, les deux branches de f sont transverses, et TR(f) est obtenu en raccordant
les deux peupliers construits ci-dessus (resp. le peuplier et une fleche) par une aréte qui relie
les (la) composante(s) 7; des (du) halo(s) de plus petite multiplicité centrale de chacun des
deux peupliers (resp. du peuplier avec la fleche). Dans les autres cas, I’étude indique quel est
le sommet de séparation.

Dans les cas A.1, A.2 et B.2, on raccorde les deux peupliers, ou le peuplier et une fleche, ou
les deux fleches, au sommet de séparation ey, en respectant les reégles de compatibilité 3.3. 1)
ou ii) ; en particulier, 'aréte sortante, associée a la composante 7,; de Hs, est attachée a un
peuplier dont le poids admet 7,; pour premiere composante, ou a une fleche si 7,; = 1. Noter
que la premiere composante du poids d’'un peuplier n’est autre que la multiplicité sortante
(du sommet e;) le long de 'aréte de raccordement, si c’est une aréte sortante.

Dans les cas A.3 et B.3, on raccorde les deux peupliers, ou le peuplier et une fleche, ou les
deux fleches, au sommet de séparation ey, en respectant les regles de compatibilité 3.3. 1)
pour le raccordement a l'aréte sortante (associée a la composante 7,3 de H) et les regles de
compatibilité 3.3.iii) pour le raccordement a l'aréte entrante (associée a la composante 7

de H,).

Noter d’'une part, que dans chaque cas, on peut construire au moins un arbre réduit, parce
que nous sommes partis d'un arbre de désingularisation T'(f) et, d’autre part, que les choix
qui interviennent lors de la construction concernent 1’échange de peupliers de méme poids
au dessus du sommet de séparation.

L’isomérie éventuellement rencontrée dans les cas A.3 et B.3 est représentée Figure 3.

Les halos restants se raccordent dans ’arbre réduit dans ’ordre décroissant des multiplicités
centrales, du halo associé au sommet de séparation jusqu’au halo de plus petite multiplicité
centrale ; de plus, l'orientation des halos décrite en 3.1 détermine leurs dispositions relatives
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de fagon unique.

/ 1

U] M3
° e ° o o ¢
e e
i /
o 15 ¢ s
Ns3 @ o ¢ et Nss @ o ¢
s © o @ o 1) e, © o @ o 1
1 /
Ns1 @ 7s2 ¢ a MNs1 @ 7s2 ¢ a
° °

Figure 3 - Echange des halos H' = (&/;1}, 1, 15) et H” = ("5 0, n, nt)
3.6. Théoreme. Soit f et fy deuxr germes de courbe plane a deur branches, supposons que

leurs formes de Seifert A(f1) et A(fy) sont isomorphes et que U'hypothése 2.1 est satisfaite,
alors les germes f1 et fo sont isomeres.

Démonstration. Les hypotheses entrainent que la liste des halos de T'(f1) et celle de T'(f5)
sont identiques, la proposition 3.5 donne donc le résultat.

4. Calcul des paires de Zariski et fin de la reconstruction de l’arbre de
désingularisation.

Considérons de nouveau la situation étudiée en 3 : f désigne un germe de courbe plane a
deux branches, on se donne la forme de Seifert A(f) et on suppose I'hypothese 2.1 satisfaite.
Nous allons calculer les paires de Zariski du germe f et des germes isomeres, s’il en existe,
a partir de la forme de Seifert A(f), au moyen de 'arbre réduit T'R(f).

Si f n’a pas d’isomeres, ce qui est le cas général, on en déduira que la donnée de la forme
de Seifert détermine le type topologique du germe f, c¢f. Théoreme 4.11.

Si, au contraire, ’étude donnée en 3 conduit a plusieurs arbres réduits (qui sont donc
isomeres), nous démontrerons, cf. Théoreme 4.12, que chaque arbre réduit construit a partir
de A(f) est I'arbre réduit de l'arbre de désingularisation d’un germe de courbe plane a deux
branches g : les germes f et g sont donc isomeres. De plus, des germes isomeres ont la méme
multiplicité et le nombre d’intersection des deux branches ne dépend pas de I'isomere choisi.

Enfin, nous donnerons en 4.16 une formule tres simple qui calcule le nombre d’intersection
des deux branches de f en termes des multiplicités dans T'(f), ce qui entraine que ce nombre
d’intersection est déterminé par la collection des halos de T'(f), et nous conclurons par un
exemple en 4.18.

4.1. Considérons un germe de courbe plane f a deux branches, et ’arbre de désingularisation
T(f) de f. Notons comme en 2.2 ¢ et ¢ des développements de Puiseux des branches de
f. On supposera que la droite {x = 0} n’est pas dans le cone tangent au germe de courbe
{f = 0}, ce qui entraine que les paires de Zariski de ¢ et ¢’ sont strictement supérieures a 1.
Les lemmes 4.2 & 4.9 donnent le calcul des paires de Zariski associées aux halos H = (e; ;)
et H' = (¢/;n)) de T(f) représentés Figures 4, 5 et 6, chaque lemme correspondant a un
arbre de méme numéro. Dans les cas 4.2 et 4.5, le halo 'H peut aussi étre un halo de valence
4, la figure doit dans ce cas étre modifiée en remplagant le sommet 73 par deux sommets, de
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multiplicités n3 et ;.

Le lemme 4.10 donne le calcul du coefficient de coincidence dans le cas A.2. Ce coefficient
est égal a 1 dans le cas B.1, il a été calculé en 2.13 dans le cas B.2. Dans les cas A.1, A.3
et B.3, il est donné en fonction des paires de Zariski par la formule suivante, c¢f. 2.2 pour les
notations :

Clo,p)=Bp L2 P
Q1 G192 d1 - qe

Pour la démonstration des lemmes, voir le calcul des multiplicités dans ’arbre de désingu-
larisation dans [BK] ou [MW, 5.4.1 et 6.6.4], voir aussi [R, lemmes 3.12 & 3.19] ou le lemme

4.15 ci-dessous.

o

N3 @ 19 13 e 7 : UE b hd 62
(A [ ) [ ) [ ) a 66 [ ) [ ) [ ) ec [ ] [ ) [ ) [ ) né
m e moe moooe M M o d
n e ny e n3
6* ° €c—1 L €Cc—1 L4

4.2 4.3 4.4

Figure 4

4.2. Lemme. Considérons un halo avec branche morte H = (e;n;), de valence 3 ou 4,
et le halo H* = (e*;n7) situé dans larbre réduit immédiatement en-dessous de H. Notons
a = pged(e,n2) la multiplicité de extrémité de la branche morte. La paire de Zariski p/q
associée a 'H est donnée par les formules suivantes :

e e —qge*

q=—, p= *

a 713
Si H* est de wvalence 4, n; n'est pas connu directement, mais il est donné par [’égalité
ny = 13€e/a.
4.3. Lemme. Dans le cas A.3, considérons le halo H. = (ec;n;) du sommet de séparation,
et supposons de plus que la branche associée a ¢’ a c—1 paires de Zariski, ¢’est-a-dire que la
fleche associée a ¢ se raccorde en larbre réduit a [’extrémité de [’aréte portant la composante
n2. Notons He1 = (ec—1;n;) le halo associé a la (¢ — 1)-ieme paire de Zariski (commune @
v et ' par hypothése). La paire de Zariski p./q., associée a H., est donnée par les formules
sutvantes :

qc:n§_17 pc:ec_q*cec_l-
713 "3
4.4. Lemme. Dans le cas A.3, considérons le halo H. = (e.;n;) du sommet de séparation,
et supposons de plus que la branche associée a ¢’ a au moins ¢ paires de Zariski. Notons
H. = (e;n;) le halo qui se raccorde a larbre réduit en lextrémité de l'aréte portant la
composante 1,. Notons H._1 = (ec,l;n;) le halo associé a la (¢ — 1)-ieme paire de Zariski
(commune a ¢ et @' par hypothése), notons enfin o' = pged(el,n)). Les paires de Zariski
Pe/qe, associée a H., et pl./q., associée a H.,, sont données par les formules suivantes :

/ 1o ! /

_a 77; — €73 € _ €c 7 (cCe—1 ;4 = €1 — Pcl3

qec = / ) qdc = —,» Pe = * ) P = / :
armns a 713 "3
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Figure 5

4.5. Lemme. Dans les cas A.1, A.2 et A.3, considérons le halo H = (e;n;) de plus petite
multiplicité centrale. Notons a = pged(e,ny) et e la multiplicité du sommet #1 (de valence
1). La paire de Zariski p1/q associée a H est donnée par les formules suivantes :

e e

Q= —, p1r=—.

a €1

4.6. Lemme. Dans le cas B.3, considérons le halo Hy = (e1;n;) du sommet de séparation,
et supposons de plus que la branche ¢’ est lisse. Notons ey la multiplicité du sommet #1 (de
valence 1). La paire de Zariski p1/q associée a 'H est donnée par les formules suivantes :

e; —1 e
q1 = ) br=—.
UE; €1

4.7. Lemme. Dans le cas B.3, considérons le halo Hy = (e1;n;) du sommet de séparation, et
supposons de plus que la branche ¢' n'est pas lisse. Notons Hy = (€}; ;) le halo qui se raccorde
a Uarbre réduit a lextrémité de l'aréte portant la composante ny. Notons o' = pged(el, nb).
Les paires de Zariski p1/q1, associée a Hy, et py/q,, associée a H), sont données par les
formules suivantes :

e / e er — 17 / a’ — pins
p=— G = — a=———" h=—7>7:
€1 a 13 3
[ ] [ ]
13 hd 77§ e 73 €s °
° o ¢ e o e 1) °
N, ® ° ° o 1 ° Ne3 °
° ° € o o
#1 #1 °
4.8 4.9 4.10
Figure 6

4.8. Lemme. Dans le cas B.1, supposons que l'arbre T'(f) comporte deuz peupliers. Notons
H = (e;n;) et H' = (€/;m;) les deux halos reliés par une aréte au sommet #1, notons
a = pged(e, 1) et a’ = pged (€', nh). Les paires de Zariski p/q, associée a H, et p'/q’, associée
a H', sont données par les formules suivantes (on rappelle que l'on a supposé p/q > 1 et
/g >1):
)¢ _a—qn )4 —qns

p=——", p=——

a a s 17}
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4.9. Lemme. Dans le cas B.1, supposons que l'arbre T'(f) comporte un seul peuplier. Notons
H = (e;n;) le halo relié par une aréte au sommet #1, notons a = pged(e,n2). La paire de
Zariski p/q, associée a H est donnée par les formules suivantes :

e a—1
) p= .

q=-
a 13

4.10. Lemme. Dans le cas A.2, le coefficient de coincidence C(p, ') entre les deux branches
de f se calcule comme suit. On note Hy, = (es;ns,;) le halo du sommet de séparation, et
He = (€c;Me1, Ne2s Me3) le halo du sommet de rupture (avec branche morte) qui correspond a
la c-iéme paire de Zariski, cf. 2.2 et Figure 6 pour les notations, on définit [’entier v, v > 0,
par l’égalité suivante :

c €s — €E¢
C<¢7¢/>:&+p—2+"'+ Pe 7 Onaalors: v =

q1 41492 g1 4c  q1°°°qc Ne,3

4.11. Théoréeme. Soit fi et fo deuxr germes de courbe plane a deux branches. Supposons
que les formes de Seifert sur Hi(F(f,),Z), a =1 ou 2, sont isomorphes, que l’hypothése 2.1
est satisfaite, et que fi n’a pas d’isomeres, alors fi et fo ont le méme type topologique.

Démonstration. D’apres 1’étude donnée en 3, les hypotheses du théoreme entrainent que les
arbres réduits TR(f1) et TR(f,) sont identiques. D’apres les lemmes 4.2 & 4.9, il s’ensuit
que les branches des germes f; et fy ont les mémes paires de Zariski. De plus, d’apres 4.1
et 4.10, le coefficient de coincidence entre les deux branches de f; est égal au coefficient de
coincidence entre les deux branches de f,. Par suite, les germes f; et fy ont le méme type
topologique. Sans utiliser le coefficient de coincidence, on peut aussi remarquer que la forme
de Seifert détermine directement le nombre d’intersection des deux branches f] et f] (resp.
foet fi)yde fi = f1- f{ (vesp. fo = f5- f3)), par la formule vy (f], f) = —A(b,b), ot b est un
générateur de Ker(t — 1) C Hy(F,Z), on a donc :

V0<f17 {I):V(J(fév g)

4.12. Théoreme. Soit f un germe de courbe plane a deux branches. Supposons que [’arbre
réduit TR(f) admet des isomeres. Alors chaque arbre réduit isomere de l’arbre TR(f) est
l’arbre réduit de l’arbre de désingularisation d’un germe de courbe plane a deux branches g,
un tel germe g est donc un isomére de f. De plus, si les germes a deux branches f = f'- f"
et g =g -g" sont isomeres, ils ont la méme multiplicité, et le nombre d’intersection des deux
branches est le méme dans les deux cas, autrement dit :

w(f) =wlg) et w(f f")=wld,g9").

Démonstration. Voir ci-dessous en 4.17.

4.13. Donnons une méthode de calcul des multiplicités dans un arbre de désingularisation,
en commengant par le calcul de la multiplicité d’intersection de deux germes irréductibles.
Soit ¢g et h deux germes de courbe plane a une branche, notons m = y(g) et n = vy(h)
les multiplicités a l'origine de ces germes, supposons que {x = 0} n’est pas dans le cone
tangent a {gh = 0} et choisissons un développement de Puiseux x (resp. ¢) pour g (resp.
h), de sorte que {g = 0} est paramétré par x = t™, y = x(t) et {h = 0} est paramétré par
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x=u", y =1(u). Quitte & multiplier par un inversible de C{z,y}, on peut supposer que g
et h sont dans C{z}[y] et que :

g(z,y) = I w—x(at)) et hz,y)= 1] (y—¢(Bu)).

am=1 pr=1

Le résultant R,(g,h) de g et h est I’élément suivant de C{z}, en notant que z = t™ = u"

= I A" x(at)) II  (x(et) —¢(Bu)).

am=1 am=pgn=1

4.14. Lemme. Avec les mémes notations, supposons que g et h ne sont pas proportionnels,
la multiplicité d’intersection en O de ces deux germes est donnée par l’égalité suivante :

vo(g,h) = val,(Ry(g.h)) = val.( ]  (x(at) — ¥(Bu))).

amzﬁnzl

Démonstration. La définition générale vy(g, h) = dim (C{z,y}/(g,h)), valable sans condi-
tion d’irréductibilité sur g et h, donne, si g est irréductible, et pour tout a tel que o™ =1,
(g, h) = valy(h(t™, x(at))). On a donc :

mvy(g, h) = mvaly(h(t™, x(at))) = valy(R,(g, h)) = mval,(R,(g, h)).

Ceci donne la premiere égalité. La deuxieme égalité s’ensuit, si on suppose de plus h
irréductible.

4.15. Lemme. Soit f un germe de courbe plane, et T(f) l'arbre de désingularisation avec
multiplicités de f. Soit i un sommet de T'(f) et ~; une curvette de f associée au sommet 1.
La multiplicité e; du sommet 1 est donnée par l’égalité suivante :

= VO(fv ’Yz‘)-

L’arbre T'(f) donne sans calcul un développement de Puiseux d’une curvette associée au
sommet 7, on peut donc utiliser les deux lemmes précédents pour déterminer explicitement
€;.

4.16. Proposition. Soit f = f' - f” un germe de courbe plane a deux branches, et
T(f) Uarbre de désingularisation avec multiplicités de f. Le nombre d’intersection des deux
branches ' et f" est donné par la formule suivante, ot le produit est étendu aux sommets

de Uarbre T'(f) :
wlf £ =T

Démonstration. On utilisera les notations 2.2, on notera donc ¢ (resp. ¢') un développement
de Puiseux de f' (resp. f”), p1/qi, - .-, pg/qy les paires de Zariski de @, pi/qy, ..., p,/q, les
paires de Zariski de ¢’ et L = 1o(f’, f"), qui est aussi le nombre d’enlacement des deux
composantes de bord de la fibre de Milnor. Nous donnons une démonstration pour chacun
des cas énumérés en 2.9, voir Figure 1. Dans Chacun des cas, les résultats du lemme 2.13 seront
utilisés pour regrouper, dans le produit des e, v(i)=2 , les multiplicités des sommets, extrémités
de chaque branche morte ou de la branche geodésique d’extrémité #1, si ce sommet est de
valence 1.
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i. Le cas B.1. Les branches sont transverses. On a directement £ = ¢ ---qzq; - -q;, =
IL e?(i)72

1 1 *
ii. Le cas B.2. Les branches se séparent sur une paire non caractéristique ¢ = C(¢p, ¢’), telle
que ¢ < p1/q1 et ¢ < pi/q;. On peut supposer pour le calcul que :

w:xpl/q1+... et w/:xc+xpa/qi+...

Chacun des termes qui interviennent dans le produit donné en 4.14 est de valuation ¢, on
trouve donc le résultat demandé :

v(i)—2
Equ---qg%---q;fc(wo/):Hei() :

iii. Le cas B.3, en supposant de plus la branche f” lisse. Les branches se séparent sur la
premiére paire caractéristique de ¢, p1/q1 = C(p,¢’). On peut supposer que :

S02$1)1/(11+... et Sp’:a?d’ avec d > p1/q.

Chacun des termes qui interviennent dans le produit donné en 4.14 est de valuation p;/qi,
on trouve donc le résultat demandé :

v(1)—2
CZQ1"'C]9P1/C]1 :p1QZ"'qg:H6i() .

i

iv. Le cas B.3, en supposant de plus la branche f” non lisse. Les deux branches se séparent sur
la premiére paire caractéristique de ¢, p1/q1 = C(¢, ¢'), et p1/q1 < p/q;. On peut supposer
que :

cp::Epl/q1+--- et (p’:xpi/qi+..._

Chacun des termes qui interviennent dans le produit donné en 4.14 est de valuation p;/qi,
on trouve donc le résultat demandé :

v(1)—2

v. Le cas A.1. Les deux branches ont ¢ paires de Zariski en commun et se séparent sur la
paire caractéristique p./q.. Notons e; la multiplicité du sommet #1, es celle du sommet
de séparation (de valence 4), g, et ¢ deux curvettes associées a ce sommet et en position
générale. On peut supposer que les développements de Puiseux ¢, ¢, xs et X% de f', f”, g5 et
g~ sont de la forme suivante :

0= xPl/Ql(l 4. (1 + xpc/‘]l""]c + .- ))’ 90, _ l.pl/‘ll(]_ 4. (1 + prC/qln,qc 1. ))’

Ys = xpl/(h(l 4. (1 + 3xpc/q1---qc)) et X; — xp1/q1<1 4. (1 + 4xp6/¢h'--qc)).

On trouve successivement, en utilisant 4.14 et 4.15 :
s = vo(gs; f) = v0(gs; f') + 10(9s, f7) = (Ges1 - Gg + Gerr -~ qy) Vo(9s, G5),

v(t)—2 €s
61:QI"'QC<QC+1"'Qg+q(/;+1"'Q;/) et Hez() :6_1(]1"'QCQCJrl"'ng(/;Jrl"'Q;/a
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par suite, [ V7 = qepr e ay gy a0l 9) = wo(f, f7) = £, c.afd..

vi. Le cas A.2. Les deux branches ont ¢ paires de Zariski en commun et se séparent sur une
paire non caractéristique. Les notations ey, es, gs et ¢. gardent le sens précédent. On peut
supposer que les développements de Puiseux ¢, ¢, x5 et x4 de f', f”, gs et g, sont de la
forme suivante, ou p. < a et ager1 < PeQes1 + Pes1 :

o= xpl/‘h(]_ N (1 + pPe/a1--de + pPede+14+Pet1)/q1 Gt 4. ))’

901 _ l’pl/ql(]_ 4+ (1 + xpc/ql...qc + x(l/‘]l""]c + :L,(ch£+1+l)/c+1)/qln.ch;_H 4. ))’
Ys = xp1/q1(1+' . (1+xpc/q1~~qc+2xa/q1~~qc)) et X/s — xm/ln(1+. .. (1+$pc/q1~~qc+3xa/m---Qc))_

Le calcul donné en A.1 s’applique sans changement au cas A.2. Noter cependant que la valeur
de 1(gs, g.) dépend du cas considéré, puisque v4(gs, g-) = aqy - - - g, le cas A.1 correspondant
aa= P1-

vii. Le cas A.3. Premier sous-cas : les deux branches ont (¢ —1) paires de Zariski en commun,
(¢ — 1) > 0, et se séparent sur la paire p./q., caractéristique pour ¢, mais non pour ¢’, qui
a (c — 1) paires de Zariski. Les notations ey, e, gs et g- gardent le sens précédent. On peut
supposer que les développements de Puiseux ¢, ¢', xs et x. de f', f”, gs et ¢, sont de la
forme suivante, ou dq. > p._1q. + pe :

0= xPl/Ql(l 4. (1 + pPe/d1de +.. ))’ SOI — xpl/‘]l(l N (1 + pPe=1/a1dc—1 + xd/QI"'QCfl))’

Xa = :Epl/ql(l T (1 n 2xpc/q1...qc)) et X; — xpl/‘]l(]_ N (1 + 3l‘pc/q1---qc))'

On trouve successivement :

es = Vo(9s, ) = v0(9s, 1) + 10(gss [7) = o1+ 4 0(9s, 9%) + vo(gs, 1),

De
er=q1Ge1(l+ge - qy), Vo(gs,g;)quu_q (@1 4)* = petr - 4o,
mo__ De _
v(gs, [') = ———q1- - Gcqi - Qo1 = De1 ** * Ge1,
ql-.-qc
€sq1-° g v(2)—
£:V0<f17f1/>:chrl"'QQVO(gs’f”):e_l . q K :Hez‘() 27 C-Q-f-d-

viii. Le cas A.3. Deuxiéme sous-cas : les deux branches ont (¢ — 1) paires de Zariski en
commun, (c—1) > 0, et se séparent sur la paire p./q., caractéristique pour ¢, mais non pour
¢, qui a au moins ¢ paires de Zariski. Les notations ey, ey, g5 et ¢g- gardent le sens précédent.
On peut supposer que les développements de Puiseux ¢, ¢', xs et x4 de [, f”, gs et g’ sont
de la forme suivante, ou p./q. < p./q. :

0= xp1/q1(1_i__ . (1 _|_xpc_1/q1...qc—1(1+xpc/q1---qc_'_, . )))7 Yo = xpl/m(l_'_, . (1_1_2xpc/ql.._qc))7

o = xpl/m<1 4+ (1 4+ xPc—l/‘]l"'Qc—l(l 4 P/ age-1de 4 N,
X, = xpl/ql(l (1 3xpc/q1---qc)>.
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On trouve successivement :

es = v(gs, [1) + v0(9s, [) = Qo1 -+ g v0(9s, 95) + 0(gs, ),

er=q1Ge1(qc g+ e dy),
U0(gs; 92) = Petr -+ Ges - Y0(gss f) = Pettt -+ Qo1 @+ - -

’oen 1 esq1- Qg e -q;/ v(i)—2
‘C:VO(faf ) ={ct+1° "4y VO(gsaf ) = 6_1 q :Hei ) qud

4.17. Démonstration du Théoréme 4.12. On part d'un germe de courbe plane a deux
branches f, on suppose avoir trouvé un arbre réduit T'R’, isomere de T R(f). On veut montrer
qu’il existe un germe de courbe plane a deux branches g tel que TR’ = T'R(g). On supposera
que TR’ s’obtient a partir de TR(f) par un unique échange de peupliers de méme poids.
Le cas général s’en déduit en itérant le cas d'un échange unique. D’apres 3.5, deux cas se
présentent, voir les Figures 2 et 3, dont nous reprenons les notations.

i. Le cas représenté Figure 2. Dans l'arbre T'(f), les paires de Zariski p/q, associée a H, et
P'/q, associée a 'H' sont données par les formules suivantes :

* /

e e—qe* a-—e , € , € —qe d—¢
q=—, D= * = ; q:_,v p = * = ’
a 73 "3 @ 73 "3

Si le germe ¢ existe, nous noterons 7 /x la paire de Zariski associée a H et 7'/’ la paire
associée a ‘H' dans T'(g) ; celles-ci doivent vérifier les formules suivantes :

e a—¢e* , € , a —e*
X = ™= ) X:_/a ™ = /
a N3 a 113
* * * *

e* —¢ , , € —e
et m=p +

On doit donc avoir x = ¢, X' = ¢, 1 =p+ . Les multiplicités

/

713 3
sortantes des halos H* et H"™ sont égales a nj, il s’ensuit que e* et €* sont divisibles par

75, ainsi que les multiplicités des sommets situés dans T'(f) sur la géodésique qui joint les
deux sommets de valence 3 au centre des halos H* et H™. Ceci entraine que e* et £* sont
divisibles par n3 = 75 /q et 15 = 1n3/q" et que les nombres 7 et 7’ sont des nombres entiers.
Les conditions e* < a, e* < d/, e* < a et ¢* < a’ donnent de plus que 7 et 7’ sont positifs.

On remarquera plus précisément que m — p (resp. 7" — p’) est un multiple entier de ¢ (resp.
q) :
e* _ E* , , /6* _ e*
T-p=q—, et ™ —p=¢—7
T3 T3
Autrement dit, les développements en fraction continue de p/q et de 7/q ne se distinguent

que par leurs parties entiéres, et il en est de méme pour les développements de p'/q’ et de
m'/q

1 _ 1
Dot — o T —
q 1 q 1
hy + —— -
ho +---
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On notera ez(h) les exposants caractéristiques de Zariski d’'un germe irréductible h. Sup-
posons que les exposants des branches f’ et f” du germe f = f'- f” sont :

p1 P2 Pa P DPat2 P P P p, 0D Dy
ez(f)=(—,—=, ..., —, =, ==, ..., 7)) et ez(f”):(—/l,—?,...,—ll’,—/, i’+2,..., Z).
@ Qo ¢ Qat2 g q G 9 Qo Qy

Considérons un germe g = ¢’ - ¢” a deux branches dont le type topologique est défini comme
suit. D’une part, les exposants caractéristiques de Zariski des branches ¢’ et ¢” sont :

/ / / / / /
_ (P2 Pa T Do ]E) et en(y") = (p_}’@ Py T Pat2 Pa

ez(q’) S, —, o e, =, e
@ g G’ 4" Qhio Gy A G B 4 ato dy

et, d’autre part, le coefficient de coincidence entre les branches de g est égal au coefficient
de coincidence entre les branches de f. La méthode de calcul donnée dans [MW, 6.6] permet
alors de vérifier que les arbres TR’ et T'R(g) sont identiques, le point clé étant la remarque
sur les développements en fraction continue de p/q et de 7/q (resp. de p'/q’ et de 7' /¢’), qui
assure que le halo associé a 7/q (resp. 7'/q') dans T'(g) est identique au halo H (resp. H’)
de T'(f).

Les arbres T'(f) et T(g) étant isomeres, on a, d’apres 4.16, vo(f’, f") = o(¢’,¢”). On a
enfin, par construction, 73 = qqat2 -Gy = ¢'qh15 "+ ¢y, ce qui donne :

w(f)=qae 4 +de - ap=n(0ge g+ de - q) =r(g)

Le germe ¢ construit ci-dessus satisfait donc les propriétés demandées.

ii. Le cas représenté Figure 3. Dans l'arbre T'(f), les paires de Zariski p’/q/, associée a H’,
et p”/q", associée a ‘H” sont données par les formules suivantes, ou ps/qs est la paire de
Zariski associée au sommet de séparation et e,_; est la multiplicité du sommet de rupture
qui précede le sommet de séparation, s’il en existe un, et 0 sinon :

/ / !/ 1 "

, e , e —dqde, d—e b€ p 0 —es 1 — D3
q__/7 p_ - ’ 9 q__//7 p_ " .
a Ns3 3 a UE!

Si le germe ¢ existe, nous noterons 7’'/x’ la paire de Zariski associée a H' et ©”/x"” la paire
associée a ‘H” dans T'(g) ; celles-ci doivent vérifier les formules suivantes :

" " " /

n € n € —X € G —¢C ;€ @ — €51 — PsTs3

X _77 VI - 1/ 9 X__/7 ™ = / .
a Ms3 M3 a UE!

s 7 €s—1 — PsTs3 e

€s — €s—1 — PsT)s3
7 .

"o, 1
tm’ =p ~

e

On doit donc avoir X' = ¢, X" =¢", 7" =p'+ ;
3

)

La condition imposée sur les halos donne en particulier 7.3 = ¢'ny = ¢"nf, par suite,3 les deux
branches de f ont une multiplicité en 0 multiple de 7,3. On trouve ainsi que e, et e;_; sont
multiples de 7),3. Les nombres 7’ et 7" sont donc entiers. Plus précisément, on voit que 7’ —p’
est un multiple entier de ¢, et #” — p” un multiple entier de ¢” :

€s — €51 €s — €51

_ ps) ot 7T” _ p// _ _q//( _ps)
Ns3 N)s3
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Supposons que les exposants caractéristiques de Zariski des branches f’ et f” du germe

f=f"-f"sont:

/ /! / /
ea(f) = (B2 B2 B D Perr o Pay oy = (2L P2 Pt B Penn Py

@@ q g g Q@ g 4 G 4y

Considérons un germe g = ¢’ - g a deux branches dont le type topologique est défini comme
suit. D’une part, les exposants caractéristiques de Zariski des branches ¢’ et ¢” sont :

1! / / ’
— (BB T P B ey = (B2 Bt T P2 Dy

ez(g/) ) )ttt ) //’ / ) ) AR ) /7 PR
a1 42 s 4" Gs41 4y a1 42 ds—1 ¢ Gs+2 4y

et, d’autre part, le coefficient de coincidence entre les branches de g est égal au coefficient de
coincidence C(p, ¢') = ps/qs entre les branches de f. On termine la démonstration comme
dans le premier cas.

5. Formes de Seifert de germes isomeres.

Comme plus haut, f désigne un germe de courbe plane a singularité isolée a deux branches

f, et F sa fibre de Milnor. Nous allons démontrer dans cette section que M_oHy(F,Z) et
Gr)(H,(F,Z)) sont des Z[t,t~!]-modules cycliques, cf. Théoréeme 5.7. On en déduira que,
si deux germes de courbe plane a deux branches sont isomeres, leurs formes de Seifert sont
isomorphes, cf. Théoreme 5.9.

5.1. On notera ['(p, ¢') la géodésique de T'(f) joignant les fleches symbolisant ¢ et ¢';
les sommets de T'(p, ¢') seront les sommets de rupture, le sommet #1 §'il est sur I'(¢p, ¢)
(c’est-a-dire si les deux branches sont transverses) et 1’éventuel sommet de valence 2 portant
la fleche associée a ¢’ de T'(f) portés par cette géodésique ; les arétes de I'(p, ¢') seront les
segments géodésiques de T'(f) portés par cette géodésique.

Les sommets (resp. les arétes) seront pondérés par les e; et r; (resp. les m;;) calculés dans
T(f). Les sommets de I'(¢, ') seront renumérotés en suivant leur position sur la géodésique,
de 1 (correspondant au sommet de rupture sur lequel s’attache la fléche associée a p) a N 41
(associé a ¢'). Les e; et r; seront numérotés par le nouveau numéro du sommet correspondant
et les m;; par le numéro du segment géodésique, comme indiqué Figure 7 ci-dessous.

F( /) . T My Tre Mg T3 Mz ... My-1 TN MTMN TN+1
v ° ° ° ce ° °
Figure 7

Si C(p, ¢’) est un exposant permis pour ¢ et pour ¢ (cas A.1, A.2, B.1 et B.2), on posera :
Q) = gPV (] 4 P/ DR(] 4o g P/ D) Y et oh = xsic = 0.
Si C(y, ¢') est un exposant permis pour ¢ et non pour ¢ (cas A.3 et B.3), on posera :
Y = xpl/(h<1 + xPQ/QlQQ(l 4ot xpc—l/ql“'QC—l) ).

L’arbre T'(f) est alors la réunion du sous-arbre T'7(f), constitué de la géodésique de T'(f)
joignant les fléches symbolisant ¢ et ¢’ et des branches mortes qui y sont attachées, et d’un
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sous-arbre T (f) isomorphe & I'arbre T'(1)) de désingularisation d’un germe ayant ¢ pour
développement de Puiseux, les deux sous-arbres étant rattachés par un segment géodésique
qui joint le sommet de rupture de T (f) ayant la plus grande multiplicité & celui de T (f)
ayant la plus petite multiplicité, ou au sommet #1 si ¢ = 0 ; ces deux sommets sont distincts,
a l'exception du cas ou T'(f) admet un sommet de rupture de valence 4, qui est alors 'unique
sommet commun a T+(f) et T7(f). Suivant la méthode de calcul donnée dans [BK, p. 682-
708] ou [MW, 6.6], on voit que les multiplicités des sommets de T(f) se déduisent de
celles des sommets de T'(3)) par multiplication par (ges1--qg + @oyy - qyr); 81 Cp, ) est
un exposant permis pour ¢ et pour ¢', et par multiplication par (q.---q, + ¢, - q,) sinon.

5.2. Soit g un germe de courbe plane a singularité isolée ayant un nombre quelconque de
branches, et F'(g) sa fibre de Milnor. On peut calculer les Z[t, t~']-modules M_,H,(F(g),Z)
et Gr)!(H,(F(g),Z)) en considérant le graphe G(g), revétement ramifi¢ de I'arbre T'(g),
construit comme suit : le sommet (i) de T'(g) a pour image réciproque r; sommets, l’'aréte (ij)
de T'(g) a pour image réciproque m;; arétes, chaque fleche de T'(g) a pour image réciproque
un segment de G(g). L’ensemble des extrémités extérieures de ces segments sera noté 0G, les
points de OG sont donc en bijection avec ’ensemble des fleches de T'(g) ou avec I’ensemble
des branches de g. De plus, 'action de la monodromie sur G(g) est un isomorphisme du
revétement. On a alors les isomorphismes de Z[t, ¢~ !]-modules suivants, d’apres [DM1, 5.5
et 6.5] :

M_2H\(F(g),Z) = H'(G(9),0G,Z) et Gry'(Hi(F(9),2)) = H'(G(g),Z).

Comme observé dans (loc. cit.), les branches mortes de T'(g) n’apportent pas de contribution
au calcul des Z[t, t~!]-modules étudiés ici; en effet, une branche morte, dont les extrémités
sont les sommets (j), de valence 1, et (k), de valence > 3, a pour image réciproque dans G(g),
e; segments attachés a G(g) par les sommets qui forment I'image réciproque du sommet (k).
L’image réciproque d'une branche morte est donc contractile.

Revenons maintenant au cas d'un germe a deux branches et aux notations de 5.1.

5.3. Lemme. Soit f : (C?0) — (C,0) un germe de courbe plane a deux branches, a
singularité isolée en 0. L’image réciproque de T(f) dans G(f) est contractile. Par suite, les
arétes de T(f) n’apportent pas de contribution au calcul des Z[t,t=']-modules M_oH,(F,Z)
et Gr)! (H,(F,Z)).

Démonstration. 1l reste & voir que si (i) est un sommet de rupture de T'(f) situé sur T+ (f)
et (j) le sommet suivant sur I'unique aréte sortante du sommet (7), on a I'égalité r; = my;.
Ceci provient de la description, donnée plus haut, des multiplicités des sommets de T(f)
en fonction de celles des sommets de T'(v), et du fait bien connu que la monodromie d'un
germe de courbe plane irréductible (ici le germe dont ¢ est un développement de Puiseux)
est unipotente.

Notons (1) le sommet de I'(p, ¢’) dont la multiplicité e; est minimale parmi les sommets de
['(p, ¢'); & la renumérotation pres, () est associé au sommet de rupture de T'7 (f), noté (Z),
sur lequel se rattache T(f), ou au sommet #1 s’il est de valence 2. Le lemme 2.4 donne les
informations suivantes sur les multiplicités de certains voisins de ({).

Si C(p, ¢') est un exposant permis pour ¢ et pour ¢', le sommet (Z) admet deux arétes
sortantes. La multiplicité ef (resp. ef' ) du sommet de T'(f) voisin de (I) sur aréte sortante
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dirigée vers ¢ (resp. ¢’) vérifie :

ef =qey1---qg(modey), ef =q..,---q, (mode).

Si C(g, ¢') est un exposant permis pour ¢, mais non pour ¢, le sommet () admet une unique
aréte sortante (vers ¢) et le sommet (I + 1) de T'(f), associé au sommet (I + 1) sur D(g, '),
admet une unique aréte sortante (vers ¢’). La multiplicité e (resp. eﬁlrl) du sommet de T'(f)
voisin de (1) (resp. (I + 1)) sur 'aréte sortante dirigée vers ¢ (resp. ¢') vérifie :

v oo /
ef =qey1--qg(moder), effy =qoyy - Qg (mod e;41).

5.4. Lemme. On a la relation de divisibilité suivante entre les m; le long de T'(p, ') : si,
pour un certain couple (i,7), 1 <i < j < N, Uentier a divise m; et m;, alors, pour tout k,
1 < k<3, a divise my.

Démonstration. Si i+ 1 = j, il n’y a rien a démontrer. On supposera donc que ¢ + 1 < j.
Deux cas se présentent, suivant la position de (/) par rapport aux arétes (i i+ 1) et (7 j+1).
Si k <1 (resp. k> 1+ 1), on notera e (resp. ¢f ) la multiplicité du sommet de T(f) voisin
du sommet de rupture numéroté k dans I'(p, ¢’) dans la direction de la fléche associée a ¢
(resp. ¢').

Premier cas : j <loul <i.Sij <[, hypothese a | m; et a | m; entraine que a divise e;,
€it1, €5 et ej41 ainsi que le produit g - - - ¢, des dénominateurs des paires de Zariski associées
aux sommets de rupture situés entre (1) et (i) inclus, en effet le lemme 1 donne e, =
@ - qg (mode;ir), par suite, a divise e; et ef, puisque ef = qyy11i—;--- @~ gy (mode;).
Ceci entraine que a divise m;_;, d’ott le résultat demandé. On procede de méme si | < 1.
Noter que si C(p,¢’) n’est pas un exposant permis pour ¢’ et si [ = i, le lemme 2.4 ne
s’applique pas au sommet (i) = (I) dans la direction de ¢’, mais il nous suffit de savoir que
efjrl est divisible par a.

Deuzieme cas : i < 1 < j < N. L’hypothese entraine ici que a divise e;, e;11, €; et e;;; ainsi
que le produit g - - - ¢4 (resp. ¢ - - -q;,) des dénominateurs des paires de Zariski associées aux
sommets de rupture situés entre (1) et (7) inclus (resp. entre (7 + 1) et (N + 1) inclus),
on a en effet, par le lemme 2.4, ¢ ; = ¢,--- ¢, (mode;11) et e}‘-’/ = ¢y q, (mode;). Par
suite, a divise eg1 = (q1-+-qy +q; -+ g} ), et a divise les multiplicités des sommets de T'(f)
portés par la géodésique qui joint #1 & (1) (le sommet de rupture de T(f) renuméroté (1)
dans T'(p, ¢')). Le cas ol le sommet (1) est de valence 4 se traite comme le premier cas ci-
dessus ; sinon, le sommet (1) a trois voisins dans T'(f), dont nous noterons les multiplicités ef
(multiplicité du voisin de ({) dans la direction de ¢), ef (dans la direction de ¢') et ej- (dans
la direction de #1). On vient de voir que a | €f et a | ef, mais e + ef +ef = 0 (mod ey),
donc aussi ef + ¢f + ¢f = 0 (moda). Ceci montre que a | ¢f , puis, d'une part a | my, car
my = pged(ey, efl), ce qui donne, pour i < k < [, a | my (en appliquant le premier cas entre
i et [) et d’autre part, a | 41, car m; = pged (e, ef,,elﬂ), ce qui donne, pour | < k, a | my,
(en appliquant le premier cas entre [ et j).

5.5. Matrice de présentation de M_,H,(F,Z). Nous allons travailler avec des produits
de polynomes cyclotomiques fortement premiers entre eux, on rappelle (¢f. 1.4) qu’on écrit
(A, B)z = 1 pour indiquer que A et B de Z[t,t~!] sont fortement premiers entre eux.
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On posera, pour 1 <i < N, a; = (t"™ —1)/(t"" =1), By =t™ —1 ety = (™ —1)/(t"+ —1).
Vu que les sommets de rupture situés aux extrémités de I'(p, ¢') portent une fleche dans
Varbre T'(f), on a r; = ryy1 = 1, ce qui donne 1'égalité ajas - - - ay = 7172 - - - Y. On posera
aussi fo =Py =t—1L, yo=anyr1 =1L uy=1,v; =0, uy =0 et vy, =1 de sorte que
ugYo +viar =1 et unvyy---yv + onprang = 1.

5.6. Lemme. Les polynomes a; et v;, 1 < i < N, vérifient les relations suivantes :

(v,a2)z =1, (mre,a3)z=1, ..., (M2 wv-1,an)z = 1.
I existe donc des éléments uy, ..., uy_y et vy, ..., vx de Z[t,t71] tels que :
uryr +v20n =1, ugmye +vsaz =1, ..., uy_1mvecYv-1 Huvany = 1

Démonstration. Procédant comme dans le lemme 5.4, on trouve d’abord que, pour tout i,
1 <i< N,onar; = pged(m;—1,m;), (noter que le sommet (7) de T'(f), renuméroté en i
dans I'(p, ¢'), a 3 voisins dans T'(f), sauf si T'(f) admet un sommet de valence 4 et si i = [).
Il suffit de démontrer que, pour tout i et j, 1 <i < j < N, on a (v;,aj)z = 1, c’est-a-dire
que v; = (t™ —1)/(t"* — 1) et o = (t" —1)/(t"7 — 1) sont fortement premiers entre eux.
Supposons par l'absurde qu’il existe des entiers a > 2, n > 1 et un nombre premier p tels
que D, | a; et $ypn | 74, on aurait alors a | m; et ap™ | m;, donc a | m;, et aussi, pour tout k,
i <k <j,a|myg, cequidonne en particulier, par la remarque ci-dessus, a divise 711, ..., ;.
Il s’ensuit que ®, ne divise pas «; : contradiction. L’hypothese ®qm | o et @, | v; conduit
de méme a une contradiction, d’ou la proposition.

Nous pouvons maintenant passer au calcul du Z[t, t~!]-module M _,H,(F,Z). En utilisant

[DM1, 6.6] et le lemme 5.3, on voit que la matrice M suivante est une matrice de présentation
de ce module :

By % O 0 0 0 --- 0 0 0 0 ]

0O v i m 0 0 0 0 0 0
M= 0 0 0 a [ 7 0 O 0 0

0 0 0 0 0 0 e QN ﬁN YN 0

L 0 0 0 0 0 0 0 0 AN BN+1_

En multipliant successivement M & gauche par les matrices P; € GL(N + 2 — 1, Z[t,t71])
suivantes, 0 <7 < N :

U; Vi1 0
P=|-aipn 2w 0|,
0 0 In_;

ou Iy_; désigne la matrice unité d’ordre N — i, et en effectuant les simplifications, on trouve
les matrices de présentation suivantes :

Boar v -+ 0O 0 focrce v1v2 -0+ 0 0

0 Qg - 0 0 0 (0%} 0 0
My=| -+ o e, My = e

0 o .- N 0 0 0 YN 0

0 0 - angq ﬁN—i—l 0 0 o N4 ﬁN+1
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ﬁoal...aN '7/1“"7N O :|
My = . My =[(t=1Day---ay].
N 0 N1 Byt N+1 {( )041 OfN}

On a ainsi déterminé la structure du Z[t, ¢ ']-module M _oH,(F,Z). Le Z[t,t ']-module
Gr) H,(F,Z) est donné par un calcul analogue.

5.7. Théoreme. Soit F' la fibre de Milnor d’un germe de courbe plane a deux branches, on
a les isomorphismes de Z[t,t™1]-modules suivants :

M — 1) (t™Y — 1)
(t?"z — 1) Ce (tT'N — 1)
(™ —1)--- ("N —1)
(t?"l — 1) ce (tT’N — 1)

M_yH\(F,Z) = Z[t,t /((t — Doy - --ay) = Zlt, til]/(( ),

Gry'H\(F,Z) 2 Z[t,t 7] /(- an) = Z[t, t71]/( ).

5.8. Germes isomeres. Rappelons la définition 3.4 : deux germes de courbe plane f; et
fo sont isomeéres si 'on peut passer de T'(f1) & T'(f2) par une suite d’échanges de peupliers
de méme poids. Dans ce cas, les sommets de T'(f1) qui portent une (ou deux) fleche(s) sont
des sommets de rupture avec branche morte.

Si f1 et fy sont des germes a deux branches, la relation d’isomérie entre f; et fy signifie
que l'on passe de T'(f1) a T'(f2) en effectuant une ou plusieurs fois 'opération élémentaire
d’échange de sous-arbres qui fait passer du graphe I'(¢1, ) au graphe I'(p9, ¢)) comme
indiqué Figure 8 ci-dessous, en respectant les conditions ci-dessous. Soit 77j(‘1)1 le produit
des dénominateurs des paires de Zariski des sommets de rupture (1), (2),...,(j) de T(f1), si
a = 1, ou des sommets de rupture (N + 1), (N), ..., (k) de T(f2), si a = 2. Soit 'r],(f_)l le produit
des dénominateurs des paires de Zariski des sommets de rupture (k),...,(N), (N +1) de
T(f1), si a =1, ou des sommets de rupture (j),...,(2), (1) de T(f2), si a = 2. Le nombre

77](»1)1 n’est autre que la multiplicité sortante du sommet (j:l) de T'arbre T'(f,) dans la

direction de ¢, ; de méme, le nombre 7)1(:—)1 est la multiplicité sortante du sommet (k,—vl) de
I'arbre T'(f,) dans la direction de ¢/, si 'aréte associée est sortante. Ces nombres sont aussi

les premieres composantes des poids des peupliers correspondants.
Les relations imposées sont les suivantes :

L.+ 1<1<k—1et,siC(p ¢) est un exposant permis pour ¢ et pour ¢’, j+1 <k —1
(de sorte que T'(f1) et T'(f2) sont distincts),

L1 2 1 2
11. 77]('+)1 = 77]('+)1 = 771(%)1 = 77181-

F( ,) o6 myp €y ... € My €41 ... €1 M1 € ... €EN MN ENy1
9017 801 e o . e o o ‘e Y ) . e o )
F( ,) . ENy1 Ty EN ... € My €41 ... €1 Mg € ... €2 T €
(;027 802 ' o (Y . e (Y [ . e o (Y e o o
Figure 8

Les sommets (resp. les arétes) de I'(¢2, ¢)) seront numérotés par les indices des e; (resp. m;)
correspondants dans le diagramme. Comme dans la démonstration du lemme 5.4, la condition
Nj+1 = Nk—1 (on omet l'exposant (1) ou (2)) entraine que m; = ;11 = Nk—1 = My_1; ON €n

déduit les égalités 7’](}21 = r](i)l, 7’1&1 = 7’1(21 et donc, pour tout 7, 1 < < N + 1, 7“2(1) = 7“2(2).
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5.9. Théoreme. Soit f; et f deux germes de courbe plane a deux branches. Si f; et fy
sont des germes isoméres, les formes de Seifert sur Hi(F(f,),Z), a = 1 et 2 sont isomorphes.

Démonstration. Par définition de la relation d’isomérie, la collection des halos des sommets

de rupture de T'(f1) est identique a celle de T'(fs) et, d’apres la proposition 4.16, le nombre
d’intersection des deux branches de f; est égale a celle des deux branches de f5. Notons
1 et @) (resp. o et @) des développements de Puiseux des branches de f; (resp. fy), la
relation entre les arbres pondérés T'(¢py, ) et T'(pq, ©5) montre que les Z[t, t~!]-modules
M _oH\(F(f1),Z) et M _oH\(F(fs),Z) sont des Z[t,t"']-modules isomorphes, d’apres le
théoreme 5.7.

Notons xj = '}y, la classe de la composante de bord de F'( f1) associée & 1, orientée comme
le bord de F(f;). Notons x} un cycle de recollement entre les parties de F'(f;) associées aux
sommets de rupture renumérotés (i) et (i+ 1) sur I'(¢1, ¢}), voir [DM1] ou [DM3] pour cette
construction. Pour 1 < ¢ < N, on peut choisir 2} parmi les t%z} et choisir son orientation
de sorte que la matrice de présentation de M_oH,(F(f1),Z) décrive ce Z[t,t1]-module par
générateurs et relations comme suit : les générateurs sont =}, ..., zk 41, les relations sont,
pour 0 <i < N+ 1, Sz} =0, et, pour 0 < i < N, vz} = a;412},. On notera de méme 7,
pour 0 < i < N+1, les cycles de recollement correspondants dans Hq(F(f2),Z), en utilisant,
pour numéroter z7, I'indice de I’entier m; associé & I'aréte correspondante dans I'(pa, ¢h) .

On supposera pour simplifier 1'exposition qu’on passe de T'(f;) a T(f2) par un unique
échange de sous-arbres et que ['(¢1,¢]) et T'(ps,¢)) sont comme indiqué plus haut; le
cas général consiste en plusieurs pas du méme calcul. On choisira le générateur x® de
M _oH\(F(f.),Z), a =1 ou 2, de telle sorte que les cycles de recollement ¢ soient donnés
par ¥ = y1 - Yi—10441 - - - ayx®. On a alors immédiatement T =Ty

La détermination de la forme de Seifert des germes f; et f5 utilise les données suivantes.

i. Le nombre d’intersection des deux branches du germe,

ii. Les relations entre les cycles de recollement ci-dessus, codées dans la donnée de
(mq, 71, Moy ..., TN, MN),

iii. La description de I'image par la monodromie de M_1H(F(f,),Z), a = 1 ou 2, codée
dans la donnée des halos de T'(f,),

iv. Le polynome de twist Tw,(t), défini en [DM3, 2.21 et 4.5] et associé au choix d'un
générateur x.

Les résultats de [DM3], la définition de l'isomérie et la proposition 4.16 montrent que les
germes f1 et fo ne sont pas distingués par les trois premiers points. Comparons maintenant
les polynomes de twist associés aux deux germes. On note v (resp. /) la multiplicité de
la branche associée a @1 ou ¢y, (resp. ¢} ou ¢}), les branches notées ¢, (resp. ¢!) ayant
par hypothese la méme multiplicité pour a = 1 et 2. On note 7; (resp. 1) la valeur du
n; correspondant a 'aréte sortante du sommet (j) (resp. du sommet (k)) de I'(¢1, ¢)) vers
1 (resp. o) ou de I'(pq, ph) vers ¢, (resp. ¢}). Cette notation est licite par définition de
I'isomérie, i.e. la valeur de 7, (resp. n;) est la méme pour a = 1 ou 2. Avec ces notations,
en désignant par y° le relevé dans H,(F(f,),Z) d'un générateur de Gr°H,(F(f,),Z) choisi
comme expliqué dans [DM3, 4.5], et en notant S la forme d’intersection sur Hy(F(f,),Z),
on a les résultats suivants.
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Dans le cas du germe fi, la contribution des arétes (j j + 1) et (K — 1 k) & Tw(t) - 2! est :

mj M1 / /

em; v v emy_1 v v
E S(thal J — thxl + E thx — thal .
h=1 ( ,y) v <77j+1€j+1 meg b1 ) 1z <77k71€k71 ﬁkek) ol

Dans le cas du germe f5, la contribution des arétes (k j + 1) et (k—1j) a Tw.(t) - 2 est :

Mmpg—1 / /
ems; v v emy_ v v
h 2 2 J h, .2 k-1 h
ZSt ( - tx+z xklv ) , ( - )tl’k1
Vo Nj+1€5+1  TkCk v Nk—1€k—1  1;€;

Vu que z§ et zj_; sont égaux, ainsi que m; et my_1, ces deux contributions sont donc égales.
De plus, la contribution des autres arétes ne distingue pas les deux germes. Par suite, les
polynomes de twist des deux germes sont égaux.

Le théoreme 4.6 de [DM3] nous donne alors le résultat indiqué.

5.10. Remarque. L’article [DM2]| donne un exemple de deux germes de courbe plane a
trois branches, isomeres, dont les formes de Seifert ne sont pas isomorphes, ce qui permet de
construire des nceuds algébriques (de grande dimension) cobordants et non isotopes.

6. Un exemple.

Nous allons mettre en ceuvre la méthode décrite dans I’article sur un exemple. On se donne
la forme de Seifert A(f) d'un germe de courbe plane a deux branches f = f'- f”; la question
est alors de trouver le (ou les) type(s) topologique(s) des germes dont la forme de Seifert est
isomorphe a A(f), a partir des données suivantes, qui se déduisent de A(f) : le polynome
caractéristique A(t) de I'action de la monodromie sur H, (F, Z), la décomposition du Z[t, t~1]-
module Gr, H,(F, Z) en somme directe orthogonale pour la forme d’intersection S, les unités
associées aux structures isométriques sur les facteurs de cette décomposition et le nombre
d’enlacement des composantes de bord de F, i.e. vo(f', f").

6.1. Les données relatives a I’exemple proposé sont les suivantes.

i. Le polynome caractéristique de 1’action de la monodromie sur Hi(F,Z) est :

Alt) = (t—1)

(tSO 1)(t172 )(t348 _ 1)(t350 _ 1)
<t16 1)(t86 1)(t87 _ 1)(t175 _ 1) ’

ii. La décomposition de Gr™ H,(F,Z) en somme directe est :
Gt H\(F,Z) 2 Z[t,t 7]/ Ao (t) @ Z[t, t7 ]/ As(t) © Z[t, t7]/Ae(t) ® Z[t, t71]/Ag(t), on
(t80 _ 1) B (t172 _ 1)(t2 _ 1)
@o—1y MO = Gm ooy
(318 —1)(t — 1) (1) = (#3509 —1)(t — 1)
(87 — 1)(t* — 1)’ s\ (17 —1)(t2 - 1)

iii. Les unités Uy € Z[t, 17" /Ly, Uy € Z[t,t7 /1y, Us € Z[t,t7|/Vg et Us € Z[t, t7'] /s,
associées comme en 1.13 aux 4 halos de valence 3 qui correspondent a la décomposition

Aso(t) =

Ag(t) =
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en somme directe, donnent les unités circulaires suivantes, apres passage aux corps cyclo-
tomiques indiqués (on rappelle que ces unités sont définies a multiplication par le carré d’une
unité pres) :

L 2 -1 1B -1 oo
Vo= a1 € QO/(0), Ui =77 € QW)/Pinalt),
8 — 1 AT _
Us = 1 € Q(1)/ Paas(1), Ug = 21 © Q(t)/Pss0(t).

iv. Le nombre d’enlacement est : vo(f’, f") = 80.

6.2. On retrouve les polynomes Ly, Ly, Lg et Lg en utilisant le théoreme 1.9, la remarque 1.10
et le lemme 1.4 (ce dernier indique qu'un des L; est divisible par ®5P10P5y). Ceci montre que
I'arbre T'(f) compte 4 sommets de rupture, tous de valence 3. Plus précisement, ’application
o, définie en 2.7, nous indique que les arbres cherchés ont 4 sommets de valence 1, que nous
numéroterons 1, 3, 5 et 7, de multiplicités e; = 16, e3 = 86, e5 = 87 et e; = 175, et 4 sommets
de valence 3, que nous numéroterons 2, 4, 6 et 8, de multiplicités e; = 80, e, = 172, eg = 348
et es = 350, les sommets de valence 3 étant associés a ceux de valence 1 par : o(1) = 2,
0(3) =4, 0(5) =6 et o(7) = 8. Nous sommes donc dans le cas B.

Les sommets de valence 3 sont ordonnés sur la géodésique I'(p, ¢') dans l'ordre eg, €9, €4, €5

ou dans l'ordre inverse, en effet, les multiplicités des composantes du diviseur exceptionnel
croissent suivant leur ordre d’apparition lors de la désingularisation, et on a ici e5 > e; et
es > ey. Les polynomes Ly, Lg et Lg permettent alors de calculer les nombres m;;, pour
1=4,6ou8etj=1,20u3:

(m41,m42,m43) = (4, 80, 2)7 (m61>m627m63) = (4, 87, 1), (m81>m82>m83) = (2, 175, 1),

ce qui donne enfin (may, Moz, ma3) = (16,4, 4).

6.3. On notera, comme en 1.15, M,, := CN’n/(énﬂEi) le groupe des unités circulaires du corps
cyclotomique Q[t]/®,,(t)), modulo le sous-groupe des carrés d’unités. Dans les cas considérés
ici, on a M, = C,,/(C?), parce que 80, 172 = 2% - 43, 348 =22-3-29 et 350 = 2-52- 7 ont 2
ou 3 facteurs premiers et les b valent 1.

D’apres Gold et Kim [GK], on peut choisir pour base de l'espace vectoriel Mg, (espace

vectoriel de dimension 15 = $¢(80) — 1 sur Z/2Z) la famille suivante, ot 'on note v, 'image
de t* — 1 et on conserve I’écriture multiplicative en passant a My :

Y32 Y15 V25 V35
(7177377777977137717771977217723772777377_7_7_7_)'
Yie V5 V5 V5

Les relations de Bass (¢f. 1.15) donnent successivement dans Mgy :

Y32 V48 V6 Y4 Y28 - Y15 V35
— =—=—=7=%4, —— =1, —=1 Y= M3 "9 — —,
Y16 Y16 V4 8 V4 Y5 Vs
Y32 715 Y25
Y31 = V1 Y3 YT V13t V23t Vot V3T —— 5 Y11 = V21 - V27 V3t ——,
Y16 Vs V5
Y32 Y25 V35
V33 = V3 V7T V13 Y17 Y23t Ver V3T T, Y39 = V7 Y923 ——  ——
Y16 Y5 Vs
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T2 Y25 V35
etenfin — =y -y3-97 Y9 Y7 Y19 Y21 Var — - —.
T4 Y5 Vs
Vu que (mo1, Mag, Mag) = (16,4,4), les 1, sont des multiples de 4, et les valeurs de v,/7(s0,0)
qui interviennent dans le calcul de U, figurent dans la liste suivante :

Ja _ e 728 52 Y64 76 Y12 68 82 36 Y44 48

V4 Y16 V4 V4 Y16 V4 V4 Y4 V16 V4 V4 Y16

ou 'on a utilisé la relation vy, = 7g0—q. La liste des 7,; possibles est donc :
(4,12,16, 28,32, 36, 44, 48,52, 64,68, 76).
On cherche alors les triplets d’éléments de cette liste qui vérifient les conditions :

M21 + N2 + M2z = eg = 80, Tna1 * Vmaz * Vmaz V16 = Uéa ngd(Uzb 772277723) =4.

On trouve deux halos possibles, Hi = (80; 48,28, 4) et H2 = (80;16,28,36). Un calcul dans
My montre que H3 doit étre écarté, en effet, les unités associées s’écrivent, en notant Ul
(resp. v.) I'image de Uy (resp. t* — 1) dans My :

Uy =U(Hy) =% Vi Y271 et UH3) =757,
et les relations de Bass donnent ici
Yie =Y Y2 € Y=V Vs Vi # L

ce qui distingue les deux halos. On a donc trouvé Hy = (80; 48,28, 4).

Le cas des halos H, et Hg est aisé, en effet, d’une part, les polynémes L, et Lg donnent
M2 = 86 et mgy = 175 et, d’autre part, les multiplicités sortantes sont connues et donnent
M3 = 2 et ng3 = 1. Dans le cas du halo Hg, on sait que ng3 = 1 et ngo = 87 ou 174 = 2 - 87
ou 261 = 3 - 87, donc 1g; = 260 ou 173 ou 86, et seul 260 convient car pged(348,161) = 4.
On trouve donc les halos suivants, ce qui est conforme aux données Uy, Ug et Uy :

H, = (172;86,84,2), He = (348; 260,87, 1), Hs = (350; 175,174, 1).

6.4. La proposition 2.15 permet maintenant de distinguer entre B.1, B.2 et B.3. En effet,
avec les notations de 2.15, on trouve :

O =16 < V() =2+ 4 — 1) 4222 _ 4 BB Ly 30

AP () =16 <D (f) =2+ 40— D+ 2o 1)+ (G — 1)+ (o
ce qui exclut le cas B.1 et indique que la multiplicité du germe est 16. Les composantes
(1m1,m2,m3) du halo de séparation H;, numérotées comme en 3.1, sont :

1) = 24,

ns =4 <1p(f) =16 <my =28 < n3 =48,

ce qui exclut le cas B.2 : les germes cherchés sont dans le cas B.3; en particulier, chaque
sommet de valence 3 admet une unique aréte sortante.

6.5. En conclusion, la reconstruction de ’arbre réduit peut se faire de deux manieres :
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l-er cas : Hy est rattaché a Hs le long de I'aréte sortante (associée a n3) et Hg est rattaché
a Hsy le long de 'aréte entrante (associée a ns).

2-eme cas : Hg est rattaché a Hy le long de 'aréte sortante (associée a 13) et Hy est rattaché
a Hsy le long de 'aréte entrante (associée a ns).

Dans les deux cas, Hg est rattaché a H, le long de l'aréte sortante. On calcule alors les
paires de Zariski en utilisant les lemmes 4.2 et 4.7. Dans le premier cas, on trouve les paires
suivantes : (5/3,3/2,3/2) pour une branche et (67/4) pour I'autre, le type topologique est
celui défini par les développements de Puiseux suivants, ou par 'arbre T'(f;) ci-dessous :

©1 = £L’5/3<1 +LL’3/6(1 +x3/12)) et 90/1 — :L’67/4.

Dans le deuxieme cas, on trouve les paires suivantes : (5/3,7/4) pour une branche et

(33/2,3/2) pour 'autre, le type topologique est celui défini par les développements de Puiseux
suivants, ou par I'arbre T'(fs) ci-dessous :

, = 231+ 2712} et = 2] 4 3.
2 %)

Dans les deux cas, la proposition 4.16 donne vo(f’, f”) = 80, en conformité avec la donnée
iv.

A
350 e e 175
174 e
172 o e 86
4 e 87
80 e °
48 o © e e o o o o o e o o o o o o o o o >
16 e 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 172 260 348
T(f1)
A
348 e e 87
260 e
172 o
84 e 86 175
80 e ° °
48 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o >
16 e 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 172 174 350
T(f2)
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