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1 Introduction

On étudie ici la convergence de la méthode itérative Fast Adaptive Composite method (F.A.C)
dans le cas d’un probléme de convection-diffusion stationnaire discrétisé par la méthode de streamline-
diffusion finite element method (SDFEM). Dans le cas ou la convection est dominante, ce probléme
admet souvent des solutions présentant ce que ’on appelle des couches limites qui nécessitent un
maillage trés fin dans leurs voisinages. L’utilisation de plusieurs niveaux de raffinement semble bien
adaptée dans ce cas. Les performances des méthodes multigrilles se dégradent lorsque le coefficient de
diffusion devient de plus en plus petit.

La méthode FAC étudiée ici est un procédé itératif permettant de résoudre un probléme posé sur
un maillage affiné localement par une suite de problémes ayant une structure plus réguliére. Une im-
portante propriété de cette méthode (en commun avec les techniques multigrilles) est d’avoir un facteur
de convergence majoré par une constante strictement inférieure a 1 indépendamment des pas d’espace
grossiers et fins, pourvu que les triangulations utilisées appartiennent & des familles réguliéres, ce que
nous supposerons désormais. Cette propriété a été démontrée par [12] et [10] dans le cas symétrique
défini (ou semi-défini) positif. On donne ici une démonstration de cette propriété dans le cas de la
méthode SDFEM, et plus généralement dans le cas d’un probléme elliptique du second ordre non sy-
meétrique, avec une technique différente basée sur un important résultat dit théoréme d’extension ([9] ,
[1], et [13]) largement utilisé dans l’analyse de la convergence des techniques de décomposition de do-
maine. Les estimations obtenues des facteurs de convergence sont aussi valables pour le cas symétrique
défini positif comme cas particulier de celui traité dans ce travail, on montrera en fait que, dans ce cas,
on peut améliorer ces estimations.



Pour cela, on donne d’abord une nouvelle formulation de la méthode F.A.C et on montre qu’elle
peut étre interprétée comme un opérateur agissant & l'interface; ceci est fait en utilisant la notion
d’extension harmonique discréte. En utilisant le théoréme d’extension on montre que l'opérateur de
passage associé & la méthode F.A.C a l'interface est une contraction avec une constante strictement
inférieur & 1 indépendamment des pas H (grossier) et h (fin), pourvu que H soit suffisamment petit pour
qu’une hypothése supplémentaire portant sur la partie non symétrique et non coercive de 'opérateur
elliptique soit vérifiée.

On applique ce résultat a la méthode SDFEM pour un probléme de convection-diffusion pour lequel
on montre que, sous des hypothéses de régularité des coefficients de 1'opérateur et du domaine assez
générales, I’hypothése supplémentaire est vérifiée dés que le pas d’espace grossier H est assez petit.

On présente enfin des résultats numériques pour analyser les performances de la méthode F.A.C
pour ce probléme, ainsi que la dépendance par rapport aux paramétres de la méthode SDFEM. Ces
résultats confirment les résultats théoriques obtenus.

2 Probléme Modéle. Discrétisation avec affinement local

2.1 Probléme modéle

Soit © un domaine de R? de frontiére 0 assez réguliére, par exemple de type Lipschitz par
morceaux. On considére le probléme de convection-diffusion stationnaire suivant,

—eAu+ ¢.Vu+cu = f dans (2 (2.1)
u=20 sur 0f) '
dont une forme variationnelle est la suivante:
Trouwver w € V = H}(Q) tel que
e(Vu, Vo) 4+ (¢.Vu,v) + (cu,v) = (f,v) YoeV (2.2)
ol ¢,c et f sont des fonctions suffisamment réguliéres, et € un parameétre > 0.
On supposera par exemple que :
0<e<l,¢e (W), ce L), fe LX) (2.3)
c>0,V.p=0 p-p- dans €.
Dans le cas ou V.¢ # 0, on supposera que ¢ — %V.qb > 0.
De maniére plus générale, on considérera le probléme variationnel suivant:
Trouver u € V tel que
a(u,v) = (f,v) YoeV (2.5)

ou la forme af(.,.) est bilinéaire continue, pas nécessairement symétrique; f € Lo(£2) et on désignera
par (.,.) le produit scalaire dans Ly(€2).

Le probléme (2.2) est la formulation variationnelle d’un probléme elliptique linéaire du second ordre,
avec conditions aux limites du type Dirichlet homogénes. Ceci n’est pas restrictif, tout ce qui suit peut
étre étendu, sans grandes modifications, au cas d’autres conditions aux limites: de type Dirichlet non
homogénes, Neumann, ...

Sous les hypothéses (2.3), on montre que le probléme (2.2) admet une solution unique pour tout
f € La(2) (voir par exemple [14]).

Les résultats obtenus dans ce travail peuvent étre généralisés au cas de formes bilinéaires qui
s’écrivent sous la forme :

a(.,.) =as(.,.) +0(.,.)

ot la forme a,(.,.) est bilinéaire continue, symétrique et coercive sur H}(€2), et la forme b(.,.) est
bilinéaire vérifiant des hypothéses que l'on précisera ultérieurement (voir section 4 page 7).



2.2 Discrétisation avec affinement local

On se limite & la présentation du cas 2D (d = 2), un cas 3D sera illustré dans la section 6 (cf.
page 16) sur les résultats numériques. Pour discrétiser le probléme (2.5), on utilise une approximation
par éléments finis conformes. On considére d’abord une triangulation grossiére 7 de 2 (les éléments
de cette triangulation peuvent étre des triangles ou des quadrilatéres, cf. figure 2.2), et le sous-espace
d’éléments finis associé:

Vg ={ved®Q): vip € P (T) VT € Ty, v =0 sur 0Q}

ou P, (T) désigne ’espace des fonctions polynémiales de degré au plus m sur 1’élément T
g

F1G. 1 — Maillages grossier () et composite (£23,)

On suppose ensuite qu’on a affiné une partie des triangles de 7y contenus dans une partie ouverte
Q; C Q. On désigne par Vi g (resp. Va2 i) le sous-espace d’éléments finis associé & cette triangulation
fine (resp. grossiére) dans €2 (resp.Q2). Soit I' I'interface entre la partie affinée et la partie grossiére
du domaine (cf. figure 2.2):

F:ﬁlﬂﬁg

On désigne alors par ; ; I'ensemble des sommets (ou plus généralement des degrés de liberté)
contenus dans 2; et sur 'interface; et par 2y i ’ensemble des sommets a I’extérieur de €2;. Les noeuds
a l'interface sont alors, par construction, grossiers; cette propriété est fondamentale pour tous les
algorithmes de type FAC étudiés dans ce travail.

On définit ainsi un maillage composite €2 = € 5, U €y i et on note V} le sous-espace d’éléments
finis associé & la triangulation composite 7, sur €. Un exemple d’une telle triangulation est donné
par la figure 2.2.

On pose

th ={ve Vi, :v=0sur 0Q}.

Le probléme discret obtenu est alors le suivant:
trouver uy, € V), tel que
a(up,v) = (f,v) Yo € V (2.6)

La méthode de la streamline diffusion finite element method (SDFEM) a été introduite dans [6]
pour 'approximation numérique du probléme de convection-diffusion avec convection dominante. Elle
peut étre interprétée comme une méthode de Petrov-Galerkin, elle est aussi connue sous le nom de
streamline upwind Petrov-Galerkin method (SUPG-method). Elle peut étre aussi vue comme un cas
particulier de la méthode Residual Free Bubble (RFB) ([?]). Dans le cas d’une approximation EF par
des éléments de type P, elle coincide aussi avec la méthode de Galerkin Least-Squares (GLSFEM) ou
encore la méthode USFEM de Franca & al. ([?]).

La méthode SDFEM consiste & ajouter un résidu pondéré a la méthode de Galerkin usuelle, ce qui
conduit & la formulation suivante :

trouver up, € Vj, tel que

ap(up,v) = fo(v) Yo eV,



avec

ap(u,v) = e(Vu, Vo) + (¢.Vu,v) + (cu,v) + Z dr(—eAu+ ¢.Vu + cu, .Vo)r
TeT,

fh( Z or(f,d.Vu)r

TETQ

ou (.,.)r désigne le produit scalaire dans Lo(T"). La constante dp est appelée SD-paramétre, et son
choix joue un roéle crucial dans les propriétés de stabilisation de la SDFEM.

Pour la décomposition de la forme bilinéaire a(.,.) en partie symétrique et non symétrique, on
utilise les formes suivantes :

as(u,v) = e(Vu, Vo) + ((c — —V )u,v) Z o7 (p.Vu, .Vu)r
TETE

1
b(u,v) = S((¢-Vu,v) = (6.Vv,u)) + > dr(—eAu+ cu, ¢.Vo)r
TGTE
Pour étudier les propriétés de la SDFEM, on utilisera la norme suivante :
1/2
llso = (elof + 3 brllo- Vol + IVerlds)
TETQ

Pour I’étude de la stabilité et de la convergence de la méthode SDFEM, on introduit les constantes
cr et finy vérifiant

cr = mea%d c(x)] pour T € 7j, (2.7)
1Av]lor < pinohz' ohr Yo e Vi (2.8)

ol hr désigne le diameétre de I’élément 7'. La deuxiéme inégalité est une propriété inverse locale pour
les éléments finis utilisés ([4], [2]).
On a alors le théoréme suivant ([14]) :

Théoréme 2.1. On suppose que le SD-paramétre 7 vérifie
1 h?
0<or< —min(c—g, —g) pour tout T € Ty,. (2.9)
2 e U
T nv

Alors la forme bilinéaire discréte ap(.,.) est coercive :
1
ap(v,v) > HU”SD Vv e V.

On déduit de ce théoréme 'estimation a priori suivante :
2 2
lollsp < CUAG+ D or I fl5.0)" .
TETQ

Concernant le choix de 7 pour améliorer les propriétés de convergence de la SDFEM, on introduit
le nombre de Peclet local
||¢||0,007T hr

P =
er 2e

et on utilise le choix suivant
doPer si Pep > 1 (convection dominante)
op = hy . : (2.10)
51— si Pepr <1 (diffusion dominante)
ou dp et 01 sont des constantes choisies judicieusement. On a alors le théoréme suivant ([14]):

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et avec le choix de ép donné par (2.10), la
solution uy, de la méthode SDFEM satisfait [’estimation d’erreur suivante

lu —unllsp < 0(51/2 + h1/2)hk |ulg g -



2.3 Notion d’extension harmonique

Soit X, la décomposition induite sur Iinterface I' par la triangulation composite 7. On définit
alors le sous-espace suivant:

®, ={peC') :¢;r € Pr(I) VI € Sy, =0 sur II'}

®, est égal a I'ensemble des restrictions & I' de fonctions appartenant & V3. Dans ce qui suit on désignera
par T'rr l'opérateur de restriction a I'interface I' défini sur V}, et donc & valeurs dans ®y,.

On définit ensuite les opérateurs suivants sur @y, :

- Rypp € @) — Ry pp € Vi, solution du probléme suivant

a1(Ry,pp,v) =0 vu e VP,

(2.11)
TrrRipe = sur I’
— Rypp € & — Ry gy € Vo p solution du probléme suivant:
as(R ,v) =0 Yo e V)
2(Ro, e, v) 2,H (2.12)

TrrRogp = ¢ sur I'

ou la forme aq(.,.) (resp. as(.,.)) désigne la restriction de la forme a(.,.) aux éléments de V;y,
(resp. Va.z).

La fonction R; »¢ (resp.R2 mp) est appelée extension harmonique de ¢ sur Q4 ;, (resp. Qs pr) relati-
vement & la forme a;(.,.) (resp. as(.,.)). On aura aussi besoin de I’extension harmonique R r¢ définie
de facon analogue a R; ;¢ en remplagant Vy j, par Vi p.

On supposera que toutes les extensions harmoniques sont définies de facon unique.

On définit enfin les normes utilisées: pour tout u € V;p (ou Vi g) :

lullf = ais(u, u)

et pour tout ¢ € Py :
el = 1Ry melln

ou la forme a;4(.,.) désigne la restriction de la forme ag(.,.) & V; p.
On pourrait définir d’autres normes sur ®;, , par exemple :

llellln = 1 R1nelh ou el = 1 Bynellz ;

mais le choix que nous avons fait ici : |||¢||| = |R1,m¢|/1 nous a paru le plus simple et suffisant pour
I’analyse de la convergence; et en fait, comme nous le verrons dans la section suivante, toutes les
normes ci-dessus (définies sur @) sont équivalentes avec des constantes indépendantes des pas h, H,
si les triangulations composite et grossiére appartiennent a des familles réguliéres ([4]).

Remarque 2.1. Comme la forme as(.,.) est symétrique et coercive, la norme énergie qui lui est
associée est équivalente a la norme H&(Q) avec des constantes indépendantes des pas d’espace h et H,
on utilisera dans tous ce qui suit les 2 normes de fagon indifférente; et de méme en ce qui concerne les
normes sur H} () pour i = 1,2 .

3 Description classique d’une itération F.A.C

On considére ici le cas de l'itération F.A.C a 2 niveaux. Partant d’une valeur initiale u% eV,
on construit une séquence (uﬁ) convergeant vers la solution exacte u;, du probléme (2.6) de la fagon
suivante:

Correction locale fine:

On cherche z, € Vlo,h tel que :

ai(zn,0) = (fo) —ar(uf,v)  Voe VY, (3.1)



et on pose alors :

k+1/2 k
up, = Up, + zpn

Correction globale grossiére:
On cherche zg € Vg tel que :

a(zm.v) = (fv) —a(u, " 0)  Vee Vg

et on pose alors :

k+1 _ k+1/2
up =y +zg

La nouvelle valeur uf‘;ﬂ est définie sur le maillage composite 2 par :

kil ufl + 2z + 2z, dans Q5
up = k 0
uyp + zH dans 2o

(3.2)

Remarque 3.1. On supposera, dans tout le reste de ce travail, que tout élément de th “appartient”

aussi a Vj, par prolongement par zéro a l'extérieur de ()y.

4  Nouvelle formulation de la méthode

k

Pour analyser la méthode, on va étudier le comportement de l'erreur e} = qu — up. Si on désigne

par eV, (resp. e} ;) la restriction de e & Qy, (resp. Q2.5 ), on a alors :

T?“pe'ih = Trpe'f,H = T’I“FEZ sur IT'.

L’erreur obtenue a la fin de I’étape (3.3) vérifie :

al(eZH/?,v) =0 Vv e th
Trpelfflp = T’I“FEZ sur I'.

ce qui, par définition de ’extension harmonique R; p, est équivalent & écrire que :

k+1/2 k
e = Rlthrpeﬁ

et donc:

k
12 _ Ry pTrre; dans Q)
h eé”H dans Qo g

L’étape de correction sur grille grossiére (3.3) s’écrit: on cherche zg € Vi tel que

a(zg,v) = —a(ezﬂm,v) Vve Vg
Or:
a(62+1/2, v) = al(Rlthrpeg, v) + ag(eS,H, v) Vve Vg

Posons:

k {RI,HTTFehk dans Ql,h

wH = &
€ 1 dans o g
On a alors: i
1/2
a(eﬁJr / V) = a(w%,v) - al(Rl,HTrpeZ,v) + al(Rl,hTrpeZ,v)

donc la solution zy du probléme (3.3) vérifie :

a(zg,v) = —a(w]f{,v) + al(RLHTrpeZ - Rl,hTTFEZ,’U) Vve Vg

(4.1)



Si on pose:
éH = wlf{ + zH,
on obtient finalement que ’élément ey € Vi vérifie:
a(ép,v) = al(RLHTrpeZ - Rl,hTrpeZ, v) Yve Vg (4.2)
k+1

Ce probleme est global grossier; sa résolution permet d’avoir 1'élément € g = 6’5’ atzn=-eéy
et on a alors:

L _ RlthrpeZ +eé1H — RLHT?“peg dans Q4 ,
627}[ dans QQ,H
On a en particulier:

Trreft! = Trréy (4.3)

On va d’abord montrer dans le lemme suivant que la connaissance de T'rpéy suffit pour déterminer
ép sur tout le domaine global grossier Qy :

Lemme 4.1. Siéy € Vi vérifie (4.2), alors on a :

5 Ry gTrréeg dans Qi g
€H = ~
RQ,HTTFGH dans QQ,H

Démonstration. Prenons v € VZOH(Z = 1;2) dans (4.2), on a alors :
a(ég,v) = al(Rl,HTrpeZ,v) — al(Rl,hTrpeZ,v) =0

soit:
a(ém,v) = a;i(é m,v) =0;
et comme Trré; y = Trréy , on voit donc que:

€0 = R;gTrrey

d’ou le résultat. O

k+

Ce lemme nous permet de conclure, au vu de la relation (4.3), que e; ! ne dépend que de T rpeﬁ.

On en déduit donc que 'analyse de I'erreur associée a l'itération (3.1)-(3.3) se raméne a I’étude de
la suite (Trref)ren sur Uinterface. C'est Uobjet de la section suivante.

5 Analyse de la vitesse de convergence

5.1 Théoréme d’extension

Tenant compte de ce qui précede, on introduit l'opérateur Sp, : ®, — @5, qui & ¢ associe Spp =
Trrwyg ol wy est la solution du probléme suivant :
Trouver wy € Vi tel que

a(wpg,v) = a1(Rige — Ripp,v)  VYve Vg. (5.1)
D’apres (4.2)-(4.3), on voit que:
TrpeZH =Trrwyg = SQTTFGE.

On utilisera dans tout ce qui suit ’hypothése suivante :

Condition 5.1 (H1). Les triangulations 7T}, et Ty font partie d’une famille réguliére ([4]).



Dans I’analyse de la convergence, nous utiliserons le résultat suivant, dit théoréme d’extension, dé-
montré, dans le cas symétrique défini positif dans [13], [11], [1] et [9](avec une démonstration différente
de celle de [11]):

Théoréme 5.2. Sous ’hypothése (H1), il existe deuzr constantes positives Cy et Cy indépendantes des
pas h et H telles que pour tout p € @), on a

| Rinp 1< Crl|Romell 5 |R2,m¢ll2 < Cof|Rinellh

Démonstration. On va montrer uniquement la premiére inégalité du théoréme, 'autre inégalité s’en
déduisant par symétrie. Considérons les extensions harmoniques continues R;p € H'(Q;),i = 1,2,
solutions des problémes suivants:

CLZ'(RZ‘QO,’U) =0 Vv € H&(QZ)
Rip=¢ sur I’ (5.2)
Rip=0 sur 9€); N ON

La démonstration du théoréme est basée sur deux hypotheéses, en plus de celles concernant 'existence
des extensions harmoniques continues et discrétes :
— la régularité du probléme (5.2), i.e. il existe une constante C' > 0 indépendante des pas h et H

tel que
|Riplls < Clllelll - Vo€ Oy (5.3)

— la deuxiéme hypothése concerne les propriétés d’approximation des sous-espaces d’éléments finis
utilisés ([4]) .
On a d’abord:
|[R1npll < [[R1p — Rapell + [[Rig| (5.4)

Les propriétés d’approximation des sous-espaces d’éléments finis utilisés donnent 1’estimation suivante:
[|[Rip — Rinepl| < CH||Rip|[1+5

Par régularité du probléme (5.2) on a:

1R1¢ll14s < Cllol|1ga -
et en utilisant les hypothéses inverses, on a aussi:

lolligs p < CH™? [l -
I'inégalité (5.4) permet alors d’avoir finalement:

1Bl < Cllglls p -

Pour conclure on remarque que, par définition de la norme ||.|| 1p, 00 a:

lells p < CllR2,m¢l|

O

En appliquant ce résultat a la triangulation grossiére 7 , on obtient des relations analogues en
remplacant 1%y p¢ par Ry gy .
Si on introduit les constantes suivantes (utiles dans ’analyse de la convergence):

|Rynell? ||Ro, ol 3
op =sup{———"= p € Op}; T =sup{———""2=,p € Op}; (5.5)
B || R, m0l13 B B |1 Ryneell? B
|Ry mrell? ||Ro, ol 3
o = sup{;————5,0 € Pp}; TH = sup{; =5, 0 € Pp}; (5.6)
|1 Ra,rrel[3 N [rwettalfy -
on a alors, grace au théoréme 5.2, les relations suivantes :
1 1
m<on<Ct . S5 <n <03 (5.7)
c3 =% cz ="

et des relations identiques en remplacant oy, (resp.7,) par oy (resp.7m).



5.2 Quelques lemmes utiles
5.2.1 Cas d’une approximation EF standard

On considére le cas d’un probléme de convection-diffusion stationnaire:
trouver u € H}(Q) tel que

a(u,v) = (f,v) Vv e Hy(Q) (5.8)

ou:

a(u,v) = / [qu.Vv + vb.Vu + Euv] dzx.
Q

On considére la décomposition a(.,.) = as(.,.) + b(.,.) avec

as(u,v) = /Qqu.Vvd:c ; b(u,v) = /Q [v(b.Vu) + &uv} dx

On suppose que les coefficients sont suffisamment réguliers et que la frontiére du domaine €2 est
suffisamment réguliére, par exemple lipschitzienne par morceaux.

On sait alors que, sous ces hypothéses et si les conditions de compatibilité sur le second membre
et les conditions aux limites sont vérifiées, le probléme (5.8) admet une solution unique (7], [5]). Pour
les problémes discrets rencontrés, on sait aussi que, sous ces mémes hypothéses et pourvu que le pas
grossier H soit assez petit, ils admettent une solution unique suffisamment réguliére ([15]).

Il en résulte alors que si le pas grossier H est assez petit, le théoréme d’extension est valable. Les
preuves des hypothéses (5.11) et (5.17) étant analogues, on se limitera a la vérification de (5.11), celle
de (5.17) suit les mémes lignes en remplacant Vi g par Vi et HJ () par H}(Q).

On considére pour cela le probléme adjoint:

trouver v € H} (1) tel que

ai(w,v) = (f,w) Vw € H(Q4) (5.9)

que l'on suppose assez régulier, plus précisément que ce probléme admet une solution unique v €
H*2(Qq) pour tout f € HY 1(Q) pour un « €]0, 1] fixé et que :

vlli+a < Cllflla-1 (5.10)
On va d’abord montrer le lemme suivant:
Lemme 5.3. Pour tout u € ‘71H , on a:
[uli—a < CH*|Jully
Démonstration. Soit u € Vl, o , on a alors par définition:
ai(u,w) =0 Vwe Vlo,H.

On va estimer ||u||;—, par un argument de dualité, appelé aussi argument de Nitsche. Pour cela, soit
f € H¥ () et v la solution du probléme adjoint (5.9) défini sur ;. On a alors:

(u, f) = a1(u, v)
= a1 (u,v —w) VwEVSH (caru € Vi)

< Cllully inf [lo —wl| .
wVBH

En utilisant alors la propriété d’approximation standard suivante ([4]): pour tout u € HE(Q1)

inf ||jv—wlly < CH||ul|14q

we 1 H
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et 'hypothese de régularité (5.10), on obtient:

(u, f) < CH|v[[11allully
< CH[ull1[lf lla—

Or, par définition, on a:

(u, f)
1flla-1

- =sup{ fe Hloy), f;éo}

ce qui nous donne finalement
lulli—a < CH*|[ul[1e

Pour vérifier I'hypothése (5.11), on considére d’abord le cas ott u € V; i et v € Vi . En intégrant par
parties, on obtient:

/Ql v(b.Vu)da = _/91 uv.(u.z})dx+/ (uv.b).Ads ;

o

ou 7 désigne la normale extérieure & 9€2;. Comme u € Vj g , on a en particulier u = 0 sur I' ,d’oi1 :

/Ql v(b.Vu)de = — /Ql uV.(vh)dz

bi(u,v) = —/Q uV.(le))dx—F/Q cuvdx
1 1

On obtient finalement:

On a alors grace aux hypotheses sur les coefficients b et ¢ et en utilisant I'inégalité de Holder:
[b1(u, )| < Cllulfo[[v]lx
en utilisant ensuite le lemme 5.3 et le fait que ||u||o < ||u|[1—a , on obtient:
b1 (u, v)| < CH®[[ul[y |[v]]y
Dans le cas oul v € ‘71H et u € Vi, , on a alors directement:

[b1(u, v)| < ClJv][o][ullx
< CH[[ull[lv]]1-

On a donc, en résumé, montré que si v ou v € ‘71 g alors:
[b1(u, v)| < CH[[ul[1][v]]1.

On voit ainsi que hypothése (5.11) est vérifiée si on choisit le pas H suffisamment petit.

5.2.2 Cas de la méthode SDFEM

Il reste & étudier le terme suivant ZTeTl,H or fT(—EAu—i— cu) b.Vv dz dans le cas ot u ou v € ‘71H
Le terme ZTGTI . fT cub.Vudx peut étre traité de la méme maniére que dans le cas précédent. Il reste
4 estimer le terme NZTETI,H or fT —eAub.Vudz.

Soit donc u € Vi getve VIOH On a alors

\5T/ eAub.Vv dz| < Cedr||Aullor|v]1 7
T

< CE(ST/LZ'm,hj_«2||’LL||07T|U|17T (d’aprés (27))
< Cllullo,r[v]1,r (d’apres (2.9))



By 5T/5Au5.Vvdx]§C S Jullorlohr

TeT,n TeT,u

ce qui donne enfin en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

3 5T/ cAuB.Vvdz < Cllullolvh
TeT,n

Ceci permet de montrer, en utilisant le méme raisonnement que dans la section précédente, que si
uouv € Vq g alors:

Z 5T/ 6Au+cu)g.VUd:U| < CH®|u|1||v]|1-
T€Th,u

5.3 Théoréme de convergence : cas 1

Dans ce cas la forme b correspond a la partie antisymétrique de la forme a(.,.). On définit d’abord
le sous-espace suivant : .
Vig={z€ th cai(z,v) =0V e Vlo,H}

Pour étudier la vitesse de convergence, on fait ’hypothése suivante sur la forme b(.,.):

{ Ve > 0,3Hy > 0 tel que pour tout H €10, Hp] ona :

|b1 (u, v)| < e]|ul|1]|v|]1 pourtout (u,v)ou (v,u) € ‘71H X Vin (5.11)

ou on désigne par la forme b;(.,.) la restriction de la forme b(.,.) au domaine Q;.

L’hypothése (5.11) revient en fait a dire, de fagon approchée, que si les pas sont assez petits, la
partie non symétrique de la forme a(.,.), appliquée aux éléments de Vi g X Vi oudeVyy x Vi o n'est
pas importante devant la partie symétrique coercive as(.,.). On montrera que ’hypothése (5.11) est
vérifiée dans le cas d’un probléme de convection-diffusion stationnaire.

On va montrer maintenant le résultat principal suivant:

Théoréme 5.4. Sous les hypothéses (H1) et (5.11) , il existe 0 < 1 indépendant de h et H (pour H
assez petit) tel que :
1Swelll < dlllelll Ve e @y

Démonstration. En prenant v = wy dans la relation (5.1) et en utilisant le fait que wi g = Ri g Sk
(lemme 1), on obtient:
a(wg,wr) = a1(R1 e — Ry pp, R1,aSpep) (5.12)

On va étudier séparément chaque terme de cette égalité. On a d’abord:
a(wy,wy) = a1(R1,1She, R1,1Shp) + az(Ro, nShp, Ro, 1 She)

= || R1,1Snl[f + || Ro,rr Suell -

Pour minorer le membre de gauche de cette relation, on utilise le théoréme 5.2 et les relations (5.5);
on obtient alors:

oy 2
> Ri S 5.13
a(wg,wn) > 1+O,H|| 1,H @90||1 ( )

On va majorer maintenant le terme de droite de (5.12), on a
a1(Ri,mp — Rine, RinShep) = a1s(Ri,ne — Ripe, RinSup) + bi(Rine — Ripe, RimSke)

< ||[Byae — Rin@ll|[Ry,mSpell + 01(Ryap — Ring, RinSe)
en utilisant ’hypothése (H2), on obtient:

a1(Ri,mp — Ripp, Ri,gShe) < (14 ¢)||Ry,me — Ripel|1||R1,mShel (5.14)
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En combinant les relations (5.13)-(5.14), on obtient enfin :

[[R1,1Shpll1 < (1+¢) [|R1, 19 — Rinellr (5.15)

H
140y
Par ailleurs, on a par définition de Ry m:

|R1,me — Rinell} = a1(Rimp — Rine, Rinp — Ring)
= a1(Ri,me, Ri,mp — Ripyp)
= a1s(Ry,mp, Ri,ge — Ripp) + b1(Ry,mp, Rige — Ripp)

en utilisant alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’hypothése (5.11), on obtient:

IR e — Ripell} < (L+e)||Rymelli||Ri,me — Runell

et donc:
[[R1,a¢ — Rinpl < (1+e)||Riaelh

ce qui nous donne finalement avec (5.15):

IRy, Suellt < (1+¢)?

OH
R 5.16
Ryl (5.16)

Pour achever la preuve du théoréme, il reste & montrer qu’il existe une constante § < 1 tel que:

OH

1 2
( +E) l+og —

pour H suffisamment petit. Or, d’aprés la relation (5.7) , on a
1
— <o <C?
cz ==
d’oi:

oH_ _ C?
1+opyg — 1—1-012'

En prenant alors H suffisamment petit, on peut trouver, d’aprés (5.11) un réel 6 > 0 tel que:

(1+¢)? <5<1

l1+og

ce qui permet de conclure la preuve du théoréme e O

Corollaire 5.5. Si la forme a est symétrique coercive , alors le théoréme ci-dessus est valable sans
aucune condition sur H, car la forme b(.,.) est nulle; on a alors ’estimation suivante:

ISkl <

Vpoe ®
<ol vee e

En fait dans ce cas, cette estimation peut étre améliorée comme suit :

1/2
OH 1
lisuell < 722 (1= =) llell Vo e

OHTh

Démonstration. En effet, en prenant ¢ = 0 dans la relation (5.15), on obtient:

[|R1, 1 Shell1 < HR1 g — Ripoll

1+

Pour estimer ||Ry gy — Ri 9|1 , on va utiliser la symétrie de la forme af(.,.) comme suit:

IRL e — Ripell] = [|Ruuelli + ||Rinellf — 2a1(Ry,ae, Rine)



or, par définition de Ry gy on a:

ar(Ryne, R pe — Ripp) = 0;
d’ou:

a1(Ry, w0, Ripng) = ||Rynel|]

et alors:
IRy, 110 — Runell] = |[Rymellf — || Rynell:

Par ailleurs en utilisant le théoréme d’extension, on obtient successivement:

1
[Binpllt = —|[Ra,moll2
Th

v

1
—— || R1,mpl1
OHTh

On a alors:

)Hmﬂwﬁ

ce qui permet de conclure. O

umﬂw—meﬁs(r—
OHThH

5.4 Théoréme de convergence : cas 2

On considére ici le cas oi la forme a(.,.) n’est pas coercive et la forme b(.,.) non égale & sa partie
antisymétrique. Pour énoncer I’hypothése supplémentaire & faire sur la forme b, on introduit le sous-
espace orthogonal de V par rapport a la forme a:

Vi ={z€ Vy:a(z,v)=0Yve Vg}
et on suppose alors que ’on a la propriété suivante:

{ Ve > 0,3Hy > 0 tel que pour tout H €]0, Hp] on a : (5.17)

|b(u,v)| < el|ul|||v]] pour tout (u,v) € Vi x V
On a alors le résultat suivant:

Théoréme 5.6. Sous les hypothéses (H1), (5.11), et (5.17) , il existe un réel § < 1 indépendant de h
et H (pour H assez petit) tel que

HISueelll < dlllelll Vo e @p

Démonstration. La preuve suit les mémes lignes que celle du théoréme 5.4, & ’exception de la minora-
tion du terme a(wgy,wp), en effet dans le cas présent on a:

a(wg,wy) = ||Ry,uShell} + [|Re,m Snell} + b(wa, w)
= |lwgl]* + b(wi, wi)

ou on a le terme b(wp, wy) en plus. Mais wy & Vi et on ne peut donc utiliser 'hypothése (5.17) pour
estimer ce terme , on va établir cependant le résultat suivant :

|b(wr, wir)| < 6e ([[wa|* + ||R1, e — Runell?) (5.18)
En effet si on pose: w, = wy — Ri, g + Ri pp , alors d’aprés (5.1) on a:
a(wp,v) =0 Vve Vg

ce qui entraine que wy, € Vg . On a alors:

b(wr,wr) = blwy, wp) +b(R1, g — Ripe, Ripyp — Ripe) + b(wn, Ripe — Ripp)+
+b(R1, 7 — Ripp, wp)
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Comme wy, € Vi et Rigp — Ripp € ‘7171{, on peut utiliser les hypothéses (5.11) et (5.17), ce qui
donne:
b(wa, wi)l < e ([[wnl]® + |[R1me — Ringllf + 2l[wn|||| Ry e — Ringl])
< 2¢ (|[walP® + [|Ri,mp — Rupell})

et comme |Jwp|| < |lwgl|| + ||R1,m¢ — Rine||3 , on obtient:
b(wrr, wir)| < 2¢ (2w [® + 3||Ri,me — Rinpll})

ce qui permet d’obtenir I'inégalité (5.18). On a alors:

(w2 + b(wg, wy)

(I(WH,WH) = |
> (1 — 6¢)||wg||? — 6¢|| Ry — Runel|?.

En notant que:
1R Suellf + (| Re i Suellf = [lwll? ;

et en utilisant le théoréme d’extension, on obtient:

[R1, 1 Spelly < Vom||lwal| (5.19)
ol on a posé:
oy = —1
=1y OH

En utilisant alors les relations (5.13) et (5.18), on obtient:
(1= 6o)|lwnl]* < (L +)VorllRyme — Rinelhllwnll + 6<||Rime — Ringlli -

1 t
Soit t > 0 un réel quelconque, en utilisant l'inégalité: xy < —a? 4+ —y? dans la relation ci-dessus, on

2t 2
obtient: > 5
1+¢ 1+¢
(1= 60) = Y] e < [ YLD b e 1Ry - Rl
d’oi:
lwrll2 < F(OIR1, e — Rinell} pour tout ¢ >0 (5.20)
avec: <
ft)= 724_66 et 3—75}1(14—5)
- (1 —6¢) — st B 2 '
-6
L’étude de la fonction f(¢) montre qu’elle atteint son minimum prés de la valeur ¢y = < , et pour
cette valeur on a : ) ( )
258% 4+ 6¢(1 — 6¢
to) = 4s°
flto) =4s 252 + (1 — 6¢)?
que ’on peut écrire sous la forme:
f(to) = 0mg(e) avec limg(e) =1.
£—
On a donc
lwrll2 < 0ug(e)||Rime — Ripellt -
En revenant a (5.20), on obtient alors:
IRy, 5Shellt < 6u v/ g(e)l|Rime — Rinell (5.21)

On va maintenant estimer ||Ry z¢ — Ry »¢||1 en fonction de ||Ri mpl||i . On a d’abord:

IR,z — Runglli = a1(Ryme — Ripp, Rine — Ripg) + b1(Ruae — Ripe, Rime — Ripe)
=ai1(Ry,mp, Ri,pe — Ripp) + bi(Ri,me — Rinp, Rimp — Rinp)



et en utilisant (H2), on obtient:
|R1. e — Rinplli < a1(Rime, Ripp — Ring) +el|Riump — Rinelld (5.22)
D’autre part, on a
a1(Ri,up, Ri,pe — Ripp) = a1s(Ri,up, R — Ripp) + bi(Rine, Ripe — Ripp)
d’ou 'on déduit, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'’hypothése (H2):
a1(Rigp, Ring — Ring) < (1+e)l|[Ruugllil[Riae — Ripell (5.23)

En combinant (5.22) et (5.23), on obtient:

IRy~ Riplh < 1o lBimglh
ce qui nous permet d’écrire finalement:
| R1,1Snpllt < 0mg(e)l|Ramepll avec  lim g(e) =1.
d’ol1 la conclusion du théoréme 5.6. O

Ceci nous permet de conclure que la méthode F.A.C appliquée a la méthode SDFEM converge vers
la solution du probléme avec un facteur de convergence indépendant des pas h,H dés que H est assez
petit.

6 Reésultats numériques

Les performances de la méthode F.A.C appliquées au probléme de convection-diffusion stationnaire
discrétisé par la méthode SDFEM seront analysées dans plusieurs cas, et en faisant varier les différents
parameétres: que ce soit ceux de la méthode SDFEM, ou ceux de ’algorithme de résolution (solveurs
approchés, méthode multiplicative ou comme préconditionneur, méthodes itératives pour systémes
non symétriques,...). Ces performances seront comparées a ceux d'une méthode multigrille classique
appliquée au méme probléme.

La mise en oeuvre numérique pour les cas tests étudiés ici a été réalisée a 1’aide de la librairie
Diffpack ([8], [3])-

Pour une étude théorique de la convergence de la méthode SDFEM pour les problémes de convection-
diffusion avec couches limites, on pourra consulter [16].

6.1 Cas d’un probléme avec "couches limites"

Dans ce cas, la solution présente une forte variation sur une région de trés faible diameétre ([16]).
L’utilisation d’un maillage adaptatif est donc spécialement recommandée dans ce cas. Afin de faire ce
test on a choisi comme solution exacte du probléme aux limites posé sur €2 =0, 1[? la fonction suivante:

z—1 -1

L1001y L €7 T €T
2 1—e™*
qui présente aussi une autre zone de forte variation mais loin de la zone "couche limite".

La figure 2 illustre la mauvaise qualité de la solution obtenue avec un facteur d7 non approprié.
Quand ce facteur est calculé a partir de la formule (2.10), la figure 3 montre que la solution obtenue
est bien meilleure.

La figure 4 illustre que l'on peut atteindre la méme qualité de la solution approchée en utilisant
beaucoup moins d’éléments grace a un maillage adaptatif utilisant 3 niveaux de raffinement.

’LL(iL‘,y) =
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F1G.2 - h =1/50, ¢ =0.001, o7 = 0.5 avec un niveau de raffinement

Fia. 3 - h=1/50, e =0.001, 67 = 0.05 avec un niveau de raffinement

FiGg. 4 - h=1/10, ¢ = 0.001, 07 = 0.05 avec 3 niveaux de raffinement



6.2 Comparaison entre FAC et multigrille

On compare maintenant les performances de la méthode FAC et d’'une méthode multigrille pour le
méme probléme précédent. On fera varier le pas h de la discrétisation, le coefficient €, le parameétre dp
de la SDFEM et enfin le nombre de niveaux du maillage adaptatif utilisé.

6.2.1 Etude en fonction de h

RSO
~-m- h=0.02
O h=0.01
@ h=0.005
—
«
=
-
=)
—
Y]
)
=
5 L
_6 -
7k ‘
a.
.
-8 Tm Ril
O
9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Itérations

FiG. 5 — Convergence de FAC en fonction du pas h

—+—— h=0.1
h —m— h=0.02
h=0.01

S ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(o] 20 40 60 , 80 |, 100 120 140 160
Itérations

F1G. 6 — Convergence de MG en fonction du pas h

On présente dans cette partie les performances des méthodes étudiées lorsque le pas h varie. Ceci
pose probléme car le facteur 7 dépend, normalement, de h. Cela se voit facilement sur la figure 6
ol les performances de la méthode multigrille se dégradent trés rapidement, alors que la méthode
FAC reste stable dans ses performances comme le montre la figure 5. Ces mauvaises performances de
la méthode multigrille sont dues au fait que le probléme traité ici est non symétrique et sa stabilité
dépend beaucoup du choix du paramétre dp.
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6.2.2 Etude en fonction de ¢

logio([I]l2)
-

8 R
o

_9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12

6
Itérations

FiG. 7 — Convergence de FAC en fonction de ¢

logy(||7]]2)
y
»
Bl

’ 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14

7
Itérations
Fia. 8 — Convergence de MG en fonction de €

Dans ce cas, le nombre de Peclet augmente lorsque ¢ diminue, les 2 méthodes se comportent de
maniére similaire avec un avantage pour la méthode FAC comme l'illustrent les figures 7 et 8.
6.2.3 Etude en fonction de i1

Dans ce cas, les 2 méthodes se comportent aussi de maniére similaire avec toujours un avantage
pour la méthode FAC comme l'illustrent les figures 9 et 10.
6.2.4 Etude en fonction du nombre de niveaux

Les performances de la méthode FAC sont ici bien meilleures que ceux de la méthode multigrille
lorsque le nombre de niveaux augmente. Malgré une augmentation du nombre d’itérations des 2 mé-
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Fia. 9 — Convergence de FAC en fonction de dr
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F1c. 10 — Convergence de MG en fonction de dr
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thodes lorsque le nombre de niveaux augmente, cette augmentation est moins rapide pour FAC que
pour la méthode multigrille.

6.3 Conclusions

L’analyse de la convergence de la méthode FAC appliquée au probléme de convection-diffusion,
discrétisé par la méthode SDFEM, montre qu’elle a un facteur de convergence indépendant du pas h
lorsque celui-ci est assez petit.

Ceci est vrai en général pour toute méthode de type "multigrille"; mais les résultats numériques
montrent que lorsque le probléme traité n’est plus symétrique, les performances des méthodes multi-
grilles se dégradent trés rapidement en fonction des différents paramétres de la méthode SDFEM. La
méthode multigrille doit étre affinée en utilisant des lisseurs adaptés a chaque cas (choix du lisseur,
nombre de pré et post-lissage, choix des opérateurs de transfert inter-grilles,...).

Les résultats numériques obtenus pour la méthode FAC montrent qu’on pas besoin de "tuning"
particulier pour qu’elle garde les mémes performances lorsque 1’on fait varier les différents parameétres
de la méthode SDFEM. Ce qui montre qu’elle est bien adaptée pour la résolution efficace des problémes
discrétisé sur des maillages adaptatifs, que le probléme soit symétrique ou non. Une étude qualitative
est cependant nécessaire afin d’étudier plus en détail 1’évolution des performances de la méthode FAC
en fonction du paramétre dr de la méthode SDFEM lorsque la convection devient de plus en plus
dominante.
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