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Assemblage Compact  d'Hypersph~res Identiques h n Dimensions  

PAR A. LIFCHITZ 

Laboratoire de MinOralogie et de Cristallographie, associ~ au CNRS, Universit~ Pierre et Marie Curie, 

Tour 16, 4 place Jussieu, 75230 Paris C~dex 05, France 

(Regu le 27 mai 1975, accept~ le lO juin 1975) 

The crystallographer's main problem (i. e. the phasing of Fourier transform moduli) leads to the study 
of n-sphere periodic close packing. The geometric properties of this arrangement allow one to deter- 
mine by recurrence reasoning the matrix of the general expressions for the coordinates of the points 
that define the cell. It is therefore easy to deduce the cell volume and the packing ratio of the unique 
hy0ersphere which is by hypothesis present in the cell. A numerical study of these expressions makes it 
possible to point out that 'paradoxically' this n-sphere fills only a negligible volume of the primitive 
cell and that this volume becomes less as the dimension n of the space increases. 

Introduction 

Le probl~me du cristaUographe (phasage des mesures 
radiocristallographiques) peut 8tre consid6r6, notam- 
merit, comme celui de la recherche des racines n-dimen- 

sionnelles d'une certaine 6quation [e.g. la quantit6 ~t 
minimiser dans la m6thode des moindres carr6s appli- 

qu6e ~ l'6quation de Sayre (1952, 1971)]. 
Dans l'6tude d'un tel probl~me, on peut chercher ~t 

6valuer le nombre maximal de solutions possibles, 

lorsqu'un hypervolume d'incertitude est associ6 ~t cha- 
cune d'entre elles. Si l'on suppose encore, en premiere 

approximation, un volume d'incertitude h sym6trie 
sph6rique, cette question conduit naturellement ~t l'4- 
tude de l'assemblage compact de n-spheres, avec d6ter- 
mination du taux d'occupation de l'espace correspon- 
dant. 

L'analyse de ces deux derniers points fait l'objet de 
ce qui suit. 

1. D~terminafion de la maille compacte 

D6signons par 1, 2, ...,j, ..., n des vecteurs unitaires d6- 
finissant une base orthonorm6e de l'espace ~t n dimen- 
sions. Tout ensemble de n points avec l'origine d6ter- 
minent de fa~on unique, dans cet espace, un r6seau 
n-p6riodique, par un proc6d6 semblable ~ celui d6fini 
pour n < 3  (si les n vecteurs translation ainsi d6finis 

sont lin6airement ind6pendants). 
Recherchons plus particuli~rement des r6seaux, que 

nous appellerons compacts, et tels que la distance entre 
deux points quelconques d6finissant la maille (y com- 
pris l'origine), soit 6gale b. l'unit6 de longueur. De tels 
r6seaux, repr6sent6s ais6ment ~t 1, 2 et 3 dimensions 
[Fig. l(a), (b), (c)], sont d6termin6s univoquement pour 
une dimension donn6e de l'espace par la contrainte 
pr6c6dente (modulo une transformation unitaire). On 
trouve sur cette mSme figure les coordonn6es, selon 
les axes 1, 2 et 3, des points d6terminant la maille. Ces 
coordonn6es correspondent en fait aux 616ments X~,j 

des colonnes des matrices MI(1 × 1), 3/2(2×2) et 
M3(3 x 3) extraites de la matrice M. carr6e (n × n) de 
la Fig. 2. Plus g6n6ralement, ces valeurs X~,~ seront 
par d6finition, dans la matrice extraite (n × n) les coor- 

donn6es du i-~me des n points d6finissant la maille 
compacte 5. n dimensions pour i donn6 et j variant de 
l~tn.  

Un raisonnement par r6currence va permettre de 
d6terminer la forme g6n6rale des X~, j. 

Par d6finition m~me de M., les 616ments X~,j de 

cette matrice doivent ob6ir n6cessairement aux rela- 
tions suivantes: 

- distance de chaque point ~t l'origine 6gale h l'u- 
nit6: 

~ X ~ , j = I ,  i<n  (1) 
j = l  

- distance entre deux quelconques de ces points 6gale 
l'unit6: 

~(X~, j -  Xv, j)2 = 1 pour i < i' < n .  (2) 
j = l  

Si l'on suppose M,-1 construite par r6currence, la re- 
lation (1) 6tant satisfaite quel que soit n, la matrice 
M, est triangulaire sup6rieure: 

X, , j=O , i <j  . (3) 

Consid6rons maintenant la maille compacte b. n dimen- 

sions, et projetons orthogonalement l'un des ( n + l )  
points la d6finissant sur l'hyperplan d6termin6 par les 
n points restants. Par raison de sym6trie, li6e au pro- 
blame pos6, ce point de l'hyperplan est 6quidistant des 
n points pr6c4dents" il s'agit donc de leur barycentre, 
ces points 6tant affect6s d'un poids identique. 

Prenant en compte la relation (3), appliquons ce r6- 
sultat g4om4trique au point correspondant au n-i6me 
vecteur colonne de M,:  

X " - l ' J = n  1 ~ X ~ ' J  p o u r j < n - 1 .  
- -  l = j  
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En particulier" 
1 1 1 - - 1  

pour j < n (4) 

que l'on peut r66crire en distinguant le dernier terme 
de la somme: 

1 [ ( n -  1)X11_l,~+X11_l,j]  x11,~= n 

(o) 0 (I.)I 

• I , xw • I = T  
o 

f l  V~,~ 2 
~"~J& . . . . . . . . . . . . .  ~-~ 

(0,0) (1.0) 1 

(b) ~ 

~o.o.o~o / ro,o,o) T \ 
(~,.a_,_t_,) r± ~ o~ 

2 2V~ 2VB ~ 2 " 2 '  " 
(c) 

XG barycentre de I'unit(~ de base 

• centre d'une "sphere,, 

ar~te de I'unit~ de base 
. . . .  maine primitive de I'assemblage compact 

Fig. 1. Mailles compactes d6finies univoquement par la donn6e 
de l'unit6 de base, celle-ci se d6terminant par r6currence: 
(a) une dimension; (b) deux dimensions; (e) trois dimensions. 

et donc: 

X11,j=X11_l,: p o u r j < n - 1  . (5) 

La relation (4) donne encore pour j = n - 1 "  

X . , . _ I -  X11-1,11-1 . (6) 
n 

Pour d6terminer enfin les termes diagonaux X11,11, ex- 
ploitons successivement la relation (2) pour i=  n -  1 et 
i=n qui d'aprSs (3) et (5) donne" 

2 2 X11-1,11-1 =X11,11-1+X~,11. (7) 

La substitution du r6sultat (6) dans (7) conduit & la 
formule de r6currence suivante" 

X211 ( n - 1 ) ( n + l )  2 
, = n 2  Xn-l,n-1 

qui a pour solution" 

n + l  
X"~'11- 2n (8) 

La r6capitulation des r6sultats (3), (5), (6) et (8) fournit 
la forme g6n6rale des Xi, j (Fig. 2)" 

X~, j = 0 pour i < j  

V ) + 1  Xt,j= + ~. pour i=j 

signe (Xj, ~) 
X~,j= V(2j(j + 1) pour i>j .  

(9) 

i 

n.1 

I ~ 2 M2 3 Ma 

, . ÷ 

. . . . . . .  J 

o ~ ~ 
2 

o o V'~ 

i i i 

o o o 

| i 

o 0 o 

Mn 
_ _ _  i - - -  n.1 n 

--- ÷ --- ÷ ÷ 

--- ~ --- ~ ~ 

--- & --- & ~ 

| 
I I I | ! 

xi ,  j 1 1 

_ _ _  o _ _ _  ~ l / ~ z )  _ _ L _  

0 0 0 - - -  0 _ _ _  0 ~F~---r. 

Fig. 2. Les 616merits des colonnes de la matrice Mr. sont les 
coordonn6es de chacun des n points d6finissant, avec l'ori- 
gine, la maille compacte dans respace orthonorm6 ~t n di- 
mensions. 

On v6rifiera que les expressions obtenues pour Xt,j 

satisfont pleinement (1) et (2) gr~ce aux identit6s: 

t-1 1 i + 1  
+ - -  =1 (10) 

j=l 2 j ( j+  1) 2i 

( ] / / ~ 1  1 ) z  , ' -1  1 

\[/ 2i ~ + 1 )  + ~ 2 j ( j + l )  
J m / + l  

i ' +1  
+ 2i' - l p o u r i < i ' .  (11) 

Notons encore incidemment que des matrices tr~s pro- 
ches de 3/ .  interviennent, entre autres, dans l'6tude des 
propri6t6s des vecteurs al6atoires (Basu & Odell, 1974). 

La connaissance de la matrice 214. permet alors le 
calcul de l'hypervolume IT. de la maille compacte: 

Vn = Id~terminant (M11)1 . 

Du fait de la forme particuli~re de M11, ce d6terminant 
est ici une expression particuli~rement simple" 

V11=l n x , . d  
i = 1  

A G 3 2 A  - 4 *  
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qui devient apr~s avoir explicit6 X~, ~: 

On retrouve notamment, gr~.ce ~t cette expression, les 

valeurs bien connues 1, ~ et V2/2 de V,, pour une, 

deux et trois dimensions. 
La matrice M., et plus pr6cis6ment son mode d'61a- 

boration, fournissent ais6ment par r6currence, le vo- 
lume v. de l'unit6 de base (triangulaire/t deux dimen- 

sions et t6tra~drale/t trois dimensions): 

1 
V n - . ~ - P n _ l  . X n ,  n . - -  

n 

le terme 1/n intervenant pour le calcul du volume de 

la n-pyramide et donc: 

v . =  l / n +  l / ( n ! [ / ~ )  . (13) 

Le nombre d'unit6 de base constituant la maille primi- 

tive est ainsi: 

V . / v , , = n !  (14) 

Soit encore g~, la distance du barycentre G de l'unit6 
de base h l'origine (ou ce qui est 6quivalent ~ chacun 

des points d6finissant celle-ci), donn6e par: 

~=" n + 2  
g~= ~ z 1 (15) 

~= X.+~,~= 2 n + 2  

toujours d'apr~s la construction mame de M,;  on peut 

constater que G reste ~t distance fixe de l'origine, lorsque 

n croR: 

lim [g,] = !/~/2. (16) 
//----~OO 

2.  T a u x  d ' o c c u p a t i o n  de  la  m a i l l e  c o m p a c t e  

Imaginons des spheres de rayon ½, centr6es aux noeuds 
du r6seau compact pr6c6demment d6fini: le r6seau 
cristallin ainsi constitu6 forme par hypoth~se un em- 

pilement compact de spheres tangentes, la maille pri- 
mitive contenant exactement une, et une seule, de ces 

spheres. 
Le taux &occupation z, du r6seau compact, quan- 

tit6 sans dimension, n6cessairement toujours inf6rieur 

ou 6gal b. 1, sera d6fini comme suit: 

z. = £2.(½)/V. (17) 

off t-2.(½) d6signe le volume de la n-sphere de rayon ½. 
L'expression de 12.(R), r6sultat math6matique clas- 

sique (Boucher, 1917; Huang, 1963)" 

f 2 . ( R  ) = 2n" /ZR" / [nF(n /2 ) ]  (18) 

prend en fait deux formes distinctes, selon la parit6 de 
n, de par la pr6sence de la fonction transcendante F: 

n pair f 2 , , ( ½ ) = ( n / 4 ) " n / ( n / 2 ) !  

n impair f2,,(½) = n (" - 1)/Z[(n - 1)/2] I/nI . (19) 

D'apr~s les propri6t6s g6n6rales des fonctions facto- 

rielle et exponentielle, £2.(½) et V,,, ainsi que leur rap- 
port r,,, tendent vers la mSme limite nulle lorsque n 

crok" 

lim Q,, = 0 .  (20) 
n-~ + ~ Tn 

Leur d6croissance 6tant tr~s rapide, la Fig. 3 pr6cise 
sur une 6chelle logarithmique les valeurs des trois quan- 

tit6s pr6c6dentes pour n croissant de 1 h 25. On pourra 
constater sur celle-ci que, d~s l'espace ~t cinq dimen- 
sions atteint, la n-sphere n'occupe ( 'paradoxalement') 

qu'un volume inf6rieur (0,37988...), au demi-volume 

de la maille primitive, la situation 'se d6gradant' rapide- 

ment lorsque n croit. L'6tude de la Fig. 3 fournit ainsi 
en conclusion un r6sultat non n6cessairement intuitif: 
l 'approximation qui consiste h substituer (comme on 

,o- 1 o. 
\ ' \  

\\ ' \  

,o-', \ ',, 
\ \ 
\ \ 

\ \ 

lo.1 "\ 

\ 
\ 

lo.9. . \ 

\ 
~-~. ~, 

\ 

5 ~) 15 20 25 n 

Fig. 3. Repr6sentation logarithmique de V., volume de la 
maille compacte, I2,(½), volume de la sph6re de rayon ½, et 

z,, taux d'occupation de cette maille en fonction de la di- 
mension n de l'espace. Les graphes continus ne figurent ici 
que pour la clart6 de repr6sentation, les trois quantit6s 
pr6c6dentes ne prenant un sens clair que pour les seules 
valeurs enti6res positives de n. 
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peut &re tent6 de le faire, g6n6ralisant ainsi rapidement 
le cas tridimensionnel...) au volume total d'un empile- 
ment de n-sph6res, la somme des volumes de ces der- 
ni6res, provoque une erreur importante (plusieurs or- 
dre de grandeur) m~me pour des valeurs encore faibles 
de n. 

Je remercie vivement MM. J. Berthou, H. Lifchitz, 
A. Rimsky, A. Soulard et Melle E. Volpe pour leurs 
interventions, toujours appr6ci6es, au cours de ce tra- 
vail. 
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Effects of Misplaced Atoms on the Residual R2 in Space Groups of Higher Symmetry 

BY A. J. C. WILSON 

Department of  Physics, University of  Birmingham, Birmingham B 15 2 TT, England 

(Received27 May 1975; accepted 11 June 1975) 

In space groups of symmetry higher than P1 misplacement of a single atom implies the misplacement of 
all those in the same Wyckoff position, and hence the effect on the residual is larger than in P1. 'Exact' 
values of the residual R2 are obtained, with explicit allowance for dispersion. 

1. Introduction 

Wilson (1950) considered the values obtained for what 
was then called the reliability index when none of the 
atoms was in its right position. Because of the different 
degrees of dispersion of the intensity distribution func- 
tions different values were obtained for space groups 
P1 and P]'. Later Wilson (1969) obtained expressions 
for the value of three residuals when only one atom 
and those related to it by symmetry were misplaced. 
Second approximations were obtained for the space 
groups P1 and PT, and a first approximation for the 
space group P2/m. He speculated that space groups of 
higher symmetry would lead to results of the same type, 

but with larger numerical coefficients. Recently there 
has been renewed interest in the subject (e.g. Parthasa- 
rathy & Parthasarathi, 1972; Lenstra, 1974 and private 
communications; Wilson, 1974b ; Parthasarathy, 1975). 
Lenstra, in particular, has approached the subject in a 
new way, from the coincidence of vectors in the Patter- 
son map, instead of basing his calculations on the inten- 
sity distribution functions. The present paper extends 
the work systematically to space groups of higher sym- 
metry; the approach is through the expressions for the 
structure factors in International Tables for X-ray 
Crystallography (1952). 

In general, the speculations of Wilson (1969) about 
space groups of higher symmetry are confirmed. In 
particular, if there are several non-equivalent misplaced 

atoms R2 is given by 

( 1 ) R z = 2 Z - l ~  p~f~ (1) 
i 

for non-centrosymmetric space groups, and by 

(T)R2= 8(32") -1 ~ Pif~ (2) 
i 

for centrosymmetric space groups, where Z is the sum 
of the squares of the moduli of the scattering factors of 
all the atoms, equal to the mean intensity of reflexion 
(Wilson, 1942), pC and f~ are respectively the multipli- 
city and the modulus of the scattering factor of the ith 
misplaced atom, and the summation is over all mis- 
placed atoms in the asymmetric unit. These expressions 
are in each case first approximations, valid when the 
scattering power of the misplaced atoms is small com- 
pared with the total scattering power of the unit cell; 
'exact' expressions, involving also sums of fourth 
powers of the scattering factors and making allowance 
for dispersion, are given in (20) and §3. 

A recent paper by Parthasarathi & Parthasarathy 
(1975) appears at first sight to be dealing with the same 
questions, but there are two important differences. 
First, they use a scaling factor that makes the average 
intensity for a partial structure equal to the average 
value for the full structure when some of the atoms are 
omitted because, for example, their positions are un- 

known. (The relation of this procedure to the scaling 


