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Résumé

Etant donné un arbre T et un groupe I' d’automorphismes de 7', nous étudions les
propriétés markoviennes du flot géodésique sur le quotient de I'espace des géodésiques
de T par I'. Par exemple, quand 7" est I'arbre de Bruhat-Tits d’un groupe algébrique
linéaire connexe semi-simple G de rang 1 au dessus d'un corps local non archimédien
K et si I est réseau (éventuellement non uniforme) dans G(K'), nous montrons que
Iaction des puissances paires de la transformation géodésique est Bernoulli d’en-
tropie finie. Sous des hypothéses générales bénignes, nous montrons que si le flot
géodésique est mélangeant pour une mesure de probabilité de Patterson-Sullivan-
Bowen-Margulis, alors il est lachement Bernoulli.

Abstract

Given a tree T and a group I' of automorphisms of T, we study the markovian
properties of the geodesic flow on the quotient by I' of the space of geodesics of T
For instance, when 7' is the Bruhat-Tits tree of a semi-simple connected algebraic
group G of rank one over a non archimedian local field K, and I" is a (possibly
non uniform) lattice in Q(I?), we prove that the type preserving geodesic flow is
Bernoulli with finite entropy. Under some mild assumptions, we prove that if the
quotient geodesic flow is mixing for a probability Patterson-Sullivan-Bowen-Margulis
measure, then it is loosely Bernoulli. !

LAMS codes : 20 G 25, 20 E 08, 37 A 25. Keywords : group actions on trees, Bruhat-Tits
trees, geodesic flow, coding, Bernoulli shifts.



1 Introduction

Soit T" un arbre localement fini, I' un sous-groupe discret d’automorphismes de
T, GT D'espace des géodésiques de T' (i.e. des isométries £ : R — T d’origine ¢(0) un
sommet de T'), et ¢ : GI' — GT la transformation géodésique sur GT', définie par
C— {t—L(t+1)}.

Le but de cet article est d’étudier la dynamique symbolique de la transformation
géodeésique quotient ¢ : [\GT — T'\GT de @, pour obtenir des propriétés ergodiques
plus fines que celles obtenues dans [BM, Rol|. Il ne s’agit pas de se restreindre au
cas ot I est un réseau uniforme, qui est bien connu et bien plus élémentaire (voir par
exemple les références [Cod, [CH|, qui s’intéressent au cas plus général des groupes
hyperboliques). Nous nous intéressons au contraire au cas des réseaux non uniformes
(voir le livre |BI| pour avoir une idée de la richesse des exemples) ; en général on ne
peut pas se débarasser de la torsion par passage a un sous-groupe d’indice fini, ceci
est un probléme crucial en ce qui concerne le codage. En supposant que la mesure de
Patterson-Sullivan ne charge pas les ensembles de points fixes d’éléments elliptiques
non triviaux, un premier résultat de codage (voir paragraphe fl) est le suivant (voir
paragraphe ] pour des rappels de définitions),

Théoréme 1.1 Soit [iz,, une mesure de (Patterson-Sullivan)-Bowen-Marqgulis pour
I sur GT. Supposons que le systéme dynamique mesuré quotient de (GT', P, figy) par
I' soit de probabilité et mélangeant. Alors il est lichement Bernoulli.

Voir [BM, RoH| (ou le paragraphe ) pour de grandes classes d’exemples ou
les conditions de finitude de la mesure et de mélange sont vérifiées. Dans le cadre
algébrique, nous améliorons encore ce résultat, de la maniére suivante.

Soit K un corps local, G un groupe algébrique linéaire connexe semi-simple,
défini sur ce corps, S un tore K- déployé maximal, et I' un réseau de G = G(K).
Les propriétés dynamiques et ergodiques de 'action de S = S(K ) par translations
a droite sur l'espace quotient I'\G font actuellement 1'objet de nombreuses études
(voir par exemple [Mar]], Pin], Marg, [fom], EW]|). Nous nous intéresserons dans cet
article au cas ou S est de I?—rang 1 et K est non archimédien, surtout dans la
situation peu étudiée ou I' est non uniforme (I'existence d’un tel ' implique que

K est isomorphe a un corps de séries formelles de Laurent sur un corps fini). Pour
K = F,((X71)), G = PGLy, S le sous-groupe diagonal et I' = PGLy(F,[X]), la
situation a été complétement décrite dans [BH|, en termes arithmétiques.

Si M est le sous-groupe compact maximal de S, il revient presqu’au méme (voir
par exemple [Mo4, [LP|) d’étudier action par translations a droite du groupe S/M
sur lespace ['\G/M. Celle-ci s’interpréte en termes d’actions de groupes sur des
arbres, de la maniére suivante. Soit T I'arbre de Bruhat-Tits [BT]| de (G, K) (biparti,
de sommets bleus ou verts). Alors G agit transitivement (par translation au but)
sur le sous-espace GyT de GT formé des géodésiques d’origine un sommet vert, et M
est le stabilisateur d’un point de GyT. L’action a droite de S/M, qui est isomorphe
a Z, sur G/M, qui s’identifie & GyT, correspond a l'action des puissances paires de
la transformation géodésique.



Lorsque T est uniforme, il est connu (voir par exemple [CP]|) que I'action de S/M
sur I'\G /M est Bernoulli pour la mesure naturelle sur I'\G /M venant de la mesure
de Haar sur G (voir par exemple [HK]| pour les définitions et rappels de théorie
ergodique). Nous généralisons ce résultat au cas non uniforme.

Théoréme 1.2 Pour tout réseau I de G = Q(I?), Uaction par translations a droite
de S/M sur T\G/M est Bernoulli d’entropie finie.

Nous montrons en fait un résultat (voir le théoréme p.1) valable pour de nom-
breux sous-groupes géométriquement finis d’automorphismes d’arbres localement
finis au sens de [RoH, Pau].

Plus généralement, étant donné un arbre 7" et un sous-groupe d’automorphismes
[’ de T', nous nous intéresserons au codage du flot géodésique sur I'\GT'. Nous don-
nons dans la partie [ des codages intrinséques, au sens ou ils n’utilisent que la struc-
ture de graphe de groupes quotient (au sens de [Beil|) de T" par I". Les propriétés
canoniques de cette construction devraient étre utiles (voir par exemple [LH]). Ces
codages markoviens (sur des alphabets éventuellement infinis) sont obtenus pour le
cas d’actions k-acylindriques au sens de Sela [Bel| de n’importe quel groupe T" sur
n’importe quel arbre simplicial T' (en particulier sans supposer 7" localement fini, et
sans supposer finis les stabilisateurs de sommets dans I'), voir le théoréme (.5

Les réseaux non uniformes du théoréme [[.J n’agissent pas de maniére acylin-
drique sur leur arbre de Bruhat-Tits, mais nous montrons dans la partie f.4 comment
modifier ces actions pour les rendre acylindriques. En particulier, I'action modifiée
de Paction de PGLy(F,[X]) sur l'arbre de Bruhat-Tits de (PGLg, F,((X1))) est 5-
acylindrique, et donne lieu a un codage par la méthode générale, qui est trés proche
du codage particulier obtenu dans [BF].

La partie [] de cet article a été écrite avant la partie 4.1 de [[Pad], ou le second
auteur étudie d’autres propriétés dynamiques du flot géodésique sur un arbre, et en
particulier certains arguments de la partie 4.1 de [Pau| ont été inspirés de ceux de la
partie [d, et pas inversement. Il faut remarquer que lorsque I’'on autorise de la torsion
dans les réseaux, le flot géodésique n’est pas a priori markovien. C’est précisément
pour obtenir un caractére markovien (et donc un codage par une dynamique sym-
bolique) que nous avons introduit un “flot géodésique d’ordre k” sur un arbre dans
la partie ff.

Remerciements : Nous remercions J.-P. Thouvenot pour son aide précieuse, en particu-
lier concernant les références, ainsi que S. Mozes et F. Ledrappier. Nous remercions le
rapporteur anonyme d’une version précédente de cet article, certains de ses commentaires
nous ont permis de démontrer le théoréme [L1].

2 Notations et rappels

Nous renvoyons a [Be1, Cod, [Pad, Rol| pour des preuves et compléments concer-
nant cette partie. Pour toute action d’un groupe I' sur un ensemble, nous notons I,
le stabilisateur d’un point x. Par boule d'un espace métrique, nous entendons boule
fermée.




2.1 Graphes de groupes et flot géodésique sur un arbre

Si X est un graphe, on note VX l'ensemble de ses sommets et £X I’ensemble
de ses arétes. Pour toute aréte e, on désigne par o(e) son sommet origine, t(e) son
sommet terminal et € son aréte opposée. Les longueurs d’arétes (des réalisations
géométriques) sont supposées égales a 1.

On appelle graphe de groupes, et on note (X, G,), la donnée des objets suivants :

un graphe X (supposé connexe dans la suite) ;

— pour tout sommet v de X, un groupe G, ;

— pour toute aréte e de X, un groupe G, tel que G, = G5;

— pour toute aréte e de X, un morphisme injectif p. : Go — Gy).

Par exemple, si I' est un groupe d’automorphismes (sans inversion) d’un arbre
T, alors le graphe X = I'\T" est muni d’une structure de graphe de groupes, appelée
graphe de groupes quotient et notée I'\\T. On procéde ainsi pour la construire. On
fixe un relevé v dans T' de chaque sommet v de X, un relevé e dans 1" de chaque aréte
e de X, on impose que & = € et on fixe un élément g, de I tel que g.t(e) = t(¢). On
définit alors G et G, comme les fixateurs dans I' de € et v. Alors p : G — Gy est
définie comme la restriction a G, de la conjugaison par g_!. Le graphe de groupes
quotient I"\\7" ne dépend pas (& isomorphisme de graphes de groupes prés), du choix
des €, U et g. (voir |[Bel] pour tout complément). Si T est localement fini et I est
discret, alors les groupes G, et G, sont finis. Si de plus I'\T" est fini, alors ['\\7T" est
un graphe (connexe) fini de groupes finis.

Soit T'un arbre simplicial, muni de sa topologie faible. L’espace des géodésiques de
T est I'espace GT des applications simpliciales injectives de R dans 7" (avec R muni
de sa structure simpliciale usuelle d’ensemble de sommets Z), muni de la topologie
compacte-ouverte. Comme T est un arbre, la condition d’injectivité est équivalente a
la condition d’injectivité locale. Notons Aut(7") son groupe d’automorphismes sans
inversion. Il est localement compact pour la topologie compacte-ouverte si T est
localement fini.

Le groupe Z agit sur GT par translations a la source (n, f) — {z — f(x +
n)}. Le groupe Aut(7") agit par homéomorphismes sur GT' par composition au but
(v, f) — {z — ~vf(x)}. Ces deux actions commutent. Appelons transformation
géodésique sur GT 1application ¢ : GT' — GT définie par ¢ — {t — ((t + 1)}.
Appelons renversement du temps sur G1' 'application 7 : GI' — GT' définie par
l— {t — ﬁ(—t)}.

Soit I un sous-groupe de Aut(7"). On munit les quotients I'\T" et T\GT de la
topologie quotient. On note # : T — I'\T et ' : GT — I'\GT les projections
canoniques. L’application ¢ induit une application continue ¢ : I'\GT — I'\GT,
aussi appelée la transformation géodésique sur I'\GT. L’application 7 induit une
application 7 : I'\GT — TI'\GT, que nous appelerons renversement du temps sur

\gT.



2.2 Groupes géométriquement finis et mesure de Bowen-Margulis

Soit T" un arbre localement fini. Notons 7"U 0T la compactification par I'espace
des bouts de T', et 0,1 le produit 01T x 0T privé de sa diagonale. Rappelons que
toute aréte e de T' définit une partition en deux parties 0,1 et 0,1 de 0T, de sorte
que toute droite géodésique d’origine dans 0.1 et d’extrémité dans 0.1 parcourt e
suivant ’orientation de e. Nous dirons que 7" est uniforme s’il existe un sous-groupe
discret dans Aut(T") tel que le graphe I'\T soit fini. Par exemple, un arbre régulier
ou bi-régulier est uniforme.

Notons zy un point base de T'. L’entropie volumique de T', qui ne dépend pas de
T, est

dr = lim sup ! log Card(B(zg,n) NVT) .

n—oo n

Soit " un sous-groupe discret de Aut(7"). En particulier, I'action de I" sur GT
est proprement discontinue (mais pas forcément libre en général), et donc I'\GT est
localement compact.

Le groupe I' est dit non élémentaire s’il ne préserve ni point ni paire de points
de T'UOT'. 1l existe alors un unique plus petit sous-arbre I'-invariant non vide, noté
TF,min-

On appelle rayon cuspidal de groupes un graphe de groupes finis (R, G,) avec R
un rayon, de suite des arétes consécutives (e, ),en orientées vers le bout de R, tel que
pour tout n dans N— {0}, le morphisme G, — Go(,) soit surjectif. Le groupe I" est
dit géométriquement fini s’il est non élémentaire et si le graphe de groupes quotient
I'\\7T min est réunion d’un graphe fini de groupes finis et, recollés en leurs extrémités,
d’un nombre fini de rayons cuspidaux de groupes. Voir [Pai| pour I’équivalence avec
la définition dynamique usuelle (comme dans [Rol|), et des développements.

Nous renvoyons par exemple & [BH| pour la définition des horoboules (fermées par
défaut) dans un espace métrique géodésique CAT(0). Comme montré dans [Pau],
la préimage des rayons cuspidaux maximaux dans 7T i, forme alors une famille
disjointe I'-invariante maximale d’horoboules ouvertes. Les points & l'infinis de ces
horoboules, qui sont donc les extrémités des rayons géodésiques relevant les rayons
cuspidaux, seront appelés les points paraboliques bornés de T' (voir [Rol, [Pad| pour
'explication dynamique).

Par exemple, soit K un corps local non archimédien, G un groupe algébrique
linéaire connexe semi-simple sur K, de K-rang 1. Soit [ un réseau de G = G(K).
Soit T I’arbre de Bruhat-Tits de (G, [A() Alors, par un théoréme de A. Lubotzky
[Cub, 'action de I' sur T est géométriquement finie et 7" = TT yin.

Soit I" un sous-groupe géométriquement fini de Aut(7"). Nous dirons que I" posséde
la propriété de Selberg s’il admet un sous-groupe d’indice fini, dont tout élément de
torsion est conjugué a un élément du groupe d’un sommet intérieur d’'un sous-rayon
cuspidal de I'\\T'. Par exemple, c’est vrai si ['\\'7' n’a pas de sous-rayon cuspidal (voir
[Set)). Par le lemme de Selberg |[ATp], ¢’est aussi vrai pour I' un réseau de G = G(K)

agissant sur 'arbre de Bruhat-Tits de (G, K), avec K un corps local non archimédien
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et G un groupe algébrique linéaire connexe semi-simple sur I?, de I?—rang 1. Cette
propriété est aussi vérifiée si tout stabilisateur de point parabolique borné dans I
est résiduellement fini, car on peut alors utiliser le résultat susnommé de [Sej| pour
enlever la torsion sur le graphe privé de ses rayons cuspidaux, et recoller des rayons
cuspidaux correspondant a des sous-groupes d’indice fini des stabilisateurs de points
paraboliques bornés. Rappelons qu'un groupe est résiduellement fini si I'intersection
de ses sous-groupes d’indice fini est réduite a 1’élément neutre.

L’ezposant critique 6 = or de I', qui ne dépend pas de xg, est I'élément de [0, +o0]
tel que la série de Poincaré de I’

P(s) = Prg,(s) = Y _ e *Hrormo)

yel’

converge pour s > ¢ et diverge pour s < d. Le groupe I est de type divergent si sa
série de Poincaré P(s) diverge pour s = .

Si ' est de type divergent d’exposant critique fini non nul, alors il existe (voir
[Cod|) une famille (yi;),cvr de mesures finies sur 07", appelée mesure de Patterson-
Sullivan, unique a scalaire multiplicatif prés, de supports 017 min, telle que

— Vel Yfte = oy,

~Va,yeVT, VEedT, fﬁ;(g) = ¢~ Pel@w),

ol fe(z,y) = d(z, z) — d(z,y) pour tout sommet z suffisamment proche de .

Pour toute géodésique ¢, notons ¢_, £, les points de 9T origine et extrémité de £.
L’application GT' — 0,T X Z, qui a ¢ associe ((_,(,,t) avec t la distance algébrique
sur ¢ entre £(0) et le point de ¢ le plus proche de zg, est un homéomorphisme. Ce
paramétrage dépend du point base x(. Si I' est de type divergent d’exposant critique
fini non nul, on définit une mesure m,,, sur GT', appelée mesure de Bowen-Margulis,

par
~ _ d:uxo(g—)dluxo(g-f-)dt
A (C—, Ly, 1) = oy (0, 0)% ’

ol dy, est la distance sur 01" définie par d,,(¢_, (1) = e™* avec u la longueur de l'in-
tersection des rayons géodésiques issus de z convergeant vers /_ et ¢, . (L’origine de
cette mesure remonte aussi aux travaux de Patterson-Sullivan, mais nous préférons
donner des noms différents a deux mesures différentes, la mesure de Patterson-
Sullivan qui vit sur 97T et celle de Bowen-Margulis qui vit sur GT'.) La mesure Mgy
ne dépend pas de . Elle est invariante par la transformation géodésique sur GT'
et par I'. Elle induit donc une mesure my, sur I'\GT', appelée mesure de Bowen-
Margulis sur '\GT'. Le support de myy est I'\GTr min. Lorsque I est cocompact, cette
mesure est la mesure d’entropie maximale pour ¢ (voir [CH, [Kaj, Bod]). Lorsque T'
est un arbre de Bruhat-Tits comme dans I'introduction, alors la restriction de Mgy
a GoT (défini dans I'introduction) s’identifie (& un scalaire multiplicatif prés) avec
I'image dans G/M de la mesure de Haar de G.




3 Finitude de la mesure et mélange

Les résultats de ce paragraphe découlent essentiellement de résultats connus (voir
[BM, RoH]). En particulier, les trois premiéres assertions de la proposition suivante
découlent du Corollary 6.5 de [BM]|, avant-derniére de la Proposition 7.3 de [BM]|
et la derniére assertion, en utilisant I’avant derniére et la troisiéme, découle de [Rol|
(adaptant des idées de [[DOF]|). Nous ne donnons la preuve regroupée que par souci
de complétude.

Proposition 3.1 Soit T" un arbre localement fini et I un sous-groupe géométrique-
ment fini de Aut(T"). Si Tt min est uniforme, alors
or est fini, non nul;

= Or = Oy i 5

- I est de type divergent;

— pour tout point parabolique borné & de OT et tout point yo dans VT, il existe
une constante ¢ > 1 telle que L e < Card (B(yo,2n) NTeyo) < ¢ ™ pour
tout n dans N ;

= pour tout point parabolique borné & de OT', on a or, = or/2;

— la mesure de Bowen-Margulis sur T\GT est finie.

Remarques. (1) L’hypothése que TT i, est uniforme ne peut étre omise. En effet,
pour tout n dans N, posons ¢, = 2% et [',, = (Z/27Z)%. Notons que [, s’injecte
naturellement dans I',, 1. Considérons le graphe de groupes suivant (de type Nagao
au sens de |[BI]), qui est géométriquement fini (et de volume fini) :

Iy I Iy Is r, |

= ° ° ° - ———@— -

Lo I'y Iy L'y

Soit T' le revétement universel de ce graphe de groupes (qui est un arbre non uni-
forme, car de valences non uniformément bornées) et I' son groupe fondamental,
pour des choix indifférents de points bases (voir [Bei]). Si xy est un sommet de T,
préimage de 'origine de ce rayon de groupes, alors la boule de rayon 2n et de centre
xo contient au moins ¢,/q,—1 — 1 = ¢,—1 — 1 points, donc

1
or > limsup 2— log(Qn—1 - 1) = 400,
n

n—oo
et 'exposant critique de I" est infini.

(2) Soit T" un arbre localement fini et I un sous-groupe discret de Aut 7". Alors
51"/ S (ST, car

Progo(s) = (Card I, ) Z e~sd@0y) < (Card r.) Z e~sd@oy)

yel'zg yeVrT

qui converge si s > dp. Si I est non élémentaire, alors dr est non nul, car alors I
contient au moins un groupe libre de rang 2 de Schottky (voir par exemple |[LCul]).
Si les valences de T sont uniformément bornées, disons par ¢ + 1, alors dr+ est fini,
car 07 < logq.



Démonstration de la proposition 3. Quitte a remplacer T' par Tt jin, DOUS pouvons
supposer que 1" = T yin.

Si T est un arbre uniforme ayant au moins trois bouts, il est bien connu (voir
par exemple |Cod, Bod, Rol||) que d7 est fini et non nul, qu’il existe une constante
c1 > 1 telle que pour tout x dans VT et n dans N — {0}, pour toute composante
connexe C' de T' — {x},

1
— ™ < Card (Bla,n) NVTNC) e @™, (3)
1

, . —sd(x , . o . . . e
et donc que la série ZerTe (@0.¥) diverge en s = d7. En particulier, la premiére
assertion de la proposition B.J] découle de la seconde remarque ci-dessus.

Soit & un point parabolique borné de OT. Soit (z;);en la suite des sommets
consécutifs d'un rayon géodésique d’extrémité &, se projetant sur un rayon cuspidal
dans I'\T. Alors U'intersection avec ¢z de la sphére S(zg,2n) est la réunion des
CNS(zp,n), ot C est une composante connexe de T'— {x, } qui ne contient ni x,_,
ni z,,1. Comme 7T est de valences uniformément bornées, la quatriéme assertion de
la proposition découle de (x). Cette quatriéme assertion implique en particulier
que 51"5 = 5T/2

Si Tj est le graphe obtenu en enlevant a I'arbre 7" la réunion de la famille disjointe
[-invariante maximale d’horoboules ouvertes, alors VT ne contient qu’un nombre
fini d’orbites sous I'. Par conséquent, la série de Poincaré de I' diverge si et seulement
si la série Y e~sd@0y) diverge.

Montrons qu’il existe une constante ¢y > 1 telle que, pour toute horosphére H
dans T', passant par un sommet de 7', bord d'une horoboule HB ne contenant pas
To, et pour tout n dans N,

Card (B(zo,n)NH) < Card (B(zg,n)NHBNVT) < ¢y Card (B(xg,n)NH) . (xx%)

En effet, soit & le point a I'infini de HB. On peut supposer que l'intérieur de HB
rencontre B(xg,n). Notons p la distance de zg & HB, et y le point du rayon géodésique
entre zo et &, a distance “F2 de xo. Alors B(zo,n) N HB = B(y,";2), et si B
est la réunion des composantes connexes de B(y,"5%) — {y} rencontrant H, alors
B(xg,n)NH = BNS(y, *5). Or par (%), il existe une constante c3 > 1, ne dépendant

pas de y,n, p telle que

Card (BﬁS(y,n;p)) > 1 cara (B(y,n;p)ﬁVT) .

C3

L’affirmation (xx) s’en déduit.
Il découle de (+x) que la série 3 v e~*4@0:Y) diverge si et seulement si la série
ZerT e~s4@0.¥) diverge. Ceci montre que dr = 7 et que I' est de type divergent.

Pour montrer que la mesure de Bowen-Margulis est finie, d’aprés le théoréme B
de |[DOD|, comme remarqué dans |Rob, théo. 1.11|, il suffit de montrer que I" est
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de type divergent, ce que nous venons de faire, et que pour tout point parabolique
borné § dans JT', I'exposant critique dr, est strictement inférieur a or. Or dr, =
dr/2 = dr/2 < dr, ce qui montre le résultat. O

Dans la suite de cet article, si les hypothéses de la proposition B.1] sont vérifiées,
nous supposerons, quitte a normaliser, que my, est une mesure de probabilité.

Aprés la propriété de finitude de la mesure de Bowen-Margulis, regardons celle de
mélange. Soit 1" un arbre localement fini et I un sous-groupe discret non élémentaire
de Aut(T).

Méme lorsque I" est cocompact, la transformation géodésique ¢ sur I'\GT' n’est
pas forcément mélangeante. Remarquons par exemple que si 7() est la premiére
subdivision barycentrique de T, alors I' est encore un sous-groupe de Aut(T(l)),
mais la transformation géodésique sur F\QT(l) n’est pas mélangeante. De plus, la
propriété de mélange de ¢ n’est pas invariante par passage a un sous-groupe d’indice
fini. Par exemple, la transformation géodésique pour le bouquet de deux cercles est
meélangeante, mais pas celle pour son revétement connexe a deux feuillets ou aucun
des deux cercles n’est relevable.

Il existe un critére assez pratique pour vérifier que la transformation géodésique
est mélangeante.

Notons Lr le sous-groupe de Z engendré par les distances de translation des
éléments de I' dans T'. Par exemple, si T" est ’arbre de Bruhat-Tits d'un groupe
algébrique linéaire connexe semi—simplgg de rang 1 sur un corps local non archi-
médien K, et si I" est un réseau de G(K), alors le groupe Lr vaut 27Z.

Si T n’a pas de sous-arbre invariant non vide et propre, et n’a pas de sommet
de valence 2, alors Lr vaut Z ou 27 (ces hypothéses sont bénignes, car on peut
toujours passer au sous-arbre invariant minimal Tt ,;,, et lui enlever les sommets de
valence 2, et elles sont préservées par passage L un sous-groupe d’indice fini de I).
Une des maniéres de démontrer cette affirmation est d’introduire le sous-groupe Ar
de Z engendré par les distances entre sommets de valence au moins 3 de T', qui est
donc égal a Z sous notre hypothése, et de remarquer avec [[GI], page 564 que

2Ar C Ly C Ar .

Remarquons quand méme que la suppression des sommets de valence 2 peut avoir un
certain effet dans le cas algébrique. Soit 7" I'arbre de Bruhat-Tits de (G, K) comme
dans l'introduction, et soit I' un réseau de Q(IA() Supposons qu’il existe une (alors
unique) Q([A()—orbite de sommets de valence 2 (ce qui est le cas par exemple pour
G = PGLy). Alors aprés suppression de ces sommets, le groupe Lr devient Z, et
l'action de S/M sur I'\G/M s'identifie maintenant exactement avec l'action de la
transformation géodésique.

Si Lr = 27, fixons xy un point base de T, et notons GyT' le sous-espace de GT
formé des géodésiques dont I'origine est a distance paire de zq. Il est facile de voir que
GoT est invariant par I" et par ¢2. Pour I'invariance par I', on remarque que si A, est
I’axe de translation ou ’ensemble des points fixes d'un élément v dans I' de distance
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de translation A\(v), alors d(x,yz) = 2d(z, A,) + A(7) (voir par exemple [Bet]), donc
A(7) est impair si d(x,yx) Uest. Pour I'invariance par ¢, on remarque que pour
x,y, z trois points d'un arbre, si d(z,y) et d(y, z) sont pairs, alors d(x, z) I'est. Si
Ly = 2Z, nous munirons I'\GyT" de la restriction de la mesure de Bowen-Margulis,
normalisée pour étre de probabilité.

Le résultat suivant découle alors de [Rol, Theo. 3.1] (en fait d’une version discréte
de ce théoreme). Lorsque I' est un réseau de G = G(K) agissant sur Parbre de
Bruhat-Tits de (G, IA(), avec K un corps local non archimédien et G un groupe
algébrique linéaire connexe semi-simple sur [A(, de IA(—rang 1. le second énoncé découle
aussi du théoréme de Howe-Moore [Zim], par les rappels de I'introduction.

Proposition 3.2 (1) Si I' est géométriquement fini, si Tt min est uniforme et si
Ly = Z, alors la transformation géodésique ¢ est mélangeante sur T'\GT.

(2) SiT est géométriquement fini, si Tt min est uniforme, sans sommet de valence
2, et si Lp = 27, alors le carré ¢* de la transformation géodésique est mélangeant

sur T\GoT . O

4 Un premier codage général

Fixons-nous les données suivantes :

e T un arbre localement fini,

e [ un sous-groupe discret non élémentaire de Aut(7),

® (iy)zeyr une mesure de Patterson-Sullivan pour I' de dimension 6, ot 0 < § <
+00, telle que pour tout élément elliptique v de I' — {e}, ’ensemble des points
fixes de v dans 0T soit de mesure nulle pour g,

e GT l'espace des géodésiques de T et ¢ : GT'— GT la transformation géodési-
que,

o =0 avec N> 1, et

e V'T une partie I'-invariante de VT telle que, pour tout ¢ dans

GT =1{eGT : (0) e V'T}

et pour tout ¢ dans Z, le sommet £(t) appartient a V'T si et seulement s’il existe
n dans Z tel que ¢¥"¢(0) = £(t). En particulier G'T" est une partie mesurable
[-invariante de G7T', invariante par 1.

Notons jigy la restriction & G'T" de la mesure de Bowen-Margulis de I' associée
a (pz)eevr, ¥ : T\G'T — T'\G'T Vapplication induite par 1, et pu, la mesure sur
I'espace quotient ['\G'T" induite par figy.

La condition de mesure nulle de I'ensemble des points fixes des éléments ellip-
tiques non triviaux est trés souvent vérifiée, et nous pensons qu’elle I’est toujours si
" est un réseau (uniforme ou non) de Aut(7"), avec T uniforme. Donnons ci-dessous
quelques arguments pour d’'une part étayer cet espoir, et d’autre part montrer que
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le probléme n’est pas complétement trivial. La premiére remarque donne une condi-
tion suffisante, la seconde montre que les ensembles de points fixes ne peuvent pas
étre outranciérement gros, mais la derniére montre qu’ils peuvent quand méme étre
assez gros.

Nous noterons Fixr(7y) et Fixgr() les ensembles de points fixes dans 7" et T
respectivement d’une isométrie v de T', et 0, = Opix,(y) 1'entropie volumique de
Fixr (7). Rappelons que Fixy () est un sous-arbre de T' (éventuellement vide).

Remarque 4.1 Si T est uniforme, siI' est un réseau (uniforme ou non) de Aut(T)
d’exposant critique égal L 6, si v € I' vérifie 6, < 8, alors p,(Fixsr(y)) = 0.

Preuve. Par unicité (voir par exemple [BM])), la mesure i, est la mesure de Haus-
dorff de la distance visuelle d, (voir par exemple [[Cod, BM|) sur 9T, et ¢ est la
dimension de Hausdorff de d,. Donc si la dimension de Hausdorff ¢/ de Fixar(y)
pour d, est strictement inférieure L §, alors p,(Fixpr(y)) = 0. Or &, < 6, (ce qui
montre le résultat), car il est classique que pour tout arbre localement fini 77, la
dimension de Hausdorff §” de son bord pour sa distance visuelle est inférieure L son
entropie volumique ¢'. (En effet, soit z( dans 7". Pour tout s > ¢', soit (ny)gen une
suite strictement croissante dans N telle que Card B(zg,ni) < e**. Soit (&)1<i<y,
une partie finie minimale de 97T telle que 9T C (¥, B(&;, e™™). Soit z; le point L
distance ny, de ) sur le rayon géodésique de zj, L. &. Alors par minimalité les x
sont deux L deux disjoints, donc sont au nombre de e au plus. Par conséquent,
si ptg .~ (OT') est la borne inférieure, sur tous les recouvrements finis de 9T par des
boules B; de rayon r; au plus e™"*, des nombres Zj 73, alors

Pk
:us,e’”k (8T> S Z e—snk S 1< +o0 .

i=1
par définition de la dimension de Hausdorff, on a donc 6" <'s, d’ou §" < ¢'). O

Par exemple, si I' est un réseau géométriquement fini de 7', dont tout élément
de torsion est conjugué L un élément d'un groupe de sommet d’un rayon cuspidal
de T'\\T', alors pour tout v dans I' — {0}, ’ensemble Fixr(7) est contenu dans une
horoboule de T, et donc son entropie volumique est au plus /2, par la proposition
B, donc p,(Fixgr(7y)) est bien nulle par la remarque précédente.

Remarque 4.2 Si T est minimal, alors aucun élément non trivial de I" ne fize point
par point un ouvert non vide de OT'.

Preuve. Supposons sinon que « soit un tel élément, et que U soit un tel ouvert.
Pour tout € > 0 et tout £ dans 97", par densité dans 0T min X 0T min des couples de
points fixes d’éléments hyperboliques (rappelons que I' est un sous-groupe discret
non élémentaire de 7T'), il existe un élément hyperbolique  dans I' ayant son point
fixe répulsif L distance au plus € de &, et 'autre point fixe dans U. Soit 2 un point
de I'axe de translation de 7. Pour tout entier n assez grand, 4"z est fixé par « (car
celui-ci fixe U point par point). Donc pour tout n assez grand, v "ay"z = z. Comme
I" est discret, il existe des entiers distincts n et m tels que vy "ay"™ = 7" ay™. Donc,
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en posant p = n—m # 0, I’élément elliptique a commute avec I’élément hyperbolique
~P. Par conséquent « fixe I’axe de translation de 47, qui est I’axe de translation de
7, donc o admet un point fixe L distance au plus € de £&. Donc I’ensemble des points
fixes de o, qui est fermé et dense dans 0T, est égal L OT. Par conséquent o vaut
I'identité sur 91, donc sur T, ce qui contredit le fait que « soit non trivial.

Remarquons toutefois que contrairement au cas des réseaux sans torsion, dont
tout élément différent de I'identité n’a que deux points fixes dans 1’espace des bouts
de larbre, il existe des réseaux ayant des éléments (elliptiques) non triviaux v dont
I'ensemble des points fixes est un espace de Cantor, avec 0, arbitrairement prescrit.

Remarque 4.3 [l existe une partie S dense dans ]0,400], telle que pour tout s
dans S, il existe un triplet (T,T,~), avec T un arbre localement fini, I' un réseau
uniforme de T et v un élément non trivial de I', tel que 0, = s.

Preuve. Soit & l'ensemble des s > 0 tels qu’il existe un réseau uniforme d’un
arbre localement fini dont I'entropie volumique est s. Il est bien connu que S est
une partie (dénombrable) dense de ]0,4+o00| (par exemple, 'entropie volumique de
la p-éme subdivision barycentrique de I'arbre régulier de valence ¢ + 1 est 10%).
Soit s un élément de S, et I'g un réseau uniforme d’un arbre localement fini 7,
d’entropie volumique s. Notons Aj, Ay deux copies du groupe Z/27Z. Considérons
le graphe de groupes G, obtenu L partir du graphe de groupes [o\7y en y rem-
placant chaque groupe d’aréte ou de sommet par son produit direct avec A;, avec
monomorphismes évidents, en rajoutant au graphe I'g\7y une aréte partant d’un
sommet quelconque et d’extrémité libre, le groupe de la nouvelle aréte étant trivial,
et le groupe du nouveau sommet étant As. Notons T' I'arbre de Bass-Serre de G, I’
le groupe fondamental de G pour un choix indifférent de point base dans I'y\Tj (voir
par exemple [Bei]]), et v 1’élément de T' correspondant I I'élément non trivial de A;.
Alors ' (isomorphe au produit libre (I'y x Aj) x Ay) est un réseau uniforme de T,
v est un élément elliptique non trivial de I", 'ensemble Fixgr(7y) est un espace de
Cantor dans 9T (qui est I'espace des bouts du sous-arbre Fixy () de T, isomorphe L
Ty, invariant non vide minimal par le groupe fondamental du sous-graphe de groupes
I'o\\Zp), et 'entropie volumique §, de Fixp(7) est égale au nombre prescrit s. [

Bien sir, dans cet exemple, op > d,. Nous ne savons pas s’il est possible de
trouver des triplets (7', T, ) (disons en imposant une borne fixée sur les valences des
sommets de T') tels que la différence dp — d,, soit arbitrairement petite.

Revenons au cadre initial de cette partie. Dans toute la suite de cette partie, nous
supposons que le systéme dynamique mesuré (I'\G'T, 1, jisy) est de probabilité et
mélangeant.

Par exemple, dans le cas ou I' est géométriquement fini et Tt ,,;, est uniforme,
la proposition B.1] assure que iz, est une mesure de probabilité. La proposition .2
donne des conditions sur I' assurant que (I'\G'T, 9, pgy) est mélangeant, d’une part
pour N =1 et VT = VT, et dautre part pour N = 2 et V'T le sous-ensemble des
sommets L distance paire d’un sommet donné de T .
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D’abord, nous introduisons les notations qui vont permettre d’énoncer le résultat
principal de cette partie. _

Pour x dans V'T, notons G'T(z) le sous-espace mesurable I'-invariant et -
invariant des éléments ¢ de G'T tels que, pour une infinité de temps positifs et de
temps négatifs ¢, le point ¢(¢) appartienne a I'orbite 'z (ou de maniére équivalente
par 'hypothése sur VT, lorigine de la géodésique th appartienne a I'z). Par
passage au quotient et par ergodicité de (I'\G'T, v, ppy ), il existe un point zy dans
V'T tel que X = Q’T(:Bo) soit de mesure pleine dans G'T". On appelle X D'espace
topologique quotient F\X etm: X — X la prOJeCtIOD canonique. On note de la
méme maniére les restrictions de @/} et figy a X ainsi que celles de @/} et ppy a X.

Soit XO le sous-espace fermé I'-invariant des géodésiques de X d’origine dans
['zg. Pour tout ¢ dans X, notons ¢, > 0 le premier temps de retour de I'orbite de ¢
sous 1 dans Xj; par ’hypothése sur V'T', c¢’est le minimum des entiers strictement
positifs t tels que 0(t) appartienne & I'zo.

Notons 1/10 XO — Xo I'application de premier retour définie par 1/106 =%/, qui
est I'-équivariante. Notons Xy I'image de X, par 7. L’application g est 'application
induite par passage au quotient de 1y a Xg. La mesure mg sur X, est la mesure
induite par passage au quotient de la restriction mg de fizy & Xo. Renormalisons
les mesures de sorte que la mesure mg soit de probabilité, ce qui est possible car la
mesure g, est supposée étre de probabilité.

Notons S I'ensemble des v dans I' — T, tels que l'intersection | xq,vxo[ N T'zg
soit vide. Remarquons que S est invariant par translations a droite et a gauche par
Fxo.‘

Enoncons maintenant le résultat principal de cette partie.

Théoréme 4.4 [l existe un sous-décalage (Xa,0) sur l'alphabet S et une mesure
de Markov uy sur ce sous-décalage, de sorte que le systeme dynamique probabilisé
(Xo, o, mo) soit un facteur du systéme de Markov (X 4,0, pin).

Avant de démontrer ce résultat, nous allons énoncer et démontrer ses corollaires.

Corollaire 4.5 Si le systéme dynamique mesuré (U\G'T, 1, lgy) est de probabilité
et mélangeant, alors il est lachement Bernoulli.

Preuve. Il suffit de montrer que le systéme dynamique probabilisé (X, 1, gy ), qui
est de mesure pleine dans (I'\G'T, 9, jigy ), est lachement Bernoulli.

Remarquons que X, est une transversale totale du systéme dynamique proba-
bilisé (X, 1, pipy), dont 1y est application de premier retour, I'l +— ¢, le temps
de premier retour, et mg la mesure induite, et donc (X, v, jigy) est une suspension
mélangeante de (Xo, 1o, mo).

Rappelons qu’une transformation 7" définie sur X est markovienne, s’il existe
une fonction f définie sur X et prenant un nombre fini ou dénombrable de valeurs
réelles telle que le processus (f o T"),cn soit markovien et si la plus petite tribu qui
rende mesurable tous les itérés f o T™ de f est la tribu tout entiére de ’espace sur
lequel est définie T'.
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Avec le résultat de Adler, Shields et Smorodinsky [ASY| dans le cas d'un décalage
de Markov sur un espace d’états fini et sa généralisation pour un espace d’états
dénombrable (il suffit d’utiliser une généralisation du théoréme de Perron-Frobenius,
voir le chapitre 7 du livre de Kitchens |Kif]), on peut caractériser les transformations
markoviennes : une transformation markovienne est le produit direct d’une rotation
sur un espace d’états fini et d'un schéma de Bernoulli.

Cette propriété est stable par passage a un facteur, donc un facteur d’une trans-
formation markovienne est encore une transformation markovienne.

Comme toute suspension mélangeante d’une transformation markovienne est un
systéme lachement Bernoulli (voir par exemple [Thd|), le théoréme .4 implique bien
le corollaire [L.3. U

Ce résultat permet de déduire les deux énoncés suivants. En prenant N = 1 et
V'T = VT, nous obtenons I'énoncé du théoréme de l'introduction, que nous
rappelons ci-dessous.

Corollaire 4.6 Soit I' un sous-groupe discret non élémentaire de Aut(T) et soit
lisy une mesure de Bowen-Margulis pour I sur GT', dont la mesure de Patterson-
Sullivan sur 0T ne charge aucun ensemble de points fizes d’élément elliptique non
trivial de I'. Si le systéeme dynamique mesuré quotient de (GT', P, figy) par I est de
probabilité et mélangeant, alors il est lachement Bernoulls. (]

Nous obtenons un second résultat dans le cas algébrique.

Corollaire 4.7 Avec les notations G, [A(, G,S, M, T de lintroduction, pour tout ré-
seau I' de G, si GoT est le sous-espace de GT formé des géodésiques d’origine un
sommet L distance paire d’un sommet donné de T, alors le systéeme dynamique
probabilisé (I'\GoT, ¥, pisy) est lachement Bernoulli.

Ainsi, Uaction par translation a droite de S\M sur I'\G/M est lachement Ber-
noulls.

Preuve. Nous allons utiliser le corollaire [l.J avec N = 2, V'T ’ensemble des som-
mets L distance paire du sommet donné de T de sorte que G'T' = G, T, § I'entropie
volumique de T, et (j,)zevr la mesure de Patterson-Sullivan de dimension § (unique
par [BM]| par exemple). Rappelons que tout réseau de G est géométriquement fini et
posséde la propriété de Selberg. Soit IV un sous-groupe d’indice fini de I" dont tout
élement de torsion est conjugué L un élément d’un stabilisateur d’un sommet de T
se projetant dans un rayon cuspidal ouvert de IV\\T. Alors par I’exemple suivant la
remarque [L1], la mesure de Patterson-Sullivan sur 7" ne charge aucun ensemble de
points fixes d’élément elliptique non trivial de I'. Par la proposition B-J (1) appliquée
L T ot 'on a enlevé les sommets de valences 2 s’ils existent, ou la proposition B3 (2)
sinon, le systéme dynamique probabilisé (I"\GoT, 1, sy ) (voir la convention suivant
la preuve de la proposition B.)) est mélangeant. Donc par le corollaire .5, le sys-
teme (I"\GoT, v, pipy) est lachement Bernoulli. Comme tout facteur d’un systéme
lachement Bernoulli 'est encore (voir par exemple [[Thd|), la premiére assertion en
découle.
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La seconde assertion découle de la premiére par la correspondance rappelée en
introduction. 0

Ce résultat est plus faible que le théoréme de I'introduction. Celui-ci sera
complétement démontré dans la partie fj.

Démonstration du théoréme [[.4 : Définissons une matrice de transition A =
(Aag)a.pes. Pour tous «a, 8 dans S, posons A, 3 = 1 si xy appartient au segment
géodésique entre a~'zg et Brg, et A,z = 0 sinon. Remarquons que A, = 1 si et
seulement si la réunion [zg, axg] U [arg, afzo] est un segment géodésique.

Notons (X4, 0) le sous-décalage défini par la matrice de transition A, i.e.
Xa={()icz €S : Vi€ZL, Apjory =1},

muni de la restriction de la topologie produit, et ¢ la restriction a X4 du décalage
vers la gauche des suites bilatéres de SZ.

Construisons une application © : X4 — X de la maniére suivante. Soit («;);cz €
X4, définissons une suite (7;);ez dans I' par récurrence, en posant vy 1’élément
neutre e de I', et 7,41 = Y;;41 pour tout i dans Z. Alors les points (7;2¢)iez sont
consécutivement alignés sur une géodésique ¢. En effet, comme A, ., , = 1, la
réunion [xg, a;xo] U [a;xg, a1 0] est un segment géodésique, donc son image par
vi—1 aussi et donc v;_1x0, 7T, Vir12o sont bien alignés dans cet ordre. Paramétrons
¢ de sorte que £(0) = g et que v,z converge vers les extrémités ¢4 de ¢ quand i —
+00. Par définition de )?0, la géodésique ¢ appartient & )?0. Posons alors O((;)ez) =
m(0).

Montrons que © est surjective. En effet, soit ¢ un élément de X,. Choisissons
un relevé ¢ de ¢ dans X, tel que £(0) = x. Notons (7;z0)icz la suite des points
consécutifs de ¢ dans ['zg, ou 'on peut supposer que vy = e. Posons o; = yi__ll'yi, qui
appartient a S. Puisque v;_1x, Vi%o, Vir12o sont alignés dans cet ordre sur ¢, nous
avons A, o,., = 1. Par construction, nous avons alors O((;);ez) = 7(£) = L.

Par définition de la topologie produit sur S% et de la topologie de GT, 'appli-
cation © : X4 — Xg est continue. Il est immédiat que le diagramme suivant est
commutatif :

XA e XO
ol Lo o (%)
X, 2 X,

Donc topologiquement, le systéme dynamique (Xy, 1) est un facteur du systéme
dynamique symbolique (X4, 0).

Nous allons maintenant construire une mesure de Markov sur le sous-décalage
X 4, dont 'image par © sera mg. Nous commencons pour cela par définir une mesure
(Va)acs sur 'ensemble dénombrable discret S et des probabilités de transitions
(Ta,8)a.pes, aprés quelques notations.

Pour tout « dans S, notons e} (respectivement e.) l'aréte (orientée) d’origine

azxy (respectivement z) et contenue dans [xg, axg]. Remarquons que pour « dans
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I';, et 8 dans S, nous avons oze;r = e;“ﬁ. Pour «, # dans S, nous avons A, 3 =1 si
et seulement si a@egT = 8aegT est contenu dans 0+ 7.

Notons dyT' I'ensemble des points £ de JT tels qu’il existe une infinité de points
de l'orbite 'z sur le rayon géodésique entre xy et &. Il est invariant par I'.

Comme la géodésique entre deux points de 0T est contenue dans la réunion
des rayons géodésiques entre xy et ces points, une géodésique ¢ de T appartient a
G'T(xp) si et seulement si ses extrémités ¢ appartiennent a Jy7". En particulier,
X={leGT : t.cdT}et Xo={leGT : 0) € Tz, lx € 8,T}. Par le
paramétrage de Hopf, I'image de X est donc contenue dans 00T x OyT x Z. Comme
X est de mesure pleine dans G'T" pour la mesure de Bowen-Margulis, et par les
propriétés de celle-ci, nous en déduisons que Jy1" est de mesure pleine dans 91" pour
la mesure de Patterson-Sullivan fi,,.

Comme I' est non élémentaire, quitte a remplacer T" par son unique sous-arbre
non vide invariant minimal, nous pouvons supposer que 1" soit sans aréte terminale,
et que le support de la mesure de Patterson-Sullivan soit égal & 0T'. En particulier,
pour tout sommet x et aréte e de T, on a u,(9.T) > 0. Rappelons que le groupe I';,
est de cardinal |I',| fini.

Pour tout « dans S, posons maintenant

Va

Hao (8e; T) Hao (aej{T) >0.

T 2
Pour tous «, 3 dans S, posons 7,5 = 0 si Ay g = 0, et sinon

1 IUSCO (801 eg T)

= >0.
19 ,U:co(aef{T)

ﬂ-a76

Remarques (1) Pour a dans S, les parties aegT, 0eiT ne dépendent que de la classe
a droite de a modulo I';,, et pour «, 3 dans S, I'égalité A, g3 = 1 ne dépend que de
la classe a gauche de o modulo I',,, et de la classe a droite de 5 modulo I';,.

(2) Pour tous 7,7/, dans I',, et tous a, 3 dans S, par invariance de la mesure
Mz, par I'y,, on a

Vo =Vyay €0 Tap = Tyayq-1y - (£)

Lemme 4.8 La matrice Il = (7, 5)apes est une matrice stochastique sur S, de
mesure stationnaire v = (Vg)aes-
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Preuve. Il s’agit de montrer que ) svo =1, que } 5 g7, 3 = 1 pour tout o dans
S, et que Y ¢VaTaps = Vg pour tout § dans S. Nous commencons la preuve par
quelques notations et résultats ensemblistes.

Pour tout x dans V'T et toutes les parties B_, B, de 0T tels que toutes les
géodésiques entre un point de B_ et un point de B, passent par x, notons By X
B_ x {z} 'ensemble des géodésiques ¢ de T telles que ¢(0) = z,/_ € B_,{, € B,.
Par définition de la mesure de Bowen-Margulis, remarquons que

(B x By x {£}) = o (B_) 1 (B.)
En particulier, pour tout a dans S, on a

1
T2

Va

ﬁBM(ae(;T X 0ea+T X {1’0}) .

Lemme 4.9 Nous avons les réunions disjointes suivantes (o nous notons de la
méme maniére une classe et l'un de ses représentants) :

(1) 0T = || (0:TNaT),

a€S/Ty,
(2) pour tout o dans S, 9,+T NOT = I_l (QX%T NoyT),
BES/ T : Ag,=1
(3) pour tous B dans S, 8egT NI = |_| (Op1.-T N OT),
ac on\S : AQﬁZI
(4) Xo= || 7((0-TNT)x (0.+T NT) x {xo}).

a€ Tag\S/Txg

Preuve. Les objets sont bien définis, par la premiére des remarques précédant
I'énoncé du lemme [I.§.

Montrons (1). Soient «, 5 dans S, et supposons qu’il existe ¢ dans 86$Tﬂ062Tﬂ
00T, alors le rayon géodésique de zy a £ passe par axg et par Jzg. De plus, ces
points coincident, car ce sont tous les deux le premier point de I'zg — {xo} rencontré
par le rayon. Donc oI, = (T',,. Par conséquent, la réunion dans 'assertion (1) est
disjointe.

Pour tout £ dans 9yT, le rayon géodésique de g & & passe par un premier point
de l'orbite I'zq différent de xy. Ce point s’écrit axg avec a dans S, donc & appartient
a d,+T, ce qui montre (1).

Les autres assertions se montrent de maniéere analogue. U

Par le lemme 1.9 (4), et le fait que Paction de I, sur (97, i, ) soit essentiellement
libre, nous avons

1 ~
e = b 3 0T x0T )
)

a€ES a€esS
1 -
= T Z finn (0,=T x 9+T x {xo})
Ol aes Ty,
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- ¥ (0T x 0.T x {xo})

a€ To\S/Tz, |F[x°"”°] |

= Y mo(n(0,-T x 8,4T x {wo})) = mo(Xo) = 1.

a€ To\S/Tz,

Par le lemme (.9 (2), nous avons > s ¢ma s = 1. De plus, si A, 5 = 1, puisque
toute géodésique entre un point de 865T et un point de 0, GZT passe par axg, et, par

invariance de fig,, alors

1 1
VaTla = \F E P (0= T) iy (O, +T) |F E fian (0T X 8ae;T x {axo})
xo xo
1
= 5 Hen(0,-1 T % 0, T % {x0}) .
[Tao?
Donc
1
Z VaTa,p = Z m ,uBM(qu e;T X 8@ET X {:L’O}) =V
a€es Q€ Tpp\S : Ag p=1
par le lemme [1.9 (3). Ceci conclut la preuve du lemme [L.§. O

Par définition, la mesure de Markov py associée a (II,v) est I'unique mesure
borélienne de probabilité sur SZ, invariante par le décalage, telle que, pour tout k
dans N et tous «q, ..., a, dans S, on ait

pn[Xo = ag, ...y X = (H 7Ta“al+1> .

Lemme 4.10 Les mesures O,ur et mg coincident.

Preuve. Pour ay, ..., a, dans S tels que pour tout ¢ dans {1,...,n—1}, nous ayons
Avi i = 1, notons Uy, ., I'image par 7 de 'ensemble U,, ., des £ dans X tels
que les n + 1 premiers points de I'zy rencontrés par ¢ a partir de I'instant 0 soient
To, 00 Lg, ..., Q1. ..0T0. Les Uy, o, et leurs images par les puissances de 1)y sont
des boréliens de X, qui engendrent la tribu des boréliens de Xj.

e o1 ... 01 e;“n

[e%}
aealT > 1 - < oy e, T

X Q1 T Qp...QpTo -

Par commutativité du diagramme (x), les mesures O, et mg sont deux mesures
de probabilité sur X, invariantes par ¢y. Pour montrer que ©,u; = my, il suffit donc
de montrer que

@*NH(Ua1,---7an) = mO(Ua1,---7an)
18



pour tous les vy, ..., v, dans S tels que Ay, o,,, = 1. Procédons par récurrence sur n,
le cas n = 0 étant clair, car, par les conventions usuelles, O, un(Xo) = mo(Xo) = 1.

Rappelons que, par définition de ©, pour tout (Z;);cz dans X4, on a ©O((Z;)iez) =
w(¢') ou les n + 1 premiers points de 'z rencontrés par ¢/ & partir de l'instant 0
sont xg, Z1Zg, .., Z1 ... Zyxo. Remarquons que 7(¢') appartient a 7r((7m7___yan) si et
seulement s'il existe (o, 31, ..., 3, dans [';, tels que

V’iE{l,...,n}, 60_1@1...062'52‘221...22'. (**)

Donc @(<ZZ)Z€Z) appartient a Ual,...,a
I, tels que

si et seulement s’il existe [y, 01, ..., 3, dans

n

Vie{l,...,n}, Z;=0B"aiB . (xx%x)

Par définition de la mesure de Markov et les propriétés d’invariance (f) des
Va, Ta,3, DOUs avons, pour tous By, B, ..., 5, dans I'y,,

n—1
,U/H[Zl = 50_1051617 ceey Zn = 6,:_1105nﬁn] = Vo, (H Wai,ai+1> .

Définissons une relation d’équivalence ~ sur F;‘jl par

(/807/817' - aﬁn) ~ (/8(,)7/817 . aﬁ;) Al (VZ € {1? e .,’TL}, /Bi_—llaiﬁi = /Bli_—llai ;) :

Le cardinal de chaque classe d’équivalence est égal a celui du stabilisateur 'z o, ...an]
(car, par I'équivalence entre les assertions (%) et (* * x), dans une classe donnée,
By est uniquement déterminé modulo ce stabilisateur, et les 3; pour ¢ > 0 sont
uniquement déterminés par ). Donc le nombre Ny, ., de classes d’équivalence

vaut r .
n
Nal,...,a | 500|

(s % * %)

n T | -
|F[5C070‘1---OC7LIO] |

Par les propriétés d’invariance des mesures de Patterson-Sullivan (ji,).er, pour
toute partie A de 9T et tous les points x,y de T, si le rayon géodésique entre = et
chaque point de A passe par y, alors p,(A) = e~ %4@¥), (A). En particulier, pour
1< <n,

— e—&d(xo, Q... 120)

Hzg (aef{iT) = Hay..ai_yzo (Q1 - - 'O‘i—laegi T) fhao (i1 - - 'O‘i—laef{iT) .

Il vient alors

n—1
/’LH(G_I(UQ17~~~7an>> = Na,....on Vau <H 7Tai7ai+1>
i=1

n—1
]\f1 lu“xo(aaie;r. T)
= ety (O Tt (0 T) | [ ————
O, i o(Ocz, Ten 00, T) (izl oo (Ot T)
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N . n—1 ,U/xo(al N7 e % 86(3 T)
— [ %Qn o (0= Ty (04 T i+1
T, o 0(0o;, T)piay (05 T) (1} pag(ar i1 9, T)
Na Voo Olny
= W Mg (86(;1 T):ul‘()(aal...an,1 egnT)
Nal,...,an

= W ZZBM(ae;lT X 8(11“.0{”71 e:{nT X {1’0}) .

Comme I';, agit essentiellement librement sur 7', et que tout élément de U,, 4,
est I'image d’exactement |I'l;) o, .anzo)| €léments de O, T X 0y oy e, T X {z0},
on a

1

mO(Ua17~~~7an) = ﬁBM(ﬁeng X 8 + T x {,’,Uo}) .

|F[1'07051---0~’n1'0” et fan
Par (x*xx), on a donc ur(© " (Usy. an)) = Mo(Uay....an)s ce qu'il fallait démon-
trer. O

Le lemme achéve de montrer que © est un morphisme surjectif entre les
systémes dynamiques probabilisés (X 4, o, ) et (Xo, 1o, mg). Ceci conclut la preuve
du théoréme [I.4]. O

5 Codage du flot géodésique sur un graphe de grou-
pes géométriquement fini

Le but de cette partie est de montrer le résultat fin suivant, améliorant pour des
groupes géométriquement finis le corollaire .3

Théoréme 5.1 Soit T" un arbre localement fini, I' un sous-groupe géométriquement
fini de Aut(T') ayant la propriété de Selberg, avec Tt min uniforme, sans sommet de
valence 2.

Si la transformation géodésique sur T\GT est mélangeante pour la mesure de
Bowen-Margulis, alors elle est Bernoulli d’entropie finie pour cette mesure.

Si la transformation géodésique sur U\GT n’est pas mélangeante pour la mesure
de Bowen-Margulis, alors son carré est Bernoulli d’entropie finie en restriction a
\GoT', ot GoT est le sous-espace de GT' formé des géodésiques d’origine un sommet
L distance paire d’un sommet donné de T.

Preuve. Nous pouvons supposer que 1" = T7 py,.

Notons X = I'\T' le graphe quotient, et X, le sous-graphe complémentaire des
rayons cuspidaux maximaux ouverts. Pour tout § dans EXj, fixons un relevé E
de 8 dans ET, de sorte que 3 = E Numérotons de 1 a r les rayons cuspidaux
maximaux. Notons (a;,)nen la suite consécutive des arétes, orientées vers le bout,
du i-éme rayon cuspidal maximal. On fixe un relevé dans 7' de ce rayon, dont on
note (a;)nen la suite consécutive des arétes, orientées vers un point a I'infini noté
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¢ de T. Notons I'; ,, le stabilisateur du sommet o(a; ), de sorte que I'; ,, est contenu
dans I'; 11, et que I'e, = U, o Tin-

Rappelons qu'un facteur d’une transformation mélangeante (resp. Bernoulli d’en-
tropie finie) l'est encore (voir par exemple [Orn]|). Comme I" posséde la propriété de
Selberg, il existe un sous-groupe d’indice fini IV de I dont tout stabilisateur de som-
met ne se projetant pas dans un rayon cuspidal ouvert est trivial. Supposons le ré-
sultat démontré pour I". Si la transformation géodésique de I'"\GT est mélangeante,
alors elle est Bernoulli d’entropie finie, et son facteur I'\GT" est aussi mélangeant et
Bernoulli d’entropie finie. Sinon, le carré de la transformation géodésique de I"\GyT'
est Bernoulli d’entropie finie. Si GoT' est invariant par I', alors le facteur I'\GyT'
de T"\GoT est aussi Bernoulli d’entropie finie pour le carré de la transformation
géodésique, et la transformation géodésique de I'\GT n’est pas mélangeante. Si GoT
n’est pas invariant par I', alors I'\GT est un facteur de I"\GyT, donc le carré de la
transformation géodésique de I'\GT est Bernoulli d’entropie finie, et donc la trans-
formation géodésique de I'\GT est Bernoulli d’entropie finie (donc mélangeante).

Dans la suite, nous supposons donc que le groupe G, est trivial pour tout sommet
x dans Xj.

Par exemple, le graphe de groupes suivant est isomorphe au graphe de groupes
quotient de I'arbre de Bruhat-Tits de SLy sur le corps Fo((X1))) par le réseau (de
congruence) I' = ker(SL(2, Fo[X]) — SL(2,F,)), avec I'; = {P € Fo[X] : P(0) =
0,deg P =i}.

Ly Ty
Fl 1—‘l
0
0 I g To Ts
00 I, Iy I
NV
Fg/ Fg

En ce qui concerne le probléme du codage du flot géodésique, la nouveauté par
rapport au cas cocompact est de coder les excursions dans les rayons cuspidaux. La
remarque fondamentale (voir |Beq|) est que la projection dans I'\T" d'une géodésique
de T est un chemin d’arétes, dont les seuls aller-retours possibles sont dans les rayons
cuspidaux maximaux ouverts, et qui, s’il fait demi-tour en montant vers un bout, est
alors obligé de redescendre pour sortir complétement du rayon cuspidal maximal.

Considérons I'alphabet suivant, qui est dénombrable infini, sauf si I' est cocom-
pact (auquel cas il est fini),

A=EX U | (@i =TT x {43) U (T \Cinn = Tin) x {=}) -
1<i<r, neN

Nous munissons A de la topologie discréte. Notons que le passage a I'inverse induit
une bijection de (I'; 41 — I ,) /Dy sur Iy ) \(T'i ne1 — i) et réciproquement. L7al-
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phabet A est muni d’une involution 3 — 3, avec 3 'aréte opposée de 5 si § € EX,
et (g,+)= (97" —)si g € (Tint1—Tin)/Tin-

Nous allons définir une partition P de I'\GT', indexée par A, de la maniére suivan-
te. Pour une géodésique ¢ dans T', notons (¢;);cz la suite de ses arétes consécutives,
de sorte que t(¢;_1) = o(¢;) = £(i). Notons qu’avec T l'application de renversement
du temps, on a 7(¢); = {_;_;. Pour tout 3 dans A, définissons une partie non vide
Egs de GT par :

si f € EXy, alors Eg ={0 e gT : (=7},

si B = ajn, alors Eg = { € GT : ly = a;p,
f1 = Qjn+1, g—n = CI/;/() }a

si = (g,+) avec g € (I'; 1 — L'in)/Tip, alors
Eg:{EEQT : 50:@,5129@, l_, =
o }

si ﬁ = (97 _) avec g € Fi,n\(ri,n-i—l - Fi,n)a alors
Egz{ﬁEQT . 60:@76_1:.9_1%, ﬁn:

o}

si 3 = i, alors Eg = {¢ € GT : 60:?”,

(4 = @ n41, b, = Q50 }

Les parties du second type codent les géodésiques qui a I'instant £ = 0 avancent
dans un rayon cuspidal, et vont continuer d’avancer. Celles du troisiéme type codent
les géodésiques qui a l'instant ¢ = 0 avancent dans un rayon cuspidal, et vont faire
demi-tour. Celles du quatriéme type codent les géodésiques qui a l'instant ¢ = 0
viennent de faire demi-tour. Enfin celles du dernier type codent les géodésiques qui
a l'instant ¢ = 0 descendent dans un rayon cuspidal, et qui descendaient aussi a
I'instant d’avant.

Lemme 5.2 Les parties Eg de GT', pour 3 dans A, sont compactes, ouvertes et deuz
a deuz disjointes. Leur réunion E est un domaine fondamental strict pour ['action
de T (i.e. TE =GT et si yENE est non vide pour un vy dans T', alors v =1).

Preuve. Comme I'; ,, fixe I'aréte a,,, (et son aréte opposée), les parties Ejg sont bien
définies. Par définition de la topologie compacte-ouverte, et comme 'arbre T est
localement fini, elles sont bien compactes et ouvertes. Comme gfm + c@:l pour
tout g dans I'; ,41 — I'; , ces parties sont deux a deux disjointes. Toute géodésique
dans T est équivalente modulo I' & une géodésique /£ telle que ¢y vaut ou bien E pour
un [ dans E Xy, ou bien a;, ou bien a;,, pour un n dans N et ¢ dans {1, ..., k}. Dans
les seconde et troisiéme alternatives, on a respectivement 7(¢_,) = a;o et m(¢,) =
@;o. Donc, quitte a faire agir un élément de I'; ,,, on peut supposer respectivement
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que {_, = a;q et £, = fo. L’ensemble des arétes d’origine t(a;,,) est exactement

{9i + g€ Tinr —Tin)/Tin} U{ain, dinea} -

Comme une géodésique n’a pas d’aller-retour, on obtient que I'E' = GT'. Enfin,
comme les stabilisateurs des a; pour ¢ dans {1,...,r} et des 8 pour [ dans EX
sont triviaux, la réunion £ est un domaine fondamental strict. [

En notant encore Ejg 'image de Ez dans I'\GT', on obtient donc une partition
P ={Es}peca de I'\GT, par parties compactes, ouvertes et non vides.

Considérons la matrice de transition (A, g)a gea définie par A, 3 =1 si l'une des
conditions suivantes est vérifiée

(1) a,feEX, (o) =0(f), 87

(2) ERNS {1, .. .,T}, dn e N, E g c (Fi,n—i-l — Fi7n)/Fi,n,
a € EX,f=(g,4), t{a) = 0(ain), a # iy

ou

(3) EI Z S {1a .. .,T}, 3 nec Na EI g € (Fi,n+1_ri,n)/ri7n> o = (97 +)> ﬁ = (9_17 _)
ou

(4) EK) - {1, .. .,T}, dn - N, B g - Fi,n\(FmH — Fi,n>7

a=(g,—), B€EX, o) =t@n), B+ ain

et A, 3 = 0 sinon. Remarquons que dans le cas (2), on a @ = a;,,—1 sin > 1, et dans
le cas (4),on a f=a;,—1sin > 1.

Considérons I'espace topologique produit A%, ot pour tout = dans A% on note z;
la i-éme composante de z. Notons o : A% — A” le décalage défini par o((z;)jez)i =
Tir1. Notons k : AZ — AZ Pinvolution définie par £((2;);ez); = T—i_1. La matrice
de transition (A, 3)a.pea définit un sous-décalage (invariant par o et par )

Xa={(2)icz € A : Vi€LZ, Apzi =1}

Proposition 5.3 L’application itinéraire © : T\GT — X4, définie par { — (z;)iez,
0w pour tout i dans Z, on a p'({) € E,. est un homéomorphisme, rendant les dia-
grammes sutvants commutatifs :

NGT -2 Xy NGT -2 X,
el lo Tl 1k .
NGgT -=  X,4 NGT -2 X4
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Preuve. On vérifie que pour tous les «, 3 dans A et ¢ dans GT tels que @~ 1(¢)
appartienne & I'E,,, on a A, 3 = 1 si et seulement s'il existe une géodésique ¢’ dans
T telle que ¢' et £ coincident sur | —o00,0] et ¢ € I'Es. Ceci montre que 'application
O est bien a valeurs dans X4, et qu’elle est surjective. Comme une géodésique est
déterminée par la suite des arétes qu’elle traverse et comme le stabilisateur d'une
aréte de X, est trivial, 'application © est injective. Les parties de la partition P
sont définies par des conditions ne portant que sur l'aréte ¢y d’une géodésique /,
et éventuellement sur un nombre fini d’arétes supplémentaires. Par définition des
topologies sur GT et A%, on en déduit que © est un homéomorphisme.

Le premier diagramme est commutatif par définition de ©. Pour montrer la
commutativité du second diagramme, on vérifie que pour tout § dans A et ¢ dans
['\GT', on a (par une étude cas par cas pour la seconde équivalence)

Oot(l)y=0 <= T(l) € s < ¢({) € Bz <= KkoOl)g=0.

En utilisant que @o7 = 7o~ ! et ook = koo, on conclut alors par la commutativité
du premier diagramme. O

A Tl'aide de la mesure de Bowen-Margulis mg,,, construisons une mesure de pro-
babilité v sur I’ensemble discret dénombrable A. Posons, pour tout 3 dans A,

vg = v({8}) = muu(Ep).

Comme my,, est une mesure de probabilité sur I'\GT', et que P est une partition de

I'\GT', la mesure v est bien de masse totale 1. Comme les Ejz sont des ouverts non

vides, et que mgy, est une mesure de support total, les v3 sont strictement positifs.
Considérons la matrice Il = (7,,5)a.gc4, définie par

Mmeu (@ (Ez) N E, Meu(0(Ey) N E
Top = mBM[SO(E) c Eﬁ | (e Ea] _ (90 IE ﬁ) ) _ ((p(y ) ﬁ) ‘

Nous renvoyons par exemple a [Kif]| pour les définitions sur les décalages de Markov.
La matrice II est une matrice stochastique sur A, de mesure stationnaire v. En
effet, comme P est une partition de I'\GT', et comme mg,, est invariante par ¢, on
a immédiatement que Y7, 5 =1 pour tout aet ) vaTa 3 = Vg pour tout f3.
Par définition, la mesure de Markov py associée a (II,v) est I'unique mesure
borélienne de probabilité sur A%, invariante par o, telle que, pour tout k dans N et
tous ayg, ..., qa; dans A, on a

k—1
pnlTo = g, .y Ty = Q] = Vay Hﬂai,am )

=0
Proposition 5.4 La mesure de Markov up est de support X4, et ©,mpy = pir-

Preuve. On remarque que 7, g est nul si et seulement si A, 5 est nul, ce qui montre,
avec le fait que les vz sont strictement positifs, que le support de i est X 4.
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Puisque mg,, est invariante par ¢, comme © est un homéomorphisme qui con-
jugue ¢ et o, la mesure ©,mg, est une mesure borélienne de probabilité, invariante
par 0. Comme Mmyy(Fa,) = Vo, = p[To = g, pour établir que O,my, et g sont
égales, il suffit de vérifier que ©,my,, vérifie la propriété de Markov, ¢’est-a-dire que
pour tout k dans N et tous a_y,...,a_1,ag, 0 dans A, on a

O.mpu[r1 = Blrg = Q0,71 = a1, T = Q] = Tap 8

On peut supposer, pour tout ¢ dans {1, ..., k}, que Aafiva—(i—l) =letque Ay 3=
1, sinon le résultat est immédiat. Notons Fj, = ©*(FE,_, )N @k_l(E,L(kfl)) N...NEy,
et F] = F, N ¢ Y(Es), qui sont donc des compacts ouverts non vides. Le membre
de gauche de I'équation ci-dessus est égal a myy(F})/muu(Fi). Comme 7,5 =
Mgy (Ff) /meu(Fy), il suffit donc de montrer que mgy (F))/mpy(F) ne dépend pas
de k.

Soit ag aréte de T' définie comme le relevé précédemment choisi de ag si o est
dans EX, par ag = a;, si ag = (g,+) avec g € (I 01 — ) /Tin, et par ap = a;,
st ag = (g,—) avec g € I'; ,\(I'i n41 — I'in). Nous utiliserons le paramétrage de GT'
par 0,1 X Z défini par le point base u = o(ay).

Montrons que Fj, (resp. Fk) est I'image injective par 'application 7’ : GT —
I'\GT d’une partie F}, (resp. F) de GT de la forme Vi x U x {0} (resp. Vj, x U’ x{0}),
avec U,U’, V), des parties de 0T, telles que U,U’ ne dépendent pas de k et sont
disjointes de Vi, et telles que toute géodésique entre un point de Vj et un point de
U (resp. U') passe par u. Alors pour tout (£_,&y) dans Vi x U (resp. Vi x U’), on
aura d,(¢_,&:) = 1. Donc, par définition de la mesure de Bowen-Margulis (voir la

partie P.9),

men(Fy) _ mau(F) _ pu(U')
mBM(Fk) fszM(]:;k) :uu(U) ’
qui ne dépendra pas de k, ce qui montrera le résultat.

Comme les F} sont des compacts non vides décroissants en k, il existe au moins
une géodésique ¢* (que l'on fixe) dans T dont 'image par 7’ est un élément de
Mien £ telle que £ = ag (ce qui est possible, car F est contenu dans E,,). Par
définition des Ej, tout élément de F, (resp. F}) se reléve en au moins une géodésique
Cde T telle que 0y, =05 ... Ly =05 (vesp. {_p = 0%, ... 0y = L5, 0, =17), et en
particulier £ passe a I'instant ¢ = 0 par le point u. Nous allons maintenant définir V,
et U (resp. U’) en discutant suivant les valeurs de a_j et ag (resp. [3), voir le dessin
ci-dessous.

N 0
a_, € EXy Vk’,%_..u%_(\U ag € EX
{ Qi n S e_k_n é*_k ‘68 [T , { aj m
a_p = ’ =90 >0 -o>0>48 ag = ’
{ (gv _> S \gik—l éik 3 Z*m I { (h7 _>
oy = =0 >0 0o >0 e >¢§ ap =
b ai,n Vk/ u \U 0 7,m



Si a_j est dans E X, posons Vi = 0y T.

Si a_y vaut a;, ou (g,+) avec g € (I'i 41 — ['in) /i, alors posons Vi, = 0~ T
Si a_y, vaut (g,—) ou @, avec g € I'; ,\(liny1 — L' p), alors posons Vi, = 0 T.
Si ag est dans E' X, posons U = %T.

Si ag vaut ajg, ou (h,+) avec h € (I'j a1 — L'jn) /T, alors posons U = 0T
Si o vaut (h,—) ou @, avec h € I'; ,\(L'jms1 — '), alors posons U = %T.
Si (3 est dans E X, posons U’ = %T.

Si 8 vaut a;,, ou (h,+) avec h € (I 41 — I'jm)/Tj.m, alors posons U’ = %T.

Si B vaut (h, —) ou @, avec h € I'; ,\(I'j ;ms1 — I'j ), alors posons U’ = %T.

Par construction, les parties U et U’ ne dépendent pas de k et sont disjointes de
V. Toute géodésique entre un point de Vi et un point de U ou U’ passe par u. On
verifie que si Fy, = Vi, x U x {0} (resp. I}, = V; x U’ x {0}), alors par construction des
E., tout élément de Fj, (resp. F}) admet un unique relevé dans Fy, (resp. fé) Donc
la restriction de 7' a Fy, (resp. ﬁ,;) est injective, d'image F) (resp. F}). Le résultat
en découle. 0

Ainsi par les propositions p.J et ci-dessus, les systémes dynamiques mesurés
(I\GT', myu, @) et (Xa, p, o) sont conjugués par ©.

Proposition 5.5 L’entropie de la partition P est finie.

Preuve. Notons pour simplifier I'; = I'¢,, § = dr, 6; = dr, et w; = o(a;p).
Rappelons que I'entropie hp de la partition P pour la mesure my,, est

hP = Z Voe(_ logl/a) :

acA

Calculons v, pour a dans A — E X, (car E Xy est fini). Par définition, la partie
E, de GT est, dans le paramétrage de GT' défini par le point base u; (pour un certain
i dépendant de «, précisé ci-dessous), de la forme V' x U x {t,} pour un t, dans Z
et U,V deux parties disjointes de 0T, telles que toutes les géodésiques entre V et U
passent par u;. Donc

—~ ~

. NN a; a; -7
si @ = a;, alors v, = ,uui(&;ﬁ)T),uui(amT), *;0_. ...... .;"_.;"_Jr‘l
’ U g(o) .~
sl v = [ alors v, = Muz(émT),uul(éﬁT% \*ai,o ... .ai,n .ai,n+‘1/
| A (o)

si o = (g,+) avec g € (I'; i1 — i) /Tip, alors » ;’ o ...
Voo = Huy; (aEK)T)MuZ (%T% oo U - : a_

sia=(g7" —)avec g € (Ui 41— i) /Lin, alors R } Gin
~ u’l - )
Vo = Mui(agﬁT)Mui(aﬁT)- >~ <o - c\
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Par le théoréme de la densité fluctuante de Sullivan (voir [HP]], Theo. 4.1]), si &;
est un point parabolique borné, si I" est de type divergent, et s’il existe une constante
co > 1 telle que

1
— e < Card{y € Iy : d(us,yu;) < n} < e,
Co

alors il existe une constante c¢; > 1 telle que pour tout n dans N, on a

1
Cl i,n

(Pour les variétés riemaniennes (complétes), cette propriété a été démontrée par Sul-
livan dans le cas de volume fini et de courbure négative constante, et par Stratmann
et Velani dans le cas géométriquement fini et de courbure négative constante. Dans
[HPT]|, elle est énoncée dans le cas de la courbure négative variable, mais la preuve
est faite d'une part par des arguments de comparaison avec les arbres, qui sont val-
ables dans notre cas, et d’autre part par des arguments de limites, mais une limite
(pour la topologie de Hausdorff-Gromov pointée) d’arbres de valences uniformément
bornées est encore un arbre localement fini. Voir aussi [HP32, Prop. 3.2].) Notons que
les hypothéses de ce résultat sont vérifiées, par la proposition B.J]. Comme de plus
d; = /2 par la proposition B.1], on a

1
6—6_5" < (0=T) < e (1)
1 \n
Remarquons, pour g € I'; .11 — I'; ., que o(ga; o) appartient a 'orbite de w;, et
que d(u;, 0(ga; o)) = 2n. Par le lemme de 'ombre de Sullivan (voir par exemple [Rol,
Lem. 1.3] dans un contexte plus général), il existe donc une constante co > 1 telle
que pour tout n dans N et g dans I'; ,11 — I' .

1
¢ < (O T) < o™ 2)

Remarquons que %T C 0=T C 0-=T. Posons c¢; = miny<;<, (b, (051" et
0,0 i,n == ’

9ain
3 = maxi<i<, fy, (9aryT). Comme les valences de T' sont uniformément bornées, il
existe un N dans N qui majore le cardinal de (I';,,41 — I'; ) /T, pour tout i et n.
Donc

> = (Vau, log v, + varlogras) < Y 2resce "V (5(n+ 1) +log =)

1<i<r, neN neN €3
et, la premiére somme suivante portant sur les g dans (I';,,.1 — I';,)/Ti . pour
1 <i<retndans N,
c
Z — (1/(97+) log V(g 4+) + Vg1 - log 1/(9717_)) < Z 2Nrclc§Le_6"(25n + log C—E) )
neN 3
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Comme § > 0 (voir la proposition B.]]), ces deux sommes convergent, ce qui montre
le résultat. O

Terminons maintenant la preuve du théoréme [.1). Par les propositions p.3 et p.4,
les systémes dynamiques mesurés (I'\GT', myy, @) et (X4, p1, 0) sont conjugués par
O.

Supposons tout d’abord que Lr = Z. Alors (I'\GT, mgy, ) est mélangeant par la
proposition B.2, donc (X4, pur, o) aussi. L’homéomorphisme © envoie par construc-
tion la partition P de I'\GT sur la partition génératrice {{(z;)icz : To = a}}aca de
X . Donc par la proposition p.5, le systéme (X4, um, o) est un décalage de Markov
mélangeant sur un alphabet dénombrable, de partition génératrice d’entropie finie.
Il est bien connu qu’'un tel décalage est conjugué a un décalage de Bernoulli, voir
par exemple [FQ]| lorsque 'alphabet est fini, et [[Thd, sect. 8] pour I'extension a un
alphabet dénombrable de partition génératrice d’entropie finie.

Supposons maintenant que Lp = 27Z. Alors (I'\GT', myy, @) n’est pas mélangeant,
mais (I'\GoT, My, ) Dest, par la proposition B.2. En remplagant les arétes par les
suites de deux arétes consécutives d’extrémités deux sommets de 1" a distance paire
du point base de 7', on construit de maniére analogue a ce qui précéde un codage
de (T\GoT, mpy, ©*) par un décalage de Markov sur un alphabet dénombrable, de
partition génératrice d’entropie finie. Le théoréme [.1] en découle. [

Le théoréme [.2 de l'introduction est un corollaire du théoréme [.1], par la dis-
cussion précédant la proposition B.3.

6 Le flot géodésique sur un graphe de groupes

Dans cette partie, nous nous intéressons au codage du flot géodésique sur un
arbre quotienté par un sous-groupe d’automorphismes, sans supposer le sous-groupe
discret ni méme ’arbre localement fini.

6.1 Flot géodésique d’ordre 1 sur un graphe de groupes
Soit (X, G,) un graphe de groupes. Posons :

Q= H per(Ger\Goe)/ pe(Ge) -

e, e’ €EX : o(e)=t(e’)

On munit Q x EX de la topologie discréte et ¥ = (Q x EX)% de la topologie
produit. Dailleurs, si (X, G,) est un graphe fini de groupes finis, alors 0 x EX est
fini. On note o le décalage a gauche sur .

Notons Yy 'ensemble des éléments (g;, €;)icz de 3 tels que, pour tout ¢ dans Z,

(1) ofe;) =t(ei1)
(2) Gi € Pe;_4 (Geiﬂ)\GO(ei)/pe_i(Gei)
(3) sie; =e;y, alors g; & pe(Ge,) -
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Cette derniére condition dit simplement que si e; = ¢;_1, alors g; n’est pas la double
classe triviale.

On appelle flot géodésique d’ordre 1 sur (X, G,) le sous-décalage (X, 0). 11 est
immeédiat que o préserve Y, et que les conditions définissant X sont “locales”. Ainsi,
lorsque (X, G,) est un graphe fini de groupes finis, le sous-décalage (Xg,0) est de
type fini.

Proposition 6.1 Soit T" un arbre, et I' un sous-groupe de Aut(T). Si (3o, 0) est
le flot géodésique d’ordre 1 du graphe de groupes quotient T\\T', alors il existe une
application continue surjective 0 : T\GT — g qui rend le diagramme suivant com-
mutatif

NGTr % T\GT

0] 10

Y — X

Preuve. Soit (X,G,) =T'\\T' et 7 : T — X =I'\T la projection canonique. Dans
un premier temps, on construit une application 0:GT — Y. Soit f une application
simpliciale de R dans 7. Pour ¢ dans Z, notons f; aréte f([i,i + 1]) d’origine f(7)
et posons e; = 7(f;). On a alors t(e;_1) = mo f(i) = o(e;).

On reprend les notations de la définition du graphe de groupes quotient I'\\7T'
dans la partie P.1), o I'on avait fixé des relevés € et v dans T' d’une aréte e et
d'un sommet v de X, et choisi un élément g, dans I' pour toute aréte e. Comme
w(f;) = m(e;) = e, il existe h; dans T tel que h; f; = €;. L’élément h; est bien défini
modulo multiplication & gauche par un élément du fixateur de I'aréte €;, qui est un
élément de G,. Posons

9= get hioahiger . (%)
L’élément g; fixe o f(i), il appartient donc a Go,) = Gy, ,) (voir la figure suiv-
ante). L’élément g; est défini modulo multiplication a gauche par un élément de
9" Gei 1 Ger oy = pe,_i(Ge,_,), ainsi que modulo multiplication a droite par un élé-
ment de geiilGeige—i = pe(Ge,;). Nous noterons encore g; la double classe de g; dans le
double quotient p, (G, )\Go(e,)/ per(Ge,).
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Remarquons que si e; = €;,_1, alors

-l T— _ -1 — 1~
fic1= hi_1€i—1 = hi_1€i—1 = hi_1ez’ .

Donc f est localement injective si et seulement si pour tout ¢ dans Z, on a f; # fi_1,
donc si et seulement si
ou bien e; # €;_1;

— ou bien ¢; = ¢, et g; ;ilé; + gelilévi )
Cette derniére inégalité est équivalente a la non-appartenance de g; & pe(Ge,).

Posons alors 6(f) = (gi, €:)icz. Par construction, application 6 est a valeurs
dans Xy, et est invariante par I, elle induit donc une application 0 : T'\GT — X.
Par construction, on a # o p =00 6.

Montrons que 0 est surjective, ce qui entraine que 6 est surjective. Soit (g;, €;)icz
un élément de Yy. Pour tout entier relatif ¢, on choisit un représentant dans la double
classe g;, encore noté g;. Posons fy = €9 et hy = id. Montrons par récurrence sur
n > 1 que pour tout 1 < k < n — 1, il existe des arétes f, de T et des éléments hy
de G tels que

t(fie1) = o(f), hp'én=fr et ge=g." he-1hy ger -

Pour n =1, on prend hy = gerg7 ' go! et fi = hi'€, alors : o(f1) = ge,0195 0(€1) =

P e g

Jeog10(€1) = gey0(€1) = t(eg) = t(fy). Supposons que I'hypothése de récurrence soit
satisfaite au rang n. Posons :

hy, = (hr_zilgenqgnge;nl)_l .

Alors la relation g, = g;' hn_1h,'ge; est vérifiée, et h, ' envoie o(é,) sur t(f,—1).
En effet,

h;lo(é;L) = h;ilgenﬂgnge;nlo(é;@) = hrzilgenqgno(en)
= hgilg€n710(€7L) = hyzilt(e/n\:/l) = t(.fn—l) .
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Maintenant, posons f,, = h,'é,. L’origine de f, est bien ¢(f,_1). Pour 1 < k < n,
les arétes f et les éléments hy de G vérifient donc I’hypothése de récurrence au rang
n+ 1.

On fait une construction similaire pour n < 0. Notons f : R — T D'application
simpliciale telle que pour tout ¢ dans Z, f([i,i + 1]) = fi;. Alors f appartient a GT
(par la condition (3) de la définition de %) et g(f) = (i, €;)iecz, ce qui montre la
surjectivité de 0.

Montrons maintenant que 0 est continue, ce qui entraine que @ est continue. Si
f et f" sont deux géodésiques de GT', posons O(f) = (gi, €:)icz et O(f") = (g., €)icz-
Supposons que f et f’ coincident sur [—N, N], alors pour tout entier ¢ de [—=N, N],
onae; =mn(f;) =mn(f!) = e, et on peut supposer que h; et h; coincident. La formule
(*) montre alors que g; et g, coincident pour i entier dans [—(N — 1), N — 1]. Ceci

montre que 0 est continue sur ['\GT par définition de la topologie-produit. [

Malheureusement, 'application € n’est pas toujours injective. Elle I'est si les
stabilisateurs d’arétes G, pour e dans FX, sont triviaux. Mais quand il existe un
élément (non trivial) de T" qui fixe un rayon géodésique de T', cela crée des problémes
de propagation d’éléments dans des stabilisateurs d’arétes.

6.2 Actions acylindriques de groupes sur les arbres

Soit k un entier strictement positif. Comme le fait Z. Sela [Se]|, nous dirons qu’une
action simpliciale (sans inversion) d’un groupe I' sur un arbre 7" est k-acylindrique si
le fixateur d’un chemin (localement) injectif de k arétes consécutives est trivial. Nous
dirons qu'une action est acylindrique s'il existe k dans N — {0} tel que l'action soit
k-acylindrique. Par exemple, une action est 1-acylindrique si elle est a stabilisateurs
d’aréte triviaux.

Remarque. En fait, dans la définition originale, Z. Sela demande aussi que I'action
soit minimale (i.e. sans sous-arbre invariant non vide propre) et réduite (i.e. si le
stabilisateur d’un sommet v admet exactement deux orbites d’arétes d’origine v,
alors chacune de ces deux orbites est de cardinal au moins 2.) Ici nous n’aurons pas
besoin de ces deux hypothéses.

Remarque. Beaucoup d’actions de groupes sur des arbres sont acylindriques, voir
[Sel|, mais il existe des arbres T localement finis et des sous-groupes discrets co-
compacts I' de Aut(T"), tels que l'action de I' sur 7" ne soit pas acylindrique. Par
exemple, 'action du groupe fondamental du graphe fini de groupes finis suivant

0
/27 772 Z/2Z

sur son arbre de Bass-Serre n’est pas acylindrique.

Avant de donner dans la partie .3 un théoréme de codage pour des actions
acylindriques, nous donnons quelques exemples. Le résultat suivant est sans doute
bien connu, nous n’en donnons une preuve que par souci de complétude.
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Proposition 6.2 Soit T un arbre localement fini, T' un sous-groupe de Aut(T), tel
que T\T soit fini et les stabilisateurs d’aréte soient finis. Alors laction de T' sur T
n’est pas acylindrique si et seulement s’il existe des éléments h, g de I' tels que
— h est non trivial et admet un point fize dans T,
- g n‘admet pas de point fize dans T,
h et g commutent.

Preuve. Supposons qu’il existe h et g comme dans I’énoncé. Comme ¢ n’a pas de
point fixe, alors il admet un axe de translation A,. Cet ensemble A, est (I'image
d’)une géodésique de T, et est invariant par g. Sur Ay, 'application g induit une
translation de distance de translation A = inf,er d(z, gz) > 0. D’ailleurs, A, est
I'ensemble des points = de T tels que d(x, gr) = A (voir par exemple [Sef]).

Comme h commute avec g, 'application h préserve A,. L’ensemble des points
fixes de h (qui est non vide) rencontre tout sous-arbre invariant par h et non vide de
T (voir par exemple [Bet]). Donc A, contient au moins un point fixe = de h, et pour
tout n dans Z, I'isométrie h fixe g"x. Donc h fixe le chemin géodésique de longueur
nA compris entre x et ¢g"x. Donc 'action n’est pas acyclindrique.

Réciproquement, soit N dans N tel que N — 1 soit le maximum des cardinaux
des stabilisateurs des arétes de T' (ces stabilisateurs sont en nombre fini modulo
conjugaison). Soit N’ le nombre d’arétes (tenant compte des deux orientations pos-
sibles) de I'\T". Soit ¢ un chemin d’arétes géodésique dans T, fixé par un élément non
trivial ' de I', dont la longueur est strictement supérieure & k = N'(N + 1). Alors
il existe au moins N + 1 arétes de ¢, notées (ei)i€{07...,N}, orientées compatiblement
le long de ¢ et numérotées dans I'ordre ot on les rencontre en parcourant ¢, dont
les images par la projection canonique 7 : T — I'\T coincident (en tenant compte
aussi de 'orientation). Il existe donc gq,...,gy dans I' tels que g; envoie e sur e;
en préservant I'orientation. Comme A’ fixe ¢, il existe h; dans le stabilisateur de eq
tel que b/ = gihigi_l. Par définition de N, il existe 7 # j tel que h; = h;. On peut
toujours supposer (quitte a permuter) que I'aréte e; est entre l'aréte ey et 'aréte e;
sur ¢. On pose alors h = h; = h;. L’élément h est bien non trivial (car A’ 'est) et
fixe un point de T.

Rappelons (voir par exemple [Bel]) que si une isométrie v d’un arbre envoie
une aréte e sur une aréte distincte €’ (en tenant compte aussi des orientations) et
s’il existe un chemin d’arétes orienté géodésique contenant e et € avec orientations
compatibles, alors v n’a pas de point fixe, et admet un axe de translation contenant
e et e

—1
9i €y
T T T~ G
- "
/
-G
7
/ 14
¢ | »l | | | |
I = I =0 I =0
€0 €; €;
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Posons g = gj_lgz-. Comme l'aréte e; est contenue dans le sous-chemin d’arétes
orienté de ¢ entre eg et e;, et comme g; envoie ey sur e; (avec les orientations), on
en déduit que les arétes gi_lej et ey sont contenues avec orientations compatibles
dans un chemin d’arétes orienté géodésique. Donc g, qui envoie gi_lej sur ey (avec
orientations), n’a pas de point fixe. De plus, on a b’ = gihigi_l = gjhjgj_l, donc les
éléments h et g commutent. 0

Remarque. Un automorphisme sans point fixe d’'un arbre est d’ordre infini. Rap-
pelons qu’un groupe est localement fini si tout sous-groupe de type fini est fini. Si
[\T et les stabilisateurs d’aréte sont finis, alors, par la proposition p.9 précédente,
I’action de I" sur 1" est acylindrique si I'un des deux cas suivants est vérifié :
— le centralisateur de tout élément d’ordre infini est cyclique,
— le centralisateur de tout élément non trivial ayant un point fixe est localement
fini.
Proposition 6.3 Soit T un arbre localement fini, et I' un sous-groupe géométri-
quement fini de Aut(T). Alors, il existe un arbre T" et une action de I' sur T" qui
vérifient :
- I'\T" est fini,
les stabilisateurs d’aréte de T" sont finis,
les stabilisateurs de sommet de T" sont localement finis,
— il existe une application simpliciale équivariante de T dans T".
De plus, la transformation géodésique de 1" pour T', en restriction a un Gs-dense de
mesure de Bowen-Margulis totale de T\GTr min, s 0btient par suspension topologique
de la transformation géodésique de I pour T".
En outre, si I posséde la propriété de Selberg, alors il existe un sous-groupe
d’indice fini I de I' dont Uaction sur T' est acylindrique.

Remarque. Lorsque I' est un réseau uniforme, ceci est évident. En effet, 77 = T
convient et, par des arguments de [Beq, le groupe I' contient un sous-groupe libre
d’indice fini, agissant librement sur 7', donc de maniére 1-acylindrique.

Preuve. Comme T se rétracte de maniére I'-équivariante sur 7t iy, nous pouvons
supposer que T' = T i, Par définition, le graphe de groupes quotient (X, G,) =
["\\7" est réunion d’un graphe fini de groupes finis et d’'un nombre fini de rayons
cuspidaux (maximaux), notés (Ry, Gy),..., (R, G,). Pour i dans {1,...,r}, notons
R} le rayon R; privé de son sommet origine et de son aréte ouverte initiale, et (v; ,,)nen
les sommets consécutifs de R;. Notons 7 : T' — X la projection canonique. Soit ~
la relation d’équivalence sur 1" engendrée par x ~ vy si et seulement s’il existe ¢ dans
{1,...,r} et une composante connexe de 7~ 1(R}) contenant x et y. Notons 1" le
graphe quotient de T' par ~. Comme les composantes connexes de 7~ (R}) sont des
sous-arbres deux a deux disjoints de T, le graphe T” est un arbre. Puisque la relation
d’équivalence ~ est invariante par I', si 'on munit 7”7 de 'action quotient de I", alors
la projection canonique [ : 7T — T est ['-équivariante.

Pour tout sommet v de T, si v n’appartient pas a 7' ({J;_, R}), alors le stabilisa-
teur dans I' du sommet f(v) de T" est fini (égal au stabilisateur de v dans T'). Si, par
contre, v appartient a une composante connexe de 7' (R}), alors le stabilisateur de
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f(v) est conjugué au groupe localement fini qui est la limite inductive des groupes
des sommets de R;.

Notons G*T le Gs-dense de GT formé des géodésiques dont aucun bout n’est un
point parabolique borné pour I'. Posons X; = X — 7= (|J_, R/). Notons G,T le
sous-espace I-invariant de G*T formé des géodésiques ¢ telles que d'une part £(0)
appartienne & Xy, et d’autre part si £(0) est dans 7= '({v;; : i € {1,...,7}}), alors
¢(—1) ne soit pas dans lintérieur de 7 (U;_, R/).

Pour ¢ dans G;T, notons 7(¢) 'entier non nul, valant 1 si (1) € X; et valant
14+ min{n € N—{0} : ¢(n) € X;} sinon. Il s’agit du temps de premier retour dans
G, T de lorbite de ¢ par la transformation géodésique . Notons ¢ : GiT' — G,T
I’application de premier retour, définie par ¢ : £ — @™ (¢).

Soit ¢ une géodésique appartenant a G¥T'. Alors chaque composante connexe de
((R) N7~ Y (J;_, R.) est un segment compact. La restriction a ¢(R) de f écrase en
un point chacune de ces composantes connexes. L'image par f : T — T" de ((R)
est donc I'image d’une géodésique 6¢ de 1", d’origine 0£(0) = f(¢(0)), de sorte que
f :l(R) — G(R) préserve l'orientation. Notons ¢’ : GT" — GT” la transformation
géodeésique pour T".

T/

L’application 6 : GiT — GT’ définie par ¢ — 6¢ est un homéomorphisme qui
rend le diagramme suivant commutatif :

T - gr
(8] L
T - gr

De plus, ce diagramme commute avec I'action de I'. Donc la restriction a T'\G*T
de la transformation géodésique sur I'\GT est topologiquement conjuguée a une
suspension de la transformation géodésique pour I'\GT". La mesure de Patterson-
Sullivan de tout point parabolique borné est nulle (voir [DOP| dans le cadre des
variétés, et |Rol| plus généralement). Comme il n’y a qu'un ensemble dénombrable
de points paraboliques bornés pour I, le sous-espace G¥T est donc de mesure pleine.

Si I" posséde la propriété de Selberg, alors il existe un sous-groupe I d’indice fini
de T, tel que le graphe de groupes quotient I'"\\T" soit réunion d’un graphe fini de
groupes triviaux, et d’'un nombre fini de rayons cuspidaux. Tout élément non trivial
de I, fixant un point de 7", fixe donc un unique point de 7", dont le stabilisateur est
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localement fini. Par la seconde assertion de la remarque qui précéde la proposition
6.3, 'action de T” sur T” est donc acylindrique. O

Remarque 6.4 Soit T un arbre localement fini, et T' un sous-groupe de Aut(T) tel
que T\\T' soit réunion de n rayons cuspidauz de groupes, recollés en leurs origines.
S’il existe m dans N — {0} tel que l'action de I' sur les m-uplets de points deux a
deuz distincts de OT' soit libre, alors l'action de I' sur T" (construit dans la preuve
ci-dessus) est (2m — 1)-acylindrique.

Remarquons que le graphe de groupes I'\\7” est alors une étoile de groupes de
la forme

Go <

n .Gn

avec, lorsque I est discret, G, G, ..., G!, des groupes finis, et G, . .., G, des groupes
localement finis.

Preuve. La projection dans I'\T" d’un chemin d’arétes géodésique ¢ dans 7", de
longueur 2m —1, comporte m—1 allers-retours plus une aréte, donc est la projection
d’un chemin d’arétes géodésique de T" pénétrant dans m — 1+ 1 horoboules distinctes
de la famille I'-invariante maximale d’horoboules d’intérieurs disjoints. Tout élément
de T" fixant ¢ fixe donc dans 9T les m points a I'infini de ces horoboules. O

Les hypothéses de cette remarque sont vérifiées, avec n = 1 et m = 3, lorsque
I'on considére le groupe I' = PGL(2,F,[X]) agissant sur I'arbre de Bruhat-Tits T’
de (PGLy,F,((X™1))). En particulier, comme annoncé dans I'introduction, I'action
de T" sur T n’est pas acylindrique, mais celle de I" sur ’arbre T” associé a T" par la
preuve de la proposition .3 est 5-acylindrique.

6.3 Flot géodésique d’ordre k£ sur un graphe de groupes

Soit (X, G,) un graphe de groupes et £ > 0 un entier. Un k-chemin de X est
une suite (eg, €1, ..., ex) d’arétes de EX telles que t(e;—1) = o(e;) pour i =1,..., k.
Pour tout k-chemin, le groupe produit G¢, x G., X ... X G., agit sur '’ensemble
Go(el) X Go(e2) X ... X Go(ek) par

((a()v Ayeeny ak)v (glv cee 7gk> = (peo(ao) g1 pﬁ(al_1>v cee 7p6k71(ak—1) 9k pﬁ(al;1>) .
Notons G(eq, €1, . . ., €;) ’ensemble quotient. Nous noterons [g1, . . ., gx] la classe d'un

élément (gl, R 7gk> de Go(el) X Go(ez) X ... X Go(ek).
Considérons les trois applications

(91, 9K) 7 (925 s 98)s (91, 98) — (G15 -y gr—1) €t (g1, .., Gr) — G
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(les deux premiéres n’étant définies que si k& > 2). Elles induisent des surjections
pry - Gleg,eq,...,ex) — G(er, ... ex), pry: Gleg,e1,...,er) — Gleg, ..., ex_1) et
prsy : G(eg, e1,...,ex) — G(ex—1,e€x).

Remarquons d’ailleurs que G(ex—1,ex) = pe, ,(Geyp 1 )\Go(er)/Per(Ge,)-

Notons ' la réunion disjointe des ensembles G(eq, e, ..., ¢e;) pour tous les k-
chemins (eg, €1, . .., ex) de X. Munissons I'ensemble Q' x EX de la topologie discréte
et 'ensemble ¥ = (' x EX)” de la topologie produit. Remarquons que si (X, G,)
est un graphe fini de groupes finis, alors 2 x £ X est fini. Notons encore o le décalage
sur Y.

Notons Xf 'ensemble des éléments ([gi1, gi2, - - -, Gik), €i)icz de X' tels que pour
tout entier 7,

/

(1) ofe;) = t(ei-1)

(2') [9i1:Gi2- - Gi) € G(€iky -, €i-1,€;)

(3") pri([gi1s Gi2s -5 Gik]) = Pra([givr1, Givr2, - - -5 Giv1k])
(4) sie; =€1, alors pry([gi1, Gi2, - - -, 9ik)) & per(Ge,) -

Définissons alors le flot géodésique d’ordre k sur (X, G,) comme le sous-décalage
(34, 0). Lorsque k = 1, on retrouve la définition de la partie [B.1].

Il est immédiat que o préserve X, et que les conditions définissant X{ sont
“locales” (au temps i, elles ne dépendent que du temps i et des k termes précédents).
En particulier, (X, o) est un sous-décalage de type fini lorsque (X, G,) est un graphe
fini de groupes finis.

Montrons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 6.5 Soit T un arbre et I' un sous-groupe de Aut(T). Supposons que
Uaction de I' sur T soit k-acylindrique. Alors la transformation géodésique quotient
est topologiquement conjugué a un sous-décalage.

Plus précisément, si (X, 0) est le flot géodésique d’ordre k du graphe de groupes
quotient T'\\T', alors il existe un homéomorphisme ¢ : T\GT — X{ qui rend le
diagramme suivant commutatif

NGTr = T\GT
0’ l l 0’
5 — X
Lorsque T est localement fini, et [' un sous-groupe discret cocompact, ce résultat
est déja connu : voir [Mo7| pour un cadre algébrique (rappelé en introduction),

qui s’étend en rang supérieur; voir |CH| pour le cadre plus général des groupes
hyperboliques, par des méthodes utilisant leur dynamique sur leur espace a l'infini.

Preuve. Considérons 'application 0 GT — X, définie par

gl(f) = ([gi—k—l-la <oy Gi-1, gz‘]7 62')2'@2 )

en reprenant dans la démonstration de la proposition [.]] les objets f;, e;, hi, g; as-
socies a f. En effet, la classe de (gi—k+1,---,9i-1,9;) dans G(e;_g,...,€;_1,€;) ne
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dépend pas du choix des h;. On vérifie immédiatement que les conditions (1")-(4')
ci-dessus sont satisfaites pour ¢/(f).

De la méme maniére que pour #, I'application o GgT — X est continue et
I'-invariante. L’application

P ([gi,la gi,27 cee agi,kL 6i)i€Z — (pr3([gi,17 gi,27 cee agi,k])a 6i)i€Z

est une application continue de ¥j sur 3. Il est immédiat que p o 0 =0.

Montrons que 0’ est surjective. Soit ([gi1, gi2s- -, Gikl, €i)icz un élément de Y.
Montrons que pour tout entier ¢, il existe un élément g; de G, tel que

[gi—k—i-la - Gi-1, gi] = [91’,17 9i2; - - 7gi,k]

dans G(€;_gy1,.-.,€i—1,€;). Posons g_x11 = go1, -- -, §—1 = Gox—1 €t go = go k- Cons-
truisons les g, pour n > 1 par récurrence sur n (et de maniére similaire les g_,, pour
n > k).

Soit n > 0, et supposons construits g_j.1,...,g,. En particulier, I'égalité

[gn—k—l-lv -y 9n-1, gn] = [gn,lv 9n,2, - - - 7gn,k]

est vérifiée dans G(e,_g11,-..,€n_1,€,). Par la condition (3),

b1y [gn—k—i-lv <5 9n—1, gn] = prZ[gn—i-l,l? In+1,25 -+ - 7gn+17k] .

Donc il existe h; dans G, .., hy dans G, tels que

n—k+17 °

In—k+2 = /Jen,kﬂ(h1)9n+1,1pén,k+2(h2)_17 sy On = Pen,l(hk—1)9n+1,k—1pén(hk)_l .

Posons maintenant g,1 = pe, (hr)gns1x. Clest un élément de G De plus,

€n41-°
[gn—k—i-Qv e 7gnvgn+1] = [9n+1,179n+1,27 cee 7gn+1,k] )

ce qui termine la récurrence.

Par la surjectivité de 5, il existe f € GT tel que 5(f) = (i, €;)icz- Alors, par cons-
truction de 5’, il est immeédiat que @(f) = ([9i1: Gi2s - - -, 9ik], €i)icz, ce qui montre
la surjectivité de 3

D’apres ce qui précéde, I'application ¢’ induit une application continue surjective
¢ T\GT — 3.

Montrons que ¢’ est injective. Soient f, f' dans GT tels que 6'(f) = 6'(f'). Mon-
trons qu’il existe v dans I" tel que f’ =~ f. Notons f/, e}, hl, g. les objets correspon-
dants pour f’ a ceux introduits dans la démonstration de la proposition f.1] pour f.
Comme 0'(f) = 0'(f'), on a €}, = e;. Quitte a remplacer f et f’ par leurs images par
des éléments de I', nous pouvons supposer que fo = f = €, et dans la construction,
nous pouvons alors prendre hy = hy = id.
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Comme g’(f) = g’(f’), il existe pour tout ¢, une suite (o g, O —g+1,.-., Qo)
dans G, , < ... x G, , x G, telle que, pour tout j =1,... Kk,

Gkt = Perrryr (Qij1-k) Gimksj Poms (g ') . (%%)

La démonstration du lemme suivant est technique. Ceci s’explique par la possi-
bilité de propagation de fixateurs d’arétes dans des suites d’arétes. C’est pour lui
que nous avons besoin de I’hypothése que 'action est k-acylindrique.

Lemme 6.6 Pour tout i dans Z, on a o; _1 = 0y_1 .

Preuve. Le terme de gauche de 1'égalité (xx) étant inchangé en remplagant simul-
tanément ¢ par ¢ — 1 et 7 par 7+ 1, il en est de méme pour le terme de droite. Donc,
pour tout j=1,...,k—1,

pei—k«kjfl(ai:j_l_k)gi_k‘i'jpm (%_,jl_k) = Peifkﬂ;l(Oéi—l,j—k)gi—kﬂﬂm (ai_—ll,j-i-l—k)‘

Ceci équivaut a

-1 _ -1 -1
pei7k+j71(ai—l,j—kaiyj—l—k) = 9i—k+j Pei=is; (ai—17j+l—kai7j—k) Ji—k+j - (o %)
: N )21 -1 YA -
Comme ayy, ¢ appartlelntiGemH, I’élément QG Qi j—1—k de I' fixe 'aréte e;_j4,_1.
Notons ¢;_p = e, Ci—k, €t pour g =1,..., k—1,
Ciktj — (gi—k—i-l g;-liﬁ geifk+1)(gi—k+2 g;—{ﬁ gei7k+2)
+ +

-1 —1 o

e (gi—k+j—1 Jer gei—k+j—1) Ji—k+j Yer—7; Ci—k-
Comme g, fixe t(e;—1) = o(ey), la suite (g;_x,&i_g+1,-..,€i—1) est un (k — 1)-chemin
de T (voir la figure ci-dessous).

€i—1

Ei—2

—_—

-1
9i—19e;,—7 €i—1



o Y214 —1
Remarquons que, pour £ = 0,...,k — 1, P'élément p., , (o o1 i) fixe
s R 1 P
I'aréte Gey s, Cimhite-
L’élément peifk(ai__lu_kozi’_k), qui fixe g;ikei_k = &;_p, est égal, d’aprés I'égalité
(* % %) pour j = 1, & un élément fixant

—1 _ -1 -1 —
Ji—k+19e; 7 Ci—k+1 = (gz'—k—l—lgmgei,kH)gei7k+1€i—k+l = E&i—k+1 -

Donc peiik(ai__ll’l_kai,_k) fixe (€;_g,&i_k+1). D’aprés la condition (4'), cette suite de
deux arétes consécutives n’est pas un aller-retour. Une récurrence immédiate montre
que 1'élément pei—k(ai_—1171—kai7—k) fixe le (k — 1)-chemin (&;,_x,&_k41,---,&i—1), qui
est localement injectif. Il vaut donc l'identité, car ’action de I' est k-acylindrique.
Puisque les morphismes p.,, sont injectifs, on a donc a;_11-; = o _;. Une récurrence
immédiate utilisant les égalités (x * %) pour j = 1,... &k — 1 montre alors que

Qi1 0—k = O o—1—k

pour { =1,... k, ce qui montre le lemme pour ¢ = k. U

Reprenons la démonstration de I'injectivité de §'. Par I’égalité (xx) pour j = k,
et par le lemme précédent, on a

9i = P, (i1) gi pe (Qig) = e, (i10) 91 pes ()

La formule (%) de la démonstration de la proposition [.I] donne donc
-1 -1 -1 -1 -1
Ger M1 (P) ™ ger = pe s (qicr0) 9o, hiahy Ger pes (Qip),
ce qui équivaut a
—1 -1 -1
h;( ;—1) = O‘i,th’hi—laz‘—l,O'
Posons [ = aa(l)f/. Alors, par naturalité, pour construire 5(f”), on peut prendre
h! = kg . Donce, pour tout i dans Z,
-1 -1 -1
h;/( ;/—1) = O‘i,Ohihi—lai—l,o-

Montrons par récurrence sur n > 0 que h; = a,oh,. Comme hy = h{ = id, on a

0 = h{oo = appho. Supposons la formule vraie au rang n — 1, alors

" —1 —1 "
b, = anohnhy, 00,2y ol = anohn

Un raisonnement analogue pour n < 0 montre que pour tout ¢ dans Z, on a encore
h! = a; oh;. Donc, puisque «; o fixe 'aréte €;, on a

il = ()76 = hilaig@ = by = f; .

Donc f” = f, ce qui montre bien que f et f’ sont dans la méme orbite par I". Donc
0" est injective. N
Cette démonstration montre aussi que si les i-émes termes des suites 0'(f) et
0'(f') sont égaux pour i dans [-N — 2, N +2] N N, alors f et f’ coincident sur
[—=N,+N]. Donc (')~" est continue. Ceci termine la démonstration du théoréme

£ 0
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