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Sur le 
odage du �ot géodésique dans un arbreAnne Broise-Alami
hel Frédéri
 PaulinLaboratoire de Mathématique UMR 8628 CNRSEquipe de Topologie et Dynamique (Bât. 425)Université Paris-Sud91405 ORSAY Cedex, FRANCE.e-mail : Anne.Broise�math.u-psud.frDépartement de Mathématique et Appli
ations, UMR 8553 CNRSE
ole Normale Supérieure45 rue d'Ulm75230 PARIS Cedex 05, FRANCEe-mail : Frederi
.Paulin�ens.fr RésuméÉtant donné un arbre T et un groupe Γ d'automorphismes de T , nous étudions lespropriétés markoviennes du �ot géodésique sur le quotient de l'espa
e des géodésiquesde T par Γ. Par exemple, quand T est l'arbre de Bruhat-Tits d'un groupe algébriquelinéaire 
onnexe semi-simpleG de rang 1 au dessus d'un 
orps lo
al non ar
himédien
K̂ et si Γ est réseau (éventuellement non uniforme) dans G(K̂), nous montrons quel'a
tion des puissan
es paires de la transformation géodésique est Bernoulli d'en-tropie �nie. Sous des hypothèses générales bénignes, nous montrons que si le �otgéodésique est mélangeant pour une mesure de probabilité de Patterson-Sullivan-Bowen-Margulis, alors il est lâ
hement Bernoulli.Abstra
tGiven a tree T and a group Γ of automorphisms of T , we study the markovianproperties of the geodesi
 �ow on the quotient by Γ of the spa
e of geodesi
s of T .For instan
e, when T is the Bruhat-Tits tree of a semi-simple 
onne
ted algebrai
group G of rank one over a non ar
himedian lo
al �eld K̂, and Γ is a (possiblynon uniform) latti
e in G(K̂), we prove that the type preserving geodesi
 �ow isBernoulli with �nite entropy. Under some mild assumptions, we prove that if thequotient geodesi
 �ow is mixing for a probability Patterson-Sullivan-Bowen-Margulismeasure, then it is loosely Bernoulli. 11AMS 
odes : 20 G 25, 20 E 08, 37 A 25. Keywords : group a
tions on trees, Bruhat-Titstrees, geodesi
 �ow, 
oding, Bernoulli shifts. 1



1 Introdu
tionSoit T un arbre lo
alement �ni, Γ un sous-groupe dis
ret d'automorphismes de
T , GT l'espa
e des géodésiques de T (i.e. des isométries ℓ : R → T d'origine ℓ(0) unsommet de T ), et ϕ̃ : GT → GT la transformation géodésique sur GT , dé�nie par
ℓ 7→ {t 7→ ℓ(t+ 1)}.Le but de 
et arti
le est d'étudier la dynamique symbolique de la transformationgéodésique quotient ϕ : Γ\GT → Γ\GT de ϕ̃, pour obtenir des propriétés ergodiquesplus �nes que 
elles obtenues dans [BM, Rob℄. Il ne s'agit pas de se restreindre au
as où Γ est un réseau uniforme, qui est bien 
onnu et bien plus élémentaire (voir parexemple les référen
es [Coo, CP℄, qui s'intéressent au 
as plus général des groupeshyperboliques). Nous nous intéressons au 
ontraire au 
as des réseaux non uniformes(voir le livre [BL℄ pour avoir une idée de la ri
hesse des exemples) ; en général on nepeut pas se débarasser de la torsion par passage à un sous-groupe d'indi
e �ni, 
e
iest un problème 
ru
ial en 
e qui 
on
erne le 
odage. En supposant que la mesure dePatterson-Sullivan ne 
harge pas les ensembles de points �xes d'éléments elliptiquesnon triviaux, un premier résultat de 
odage (voir paragraphe 4) est le suivant (voirparagraphe 2 pour des rappels de dé�nitions),Théorème 1.1 Soit µ̃BM une mesure de (Patterson-Sullivan)-Bowen-Margulis pour
Γ sur GT . Supposons que le système dynamique mesuré quotient de (GT, ϕ̃, µ̃BM) par
Γ soit de probabilité et mélangeant. Alors il est lâ
hement Bernoulli.Voir [BM, Rob℄ (ou le paragraphe 3) pour de grandes 
lasses d'exemples oùles 
onditions de �nitude de la mesure et de mélange sont véri�ées. Dans le 
adrealgébrique, nous améliorons en
ore 
e résultat, de la manière suivante.Soit K̂ un 
orps lo
al, G un groupe algébrique linéaire 
onnexe semi-simple,dé�ni sur 
e 
orps, S un tore K̂-déployé maximal, et Γ un réseau de G = G(K̂).Les propriétés dynamiques et ergodiques de l'a
tion de S = S(K̂) par translationsà droite sur l'espa
e quotient Γ\G font a
tuellement l'objet de nombreuses études(voir par exemple [Mar1, Zim, Mar2, Tom, LW℄). Nous nous intéresserons dans 
etarti
le au 
as où S est de K̂-rang 1 et K̂ est non ar
himédien, surtout dans lasituation peu étudiée où Γ est non uniforme (l'existen
e d'un tel Γ implique que
K̂ est isomorphe à un 
orps de séries formelles de Laurent sur un 
orps �ni). Pour
K̂ = Fq((X

−1)), G = PGL2, S le sous-groupe diagonal et Γ = PGL2(Fq[X]), lasituation a été 
omplètement dé
rite dans [BP℄, en termes arithmétiques.Si M est le sous-groupe 
ompa
t maximal de S, il revient presqu'au même (voirpar exemple [Moz, LP℄) d'étudier l'a
tion par translations à droite du groupe S/Msur l'espa
e Γ\G/M . Celle-
i s'interprète en termes d'a
tions de groupes sur desarbres, de la manière suivante. Soit T l'arbre de Bruhat-Tits [BT℄ de (G, K̂) (biparti,de sommets bleus ou verts). Alors G agit transitivement (par translation au but)sur le sous-espa
e G0T de GT formé des géodésiques d'origine un sommet vert, et Mest le stabilisateur d'un point de G0T. L'a
tion à droite de S/M , qui est isomorpheà Z, sur G/M , qui s'identi�e à G0T, 
orrespond à l'a
tion des puissan
es paires dela transformation géodésique. 2



Lorsque Γ est uniforme, il est 
onnu (voir par exemple [CP℄) que l'a
tion de S/Msur Γ\G/M est Bernoulli pour la mesure naturelle sur Γ\G/M venant de la mesurede Haar sur G (voir par exemple [HK℄ pour les dé�nitions et rappels de théorieergodique). Nous généralisons 
e résultat au 
as non uniforme.Théorème 1.2 Pour tout réseau Γ de G = G(K̂), l'a
tion par translations à droitede S/M sur Γ\G/M est Bernoulli d'entropie �nie.Nous montrons en fait un résultat (voir le théorème 5.1) valable pour de nom-breux sous-groupes géométriquement �nis d'automorphismes d'arbres lo
alement�nis au sens de [Rob, Pau℄.Plus généralement, étant donné un arbre T et un sous-groupe d'automorphismes
Γ de T , nous nous intéresserons au 
odage du �ot géodésique sur Γ\GT . Nous don-nons dans la partie 6 des 
odages intrinsèques, au sens où ils n'utilisent que la stru
-ture de graphe de groupes quotient (au sens de [Ser℄) de T par Γ. Les propriétés
anoniques de 
ette 
onstru
tion devraient être utiles (voir par exemple [LP℄). Ces
odages markoviens (sur des alphabets éventuellement in�nis) sont obtenus pour le
as d'a
tions k-a
ylindriques au sens de Sela [Sel℄ de n'importe quel groupe Γ surn'importe quel arbre simpli
ial T (en parti
ulier sans supposer T lo
alement �ni, etsans supposer �nis les stabilisateurs de sommets dans Γ), voir le théorème 6.5.Les réseaux non uniformes du théorème 1.2 n'agissent pas de manière a
ylin-drique sur leur arbre de Bruhat-Tits, mais nous montrons dans la partie 6.2 
ommentmodi�er 
es a
tions pour les rendre a
ylindriques. En parti
ulier, l'a
tion modi�éede l'a
tion de PGL2(Fq[X]) sur l'arbre de Bruhat-Tits de (PGL2,Fq((X

−1))) est 5-a
ylindrique, et donne lieu à un 
odage par la méthode générale, qui est très pro
hedu 
odage parti
ulier obtenu dans [BP℄.La partie 6 de 
et arti
le a été é
rite avant la partie 4.1 de [Pau℄, où le se
ondauteur étudie d'autres propriétés dynamiques du �ot géodésique sur un arbre, et enparti
ulier 
ertains arguments de la partie 4.1 de [Pau℄ ont été inspirés de 
eux de lapartie 6, et pas inversement. Il faut remarquer que lorsque l'on autorise de la torsiondans les réseaux, le �ot géodésique n'est pas a priori markovien. C'est pré
isémentpour obtenir un 
ara
tère markovien (et don
 un 
odage par une dynamique sym-bolique) que nous avons introduit un ��ot géodésique d'ordre k� sur un arbre dansla partie 6.Remer
iements : Nous remer
ions J.-P. Thouvenot pour son aide pré
ieuse, en parti
u-lier 
on
ernant les référen
es, ainsi que S. Mozes et F. Ledrappier. Nous remer
ions lerapporteur anonyme d'une version pré
édente de 
et arti
le, 
ertains de ses 
ommentairesnous ont permis de démontrer le théorème 1.1.2 Notations et rappelsNous renvoyons à [Ser, Coo, Pau, Rob℄ pour des preuves et 
ompléments 
on
er-nant 
ette partie. Pour toute a
tion d'un groupe Γ sur un ensemble, nous notons Γxle stabilisateur d'un point x. Par boule d'un espa
e métrique, nous entendons boulefermée. 3



2.1 Graphes de groupes et �ot géodésique sur un arbreSi X est un graphe, on note V X l'ensemble de ses sommets et EX l'ensemblede ses arêtes. Pour toute arête e, on désigne par o(e) son sommet origine, t(e) sonsommet terminal et e son arête opposée. Les longueurs d'arêtes (des réalisationsgéométriques) sont supposées égales à 1.On appelle graphe de groupes, et on note (X,G∗), la donnée des objets suivants :� un graphe X (supposé 
onnexe dans la suite) ;� pour tout sommet v de X, un groupe Gv ;� pour toute arête e de X, un groupe Ge, tel que Ge = Ge ;� pour toute arête e de X, un morphisme inje
tif ρe : Ge → Gt(e).Par exemple, si Γ est un groupe d'automorphismes (sans inversion) d'un arbre
T , alors le graphe X = Γ\T est muni d'une stru
ture de graphe de groupes, appeléegraphe de groupes quotient et notée Γ\\T . On pro
ède ainsi pour la 
onstruire. On�xe un relevé ṽ dans T de 
haque sommet v de X, un relevé ẽ dans T de 
haque arête
e de X, on impose que ẽ = ẽ et on �xe un élément ge de Γ tel que get̃(e) = t(ẽ). Ondé�nit alors Ge et Gv 
omme les �xateurs dans Γ de ẽ et ṽ. Alors ρe : Ge → Gt(e) estdé�nie 
omme la restri
tion à Ge de la 
onjugaison par g−1

e . Le graphe de groupesquotient Γ\\T ne dépend pas (à isomorphisme de graphes de groupes près), du 
hoixdes ẽ, ṽ et ge (voir [Ser℄ pour tout 
omplément). Si T est lo
alement �ni et Γ estdis
ret, alors les groupes Ge et Gv sont �nis. Si de plus Γ\T est �ni, alors Γ\\T estun graphe (
onnexe) �ni de groupes �nis.Soit T un arbre simpli
ial, muni de sa topologie faible. L'espa
e des géodésiques de
T est l'espa
e GT des appli
ations simpli
iales inje
tives de R dans T (ave
 R munide sa stru
ture simpli
iale usuelle d'ensemble de sommets Z), muni de la topologie
ompa
te-ouverte. Comme T est un arbre, la 
ondition d'inje
tivité est équivalente àla 
ondition d'inje
tivité lo
ale. Notons Aut(T ) son groupe d'automorphismes sansinversion. Il est lo
alement 
ompa
t pour la topologie 
ompa
te-ouverte si T estlo
alement �ni.Le groupe Z agit sur GT par translations à la sour
e (n, f) 7→ {x 7→ f(x +
n)}. Le groupe Aut(T ) agit par homéomorphismes sur GT par 
omposition au but
(γ, f) 7→ {x 7→ γf(x)}. Ces deux a
tions 
ommutent. Appelons transformationgéodésique sur GT l'appli
ation ϕ̃ : GT → GT dé�nie par ℓ 7→ {t 7→ ℓ(t + 1)}.Appelons renversement du temps sur GT l'appli
ation τ̃ : GT → GT dé�nie par
ℓ 7→ {t 7→ ℓ(−t)}.Soit Γ un sous-groupe de Aut(T ). On munit les quotients Γ\T et Γ\GT de latopologie quotient. On note π : T → Γ\T et π′ : GT → Γ\GT les proje
tions
anoniques. L'appli
ation ϕ̃ induit une appli
ation 
ontinue ϕ : Γ\GT → Γ\GT ,aussi appelée la transformation géodésique sur Γ\GT . L'appli
ation τ̃ induit uneappli
ation τ : Γ\GT → Γ\GT , que nous appelerons renversement du temps sur
Γ\GT .
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2.2 Groupes géométriquement �nis et mesure de Bowen-MargulisSoit T un arbre lo
alement �ni. Notons T ∪ ∂T la 
ompa
ti�
ation par l'espa
edes bouts de T , et ∂2T le produit ∂T × ∂T privé de sa diagonale. Rappelons quetoute arête e de T dé�nit une partition en deux parties ∂eT et c∂eT de ∂T , de sorteque toute droite géodésique d'origine dans ∂eT et d'extrémité dans c∂eT par
ourt esuivant l'orientation de e. Nous dirons que T est uniforme s'il existe un sous-groupedis
ret dans Aut(T ) tel que le graphe Γ\T soit �ni. Par exemple, un arbre régulierou bi-régulier est uniforme.Notons x0 un point base de T . L'entropie volumique de T , qui ne dépend pas de
x0, est

δT = lim sup
n→∞

1

n
log Card(B(x0, n) ∩ V T ) .Soit Γ un sous-groupe dis
ret de Aut(T ). En parti
ulier, l'a
tion de Γ sur GTest proprement dis
ontinue (mais pas for
ément libre en général), et don
 Γ\GT estlo
alement 
ompa
t.Le groupe Γ est dit non élémentaire s'il ne préserve ni point ni paire de pointsde T ∪ ∂T . Il existe alors un unique plus petit sous-arbre Γ-invariant non vide, noté

TΓ,min.On appelle rayon 
uspidal de groupes un graphe de groupes �nis (R,G∗) ave
 Run rayon, de suite des arêtes 
onsé
utives (en)n∈N orientées vers le bout de R, tel quepour tout n dans N−{0}, le morphisme Gen
→ Go(en) soit surje
tif. Le groupe Γ estdit géométriquement �ni s'il est non élémentaire et si le graphe de groupes quotient

Γ\\TΓ,min est réunion d'un graphe �ni de groupes �nis et, re
ollés en leurs extrémités,d'un nombre �ni de rayons 
uspidaux de groupes. Voir [Pau℄ pour l'équivalen
e ave
la dé�nition dynamique usuelle (
omme dans [Rob℄), et des développements.Nous renvoyons par exemple à [BH℄ pour la dé�nition des horoboules (fermées pardéfaut) dans un espa
e métrique géodésique CAT(0). Comme montré dans [Pau℄,la préimage des rayons 
uspidaux maximaux dans TΓ,min forme alors une familledisjointe Γ-invariante maximale d'horoboules ouvertes. Les points à l'in�nis de 
eshoroboules, qui sont don
 les extrémités des rayons géodésiques relevant les rayons
uspidaux, seront appelés les points paraboliques bornés de Γ (voir [Rob, Pau℄ pourl'expli
ation dynamique).Par exemple, soit K̂ un 
orps lo
al non ar
himédien, G un groupe algébriquelinéaire 
onnexe semi-simple sur K̂, de K̂-rang 1. Soit Γ un réseau de G = G(K̂).Soit T l'arbre de Bruhat-Tits de (G, K̂). Alors, par un théorème de A. Lubotzky[Lub℄, l'a
tion de Γ sur T est géométriquement �nie et T = TΓ,min.Soit Γ un sous-groupe géométriquement �ni de Aut(T ). Nous dirons que Γ possèdela propriété de Selberg s'il admet un sous-groupe d'indi
e �ni, dont tout élément detorsion est 
onjugué à un élément du groupe d'un sommet intérieur d'un sous-rayon
uspidal de Γ\\T . Par exemple, 
'est vrai si Γ\\T n'a pas de sous-rayon 
uspidal (voir[Ser℄). Par le lemme de Selberg [Alp℄, 
'est aussi vrai pour Γ un réseau de G = G(K̂)agissant sur l'arbre de Bruhat-Tits de (G, K̂), ave
 K̂ un 
orps lo
al non ar
himédien5



et G un groupe algébrique linéaire 
onnexe semi-simple sur K̂, de K̂-rang 1. Cettepropriété est aussi véri�ée si tout stabilisateur de point parabolique borné dans Γest résiduellement �ni, 
ar on peut alors utiliser le résultat susnommé de [Ser℄ pourenlever la torsion sur le graphe privé de ses rayons 
uspidaux, et re
oller des rayons
uspidaux 
orrespondant à des sous-groupes d'indi
e �ni des stabilisateurs de pointsparaboliques bornés. Rappelons qu'un groupe est résiduellement �ni si l'interse
tionde ses sous-groupes d'indi
e �ni est réduite à l'élément neutre.L'exposant 
ritique δ = δΓ de Γ, qui ne dépend pas de x0, est l'élément de [0,+∞]tel que la série de Poin
aré de Γ

P (s) = PΓ,x0(s) =
∑

γ∈Γ

e−sd(x0,γx0)
onverge pour s > δ et diverge pour s < δ. Le groupe Γ est de type divergent si sasérie de Poin
aré P (s) diverge pour s = δ.Si Γ est de type divergent d'exposant 
ritique �ni non nul, alors il existe (voir[Coo℄) une famille (µx)x∈V T de mesures �nies sur ∂T , appelée mesure de Patterson-Sullivan, unique à s
alaire multipli
atif près, de supports ∂TΓ,min, telle que� ∀ γ ∈ Γ , γ∗µx = µγx,� ∀ x, y ∈ V T, ∀ ξ ∈ ∂T , dµx

dµy
(ξ) = e−δβξ(x,y),où βξ(x, y) = d(x, z) − d(z, y) pour tout sommet z su�samment pro
he de ξ.Pour toute géodésique ℓ, notons ℓ−, ℓ+ les points de ∂T origine et extrémité de ℓ.L'appli
ation GT → ∂2T ×Z, qui à ℓ asso
ie (ℓ−, ℓ+, t) ave
 t la distan
e algébriquesur ℓ entre ℓ(0) et le point de ℓ le plus pro
he de x0, est un homéomorphisme. Ceparamétrage dépend du point base x0. Si Γ est de type divergent d'exposant 
ritique�ni non nul, on dé�nit une mesure m̃BM sur GT , appelée mesure de Bowen-Margulis,par

dm̃BM(ℓ−, ℓ+, t) =
dµx0(ℓ−)dµx0(ℓ+)dt

dx0(ℓ−, ℓ+)2δ
,où dx0 est la distan
e sur ∂T dé�nie par dx0(ℓ−, ℓ+) = e−u ave
 u la longueur de l'in-terse
tion des rayons géodésiques issus de x0 
onvergeant vers ℓ− et ℓ+. (L'origine de
ette mesure remonte aussi aux travaux de Patterson-Sullivan, mais nous préféronsdonner des noms di�érents à deux mesures di�érentes, la mesure de Patterson-Sullivan qui vit sur ∂T et 
elle de Bowen-Margulis qui vit sur GT .) La mesure m̃BMne dépend pas de x0. Elle est invariante par la transformation géodésique sur GTet par Γ. Elle induit don
 une mesure mBM sur Γ\GT , appelée mesure de Bowen-Margulis sur Γ\GT . Le support demBM est Γ\GTΓ,min. Lorsque Γ est 
o
ompa
t, 
ettemesure est la mesure d'entropie maximale pour ϕ (voir [CP, Kai, Bou℄). Lorsque Test un arbre de Bruhat-Tits 
omme dans l'introdu
tion, alors la restri
tion de m̃BMà G0T (dé�ni dans l'introdu
tion) s'identi�e (à un s
alaire multipli
atif près) ave
l'image dans G/M de la mesure de Haar de G.6



3 Finitude de la mesure et mélangeLes résultats de 
e paragraphe dé
oulent essentiellement de résultats 
onnus (voir[BM, Rob℄). En parti
ulier, les trois premières assertions de la proposition suivantedé
oulent du Corollary 6.5 de [BM℄, l'avant-dernière de la Proposition 7.3 de [BM℄et la dernière assertion, en utilisant l'avant dernière et la troisième, dé
oule de [Rob℄(adaptant des idées de [DOP℄). Nous ne donnons la preuve regroupée que par sou
ide 
omplétude.Proposition 3.1 Soit T un arbre lo
alement �ni et Γ un sous-groupe géométrique-ment �ni de Aut(T ). Si TΓ,min est uniforme, alors� δΓ est �ni, non nul ;� δΓ = δTΓ,min
;� Γ est de type divergent ;� pour tout point parabolique borné ξ de ∂T et tout point y0 dans V T , il existeune 
onstante c ≥ 1 telle que 1

c
enδΓ ≤ Card (B(y0, 2n) ∩ Γξ y0) ≤ c enδΓ pourtout n dans N ;� pour tout point parabolique borné ξ de ∂T , on a δΓξ

= δΓ/2 ;� la mesure de Bowen-Margulis sur Γ\GT est �nie.Remarques. (1) L'hypothèse que TΓ,min est uniforme ne peut être omise. En e�et,pour tout n dans N, posons qn = 22n et Γn = (Z/2Z)qn. Notons que Γn s'inje
tenaturellement dans Γn+1. Considérons le graphe de groupes suivant (de type Nagaoau sens de [BL℄), qui est géométriquement �ni (et de volume �ni) :
Γ1

Γ1

Γ1

Γ0

Γ2

Γ2

Γ3 Γn

Γn

Γn+1Soit T le revêtement universel de 
e graphe de groupes (qui est un arbre non uni-forme, 
ar de valen
es non uniformément bornées) et Γ son groupe fondamental,pour des 
hoix indi�érents de points bases (voir [Ser℄). Si x0 est un sommet de T ,préimage de l'origine de 
e rayon de groupes, alors la boule de rayon 2n et de 
entre
x0 
ontient au moins qn/qn−1 − 1 = qn−1 − 1 points, don


δΓ ≥ lim sup
n→∞

1

2n
log(qn−1 − 1) = +∞ ,et l'exposant 
ritique de Γ est in�ni.(2) Soit T un arbre lo
alement �ni et Γ′ un sous-groupe dis
ret de Aut T . Alors

δΓ′ ≤ δT , 
ar
PΓ′,x0(s) = (Card Γ′

x0
)
∑

y∈Γx0

e−sd(x0,y) ≤ (Card Γ′
x0

)
∑

y∈V T

e−sd(x0,y) ,qui 
onverge si s > δT . Si Γ′ est non élémentaire, alors δΓ′ est non nul, 
ar alors Γ′
ontient au moins un groupe libre de rang 2 de S
hottky (voir par exemple [Lub℄).Si les valen
es de T sont uniformément bornées, disons par q + 1, alors δΓ′ est �ni,
ar δT ≤ log q. 7



Démonstration de la proposition 3.1. Quitte à rempla
er T par TΓ,min, nous pouvonssupposer que T = TΓ,min.Si T est un arbre uniforme ayant au moins trois bouts, il est bien 
onnu (voirpar exemple [Coo, Bou, Rob℄) que δT est �ni et non nul, qu'il existe une 
onstante
c1 ≥ 1 telle que pour tout x dans V T et n dans N − {0}, pour toute 
omposante
onnexe C de T − {x},

1

c1
enδT ≤ Card (B(x, n) ∩ V T ∩ C) ≤ c1 e

nδT , (∗)et don
 que la série ∑y∈V T e
−sd(x0,y) diverge en s = δT . En parti
ulier, la premièreassertion de la proposition 3.1 dé
oule de la se
onde remarque 
i-dessus.Soit ξ un point parabolique borné de ∂T . Soit (xi)i∈N la suite des sommets
onsé
utifs d'un rayon géodésique d'extrémité ξ, se projetant sur un rayon 
uspidaldans Γ\T . Alors l'interse
tion ave
 Γξ x0 de la sphère S(x0, 2n) est la réunion des

C ∩S(xn, n), où C est une 
omposante 
onnexe de T −{xn} qui ne 
ontient ni xn−1ni xn+1. Comme T est de valen
es uniformément bornées, la quatrième assertion dela proposition 3.1 dé
oule de (∗). Cette quatrième assertion implique en parti
ulierque δΓξ
= δT /2.Si T0 est le graphe obtenu en enlevant à l'arbre T la réunion de la famille disjointe

Γ-invariante maximale d'horoboules ouvertes, alors V T0 ne 
ontient qu'un nombre�ni d'orbites sous Γ. Par 
onséquent, la série de Poin
aré de Γ diverge si et seulementsi la série ∑y∈V T0
e−sd(x0,y) diverge.Montrons qu'il existe une 
onstante c2 ≥ 1 telle que, pour toute horosphère Hdans T , passant par un sommet de T , bord d'une horoboule HB ne 
ontenant pas

x0, et pour tout n dans N,
Card (B(x0, n)∩H) ≤ Card (B(x0, n)∩HB∩V T ) ≤ c2 Card (B(x0, n)∩H) . (∗∗)En e�et, soit ξ0 le point à l'in�ni de HB. On peut supposer que l'intérieur de HBren
ontre B(x0, n). Notons p la distan
e de x0 àHB, et y le point du rayon géodésiqueentre x0 et ξ0, à distan
e n+p

2
de x0. Alors B(x0, n) ∩ HB = B(y, n−p

2
), et si Best la réunion des 
omposantes 
onnexes de B(y, n−p

2
) − {y} ren
ontrant H , alors

B(x0, n)∩H = B∩S(y, n−p
2

). Or par (∗), il existe une 
onstante c3 ≥ 1, ne dépendantpas de y, n, p telle que
Card

(
B ∩ S(y,

n− p

2
)

)
≥

1

c3
Card

(
B(y,

n− p

2
) ∩ V T

)
.L'a�rmation (∗∗) s'en déduit.Il dé
oule de (∗∗) que la série∑y∈V T0

e−sd(x0,y) diverge si et seulement si la série∑
y∈V T e

−sd(x0,y) diverge. Ce
i montre que δΓ = δT et que Γ est de type divergent.Pour montrer que la mesure de Bowen-Margulis est �nie, d'après le théorème Bde [DOP℄, 
omme remarqué dans [Rob, théo. 1.11℄, il su�t de montrer que Γ est8



de type divergent, 
e que nous venons de faire, et que pour tout point paraboliqueborné ξ dans ∂T , l'exposant 
ritique δΓξ
est stri
tement inférieur à δΓ. Or δΓξ

=
δT/2 = δΓ/2 < δΓ, 
e qui montre le résultat. �Dans la suite de 
et arti
le, si les hypothèses de la proposition 3.1 sont véri�ées,nous supposerons, quitte à normaliser, que mBM est une mesure de probabilité.Après la propriété de �nitude de la mesure de Bowen-Margulis, regardons 
elle demélange. Soit T un arbre lo
alement �ni et Γ un sous-groupe dis
ret non élémentairede Aut(T ).Même lorsque Γ est 
o
ompa
t, la transformation géodésique ϕ sur Γ\GT n'estpas for
ément mélangeante. Remarquons par exemple que si T (1) est la premièresubdivision bary
entrique de T , alors Γ est en
ore un sous-groupe de Aut(T (1)),mais la transformation géodésique sur Γ\GT (1) n'est pas mélangeante. De plus, lapropriété de mélange de ϕ n'est pas invariante par passage à un sous-groupe d'indi
e�ni. Par exemple, la transformation géodésique pour le bouquet de deux 
er
les estmélangeante, mais pas 
elle pour son revêtement 
onnexe à deux feuillets où au
undes deux 
er
les n'est relevable.Il existe un 
ritère assez pratique pour véri�er que la transformation géodésiqueest mélangeante.Notons LΓ le sous-groupe de Z engendré par les distan
es de translation deséléments de Γ dans T . Par exemple, si T est l'arbre de Bruhat-Tits d'un groupealgébrique linéaire 
onnexe semi-simple G de rang 1 sur un 
orps lo
al non ar
hi-médien K̂, et si Γ est un réseau de G(K̂), alors le groupe LΓ vaut 2Z.Si T n'a pas de sous-arbre invariant non vide et propre, et n'a pas de sommetde valen
e 2, alors LΓ vaut Z ou 2Z (
es hypothèses sont bénignes, 
ar on peuttoujours passer au sous-arbre invariant minimal TΓ,min, et lui enlever les sommets devalen
e 2, et elles sont préservées par passage � un sous-groupe d'indi
e �ni de Γ).Une des manières de démontrer 
ette a�rmation est d'introduire le sous-groupe ΛΓde Z engendré par les distan
es entre sommets de valen
e au moins 3 de T , qui estdon
 égal à Z sous notre hypothèse, et de remarquer ave
 [GL, page 564℄ que

2ΛΓ ⊂ LΓ ⊂ ΛΓ .Remarquons quand même que la suppression des sommets de valen
e 2 peut avoir un
ertain e�et dans le 
as algébrique. Soit T l'arbre de Bruhat-Tits de (G, K̂) 
ommedans l'introdu
tion, et soit Γ un réseau de G(K̂). Supposons qu'il existe une (alorsunique) G(K̂)-orbite de sommets de valen
e 2 (
e qui est le 
as par exemple pour
G = PGL2). Alors après suppression de 
es sommets, le groupe LΓ devient Z, etl'a
tion de S/M sur Γ\G/M s'identi�e maintenant exa
tement ave
 l'a
tion de latransformation géodésique.Si LΓ = 2Z, �xons x0 un point base de T , et notons G0T le sous-espa
e de GTformé des géodésiques dont l'origine est à distan
e paire de x0. Il est fa
ile de voir que
G0T est invariant par Γ et par ϕ2. Pour l'invarian
e par Γ, on remarque que si Aγ estl'axe de translation ou l'ensemble des points �xes d'un élément γ dans Γ de distan
e9



de translation λ(γ), alors d(x, γx) = 2d(x,Aγ)+λ(γ) (voir par exemple [Ser℄), don

λ(γ) est impair si d(x, γx) l'est. Pour l'invarian
e par ϕ2, on remarque que pour
x, y, z trois points d'un arbre, si d(x, y) et d(y, z) sont pairs, alors d(x, z) l'est. Si
LΓ = 2Z, nous munirons Γ\G0T de la restri
tion de la mesure de Bowen-Margulis,normalisée pour être de probabilité.Le résultat suivant dé
oule alors de [Rob, Theo. 3.1℄ (en fait d'une version dis
rètede 
e théorème). Lorsque Γ est un réseau de G = G(K̂) agissant sur l'arbre deBruhat-Tits de (G, K̂), ave
 K̂ un 
orps lo
al non ar
himédien et G un groupealgébrique linéaire 
onnexe semi-simple sur K̂, de K̂-rang 1, le se
ond énon
é dé
ouleaussi du théorème de Howe-Moore [Zim℄, par les rappels de l'introdu
tion.Proposition 3.2 (1) Si Γ est géométriquement �ni, si TΓ,min est uniforme et si
LΓ = Z, alors la transformation géodésique ϕ est mélangeante sur Γ\GT .(2) Si Γ est géométriquement �ni, si TΓ,min est uniforme, sans sommet de valen
e
2, et si LΓ = 2Z, alors le 
arré ϕ2 de la transformation géodésique est mélangeantsur Γ\G0T . �4 Un premier 
odage généralFixons-nous les données suivantes :

• T un arbre lo
alement �ni,
• Γ un sous-groupe dis
ret non élémentaire de Aut(T ),
• (µx)x∈V T une mesure de Patterson-Sullivan pour Γ de dimension δ, où 0 < δ <

+∞, telle que pour tout élément elliptique γ de Γ−{e}, l'ensemble des points�xes de γ dans ∂T soit de mesure nulle pour µx,
• GT l'espa
e des géodésiques de T et ϕ̃ : GT → GT la transformation géodési-que,
• ψ̃ = ϕ̃ N ave
 N ≥ 1, et
• V ′T une partie Γ-invariante de V T telle que, pour tout ℓ dans

G′T = {ℓ ∈ GT : ℓ(0) ∈ V ′T}et pour tout t dans Z, le sommet ℓ(t) appartient à V ′T si et seulement s'il existe
n dans Z tel que ψ̃nℓ(0) = ℓ(t). En parti
ulier G′T est une partie mesurable
Γ-invariante de GT , invariante par ψ̃.Notons µ̃BM la restri
tion à G′T de la mesure de Bowen-Margulis de Γ asso
iéeà (µx)x∈V T , ψ : Γ\G′T → Γ\G′T l'appli
ation induite par ψ̃, et µBM la mesure surl'espa
e quotient Γ\G′T induite par µ̃BM.La 
ondition de mesure nulle de l'ensemble des points �xes des éléments ellip-tiques non triviaux est très souvent véri�ée, et nous pensons qu'elle l'est toujours si

Γ est un réseau (uniforme ou non) de Aut(T ), ave
 T uniforme. Donnons 
i-dessousquelques arguments pour d'une part étayer 
et espoir, et d'autre part montrer que10



le problème n'est pas 
omplètement trivial. La première remarque donne une 
ondi-tion su�sante, la se
onde montre que les ensembles de points �xes ne peuvent pasêtre outran
ièrement gros, mais la dernière montre qu'ils peuvent quand même êtreassez gros.Nous noterons FixT (γ) et Fix∂T (γ) les ensembles de points �xes dans T et ∂Trespe
tivement d'une isométrie γ de T , et δγ = δFixT (γ) l'entropie volumique de
FixT (γ). Rappelons que FixT (γ) est un sous-arbre de T (éventuellement vide).Remarque 4.1 Si T est uniforme, si Γ est un réseau (uniforme ou non) de Aut(T )d'exposant 
ritique égal � δ, si γ ∈ Γ véri�e δγ < δ, alors µx(Fix∂T (γ)) = 0.Preuve. Par uni
ité (voir par exemple [BM℄), la mesure µx est la mesure de Haus-dor� de la distan
e visuelle dx (voir par exemple [Coo, BM℄) sur ∂T , et δ est ladimension de Hausdor� de dx. Don
 si la dimension de Hausdor� δ′γ de Fix∂T (γ)pour dx est stri
tement inférieure � δ, alors µx(Fix∂T (γ)) = 0. Or δ′γ ≤ δγ (
e quimontre le résultat), 
ar il est 
lassique que pour tout arbre lo
alement �ni T ′, ladimension de Hausdor� δ′′ de son bord pour sa distan
e visuelle est inférieure � sonentropie volumique δ′. (En e�et, soit x′0 dans T ′. Pour tout s > δ′, soit (nk)k∈N unesuite stri
tement 
roissante dans N telle que Card B(x′0, nk) ≤ esnk . Soit (ξi)1≤i≤pkune partie �nie minimale de ∂T telle que ∂T ⊂

⋃pk

i=1B(ξi, e
−nk). Soit xi le point �distan
e nk de x′0 sur le rayon géodésique de x′0 � ξi. Alors par minimalité les xisont deux � deux disjoints, don
 sont au nombre de esnk au plus. Par 
onséquent,si µs,e−nk (∂T ) est la borne inférieure, sur tous les re
ouvrements �nis de ∂T par desboules Bj de rayon rj au plus e−nk , des nombres ∑j r

s
j , alors

µs,e−nk (∂T ) ≤

pk∑

i=1

e−snk ≤ 1 < +∞ .par dé�nition de la dimension de Hausdor�, on a don
 δ′′ ≤ s, d'où δ′′ ≤ δ′). �Par exemple, si Γ est un réseau géométriquement �ni de T , dont tout élémentde torsion est 
onjugué � un élément d'un groupe de sommet d'un rayon 
uspidalde Γ\\T , alors pour tout γ dans Γ − {0}, l'ensemble FixT (γ) est 
ontenu dans unehoroboule de T , et don
 son entropie volumique est au plus δ/2, par la proposition3.1, don
 µx(Fix∂T (γ)) est bien nulle par la remarque pré
édente.Remarque 4.2 Si T est minimal, alors au
un élément non trivial de Γ ne �xe pointpar point un ouvert non vide de ∂T .Preuve. Supposons sinon que α soit un tel élément, et que U soit un tel ouvert.Pour tout ǫ > 0 et tout ξ dans ∂T , par densité dans ∂TΓ,min ×∂TΓ,min des 
ouples depoints �xes d'éléments hyperboliques (rappelons que Γ est un sous-groupe dis
retnon élémentaire de T ), il existe un élément hyperbolique γ dans Γ ayant son point�xe répulsif � distan
e au plus ǫ de ξ, et l'autre point �xe dans U . Soit x un pointde l'axe de translation de γ. Pour tout entier n assez grand, γnx est �xé par α (
ar
elui-
i �xe U point par point). Don
 pour tout n assez grand, γ−nαγnx = x. Comme
Γ est dis
ret, il existe des entiers distin
ts n et m tels que γ−nαγn = γ−mαγm. Don
,11



en posant p = n−m 6= 0, l'élément elliptique α 
ommute ave
 l'élément hyperbolique
γp. Par 
onséquent α �xe l'axe de translation de γp, qui est l'axe de translation de
γ, don
 α admet un point �xe � distan
e au plus ǫ de ξ. Don
 l'ensemble des points�xes de α, qui est fermé et dense dans ∂T , est égal � ∂T . Par 
onséquent α vautl'identité sur ∂T , don
 sur T , 
e qui 
ontredit le fait que α soit non trivial.Remarquons toutefois que 
ontrairement au 
as des réseaux sans torsion, donttout élément di�érent de l'identité n'a que deux points �xes dans l'espa
e des boutsde l'arbre, il existe des réseaux ayant des éléments (elliptiques) non triviaux γ dontl'ensemble des points �xes est un espa
e de Cantor, ave
 δγ arbitrairement pres
rit.Remarque 4.3 Il existe une partie S dense dans ]0,+∞[, telle que pour tout sdans S, il existe un triplet (T,Γ, γ), ave
 T un arbre lo
alement �ni, Γ un réseauuniforme de T et γ un élément non trivial de Γ, tel que δγ = s.Preuve. Soit S l'ensemble des s > 0 tels qu'il existe un réseau uniforme d'unarbre lo
alement �ni dont l'entropie volumique est s. Il est bien 
onnu que S estune partie (dénombrable) dense de ]0,+∞[ (par exemple, l'entropie volumique dela p-ème subdivision bary
entrique de l'arbre régulier de valen
e q + 1 est log q

p
).Soit s un élément de S, et Γ0 un réseau uniforme d'un arbre lo
alement �ni T0,d'entropie volumique s. Notons A1, A2 deux 
opies du groupe Z/2Z. Considéronsle graphe de groupes G, obtenu � partir du graphe de groupes Γ0\\T0 en y rem-pla
ant 
haque groupe d'arête ou de sommet par son produit dire
t ave
 A1, ave
monomorphismes évidents, en rajoutant au graphe Γ0\T0 une arête partant d'unsommet quel
onque et d'extrémité libre, le groupe de la nouvelle arête étant trivial,et le groupe du nouveau sommet étant A2. Notons T l'arbre de Bass-Serre de G, Γle groupe fondamental de G pour un 
hoix indi�érent de point base dans Γ0\T0 (voirpar exemple [Ser℄), et γ l'élément de Γ 
orrespondant � l'élément non trivial de A1.Alors Γ (isomorphe au produit libre (Γ0 × A1) ∗ A2) est un réseau uniforme de T ,

γ est un élément elliptique non trivial de Γ, l'ensemble Fix∂T (γ) est un espa
e deCantor dans ∂T (qui est l'espa
e des bouts du sous-arbre FixT (γ) de T , isomorphe �
T0, invariant non vide minimal par le groupe fondamental du sous-graphe de groupes
Γ0\\T0), et l'entropie volumique δγ de FixT (γ) est égale au nombre pres
rit s. �Bien sûr, dans 
et exemple, δΓ > δγ . Nous ne savons pas s'il est possible detrouver des triplets (T,Γ, γ) (disons en imposant une borne �xée sur les valen
es dessommets de T ) tels que la di�éren
e δΓ − δγ soit arbitrairement petite.Revenons au 
adre initial de 
ette partie. Dans toute la suite de 
ette partie, noussupposons que le système dynamique mesuré (Γ\G′T, ψ, µBM) est de probabilité etmélangeant.Par exemple, dans le 
as où Γ est géométriquement �ni et TΓ,min est uniforme,la proposition 3.1 assure que µBM est une mesure de probabilité. La proposition 3.2donne des 
onditions sur Γ assurant que (Γ\G′T, ψ, µBM) est mélangeant, d'une partpour N = 1 et V ′T = V T , et d'autre part pour N = 2 et V ′T le sous-ensemble dessommets � distan
e paire d'un sommet donné de T .12



D'abord, nous introduisons les notations qui vont permettre d'énon
er le résultatprin
ipal de 
ette partie.Pour x dans V ′T , notons G′T (x) le sous-espa
e mesurable Γ-invariant et ψ̃-invariant des éléments ℓ de G′T tels que, pour une in�nité de temps positifs et detemps négatifs t, le point ℓ(t) appartienne à l'orbite Γx (ou de manière équivalentepar l'hypothèse sur V ′T , l'origine de la géodésique ψ̃ tℓ appartienne à Γx). Parpassage au quotient et par ergodi
ité de (Γ\G′T, ψ, µBM), il existe un point x0 dans
V ′T tel que X̃ = G′T (x0) soit de mesure pleine dans G′T . On appelle X l'espa
etopologique quotient Γ\X̃, et π : X̃ → X la proje
tion 
anonique. On note de lamême manière les restri
tions de ψ̃ et µ̃BM à X̃, ainsi que 
elles de ψ et µBM à X.Soit X̃0 le sous-espa
e fermé Γ-invariant des géodésiques de X̃ d'origine dans
Γx0. Pour tout ℓ dans X̃0, notons tℓ > 0 le premier temps de retour de l'orbite de ℓsous ψ̃ dans X̃0 ; par l'hypothèse sur V ′T , 
'est le minimum des entiers stri
tementpositifs t tels que ℓ(t) appartienne à Γx0.Notons ψ̃0 : X̃0 → X̃0 l'appli
ation de premier retour dé�nie par ψ̃0ℓ = ψ tℓℓ, quiest Γ-équivariante. Notons X0 l'image de X̃0 par π. L'appli
ation ψ0 est l'appli
ationinduite par passage au quotient de ψ̃0 à X̃0. La mesure m0 sur X0 est la mesureinduite par passage au quotient de la restri
tion m̃0 de µ̃BM à X̃0. Renormalisonsles mesures de sorte que la mesure m0 soit de probabilité, 
e qui est possible 
ar lamesure µBM est supposée être de probabilité.Notons S l'ensemble des γ dans Γ − Γx0 tels que l'interse
tion ] x0, γx0[ ∩ Γx0soit vide. Remarquons que S est invariant par translations à droite et à gau
he par
Γx0 .Énonçons maintenant le résultat prin
ipal de 
ette partie.Théorème 4.4 Il existe un sous-dé
alage (XA, σ) sur l'alphabet S et une mesurede Markov µΠ sur 
e sous-dé
alage, de sorte que le système dynamique probabilisé
(X0, ψ0, m0) soit un fa
teur du système de Markov (XA, σ, µΠ).Avant de démontrer 
e résultat, nous allons énon
er et démontrer ses 
orollaires.Corollaire 4.5 Si le système dynamique mesuré (Γ\G′T, ψ, µBM) est de probabilitéet mélangeant, alors il est lâ
hement Bernoulli.Preuve. Il su�t de montrer que le système dynamique probabilisé (X,ψ, µBM), quiest de mesure pleine dans (Γ\G′T, ψ, µBM), est lâ
hement Bernoulli.Remarquons que X0 est une transversale totale du système dynamique proba-bilisé (X,ψ, µBM), dont ψ0 est l'appli
ation de premier retour, Γℓ 7→ tℓ le tempsde premier retour, et m0 la mesure induite, et don
 (X,ψ, µBM) est une suspensionmélangeante de (X0, ψ0, m0).Rappelons qu'une transformation T dé�nie sur X est markovienne, s'il existeune fon
tion f dé�nie sur X et prenant un nombre �ni ou dénombrable de valeursréelles telle que le pro
essus (f ◦ T n)n∈N soit markovien et si la plus petite tribu quirende mesurable tous les itérés f ◦ T n de f est la tribu tout entière de l'espa
e surlequel est dé�nie T . 13



Ave
 le résultat de Adler, Shields et Smorodinsky [ASS℄ dans le 
as d'un dé
alagede Markov sur un espa
e d'états �ni et sa généralisation pour un espa
e d'étatsdénombrable (il su�t d'utiliser une généralisation du théorème de Perron-Frobenius,voir le 
hapitre 7 du livre de Kit
hens [Kit℄), on peut 
ara
tériser les transformationsmarkoviennes : une transformation markovienne est le produit dire
t d'une rotationsur un espa
e d'états �ni et d'un s
héma de Bernoulli.Cette propriété est stable par passage à un fa
teur, don
 un fa
teur d'une trans-formation markovienne est en
ore une transformation markovienne.Comme toute suspension mélangeante d'une transformation markovienne est unsystème lâ
hement Bernoulli (voir par exemple [Tho℄), le théorème 4.4 implique bienle 
orollaire 4.5. �Ce résultat permet de déduire les deux énon
és suivants. En prenant N = 1 et
V ′T = V T , nous obtenons l'énon
é du théorème 1.1 de l'introdu
tion, que nousrappelons 
i-dessous.Corollaire 4.6 Soit Γ un sous-groupe dis
ret non élémentaire de Aut(T ) et soit
µ̃BM une mesure de Bowen-Margulis pour Γ sur GT , dont la mesure de Patterson-Sullivan sur ∂T ne 
harge au
un ensemble de points �xes d'élément elliptique nontrivial de Γ. Si le système dynamique mesuré quotient de (GT, ϕ̃, µ̃BM) par Γ est deprobabilité et mélangeant, alors il est lâ
hement Bernoulli. �Nous obtenons un se
ond résultat dans le 
as algébrique.Corollaire 4.7 Ave
 les notations G, K̂,G, S,M,T de l'introdu
tion, pour tout ré-seau Γ de G, si G0T est le sous-espa
e de GT formé des géodésiques d'origine unsommet � distan
e paire d'un sommet donné de T, alors le système dynamiqueprobabilisé (Γ\G0T, ψ, µBM) est lâ
hement Bernoulli.Ainsi, l'a
tion par translation à droite de S\M sur Γ\G/M est lâ
hement Ber-noulli.Preuve. Nous allons utiliser le 
orollaire 4.5 ave
 N = 2, V ′T l'ensemble des som-mets � distan
e paire du sommet donné de T de sorte que G′T = G0T, δ l'entropievolumique de T, et (µx)x∈V T la mesure de Patterson-Sullivan de dimension δ (uniquepar [BM℄ par exemple). Rappelons que tout réseau de G est géométriquement �ni etpossède la propriété de Selberg. Soit Γ′ un sous-groupe d'indi
e �ni de Γ dont toutélément de torsion est 
onjugué � un élément d'un stabilisateur d'un sommet de Tse projetant dans un rayon 
uspidal ouvert de Γ′\\T. Alors par l'exemple suivant laremarque 4.1, la mesure de Patterson-Sullivan sur ∂T ne 
harge au
un ensemble depoints �xes d'élément elliptique non trivial de Γ. Par la proposition 3.2 (1) appliquée� T où l'on a enlevé les sommets de valen
es 2 s'ils existent, ou la proposition 3.2 (2)sinon, le système dynamique probabilisé (Γ′\G0T, ψ, µBM) (voir la 
onvention suivantla preuve de la proposition 3.1) est mélangeant. Don
 par le 
orollaire 4.5, le sys-tème (Γ′\G0T, ψ, µBM) est lâ
hement Bernoulli. Comme tout fa
teur d'un systèmelâ
hement Bernoulli l'est en
ore (voir par exemple [Tho℄), la première assertion endé
oule. 14



La se
onde assertion dé
oule de la première par la 
orrespondan
e rappelée enintrodu
tion. �Ce résultat est plus faible que le théorème 1.2 de l'introdu
tion. Celui-
i sera
omplètement démontré dans la partie 5.Démonstration du théorème 4.4 : Dé�nissons une matri
e de transition A =
(Aα,β)α,β∈S. Pour tous α, β dans S, posons Aα,β = 1 si x0 appartient au segmentgéodésique entre α−1x0 et βx0, et Aα,β = 0 sinon. Remarquons que Aα,β = 1 si etseulement si la réunion [x0, αx0] ∪ [αx0, αβx0] est un segment géodésique.Notons (XA, σ) le sous-dé
alage dé�ni par la matri
e de transition A, i.e.

XA = {(αi)i∈Z ∈ SZ : ∀ i ∈ Z, Aαi,αi+1
= 1} ,muni de la restri
tion de la topologie produit, et σ la restri
tion à XA du dé
alagevers la gau
he des suites bilatères de SZ.Construisons une appli
ation Θ : XA → X0 de la manière suivante. Soit (αi)i∈Z ∈

XA, dé�nissons une suite (γi)i∈Z dans Γ par ré
urren
e, en posant γ0 l'élémentneutre e de Γ, et γi+1 = γiαi+1 pour tout i dans Z. Alors les points (γix0)i∈Z sont
onsé
utivement alignés sur une géodésique ℓ. En e�et, 
omme Aαi,αi+1
= 1, laréunion [x0, αix0] ∪ [αix0, αiαi+1x0] est un segment géodésique, don
 son image par

γi−1 aussi et don
 γi−1x0, γix0, γi+1x0 sont bien alignés dans 
et ordre. Paramétrons
ℓ de sorte que ℓ(0) = x0 et que γix0 
onverge vers les extrémités ℓ± de ℓ quand i→
±∞. Par dé�nition de X̃0, la géodésique ℓ appartient à X̃0. Posons alors Θ((αi)i∈Z) =
π(ℓ).Montrons que Θ est surje
tive. En e�et, soit ℓ un élément de X0. Choisissonsun relevé ℓ de ℓ dans X̃0 tel que ℓ(0) = x0. Notons (γix0)i∈Z la suite des points
onsé
utifs de ℓ dans Γx0, où l'on peut supposer que γ0 = e. Posons αi = γ−1

i−1γi, quiappartient à S. Puisque γi−1x0, γix0, γi+1x0 sont alignés dans 
et ordre sur ℓ, nousavons Aαi,αi+1
= 1. Par 
onstru
tion, nous avons alors Θ((αi)i∈Z) = π(ℓ) = ℓ.Par dé�nition de la topologie produit sur SZ et de la topologie de GT , l'appli-
ation Θ : XA → X0 est 
ontinue. Il est immédiat que le diagramme suivant est
ommutatif :

XA
Θ

−→ X0

σ ↓ ↓ ψ0

XA
Θ

−→ X0

. (∗)Don
 topologiquement, le système dynamique (X0, ψ0) est un fa
teur du systèmedynamique symbolique (XA, σ).Nous allons maintenant 
onstruire une mesure de Markov sur le sous-dé
alage
XA, dont l'image par Θ sera m0. Nous 
ommençons pour 
ela par dé�nir une mesure
(να)α∈S sur l'ensemble dénombrable dis
ret S et des probabilités de transitions
(πα,β)α,β∈S, après quelques notations.Pour tout α dans S, notons e+α (respe
tivement e−α ) l'arête (orientée) d'origine
αx0 (respe
tivement x0) et 
ontenue dans [x0, αx0]. Remarquons que pour α dans15



Γx0 et β dans S, nous avons α e+β = e+αβ . Pour α, β dans S, nous avons Aα,β = 1 siet seulement si α∂e+
β
T = ∂αe+

β
T est 
ontenu dans ∂e+

α
T .

e−α e+α

x0 αx0 αβ x0

α e+β
α∂e+

β
T

∂e+
α
T

∂e−α
TNotons ∂0T l'ensemble des points ξ de ∂T tels qu'il existe une in�nité de pointsde l'orbite Γx0 sur le rayon géodésique entre x0 et ξ. Il est invariant par Γ.Comme la géodésique entre deux points de ∂T est 
ontenue dans la réuniondes rayons géodésiques entre x0 et 
es points, une géodésique ℓ de T appartient à

G′T (x0) si et seulement si ses extrémités ℓ± appartiennent à ∂0T . En parti
ulier,
X̃ = {ℓ ∈ G′T : ℓ± ∈ ∂0T} et X̃0 = {ℓ ∈ GT : ℓ(0) ∈ Γx0, ℓ± ∈ ∂0T}. Par leparamétrage de Hopf, l'image de X̃ est don
 
ontenue dans ∂0T × ∂0T ×Z. Comme
X̃ est de mesure pleine dans G′T pour la mesure de Bowen-Margulis, et par lespropriétés de 
elle-
i, nous en déduisons que ∂0T est de mesure pleine dans ∂T pourla mesure de Patterson-Sullivan µx0.Comme Γ est non élémentaire, quitte à rempla
er T par son unique sous-arbrenon vide invariant minimal, nous pouvons supposer que T soit sans arête terminale,et que le support de la mesure de Patterson-Sullivan soit égal à ∂T . En parti
ulier,pour tout sommet x et arête e de T , on a µx(∂eT ) > 0. Rappelons que le groupe Γx0est de 
ardinal |Γx0| �ni.Pour tout α dans S, posons maintenant

να =
1

|Γx0|
2
µx0(∂e−α

T ) µx0(∂e+
α
T ) > 0 .Pour tous α, β dans S, posons πα,β = 0 si Aα,β = 0, et sinon

πα,β =
1

|Γx0|

µx0(∂α e+
β
T )

µx0(∂e+
α
T )

> 0 .Remarques (1) Pour α dans S, les parties ∂e−α
T, ∂e+

α
T ne dépendent que de la 
lasseà droite de α modulo Γx0 , et pour α, β dans S, l'égalité Aα,β = 1 ne dépend que dela 
lasse à gau
he de α modulo Γx0, et de la 
lasse à droite de β modulo Γx0.(2) Pour tous γ, γ′, γ′′ dans Γx0 et tous α, β dans S, par invarian
e de la mesure

µx0 par Γx0 , on a
να = νγαγ′ et πα,β = πγ′αγ,γ−1βγ′′ . (♯)Lemme 4.8 La matri
e Π = (πα,β)α,β∈S est une matri
e sto
hastique sur S, demesure stationnaire ν = (να)α∈S. 16



Preuve. Il s'agit de montrer que∑α∈S να = 1, que∑β∈S πα,β = 1 pour tout α dans
S, et que ∑α∈S ναπα,β = νβ pour tout β dans S. Nous 
ommençons la preuve parquelques notations et résultats ensemblistes.Pour tout x dans V ′T et toutes les parties B−, B+ de ∂T tels que toutes lesgéodésiques entre un point de B− et un point de B+ passent par x, notons B+ ×
B− × {x} l'ensemble des géodésiques ℓ de T telles que ℓ(0) = x, ℓ− ∈ B−, ℓ+ ∈ B+.Par dé�nition de la mesure de Bowen-Margulis, remarquons que

µ̃BM(B− × B+ × {x}) = µx(B−) µx(B+) .En parti
ulier, pour tout α dans S, on a
να =

1

|Γx0|
2
µ̃BM(∂e−α

T × ∂e+
α
T × {x0}) .Lemme 4.9 Nous avons les réunions disjointes suivantes (où nous notons de lamême manière une 
lasse et l'un de ses représentants) :(1) ∂0T =

⊔

α∈S/Γx0

(∂e+
α
T ∩ ∂0T ),(2) pour tout α dans S, ∂e+

α
T ∩ ∂0T =

⊔

β∈S/Γx0 : Aα,β=1

(∂αe+
β
T ∩ ∂0T ),(3) pour tous β dans S, ∂e−

β
T ∩ ∂0T =

⊔

α∈ Γx0\S : Aα,β=1

(∂α−1e−α
T ∩ ∂0T ),(4) X0 =

⊔

α∈ Γx0\S/Γx0

π
(
(∂e−α

T ∩ ∂0T ) × (∂e+
α
T ∩ ∂0T ) × {x0}

).Preuve. Les objets sont bien dé�nis, par la première des remarques pré
édantl'énon
é du lemme 4.8.Montrons (1). Soient α, β dans S, et supposons qu'il existe ξ dans ∂e+
α
T ∩∂e+

β
T ∩

∂0T , alors le rayon géodésique de x0 à ξ passe par αx0 et par βx0. De plus, 
espoints 
oïn
ident, 
ar 
e sont tous les deux le premier point de Γx0 −{x0} ren
ontrépar le rayon. Don
 αΓx0 = βΓx0. Par 
onséquent, la réunion dans l'assertion (1) estdisjointe.Pour tout ξ dans ∂0T , le rayon géodésique de x0 à ξ passe par un premier pointde l'orbite Γx0 di�érent de x0. Ce point s'é
rit αx0 ave
 α dans S, don
 ξ appartientà ∂e+
α
T , 
e qui montre (1).Les autres assertions se montrent de manière analogue. �Par le lemme 4.9 (4), et le fait que l'a
tion de Γx0 sur (∂T, µx0) soit essentiellementlibre, nous avons
∑

α∈S

να =
1

|Γx0|
2

∑

α∈S

µ̃BM(∂e−α
T × ∂e+

α
T × {x0})

=
1

|Γx0|

∑

α∈S/Γx0

µ̃BM(∂e−α
T × ∂e+

α
T × {x0})17



=
∑

α∈ Γx0\S/Γx0

1

|Γ[x0,αx0]|
µ̃BM(∂e−α

T × ∂e+
α
T × {x0})

=
∑

α∈ Γx0\S/Γx0

m0(π(∂e−α
T × ∂e+

α
T × {x0})) = m0(X0) = 1 .Par le lemme 4.9 (2), nous avons ∑β∈S πα,β = 1. De plus, si Aα,β = 1, puisquetoute géodésique entre un point de ∂ e−α

T et un point de ∂α e+
β
T passe par αx0, et parinvarian
e de µ̃BM, alors

ναπα,β =
1

|Γx0|
3
µx0(∂ e−α

T )µx0(∂α e+
β
T ) =

1

|Γx0|
3
µ̃BM(∂ e−α

T × ∂α e+
β
T × {αx0})

=
1

|Γx0|
3
µ̃BM(∂α−1 e−α

T × ∂e+
β
T × {x0}) .Don


∑

α∈S

ναπα,β =
∑

α∈ Γx0\S : Aα,β=1

1

|Γx0|
2
µ̃BM(∂α−1 e−α

T × ∂e+
β
T × {x0}) = νβpar le lemme 4.9 (3). Ce
i 
on
lut la preuve du lemme 4.8. �Par dé�nition, la mesure de Markov µΠ asso
iée à (Π, ν) est l'unique mesureborélienne de probabilité sur SZ, invariante par le dé
alage, telle que, pour tout kdans N et tous α0, . . . , αk dans S, on ait

µΠ[X0 = α0, . . . , Xk = αk] = να0

(
k−1∏

i=0

παi,αi+1

)
.Lemme 4.10 Les mesures Θ∗µΠ et m0 
oïn
ident.Preuve. Pour α1, . . . , αn dans S tels que pour tout i dans {1, . . . , n−1}, nous ayons

Aαi,αi+1
= 1, notons Uα1,...,αn

l'image par π de l'ensemble Ũα1,...,αn
des ℓ dans X̃0 telsque les n + 1 premiers points de Γx0 ren
ontrés par ℓ à partir de l'instant 0 soient

x0, α1x0, . . . , α1 . . . αnx0. Les Uα1,...,αn
et leurs images par les puissan
es de ψ0 sontdes boréliens de X0, qui engendrent la tribu des boréliens de X0.

α1 . . . αn x0

α1 . . . αn−1 e
+
αn ∂α1...αn−1 e+

αn
T

x0 α1 x0

e−α1∂e−α1
TPar 
ommutativité du diagramme (∗), les mesures Θ∗µΠ etm0 sont deux mesuresde probabilité sur X0 invariantes par ψ0. Pour montrer que Θ∗µΠ = m0, il su�t don
de montrer que

Θ∗µΠ(Uα1,...,αn
) = m0(Uα1,...,αn

)18



pour tous les α1, . . . , αn dans S tels que Aαi,αi+1
= 1. Pro
édons par ré
urren
e sur n,le 
as n = 0 étant 
lair, 
ar, par les 
onventions usuelles, Θ∗µΠ(X0) = m0(X0) = 1.Rappelons que, par dé�nition de Θ, pour tout (Zi)i∈Z dansXA, on a Θ((Zi)i∈Z) =

π(ℓ′) où les n + 1 premiers points de Γx0 ren
ontrés par ℓ′ à partir de l'instant 0sont x0, Z1x0, . . ., Z1 . . . Znx0. Remarquons que π(ℓ′) appartient à π(Ũα1,...,αn
) si etseulement s'il existe β0, β1, . . . , βn dans Γx0 tels que

∀ i ∈ {1, . . . , n}, β−1
0 α1 . . . αiβi = Z1 . . . Zi . (∗ ∗)Don
 Θ((Zi)i∈Z) appartient à Uα1,...,αn

si et seulement s'il existe β0, β1, . . . , βn dans
Γx0 tels que

∀ i ∈ {1, . . . , n}, Zi = β−1
i−1αiβi . (∗ ∗ ∗)Par dé�nition de la mesure de Markov et les propriétés d'invarian
e (♯) des

να, πα,β, nous avons, pour tous β0, β1, . . . , βn dans Γx0 ,
µΠ[Z1 = β−1

0 α1β1, . . . , Zn = β−1
n−1αnβn] = να1

(
n−1∏

i=1

παi,αi+1

)
.Dé�nissons une relation d'équivalen
e ∼ sur Γn+1

x0
par

(β0, β1, . . . , βn) ∼ (β ′
0, β

′
1, . . . , β

′
n) ⇔

(
∀ i ∈ {1, . . . , n}, β−1

i−1αiβi = β ′−1
i−1αiβ

′
i

)
.Le 
ardinal de 
haque 
lasse d'équivalen
e est égal à 
elui du stabilisateur Γ[x0,α1...αnx0](
ar, par l'équivalen
e entre les assertions (∗ ∗) et (∗ ∗ ∗), dans une 
lasse donnée,

β0 est uniquement déterminé modulo 
e stabilisateur, et les βi pour i > 0 sontuniquement déterminés par β0). Don
 le nombre Nα1,...,αn
de 
lasses d'équivalen
evaut

Nα1,...,αn
=

|Γx0|
n+1

|Γ[x0,α1...αnx0]|
. (∗ ∗ ∗ ∗)Par les propriétés d'invarian
e des mesures de Patterson-Sullivan (µx)x∈T , pourtoute partie A de ∂T et tous les points x, y de T , si le rayon géodésique entre x et
haque point de A passe par y, alors µx(A) = e−δd(x,y)µy(A). En parti
ulier, pour

1 ≤ i ≤ n,
µx0(∂e+

αi
T ) = µα1...αi−1x0(α1 . . . αi−1∂e+

αi
T ) = e−δd(x0, α1...αi−1x0) µx0(α1 . . . αi−1∂e+

αi
T ) .Il vient alors

µΠ(Θ−1(Uα1,...,αn
)) = Nα1,...,αn

να1

(
n−1∏

i=1

παi,αi+1

)

=
Nα1,...,αn

|Γx0|
n+1

µx0(∂e−α1
T )µx0(∂e+

α1
T )

(
n−1∏

i=1

µx0(∂αie
+
αi+1

T )

µx0(∂e+
αi
T )

)

19



=
Nα1,...,αn

|Γx0|
n+1

µx0(∂e−α1
T )µx0(∂e+

α1
T )

(
n−1∏

i=1

µx0(α1 . . . αi−1αi ∂e+
αi+1

T )

µx0(α1 . . . αi−1 ∂e+
αi
T )

)

=
Nα1,...,αn

|Γx0|
n+1

µx0(∂e−α1
T )µx0(∂α1...αn−1 e+

αn
T )

=
Nα1,...,αn

|Γx0|
n+1

µ̃BM(∂e−α1
T × ∂α1...αn−1 e+

αn
T × {x0}) .Comme Γx0 agit essentiellement librement sur ∂T , et que tout élément de Uα1,...,αnest l'image d'exa
tement |Γ[x0,α1...αnx0]| éléments de ∂e−α1

T × ∂α1...αn−1 e+
αn
T × {x0},on a

m0(Uα1,...,αn
) =

1

|Γ[x0,α1...αnx0]|
µ̃BM(∂e−α1

T × ∂α1...αn−1 e+
αn
T × {x0}) .Par (∗∗∗ ∗), on a don
 µΠ(Θ−1(Uα1,...,αn

)) = m0(Uα1,...,αn
), 
e qu'il fallait démon-trer. �Le lemme 4.10 a
hève de montrer que Θ est un morphisme surje
tif entre lessystèmes dynamiques probabilisés (XA, σ, µΠ) et (X0, ψ0, m0). Ce
i 
on
lut la preuvedu théorème 4.4. �5 Codage du �ot géodésique sur un graphe de grou-pes géométriquement �niLe but de 
ette partie est de montrer le résultat �n suivant, améliorant pour desgroupes géométriquement �nis le 
orollaire 4.5.Théorème 5.1 Soit T un arbre lo
alement �ni, Γ un sous-groupe géométriquement�ni de Aut(T ) ayant la propriété de Selberg, ave
 TΓ,min uniforme, sans sommet devalen
e 2.Si la transformation géodésique sur Γ\GT est mélangeante pour la mesure deBowen-Margulis, alors elle est Bernoulli d'entropie �nie pour 
ette mesure.Si la transformation géodésique sur Γ\GT n'est pas mélangeante pour la mesurede Bowen-Margulis, alors son 
arré est Bernoulli d'entropie �nie en restri
tion à

Γ\G0T , où G0T est le sous-espa
e de GT formé des géodésiques d'origine un sommet� distan
e paire d'un sommet donné de T .Preuve. Nous pouvons supposer que T = TΓ,min.Notons X = Γ\T le graphe quotient, et X0 le sous-graphe 
omplémentaire desrayons 
uspidaux maximaux ouverts. Pour tout β dans EX0, �xons un relevé β̃de β dans ET , de sorte que β̃ = β̃. Numérotons de 1 à r les rayons 
uspidauxmaximaux. Notons (ai,n)n∈N la suite 
onsé
utive des arêtes, orientées vers le bout,du i-ème rayon 
uspidal maximal. On �xe un relevé dans T de 
e rayon, dont onnote (ãi,n)n∈N la suite 
onsé
utive des arêtes, orientées vers un point à l'in�ni noté20



ξi de T . Notons Γi,n le stabilisateur du sommet o(ãi,n), de sorte que Γi,n est 
ontenudans Γi,n+1, et que Γξi
=
⋃

n∈N Γi,n.Rappelons qu'un fa
teur d'une transformation mélangeante (resp. Bernoulli d'en-tropie �nie) l'est en
ore (voir par exemple [Orn℄). Comme Γ possède la propriété deSelberg, il existe un sous-groupe d'indi
e �ni Γ′ de Γ dont tout stabilisateur de som-met ne se projetant pas dans un rayon 
uspidal ouvert est trivial. Supposons le ré-sultat démontré pour Γ′. Si la transformation géodésique de Γ′\GT est mélangeante,alors elle est Bernoulli d'entropie �nie, et son fa
teur Γ\GT est aussi mélangeant etBernoulli d'entropie �nie. Sinon, le 
arré de la transformation géodésique de Γ′\G0Test Bernoulli d'entropie �nie. Si G0T est invariant par Γ, alors le fa
teur Γ\G0Tde Γ′\G0T est aussi Bernoulli d'entropie �nie pour le 
arré de la transformationgéodésique, et la transformation géodésique de Γ\GT n'est pas mélangeante. Si G0Tn'est pas invariant par Γ, alors Γ\GT est un fa
teur de Γ′\G0T , don
 le 
arré de latransformation géodésique de Γ\GT est Bernoulli d'entropie �nie, et don
 la trans-formation géodésique de Γ\GT est Bernoulli d'entropie �nie (don
 mélangeante).Dans la suite, nous supposons don
 que le groupe Gx est trivial pour tout sommet
x dans X0.Par exemple, le graphe de groupes suivant est isomorphe au graphe de groupesquotient de l'arbre de Bruhat-Tits de SL2 sur le 
orps F2((X

−1))) par le réseau (de
ongruen
e) Γ = ker(SL(2,F2[X]) → SL(2,F2)), ave
 Γi = {P ∈ F2[X] : P (0) =
0, deg P = i}.

Γ1

Γ1

Γ2

Γ2

Γ3

Γ2

Γ30

Γ1

Γ1

0

Γ1

Γ2

0

Γ2

0

Γ1

Γ2En 
e qui 
on
erne le problème du 
odage du �ot géodésique, la nouveauté parrapport au 
as 
o
ompa
t est de 
oder les ex
ursions dans les rayons 
uspidaux. Laremarque fondamentale (voir [Ser℄) est que la proje
tion dans Γ\T d'une géodésiquede T est un 
hemin d'arêtes, dont les seuls aller-retours possibles sont dans les rayons
uspidaux maximaux ouverts, et qui, s'il fait demi-tour en montant vers un bout, estalors obligé de redes
endre pour sortir 
omplètement du rayon 
uspidal maximal.Considérons l'alphabet suivant, qui est dénombrable in�ni, sauf si Γ est 
o
om-pa
t (auquel 
as il est �ni),
A = EX ∪

⋃

1≤i≤r , n∈N

(
(Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n × {+}

)
∪
(
Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n) × {−}

)
.Nous munissons A de la topologie dis
rète. Notons que le passage à l'inverse induitune bije
tion de (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n sur Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n) et ré
iproquement. L'al-21



phabet A est muni d'une involution β 7→ β, ave
 β l'arête opposée de β si β ∈ EX,et (g,+) = (g−1,−) si g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n.Nous allons dé�nir une partitionP de Γ\GT , indexée parA, de la manière suivan-te. Pour une géodésique ℓ dans T , notons (ℓi)i∈Z la suite de ses arêtes 
onsé
utives,de sorte que t(ℓi−1) = o(ℓi) = ℓ(i). Notons qu'ave
 τ̃ l'appli
ation de renversementdu temps, on a τ̃ (ℓ)i = ℓ−i−1. Pour tout β dans A, dé�nissons une partie non vide
Eβ de GT par :si β ∈ EX0, alors Eβ = {ℓ ∈ GT : ℓ0 = β̃ }, ℓ(0)

ℓ
β̃si β = ai,n, alors Eβ = {ℓ ∈ GT : ℓ0 = ãi,n,

ℓ1 = ãi,n+1, ℓ−n = ãi,0 },
ℓ

ãi,0 ãi,n ãi,n+1

ℓ(0)si β = (g,+) ave
 g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n, alors
Eβ = {ℓ ∈ GT : ℓ0 = ãi,n, ℓ1 = gãi,n, ℓ−n =
ãi,0 }, ãi,0 ℓ(0) ãi,n

gãi,n
ℓ

gsi β = (g,−) ave
 g ∈ Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n), alors
Eβ = {ℓ ∈ GT : ℓ0 = ãi,n, ℓ−1 = g−1ãi,n, ℓn =

ãi,0 }, ℓ ℓ(0)

g−1ãi,n

ãi,nãi,0

gsi β = ai,n, alors Eβ = {ℓ ∈ GT : ℓ0 = ãi,n,

ℓ−1 = ãi,n+1, ℓn = ãi,0 }. ℓ
ℓ(0)

ãi,0 ãi,n+1ãi,nLes parties du se
ond type 
odent les géodésiques qui à l'instant t = 0 avan
entdans un rayon 
uspidal, et vont 
ontinuer d'avan
er. Celles du troisième type 
odentles géodésiques qui à l'instant t = 0 avan
ent dans un rayon 
uspidal, et vont fairedemi-tour. Celles du quatrième type 
odent les géodésiques qui à l'instant t = 0viennent de faire demi-tour. En�n 
elles du dernier type 
odent les géodésiques quià l'instant t = 0 des
endent dans un rayon 
uspidal, et qui des
endaient aussi àl'instant d'avant.Lemme 5.2 Les parties Eβ de GT , pour β dans A, sont 
ompa
tes, ouvertes et deuxà deux disjointes. Leur réunion E est un domaine fondamental stri
t pour l'a
tionde Γ (i.e. ΓE = GT et si γE ∩ E est non vide pour un γ dans Γ, alors γ = 1).Preuve. Comme Γi,n �xe l'arête ãi,n (et son arête opposée), les parties Eβ sont biendé�nies. Par dé�nition de la topologie 
ompa
te-ouverte, et 
omme l'arbre T estlo
alement �ni, elles sont bien 
ompa
tes et ouvertes. Comme gãi,n 6= ãi,n+1 pourtout g dans Γi,n+1 − Γi,n, 
es parties sont deux à deux disjointes. Toute géodésiquedans T est équivalente modulo Γ à une géodésique ℓ telle que ℓ0 vaut ou bien β̃ pourun β dans EX0, ou bien ãi,n ou bien ãi,n pour un n dans N et i dans {1, . . . , k}. Dansles se
onde et troisième alternatives, on a respe
tivement π(ℓ−n) = ai,0 et π(ℓn) =
ai,0. Don
, quitte à faire agir un élément de Γi,n, on peut supposer respe
tivement22



que ℓ−n = ãi,0 et ℓn = ãi,0. L'ensemble des arêtes d'origine t(ãi,n) est exa
tement
{gãi,n : g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n} ∪ {ãi,n, ãi,n+1} .Comme une géodésique n'a pas d'aller-retour, on obtient que ΓE = GT . En�n,
omme les stabilisateurs des ãi,0 pour i dans {1, . . . , r} et des β̃ pour β dans EX0sont triviaux, la réunion E est un domaine fondamental stri
t. �En notant en
ore Eβ l'image de Eβ dans Γ\GT , on obtient don
 une partition

P = {Eβ}β∈A de Γ\GT , par parties 
ompa
tes, ouvertes et non vides.Considérons la matri
e de transition (Aα,β)α,β∈A dé�nie par Aα,β = 1 si l'une des
onditions suivantes est véri�ée
(1) α, β ∈ EX, t(α) = o(β), β 6= αou
(2) ∃ i ∈ {1, . . . , r}, ∃ n ∈ N, ∃ g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n,

α ∈ EX, β = (g,+), t(α) = o(ai,n), α 6= ai,nou
(3) ∃ i ∈ {1, . . . , r}, ∃ n ∈ N, ∃ g ∈ (Γi,n+1−Γi,n)/Γi,n, α = (g,+), β = (g−1,−)ou
(4) ∃ i ∈ {1, . . . , r}, ∃ n ∈ N, ∃ g ∈ Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n),

α = (g,−), β ∈ EX, o(β) = t(ai,n), β 6= ai,net Aα,β = 0 sinon. Remarquons que dans le 
as (2), on a α = ai,n−1 si n ≥ 1, et dansle 
as (4), on a β = ai,n−1 si n ≥ 1.Considérons l'espa
e topologique produit AZ, où pour tout x dans AZ on note xila i-ème 
omposante de x. Notons σ : AZ → AZ le dé
alage dé�ni par σ((xj)j∈Z)i =
xi+1. Notons κ : AZ → AZ l'involution dé�nie par κ((xj)j∈Z)i = x−i−1. La matri
ede transition (Aα,β)α,β∈A dé�nit un sous-dé
alage (invariant par σ et par κ)

XA = {(xi)i∈Z ∈ AZ : ∀ i ∈ Z, Axi,xi+1
= 1} .Proposition 5.3 L'appli
ation itinéraire Θ : Γ\GT → XA, dé�nie par ℓ 7→ (xi)i∈Zoù pour tout i dans Z, on a ϕi(ℓ) ∈ Exi

est un homéomorphisme, rendant les dia-grammes suivants 
ommutatifs :
Γ\GT

Θ
−→ XA

ϕ ↓ ↓ σ

Γ\GT
Θ

−→ XA

Γ\GT
Θ

−→ XA

τ ↓ ↓ κ

Γ\GT
Θ

−→ XA

.
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Preuve. On véri�e que pour tous les α, β dans A et ℓ dans GT tels que ϕ̃−1(ℓ)appartienne à ΓEα, on a Aα,β = 1 si et seulement s'il existe une géodésique ℓ′ dans
T telle que ℓ′ et ℓ 
oïn
ident sur ]−∞, 0 ] et ℓ′ ∈ ΓEβ. Ce
i montre que l'appli
ation
Θ est bien à valeurs dans XA, et qu'elle est surje
tive. Comme une géodésique estdéterminée par la suite des arêtes qu'elle traverse et 
omme le stabilisateur d'unearête de X0 est trivial, l'appli
ation Θ est inje
tive. Les parties de la partition Psont dé�nies par des 
onditions ne portant que sur l'arête ℓ0 d'une géodésique ℓ,et éventuellement sur un nombre �ni d'arêtes supplémentaires. Par dé�nition destopologies sur GT et AZ, on en déduit que Θ est un homéomorphisme.Le premier diagramme est 
ommutatif par dé�nition de Θ. Pour montrer la
ommutativité du se
ond diagramme, on véri�e que pour tout β dans A et ℓ dans
Γ\GT , on a (par une étude 
as par 
as pour la se
onde équivalen
e)

Θ ◦ τ(ℓ)0 = β ⇐⇒ τ(ℓ) ∈ Eβ ⇐⇒ ϕ(ℓ) ∈ Eβ ⇐⇒ κ ◦ Θ(ℓ)0 = β .En utilisant que ϕ◦τ = τ◦ϕ−1 et σ◦κ = κ◦σ−1, on 
on
lut alors par la 
ommutativitédu premier diagramme. �À l'aide de la mesure de Bowen-Margulis mBM, 
onstruisons une mesure de pro-babilité ν sur l'ensemble dis
ret dénombrable A. Posons, pour tout β dans A,
νβ = ν({β}) = mBM(Eβ).Comme mBM est une mesure de probabilité sur Γ\GT , et que P est une partition de

Γ\GT , la mesure ν est bien de masse totale 1. Comme les Eβ sont des ouverts nonvides, et que mBM est une mesure de support total, les νβ sont stri
tement positifs.Considérons la matri
e Π = (πα,β)α,β∈A, dé�nie par
πα,β = mBM[ϕ(ℓ) ∈ Eβ | ℓ ∈ Eα] =

mBM(ϕ−1(Eβ) ∩Eα)

να
=
mBM(ϕ(Eα) ∩Eβ)

να
.Nous renvoyons par exemple à [Kit℄ pour les dé�nitions sur les dé
alages de Markov.La matri
e Π est une matri
e sto
hastique sur A, de mesure stationnaire ν. Ene�et, 
omme P est une partition de Γ\GT , et 
omme mBM est invariante par ϕ, ona immédiatement que ∑β πα,β = 1 pour tout α et ∑α ναπα,β = νβ pour tout β.Par dé�nition, la mesure de Markov µΠ asso
iée à (Π, ν) est l'unique mesureborélienne de probabilité sur AZ, invariante par σ, telle que, pour tout k dans N ettous α0, . . . , αk dans A, on a

µΠ[x0 = α0, . . . , xk = αk] = να0

(
k−1∏

i=0

παi,αi+1

)
.Proposition 5.4 La mesure de Markov µΠ est de support XA, et Θ∗mBM = µΠ.Preuve. On remarque que πα,β est nul si et seulement si Aα,β est nul, 
e qui montre,ave
 le fait que les νβ sont stri
tement positifs, que le support de µΠ est XA.24



Puisque mBM est invariante par ϕ, 
omme Θ est un homéomorphisme qui 
on-jugue ϕ et σ, la mesure Θ∗mBM est une mesure borélienne de probabilité, invariantepar σ. Comme mBM(Eα0) = να0 = µΠ[x0 = α0], pour établir que Θ∗mBM et µΠ sontégales, il su�t de véri�er que Θ∗mBM véri�e la propriété de Markov, 
'est-à-dire quepour tout k dans N et tous α−k, . . . , α−1, α0, β dans A, on a
Θ∗mBM[x1 = β|x0 = α0, x−1 = α−1, . . . , x−k = α−k] = πα0,β .On peut supposer, pour tout i dans {1, . . . , k}, que Aα−i,α−(i−1)

= 1 et que Aα0,β =

1, sinon le résultat est immédiat. Notons Fk = ϕk(Eα−k
)∩ϕk−1(Eα

−(k−1)
)∩ . . .∩Eα0et F ′

k = Fk ∩ ϕ−1(Eβ), qui sont don
 des 
ompa
ts ouverts non vides. Le membrede gau
he de l'équation 
i-dessus est égal à mBM(F ′
k)/mBM(Fk). Comme πα0,β =

mBM(F ′
0)/mBM(F0), il su�t don
 de montrer que mBM(F ′

k)/mBM(Fk) ne dépend pasde k.Soit α̃0 l'arête de T dé�nie 
omme le relevé pré
édemment 
hoisi de α0 si α0 estdans EX, par α̃0 = ãi,n si α0 = (g,+) ave
 g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n, et par α̃0 = ãi,nsi α0 = (g,−) ave
 g ∈ Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n). Nous utiliserons le paramétrage de GTpar ∂2T × Z dé�ni par le point base u = o(α̃0).Montrons que Fk (resp. F ′
k) est l'image inje
tive par l'appli
ation π′ : GT →

Γ\GT d'une partie F̃k (resp. F̃ ′
k) de GT de la forme Vk×U×{0} (resp. Vk×U

′×{0}),ave
 U,U ′, Vk des parties de ∂T , telles que U,U ′ ne dépendent pas de k et sontdisjointes de Vk, et telles que toute géodésique entre un point de Vk et un point de
U (resp. U ′) passe par u. Alors pour tout (ξ−, ξ+) dans Vk × U (resp. Vk × U ′), onaura du(ξ−, ξ+) = 1. Don
, par dé�nition de la mesure de Bowen-Margulis (voir lapartie 2.2),

mBM(F ′
k)

mBM(Fk)
=
m̃BM(F̃ ′

k)

m̃BM(F̃k)
=
µu(U

′)

µu(U)
,qui ne dépendra pas de k, 
e qui montrera le résultat.Comme les F ′

k sont des 
ompa
ts non vides dé
roissants en k, il existe au moinsune géodésique ℓ∗ (que l'on �xe) dans T dont l'image par π′ est un élément de⋂
k∈N F

′
k, telle que ℓ∗0 = α̃0 (
e qui est possible, 
ar F ′

k est 
ontenu dans Eα0). Pardé�nition des Eβ , tout élément de Fk (resp. F ′
k) se relève en au moins une géodésique

ℓ de T telle que ℓ−k = ℓ∗−k, . . . , ℓ0 = ℓ∗0 (resp. ℓ−k = ℓ∗−k, . . . , ℓ0 = ℓ∗0, ℓ1 = ℓ∗1), et enparti
ulier ℓ passe à l'instant t = 0 par le point u. Nous allons maintenant dé�nir Vket U (resp. U ′) en dis
utant suivant les valeurs de α−k et α0 (resp. β), voir le dessin
i-dessous.
Vk U

Vk

ℓ∗−k

ℓ∗−k

U

Vk

ℓ∗−k−n ℓ∗−k

α0 ∈ EX0

U

ℓ∗0

ℓ∗0 ℓ∗1

ℓ∗0 ℓ∗mℓ∗−k−1

u

u

u

α0 =

{
aj,m

(h,+)
α−k =

{
ai,n

(g,+)

α−k =

{
(g,−)
ai,n

α0 =

{
(h,−)
aj,m

α−k ∈ EX0
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Si α−k est dans EX0, posons Vk = ∂ℓ∗
−k
T .Si α−k vaut ai,n ou (g,+) ave
 g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n, alors posons Vk = ∂ℓ∗

−k−n
T .Si α−k vaut (g,−) ou ai,n ave
 g ∈ Γi,n\(Γi,n+1 − Γi,n), alors posons Vk = ∂ℓ∗

−k−1
T .Si α0 est dans EX0, posons U = ∂ℓ∗0

T .Si α0 vaut aj,m ou (h,+) ave
 h ∈ (Γj,m+1 − Γj,m)/Γj,m, alors posons U = ∂ℓ∗1
T .Si α0 vaut (h,−) ou aj,m ave
 h ∈ Γj,m\(Γj,m+1 − Γj,m), alors posons U = ∂ℓ∗m
T .Si β est dans EX0, posons U ′ = ∂ℓ∗1

T .Si β vaut aj,m ou (h,+) ave
 h ∈ (Γj,m+1 − Γj,m)/Γj,m, alors posons U ′ = ∂ℓ∗2
T .Si β vaut (h,−) ou aj,m ave
 h ∈ Γj,m\(Γj,m+1 − Γj,m), alors posons U ′ = ∂ℓ∗m+1
T .Par 
onstru
tion, les parties U et U ′ ne dépendent pas de k et sont disjointes de

Vk. Toute géodésique entre un point de Vk et un point de U ou U ′ passe par u. Onvéri�e que si F̃k = Vk×U×{0} (resp. F̃ ′
k = Vk×U

′×{0}), alors par 
onstru
tion des
Eγ , tout élément de Fk (resp. F ′

k) admet un unique relevé dans F̃k (resp. F̃ ′
k). Don
la restri
tion de π′ à F̃k (resp. F̃ ′

k) est inje
tive, d'image Fk (resp. F ′
k). Le résultaten dé
oule. �Ainsi par les propositions 5.3 et 5.4 
i-dessus, les systèmes dynamiques mesurés

(Γ\GT,mBM, ϕ) et (XA, µΠ, σ) sont 
onjugués par Θ.Proposition 5.5 L'entropie de la partition P est �nie.Preuve. Notons pour simpli�er Γi = Γξi
, δ = δΓ, δi = δΓi

et ui = o(ãi,0).Rappelons que l'entropie hP de la partition P pour la mesure mBM est
hP =

∑

α∈A

να(− log να) .Cal
ulons να pour α dans A− EX0 (
ar EX0 est �ni). Par dé�nition, la partie
Eα de GT est, dans le paramétrage de GT dé�ni par le point base ui (pour un 
ertain
i dépendant de α, pré
isé 
i-dessous), de la forme V × U × {tα} pour un tα dans Zet U, V deux parties disjointes de ∂T , telles que toutes les géodésiques entre V et Upassent par ui. Don
si α = ai,n, alors να = µui

(∂ãi,0
T )µui

(∂
ãi,n+1

T ), ãi,0 ãi,n+1ãi,n

ℓ(0)uisi α = ai,n, alors να = µui
(∂

ãi,n+1
T )µui

(∂
ãi,0
T ),

ℓ(0)

ãi,n+1ãi,nãi,0

uisi α = (g,+) ave
 g ∈ (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n, alors
να = µui

(∂ãi,0
T )µui

(∂
gãi,n

T ), ãi,nℓ(0)ãi,0

gãi,n
uisi α = (g−1,−) ave
 g ∈ (Γi,n+1 −Γi,n)/Γi,n, alors

να = µui
(∂gãi,n

T )µui
(∂

ãi,0
T ).

ℓ(0) ãi,nãi,0

gãi,nui26



Par le théorème de la densité �u
tuante de Sullivan (voir [HP1, Theo. 4.1℄), si ξiest un point parabolique borné, si Γ est de type divergent, et s'il existe une 
onstante
c0 ≥ 1 telle que

1

c0
e δin ≤ Card{γ ∈ Γi : d(ui, γui) ≤ n} ≤ c0 e

δin ,alors il existe une 
onstante c1 ≥ 1 telle que pour tout n dans N, on a
1

c1
e2(δi−δ)n ≤ µui

(∂ãi,n
T ) ≤ c1e

2(δi−δ)n .(Pour les variétés riemaniennes (
omplètes), 
ette propriété a été démontrée par Sul-livan dans le 
as de volume �ni et de 
ourbure négative 
onstante, et par Stratmannet Velani dans le 
as géométriquement �ni et de 
ourbure négative 
onstante. Dans[HP1℄, elle est énon
ée dans le 
as de la 
ourbure négative variable, mais la preuveest faite d'une part par des arguments de 
omparaison ave
 les arbres, qui sont val-ables dans notre 
as, et d'autre part par des arguments de limites, mais une limite(pour la topologie de Hausdor�-Gromov pointée) d'arbres de valen
es uniformémentbornées est en
ore un arbre lo
alement �ni. Voir aussi [HP2, Prop. 3.2℄.) Notons queles hypothèses de 
e résultat sont véri�ées, par la proposition 3.1. Comme de plus
δi = δ/2 par la proposition 3.1, on a

1

c1
e−δn ≤ µui

(∂ãi,n
T ) ≤ c1e

−δn . (1)Remarquons, pour g ∈ Γi,n+1 − Γi,n, que o(gãi,0) appartient à l'orbite de ui, etque d(ui, o(gãi,0)) = 2n. Par le lemme de l'ombre de Sullivan (voir par exemple [Rob,Lem. 1.3℄ dans un 
ontexte plus général), il existe don
 une 
onstante c2 ≥ 1 telleque pour tout n dans N et g dans Γi,n+1 − Γi,n,
1

c2
e−2nδ ≤ µui

(∂gãi,0
T ) ≤ c2e

−2nδ . (2)Remarquons que ∂
gãi,0

T ⊂ ∂
gãi,n

T ⊂ ∂ãi,n
T . Posons c−3 = min1≤i≤r µui

(∂ãi,0
T ) et

c+3 = max1≤i≤r µui
(∂ãi,0

T ). Comme les valen
es de T sont uniformément bornées, ilexiste un N dans N qui majore le 
ardinal de (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n pour tout i et n.Don

∑

1≤i≤r, n∈N

−
(
νai,n

log νai,n
+ νai,n

log νai,n

)
≤
∑

n∈N

2rc1c
+
3 e

−δ(n+1)(δ(n+ 1) + log
c1
c−3

) ,et, la première somme suivante portant sur les g dans (Γi,n+1 − Γi,n)/Γi,n, pour
1 ≤ i ≤ r et n dans N,
∑

−
(
ν(g,+) log ν(g,+) + ν(g−1,−) log ν(g−1,−)

)
≤
∑

n∈N

2Nrc1c
+
3 e

−δn(2δn+ log
c2
c−3

) .27



Comme δ > 0 (voir la proposition 3.1), 
es deux sommes 
onvergent, 
e qui montrele résultat. �Terminons maintenant la preuve du théorème 5.1. Par les propositions 5.3 et 5.4,les systèmes dynamiques mesurés (Γ\GT,mBM, ϕ) et (XA, µΠ, σ) sont 
onjugués par
Θ. Supposons tout d'abord que LΓ = Z. Alors (Γ\GT,mBM, ϕ) est mélangeant par laproposition 3.2, don
 (XA, µΠ, σ) aussi. L'homéomorphisme Θ envoie par 
onstru
-tion la partition P de Γ\GT sur la partition génératri
e {{(xi)i∈Z : x0 = α}}α∈A de
XA. Don
 par la proposition 5.5, le système (XA, µΠ, σ) est un dé
alage de Markovmélangeant sur un alphabet dénombrable, de partition génératri
e d'entropie �nie.Il est bien 
onnu qu'un tel dé
alage est 
onjugué à un dé
alage de Bernoulli, voirpar exemple [FO℄ lorsque l'alphabet est �ni, et [Tho, se
t. 8℄ pour l'extension à unalphabet dénombrable de partition génératri
e d'entropie �nie.Supposons maintenant que LΓ = 2Z. Alors (Γ\GT,mBM, ϕ) n'est pas mélangeant,mais (Γ\G0T,mBM, ϕ2) l'est, par la proposition 3.2. En remplaçant les arêtes par lessuites de deux arêtes 
onsé
utives d'extrémités deux sommets de T à distan
e pairedu point base de T , on 
onstruit de manière analogue à 
e qui pré
ède un 
odagede (Γ\G0T,mBM, ϕ2) par un dé
alage de Markov sur un alphabet dénombrable, departition génératri
e d'entropie �nie. Le théorème 5.1 en dé
oule. �Le théorème 1.2 de l'introdu
tion est un 
orollaire du théorème 5.1, par la dis-
ussion pré
édant la proposition 3.2.6 Le �ot géodésique sur un graphe de groupesDans 
ette partie, nous nous intéressons au 
odage du �ot géodésique sur unarbre quotienté par un sous-groupe d'automorphismes, sans supposer le sous-groupedis
ret ni même l'arbre lo
alement �ni.6.1 Flot géodésique d'ordre 1 sur un graphe de groupesSoit (X,G∗) un graphe de groupes. Posons :

Ω =
∐

e,e′∈EX : o(e)=t(e′)

ρe′(Ge′)\Go(e)/ρe(Ge) .On munit Ω × EX de la topologie dis
rète et Σ = (Ω ×EX)Z de la topologieproduit. D'ailleurs, si (X,G∗) est un graphe �ni de groupes �nis, alors Ω × EX est�ni. On note σ le dé
alage à gau
he sur Σ.Notons Σ0 l'ensemble des éléments (gi, ei)i∈Z de Σ tels que, pour tout i dans Z,




(1) o(ei) = t(ei−1)
(2) gi ∈ ρei−1

(Gei−1
)\Go(ei)/ρei

(Gei
)

(3) si ei = ei−1, alors gi /∈ ρei
(Gei

) .28



Cette dernière 
ondition dit simplement que si ei = ei−1, alors gi n'est pas la double
lasse triviale.On appelle �ot géodésique d'ordre 1 sur (X,G∗) le sous-dé
alage (Σ0, σ). Il estimmédiat que σ préserve Σ0, et que les 
onditions dé�nissant Σ0 sont �lo
ales�. Ainsi,lorsque (X,G∗) est un graphe �ni de groupes �nis, le sous-dé
alage (Σ0, σ) est detype �ni.Proposition 6.1 Soit T un arbre, et Γ un sous-groupe de Aut(T ). Si (Σ0, σ) estle �ot géodésique d'ordre 1 du graphe de groupes quotient Γ\\T , alors il existe uneappli
ation 
ontinue surje
tive θ : Γ\GT → Σ0 qui rend le diagramme suivant 
om-mutatif
Γ\GT

ϕ
−→ Γ\GT

θ ↓ ↓ θ

Σ0
σ

−→ Σ0 .Preuve. Soit (X,G∗) = Γ\\T et π : T → X = Γ\T la proje
tion 
anonique. Dansun premier temps, on 
onstruit une appli
ation θ̃ : GT → Σ0. Soit f une appli
ationsimpli
iale de R dans T . Pour i dans Z, notons fi l'arête f([i, i+ 1]) d'origine f(i)et posons ei = π(fi). On a alors t(ei−1) = π ◦ f(i) = o(ei).On reprend les notations de la dé�nition du graphe de groupes quotient Γ\\Tdans la partie 2.1, où l'on avait �xé des relevés ẽ et ṽ dans T d'une arête e etd'un sommet v de X, et 
hoisi un élément ge dans Γ pour toute arête e. Comme
π(fi) = π(ẽi) = ei, il existe hi dans Γ tel que hifi = ẽi. L'élément hi est bien dé�nimodulo multipli
ation à gau
he par un élément du �xateur de l'arête ẽi, qui est unélément de Gei

. Posons
gi = g−1

ei−1
hi−1h

−1
i gei

. (∗)L'élément gi �xe π̃ ◦ f(i), il appartient don
 à Go(ei) = Gt(ei−1) (voir la �gure suiv-ante). L'élément gi est dé�ni modulo multipli
ation à gau
he par un élément de
g−1

ei−1
Gei−1

gei−1
= ρei−1

(Gei−1
), ainsi que modulo multipli
ation à droite par un élé-ment de g−1

ei
Gei

gei
= ρei

(Gei
). Nous noterons en
ore gi la double 
lasse de gi dans ledouble quotient ρei−1

(Gei−1
)\Go(ei)/ρei

(Gei
).
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ẽi−1 ẽi

fi−1 fi

π

eiei−1

f(i) hihi−1

gei
gei−1

π̃ ◦ f(i)

Remarquons que si ei = ei−1, alors
fi−1 = h−1

i−1ẽi−1 = h−1
i−1ẽi−1 = h−1

i−1ẽi .Don
 f est lo
alement inje
tive si et seulement si pour tout i dans Z, on a fi 6= fi−1,don
 si et seulement si� ou bien ei 6= ei−1 ;� ou bien ei = ei−1 et gig
−1
ei
ẽi 6= g−1

ei
ẽi .Cette dernière inégalité est équivalente à la non-appartenan
e de gi à ρei

(Gei
).Posons alors θ̃(f) = (gi, ei)i∈Z. Par 
onstru
tion, l'appli
ation θ̃ est à valeursdans Σ0, et est invariante par Γ, elle induit don
 une appli
ation θ : Γ\GT → Σ0.Par 
onstru
tion, on a θ ◦ ϕ = σ ◦ θ.Montrons que θ̃ est surje
tive, 
e qui entraîne que θ est surje
tive. Soit (gi, ei)i∈Zun élément de Σ0. Pour tout entier relatif i, on 
hoisit un représentant dans la double
lasse gi, en
ore noté gi. Posons f0 = ẽ0 et h0 = id. Montrons par ré
urren
e sur

n ≥ 1 que pour tout 1 ≤ k ≤ n − 1, il existe des arêtes fk de T et des éléments hkde G tels que
t(fk−1) = o(fk), h−1

k ẽk = fk et gk = g−1
ek−1

hk−1h
−1
k gek

.Pour n = 1, on prend h1 = ge1g
−1
1 g−1

e0
et f1 = h−1

1 ẽ1, alors : o(f1) = ge0g1g
−1
e1
o(ẽ1) =

ge0g1õ(e1) = ge0 õ(e1) = t(ẽ0) = t(f0). Supposons que l'hypothèse de ré
urren
e soitsatisfaite au rang n. Posons :
hn = (h−1

n−1gen−1gng
−1
en

)−1 .Alors la relation gn = g−1
en−1

hn−1h
−1
n gen

est véri�ée, et h−1
n envoie o(ẽn) sur t(fn−1).En e�et,

h−1
n o(ẽn) = h−1

n−1gen−1gng
−1
en
o(ẽn) = h−1

n−1gen−1gnõ(en)

= h−1
n−1gen−1 õ(en) = h−1

n−1t(ẽn−1) = t(fn−1) .30



Maintenant, posons fn = h−1
n ẽn. L'origine de fn est bien t(fn−1). Pour 1 ≤ k ≤ n,les arêtes fk et les éléments hk de G véri�ent don
 l'hypothèse de ré
urren
e au rang

n+ 1.On fait une 
onstru
tion similaire pour n < 0. Notons f : R → T l'appli
ationsimpli
iale telle que pour tout i dans Z, f([i, i + 1]) = fi. Alors f appartient à GT(par la 
ondition (3) de la dé�nition de Σ0) et θ̃(f) = (gi, ei)i∈Z, 
e qui montre lasurje
tivité de θ̃.Montrons maintenant que θ̃ est 
ontinue, 
e qui entraîne que θ est 
ontinue. Si
f et f ′ sont deux géodésiques de GT , posons θ̃(f) = (gi, ei)i∈Z et θ̃(f ′) = (g′i, e

′
i)i∈Z.Supposons que f et f ′ 
oïn
ident sur [−N,N ], alors pour tout entier i de [−N,N ],on a ei = π(fi) = π(f ′

i) = e′i, et on peut supposer que hi et h′i 
oïn
ident. La formule
(∗) montre alors que gi et g′i 
oïn
ident pour i entier dans [−(N − 1), N − 1]. Ce
imontre que θ̃ est 
ontinue sur Γ\GT par dé�nition de la topologie-produit. �Malheureusement, l'appli
ation θ n'est pas toujours inje
tive. Elle l'est si lesstabilisateurs d'arêtes Ge, pour e dans EX, sont triviaux. Mais quand il existe unélément (non trivial) de Γ qui �xe un rayon géodésique de T , 
ela 
rée des problèmesde propagation d'éléments dans des stabilisateurs d'arêtes.6.2 A
tions a
ylindriques de groupes sur les arbresSoit k un entier stri
tement positif. Comme le fait Z. Sela [Sel℄, nous dirons qu'unea
tion simpli
iale (sans inversion) d'un groupe Γ sur un arbre T est k-a
ylindrique sile �xateur d'un 
hemin (lo
alement) inje
tif de k arêtes 
onsé
utives est trivial. Nousdirons qu'une a
tion est a
ylindrique s'il existe k dans N − {0} tel que l'a
tion soit
k-a
ylindrique. Par exemple, une a
tion est 1-a
ylindrique si elle est à stabilisateursd'arête triviaux.Remarque. En fait, dans la dé�nition originale, Z. Sela demande aussi que l'a
tionsoit minimale (i.e. sans sous-arbre invariant non vide propre) et réduite (i.e. si lestabilisateur d'un sommet v admet exa
tement deux orbites d'arêtes d'origine v,alors 
ha
une de 
es deux orbites est de 
ardinal au moins 2.) I
i nous n'aurons pasbesoin de 
es deux hypothèses.Remarque. Beau
oup d'a
tions de groupes sur des arbres sont a
ylindriques, voir[Sel℄, mais il existe des arbres T lo
alement �nis et des sous-groupes dis
rets 
o-
ompa
ts Γ de Aut(T ), tels que l'a
tion de Γ sur T ne soit pas a
ylindrique. Parexemple, l'a
tion du groupe fondamental du graphe �ni de groupes �nis suivant

Z/2ZZ/2Z
0

Z/2Zsur son arbre de Bass-Serre n'est pas a
ylindrique.Avant de donner dans la partie 6.3 un théorème de 
odage pour des a
tionsa
ylindriques, nous donnons quelques exemples. Le résultat suivant est sans doutebien 
onnu, nous n'en donnons une preuve que par sou
i de 
omplétude.31



Proposition 6.2 Soit T un arbre lo
alement �ni, Γ un sous-groupe de Aut(T ), telque Γ\T soit �ni et les stabilisateurs d'arête soient �nis. Alors l'a
tion de Γ sur Tn'est pas a
ylindrique si et seulement s'il existe des éléments h, g de Γ tels que� h est non trivial et admet un point �xe dans T ,� g n'admet pas de point �xe dans T ,� h et g 
ommutent.Preuve. Supposons qu'il existe h et g 
omme dans l'énon
é. Comme g n'a pas depoint �xe, alors il admet un axe de translation Ag. Cet ensemble Ag est (l'imaged')une géodésique de T , et est invariant par g. Sur Ag, l'appli
ation g induit unetranslation de distan
e de translation λ = infx∈T d(x, gx) > 0. D'ailleurs, Ag estl'ensemble des points x de T tels que d(x, gx) = λ (voir par exemple [Ser℄).Comme h 
ommute ave
 g, l'appli
ation h préserve Ag. L'ensemble des points�xes de h (qui est non vide) ren
ontre tout sous-arbre invariant par h et non vide de
T (voir par exemple [Ser℄). Don
 Ag 
ontient au moins un point �xe x de h, et pourtout n dans Z, l'isométrie h �xe gnx. Don
 h �xe le 
hemin géodésique de longueur
nλ 
ompris entre x et gnx. Don
 l'a
tion n'est pas a
y
lindrique.Ré
iproquement, soit N dans N tel que N − 1 soit le maximum des 
ardinauxdes stabilisateurs des arêtes de T (
es stabilisateurs sont en nombre �ni modulo
onjugaison). Soit N ′ le nombre d'arêtes (tenant 
ompte des deux orientations pos-sibles) de Γ\T . Soit c un 
hemin d'arêtes géodésique dans T , �xé par un élément nontrivial h′ de Γ, dont la longueur est stri
tement supérieure à k = N ′(N + 1). Alorsil existe au moins N + 1 arêtes de c, notées (ei)i∈{0,...,N}, orientées 
ompatiblementle long de c et numérotées dans l'ordre où on les ren
ontre en par
ourant c, dontles images par la proje
tion 
anonique π : T → Γ\T 
oïn
ident (en tenant 
ompteaussi de l'orientation). Il existe don
 g1, . . . , gN dans Γ tels que gi envoie e0 sur eien préservant l'orientation. Comme h′ �xe c, il existe hi dans le stabilisateur de e0tel que h′ = gihig

−1
i . Par dé�nition de N , il existe i 6= j tel que hi = hj. On peuttoujours supposer (quitte à permuter) que l'arête ej est entre l'arête e0 et l'arête eisur c. On pose alors h = hi = hj . L'élément h est bien non trivial (
ar h′ l'est) et�xe un point de T .Rappelons (voir par exemple [Ser℄) que si une isométrie γ d'un arbre envoieune arête e sur une arête distin
te e′ (en tenant 
ompte aussi des orientations) ets'il existe un 
hemin d'arêtes orienté géodésique 
ontenant e et e′ ave
 orientations
ompatibles, alors γ n'a pas de point �xe, et admet un axe de translation 
ontenant

e et e′.
ej ei

c

gj

e0

g−1
i ej

gi
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Posons g = g−1
j gi. Comme l'arête ej est 
ontenue dans le sous-
hemin d'arêtesorienté de c entre e0 et ei, et 
omme gi envoie e0 sur ei (ave
 les orientations), onen déduit que les arêtes g−1

i ej et e0 sont 
ontenues ave
 orientations 
ompatiblesdans un 
hemin d'arêtes orienté géodésique. Don
 g, qui envoie g−1
i ej sur e0 (ave
orientations), n'a pas de point �xe. De plus, on a h′ = gihig

−1
i = gjhjg

−1
j , don
 leséléments h et g 
ommutent. �Remarque. Un automorphisme sans point �xe d'un arbre est d'ordre in�ni. Rap-pelons qu'un groupe est lo
alement �ni si tout sous-groupe de type �ni est �ni. Si

Γ\T et les stabilisateurs d'arête sont �nis, alors, par la proposition 6.2 pré
édente,l'a
tion de Γ sur T est a
ylindrique si l'un des deux 
as suivants est véri�é :� le 
entralisateur de tout élément d'ordre in�ni est 
y
lique,� le 
entralisateur de tout élément non trivial ayant un point �xe est lo
alement�ni.Proposition 6.3 Soit T un arbre lo
alement �ni, et Γ un sous-groupe géométri-quement �ni de Aut(T ). Alors, il existe un arbre T ′ et une a
tion de Γ sur T ′ quivéri�ent :� Γ\T ′ est �ni,� les stabilisateurs d'arête de T ′ sont �nis,� les stabilisateurs de sommet de T ′ sont lo
alement �nis,� il existe une appli
ation simpli
iale équivariante de T dans T ′.De plus, la transformation géodésique de Γ pour T , en restri
tion à un Gδ-dense demesure de Bowen-Margulis totale de Γ\GTΓ,min, s'obtient par suspension topologiquede la transformation géodésique de Γ pour T ′.En outre, si Γ possède la propriété de Selberg, alors il existe un sous-grouped'indi
e �ni Γ′ de Γ dont l'a
tion sur T ′ est a
ylindrique.Remarque. Lorsque Γ est un réseau uniforme, 
e
i est évident. En e�et, T ′ = T
onvient et, par des arguments de [Ser℄, le groupe Γ 
ontient un sous-groupe libred'indi
e �ni, agissant librement sur T , don
 de manière 1-a
ylindrique.Preuve. Comme T se rétra
te de manière Γ-équivariante sur TΓ,min, nous pouvonssupposer que T = TΓ,min. Par dé�nition, le graphe de groupes quotient (X,G∗) =
Γ\\T est réunion d'un graphe �ni de groupes �nis et d'un nombre �ni de rayons
uspidaux (maximaux), notés (R1, G∗), . . . , (Rr, G∗). Pour i dans {1, . . . , r}, notons
R′

i le rayon Ri privé de son sommet origine et de son arête ouverte initiale, et (vi,n)n∈Nles sommets 
onsé
utifs de Ri. Notons π : T → X la proje
tion 
anonique. Soit ∼la relation d'équivalen
e sur T engendrée par x ∼ y si et seulement s'il existe i dans
{1, . . . , r} et une 
omposante 
onnexe de π−1(R′

i) 
ontenant x et y. Notons T ′ legraphe quotient de T par ∼. Comme les 
omposantes 
onnexes de π−1(R′
i) sont dessous-arbres deux à deux disjoints de T , le graphe T ′ est un arbre. Puisque la relationd'équivalen
e ∼ est invariante par Γ, si l'on munit T ′ de l'a
tion quotient de Γ, alorsla proje
tion 
anonique f : T → T ′ est Γ-équivariante.Pour tout sommet v de T , si v n'appartient pas à π−1(

⋃r
i=1R

′
i), alors le stabilisa-teur dans Γ du sommet f(v) de T ′ est �ni (égal au stabilisateur de v dans T ). Si, par
ontre, v appartient à une 
omposante 
onnexe de π−1(R′

i), alors le stabilisateur de33



f(v) est 
onjugué au groupe lo
alement �ni qui est la limite indu
tive des groupesdes sommets de Ri.Notons G♯T le Gδ-dense de GT formé des géodésiques dont au
un bout n'est unpoint parabolique borné pour Γ. Posons X1 = X − π−1 (
⋃r

i=1R
′
i ). Notons G1T lesous-espa
e Γ-invariant de G♯T formé des géodésiques ℓ telles que d'une part ℓ(0)appartienne à X1, et d'autre part si ℓ(0) est dans π−1({vi,1 : i ∈ {1, . . . , r}}), alors

ℓ(−1) ne soit pas dans l'intérieur de π−1(
⋃r

i=1R
′
i ).Pour ℓ dans G1T , notons τ(ℓ) l'entier non nul, valant 1 si ℓ(1) ∈ X1 et valant

1 + min{n ∈ N−{0} : ℓ(n) ∈ X1} sinon. Il s'agit du temps de premier retour dans
G1T de l'orbite de ℓ par la transformation géodésique ϕ. Notons ψ : G1T → G1Tl'appli
ation de premier retour, dé�nie par ψ : ℓ 7→ ϕτ(ℓ)(ℓ).Soit ℓ une géodésique appartenant à G♯T . Alors 
haque 
omposante 
onnexe de
ℓ(R) ∩ π−1(

⋃r
i=1R

′
i) est un segment 
ompa
t. La restri
tion à ℓ(R) de f é
rase enun point 
ha
une de 
es 
omposantes 
onnexes. L'image par f : T → T ′ de ℓ(R)est don
 l'image d'une géodésique θℓ de T ′, d'origine θℓ(0) = f(ℓ(0)), de sorte que

f : ℓ(R) → θℓ(R) préserve l'orientation. Notons ϕ′ : GT ′ → GT ′ la transformationgéodésique pour T ′.
ℓ(1)

R̃′
j

f

T T ′

ϕτ(ℓ)ℓ (0)

θℓ (1)

θℓ (0)

θℓ (−1)

ℓ(−1)

ℓ(0)

L'appli
ation θ : G1T → GT ′ dé�nie par ℓ 7→ θℓ est un homéomorphisme quirend le diagramme suivant 
ommutatif :
G1T

θ
−→ GT ′

ψ ↓ ↓ ϕ′

G1T
θ

−→ GT ′ .De plus, 
e diagramme 
ommute ave
 l'a
tion de Γ. Don
 la restri
tion à Γ\G♯Tde la transformation géodésique sur Γ\GT est topologiquement 
onjuguée à unesuspension de la transformation géodésique pour Γ\GT ′. La mesure de Patterson-Sullivan de tout point parabolique borné est nulle (voir [DOP℄ dans le 
adre desvariétés, et [Rob℄ plus généralement). Comme il n'y a qu'un ensemble dénombrablede points paraboliques bornés pour Γ, le sous-espa
e G♯T est don
 de mesure pleine.Si Γ possède la propriété de Selberg, alors il existe un sous-groupe Γ′ d'indi
e �nide Γ, tel que le graphe de groupes quotient Γ′\\T soit réunion d'un graphe �ni degroupes triviaux, et d'un nombre �ni de rayons 
uspidaux. Tout élément non trivialde Γ′, �xant un point de T ′, �xe don
 un unique point de T ′, dont le stabilisateur est34



lo
alement �ni. Par la se
onde assertion de la remarque qui pré
ède la proposition6.3, l'a
tion de Γ′ sur T ′ est don
 a
ylindrique. �Remarque 6.4 Soit T un arbre lo
alement �ni, et Γ un sous-groupe de Aut(T ) telque Γ\\T soit réunion de n rayons 
uspidaux de groupes, re
ollés en leurs origines.S'il existe m dans N − {0} tel que l'a
tion de Γ sur les m-uplets de points deux àdeux distin
ts de ∂T soit libre, alors l'a
tion de Γ sur T ′ (
onstruit dans la preuve
i-dessus) est (2m− 1)-a
ylindrique.Remarquons que le graphe de groupes Γ\\T ′ est alors une étoile de groupes dela forme
G3

GnG1
G

G2

G′
3G′

2

G′
1 G′

nave
, lorsque Γ est dis
ret, G,G′
1, . . . , G

′
n des groupes �nis, et G1, . . . , Gn des groupeslo
alement �nis.Preuve. La proje
tion dans Γ\T ′ d'un 
hemin d'arêtes géodésique c dans T ′, delongueur 2m−1, 
omporte m−1 allers-retours plus une arête, don
 est la proje
tiond'un 
hemin d'arêtes géodésique de T pénétrant dans m−1+1 horoboules distin
tesde la famille Γ-invariante maximale d'horoboules d'intérieurs disjoints. Tout élémentde Γ �xant c �xe don
 dans ∂T les m points à l'in�ni de 
es horoboules. �Les hypothèses de 
ette remarque sont véri�ées, ave
 n = 1 et m = 3, lorsquel'on 
onsidère le groupe Γ = PGL(2,Fq[X]) agissant sur l'arbre de Bruhat-Tits Tde (PGL2,Fq((X

−1))). En parti
ulier, 
omme annon
é dans l'introdu
tion, l'a
tionde Γ sur T n'est pas a
ylindrique, mais 
elle de Γ sur l'arbre T ′ asso
ié à T par lapreuve de la proposition 6.3 est 5-a
ylindrique.6.3 Flot géodésique d'ordre k sur un graphe de groupesSoit (X,G∗) un graphe de groupes et k > 0 un entier. Un k-
hemin de X estune suite (e0, e1, . . . , ek) d'arêtes de EX telles que t(ei−1) = o(ei) pour i = 1, . . . , k.Pour tout k-
hemin, le groupe produit Ge0 × Ge1 × . . . × Gek
agit sur l'ensemble

Go(e1) ×Go(e2) × . . .×Go(ek) par
((α0, α1, . . . , αk), (g1, . . . , gk) 7→ (ρe0(α0) g1 ρe1(α

−1
1 ), . . . , ρek−1

(αk−1) gk ρek
(α−1

k )) .Notons G(e0, e1, . . . , ek) l'ensemble quotient. Nous noterons [g1, . . . , gk] la 
lasse d'unélément (g1, . . . , gk) de Go(e1) ×Go(e2) × . . .×Go(ek).Considérons les trois appli
ations
(g1, ..., gk) 7→ (g2, ..., gk), (g1, ..., gk) 7→ (g1, ..., gk−1) et (g1, ..., gk) 7→ gk35



(les deux premières n'étant dé�nies que si k ≥ 2). Elles induisent des surje
tions
pr1 : G(e0, e1, . . . , ek) → G(e1, . . . , ek), pr2 : G(e0, e1, . . . , ek) → G(e0, . . . , ek−1) et
pr3 : G(e0, e1, . . . , ek) → G(ek−1, ek).Remarquons d'ailleurs que G(ek−1, ek) = ρek−1

(Gek−1
)\Go(ek)/ρek

(Gek
).Notons Ω′ la réunion disjointe des ensembles G(e0, e1, . . . , ek) pour tous les k-
hemins (e0, e1, . . . , ek) de X. Munissons l'ensemble Ω′×EX de la topologie dis
rèteet l'ensemble Σ′ = (Ω′ ×EX)Z de la topologie produit. Remarquons que si (X,G∗)est un graphe �ni de groupes �nis, alors Ω′×EX est �ni. Notons en
ore σ le dé
alagesur Σ′.Notons Σ′

0 l'ensemble des éléments ([gi,1, gi,2, . . . , gi,k], ei)i∈Z de Σ′ tels que pourtout entier i,




(1′) o(ei) = t(ei−1)
(2′) [gi,1, gi,2, . . . , gi,k] ∈ G(ei−k, . . . , ei−1, ei)
(3′) pr1([gi,1, gi,2, . . . , gi,k]) = pr2([gi+1,1, gi+1,2, . . . , gi+1,k])
(4′) si ei = ei−1, alors pr3([gi,1, gi,2, . . . , gi,k]) /∈ ρei

(Gei
) .Dé�nissons alors le �ot géodésique d'ordre k sur (X,G∗) 
omme le sous-dé
alage

(Σ′
0, σ). Lorsque k = 1, on retrouve la dé�nition de la partie 6.1.Il est immédiat que σ préserve Σ′

0, et que les 
onditions dé�nissant Σ′
0 sont�lo
ales� (au temps i, elles ne dépendent que du temps i et des k termes pré
édents).En parti
ulier, (Σ′

0, σ) est un sous-dé
alage de type �ni lorsque (X,G∗) est un graphe�ni de groupes �nis.Montrons maintenant le résultat suivant :Théorème 6.5 Soit T un arbre et Γ un sous-groupe de Aut(T ). Supposons quel'a
tion de Γ sur T soit k-a
ylindrique. Alors la transformation géodésique quotientest topologiquement 
onjugué à un sous-dé
alage.Plus pré
isément, si (Σ′
0, σ) est le �ot géodésique d'ordre k du graphe de groupesquotient Γ\\T , alors il existe un homéomorphisme θ′ : Γ\GT → Σ′

0 qui rend lediagramme suivant 
ommutatif
Γ\GT

ϕ
−→ Γ\GT

θ′ ↓ ↓ θ′

Σ′
0

σ
−→ Σ′

0 .Lorsque T est lo
alement �ni, et Γ un sous-groupe dis
ret 
o
ompa
t, 
e résultatest déja 
onnu : voir [Moz℄ pour un 
adre algébrique (rappelé en introdu
tion),qui s'étend en rang supérieur ; voir [CP℄ pour le 
adre plus général des groupeshyperboliques, par des méthodes utilisant leur dynamique sur leur espa
e à l'in�ni.Preuve. Considérons l'appli
ation θ̃′ : GT → Σ′
0, dé�nie par

θ̃′(f) = ([gi−k+1, . . . , gi−1, gi], ei)i∈Z ,en reprenant dans la démonstration de la proposition 6.1 les objets fi, ei, hi, gi as-so
iés à f . En e�et, la 
lasse de (gi−k+1, . . . , gi−1, gi) dans G(ei−k, . . . , ei−1, ei) ne36



dépend pas du 
hoix des hi. On véri�e immédiatement que les 
onditions (1′)-(4′)
i-dessus sont satisfaites pour θ̃′(f).De la même manière que pour θ̃, l'appli
ation θ̃′ : GT → Σ′
0 est 
ontinue et

Γ-invariante. L'appli
ation
ρ : ([gi,1, gi,2, . . . , gi,k], ei)i∈Z 7→ (pr3([gi,1, gi,2, . . . , gi,k]), ei)i∈Zest une appli
ation 
ontinue de Σ′

0 sur Σ0. Il est immédiat que ρ ◦ θ̃′ = θ̃.Montrons que θ̃′ est surje
tive. Soit ([gi,1, gi,2, . . . , gi,k], ei)i∈Z un élément de Σ′
0.Montrons que pour tout entier i, il existe un élément gi de Go(ei) tel que

[gi−k+1, . . . , gi−1, gi] = [gi,1, gi,2, . . . , gi,k]dans G(ei−k+1, . . . , ei−1, ei). Posons g−k+1 = g0,1, . . ., g−1 = g0,k−1 et g0 = g0,k. Cons-truisons les gn pour n ≥ 1 par ré
urren
e sur n (et de manière similaire les g−n pour
n ≥ k).Soit n ≥ 0, et supposons 
onstruits g−k+1, . . . , gn. En parti
ulier, l'égalité

[gn−k+1, . . . , gn−1, gn] = [gn,1, gn,2, . . . , gn,k]est véri�ée dans G(en−k+1, . . . , en−1, en). Par la 
ondition (3′),
pr1[gn−k+1, . . . , gn−1, gn] = pr2[gn+1,1, gn+1,2, . . . , gn+1,k] .Don
 il existe h1 dans Gen−k+1

, . . ., hk dans Gen
tels que

gn−k+2 = ρen−k+1
(h1)gn+1,1ρen−k+2

(h2)
−1, . . . , gn = ρen−1(hk−1)gn+1,k−1ρen

(hk)
−1 .Posons maintenant gn+1 = ρen

(hk)gn+1,k. C'est un élément de Gen+1. De plus,
[gn−k+2, . . . , gn, gn+1] = [gn+1,1, gn+1,2, . . . , gn+1,k] ,
e qui termine la ré
urren
e.Par la surje
tivité de θ̃, il existe f ∈ GT tel que θ̃(f) = (gi, ei)i∈Z. Alors, par 
ons-tru
tion de θ̃′, il est immédiat que θ̃′(f) = ([gi,1, gi,2, . . . , gi,k], ei)i∈Z, 
e qui montrela surje
tivité de θ̃′.D'après 
e qui pré
ède, l'appli
ation θ̃′ induit une appli
ation 
ontinue surje
tive

θ′ : Γ\GT → Σ′
0.Montrons que θ′ est inje
tive. Soient f, f ′ dans GT tels que θ̃′(f) = θ̃′(f ′). Mon-trons qu'il existe γ dans Γ tel que f ′ = γf . Notons f ′

i , e
′
i, h

′
i, g

′
i les objets 
orrespon-dants pour f ′ à 
eux introduits dans la démonstration de la proposition 6.1 pour f .Comme θ̃′(f) = θ̃′(f ′), on a e′i = ei. Quitte à rempla
er f et f ′ par leurs images pardes éléments de Γ, nous pouvons supposer que f0 = f ′

0 = ẽ0, et dans la 
onstru
tion,nous pouvons alors prendre h0 = h′0 = id.37



Comme θ̃′(f) = θ̃′(f ′), il existe pour tout i, une suite (αi,−k, αi,−k+1, . . . , αi,0)dans Gei−k
× . . .×Gei−1

×Gei
telle que, pour tout j = 1, . . . , k,

g′i−k+j = ρei−k+j−1
(αi,j−1−k) gi−k+j ρ ei−k+j

(αi,j−k
−1) . (∗∗)La démonstration du lemme suivant est te
hnique. Ce
i s'explique par la possi-bilité de propagation de �xateurs d'arêtes dans des suites d'arêtes. C'est pour luique nous avons besoin de l'hypothèse que l'a
tion est k-a
ylindrique.Lemme 6.6 Pour tout i dans Z, on a αi,−1 = αi−1,0.Preuve. Le terme de gau
he de l'égalité (∗∗) étant in
hangé en remplaçant simul-tanément i par i− 1 et j par j+1, il en est de même pour le terme de droite. Don
,pour tout j = 1, . . . , k − 1,

ρei−k+j−1
(αi,j−1−k)gi−k+jρ ei−k+j

(α−1
i,j−k) = ρei−k+j−1

(αi−1,j−k)gi−k+jρ ei−k+j
(α−1

i−1,j+1−k).Ce
i équivaut à
ρei−k+j−1

(α−1
i−1,j−kαi,j−1−k) = gi−k+j ρ ei−k+j

(α−1
i−1,j+1−kαi,j−k) g

−1
i−k+j . (∗ ∗ ∗)Comme αm,ℓ appartient à Gem+ℓ

, l'élément α−1
i−1,j−kαi,j−1−k de Γ �xe l'arête ˜ei−k+j−1.Notons εi−k = g−1

ei−k
ẽi−k, et pour j = 1, . . . , k − 1,

εi−k+j = (gi−k+1 g
−1
ei−k+1

gei−k+1
)(gi−k+2 g

−1
ei−k+2

gei−k+2
)

. . . (gi−k+j−1 g
−1
ei−k+j−1

gei−k+j−1
) gi−k+j g

−1
ei−k+j

ẽi−k.Comme gℓ �xe t̃(eℓ−1) = õ(eℓ), la suite (εi−k, εi−k+1, . . . , εi−1) est un (k − 1)-
heminde T (voir la �gure 
i-dessous).

ẽi−2

gi−1

εi−k+2

εi−2

εi−1

gei−2

= g−1
ei−k

ẽi−kεi−k

εi−k+1

g−1
ei−k+1

ẽi−k+1

gi−1gei−1
−1gei−1

gei−1

g−1
ei−2

ẽi−2

g−1
ei−1

ẽi−1

gei−1

gi−1gei−1
−1ẽi−1
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Remarquons que, pour ℓ = 0, . . . , k − 1, l'élément ρei−k+ℓ
(α−1

i−1,ℓ+1−kαi,ℓ−k) �xel'arête g−1
ei−k+ℓ

ẽi−k+ℓ.L'élément ρei−k
(α−1

i−1,1−kαi,−k), qui �xe g−1
ei−k

ẽi−k = εi−k, est égal, d'après l'égalité
(∗ ∗ ∗) pour j = 1, à un élément �xant

gi−k+1g
−1
ei−k+1

ẽi−k+1 = (gi−k+1g
−1
ei−k+1

gei−k+1
)g−1

ei−k+1
ẽi−k+1 = εi−k+1 .Don
 ρei−k

(α−1
i−1,1−kαi,−k) �xe (εi−k, εi−k+1). D'après la 
ondition (4′), 
ette suite dedeux arêtes 
onsé
utives n'est pas un aller-retour. Une ré
urren
e immédiate montreque l'élément ρei−k

(α−1
i−1,1−kαi,−k) �xe le (k − 1)-
hemin (εi−k, εi−k+1, . . . , εi−1), quiest lo
alement inje
tif. Il vaut don
 l'identité, 
ar l'a
tion de Γ est k-a
ylindrique.Puisque les morphismes ρen

sont inje
tifs, on a don
 αi−1,1−k = αi,−k. Une ré
urren
eimmédiate utilisant les égalités (∗ ∗ ∗) pour j = 1, . . . , k − 1 montre alors que
αi−1,ℓ−k = αi,ℓ−1−kpour ℓ = 1, . . . , k, 
e qui montre le lemme pour ℓ = k. �Reprenons la démonstration de l'inje
tivité de θ′. Par l'égalité (∗∗) pour j = k,et par le lemme pré
édent, on a

g′i = ρei−1
(αi,−1) gi ρ ei

(α−1
i,0 ) = ρei−1

(αi−1,0) gi ρ ei
(α−1

i,0 ) .La formule (∗) de la démonstration de la proposition 6.1 donne don

g−1

ei−1
h′i−1(h

′
i)
−1gei

= ρei−1
(αi−1,0) g

−1
ei−1

hi−1h
−1
i gei

ρ ei
(α−1

i,0 ),
e qui équivaut à
h′i(h

′
i−1)

−1 = αi,0hih
−1
i−1α

−1
i−1,0 .Posons f ′′ = α−1

0,0f
′. Alors, par naturalité, pour 
onstruire θ̃(f ′′), on peut prendre

h′′i = h′iα0,0. Don
, pour tout i dans Z,
h′′i (h

′′
i−1)

−1 = αi,0hih
−1
i−1α

−1
i−1,0.Montrons par ré
urren
e sur n ≥ 0 que h′′n = αn,0hn. Comme h0 = h′0 = id, on a

h′′0 = h′0α0,0 = α0,0h0. Supposons la formule vraie au rang n− 1, alors
h′′n = αn,0hnh

−1
n−1α

−1
n−1,0h

′′
n−1 = αn,0hn .Un raisonnement analogue pour n ≤ 0 montre que pour tout i dans Z, on a en
ore

h′′i = αi,0hi. Don
, puisque αi,0 �xe l'arête ẽi, on a
f ′′

i = (h′′i )
−1ẽi = h−1

i α−1
i,0 ẽi = h−1

i ẽi = fi .Don
 f ′′ = f , 
e qui montre bien que f et f ′ sont dans la même orbite par Γ. Don

θ′ est inje
tive.Cette démonstration montre aussi que si les i-èmes termes des suites θ̃′(f) et
θ̃′(f ′) sont égaux pour i dans [−N − 2, N + 2] ∩ N, alors f et f ′ 
oïn
ident sur
[−N,+N ]. Don
 (θ′)−1 est 
ontinue. Ce
i termine la démonstration du théorème6.5. �39
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