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Surfaces isotropes de O et systémes intégrables.

Idrisse Khemar

Introduction

Dans cet article, nous étudions certaines surfaces isotropes de @ = R8. L’idée
de s’intéresser a de telles surfaces vient de la volonté de chercher des analogues
aux surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires de R*, dans R8. Ces
surfaces de R* forment un systéme complétement intégrable présentant une
structure inédite (cf.[9]) et il est naturel d’en chercher des généralisations dans
R8. (cf. [13].)

Considérons une surface ¥ lagrangienne de R*. On peut localement trouver une
paramétrisation conforme de ¥ par des coordonnées (u,v) € Q , Q étant un
ouvert de R2, i.e. une immersion X : Q — R* telle que

dX = e/ (erdu + eadv)

avec (e1, e2) base hermitienne de C? pour tout (u,v) € Q , f € C>°(R?). L’iden-
tification entre R* et C? est donnée par (z1, 22,3, 14) — (21 +ixe, 13 +i1y). A
la surface ¥ est associé l’angle lagrangien (3 défini par e’ = det(e1, e2) (qui ne
dépend pas de la paramétrisation choisie car il ne dépend que du plan tangent
TX(u,v)E = Rey + Rey).

Maintenant considérons la fonctionnelle d’aire A(X) = [; dv sur I'ensemble des
surfaces orientées lagrangiennes de R*. Un point critique pour cette fonction-
nelle est une surface lagrangienne ¥ telle que 6.4(X)(X) = 0 pour tout champ
de vecteur X a support compact sur R? avec la condition supplémentaire que X
doit étre lagrangien i.e. son flot preserve les surfaces lagrangiennes ; si on suppose
que cela n’est vrai que si X est hamiltonien, i.e. X = —iVh avec h € C°(R*,R)
alors ¥ est dite hamiltonienne stationnaire. On montre alors, cf.[9], que X est
hamiltonienne stationnaire si, et seulement si, AG = 0 ou A est le laplacien sur
> défini a l'aide de la métrique induite.

Dans [9], il est montré que les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes station-
naires de R* sont solutions d’un systéme complétement intégrable. Dans le lan-
gage des systémes complétement intégrables on construit une famille de connex-
ions de courbure nulle ay, A € S qui s’écrit :

ax=A"2ah + A7l +ag + Aaf + Najy (1)

cf. [9].
Nous nous proposons ici de trouver des surfaces de R® isotropes telles qu’a



chacunes d’elle, 3J, corresponde une fonction py; : ¥ — S2 (analogue de e?? : ¥ —
S1) et que les surfaces pour lesquelles px est harmonique forment un systéme
complétement intégrable. Pour ce faire nous allons procéder par analogie avec
les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires de R*. Commencons par
formuler le probléme dans R* & 'aide des quaternions. Ensuite nous procéderons
par analogie en utilisant les octonions (section 2). Le rappel des définitions et
connaissances nécessaires sur les octonions est fait dans la section 1.

Pour z,y € H, on a

Ty = (z,y)rs — w(x,y)i —detez(z,y)j = (z,y)c> — dete2 (2,9)]

ol w = dxy Adxy + dxs A dxy. Ainsi pour (e, e2) base orthonormée d’un plan

lagrangien de R* on a
B

J

ou 3 est I'angle lagrangien du plan Vect(eq, e2). On voit que 'on peut exprimer
la contrainte lagrangienne ainsi que 'angle lagrangien & I'aide du produit dans
H. Plus précisemment, nous avons appliqué la procédure suivante : on forme le
produit z- g, avec x,y de norme 1, puis on suppose que les deux premiers termes
de x -y € H dans la décomposition H = R & Ri @ Rj & Rk, sont nuls et alors on
axz-gy €S ce qui nous permet de recupérer e’ € S*.

Nous procéderons de méme dans R® en utilisant le produit des octonions (sec-
tion 2). Pour ¢,¢' € O = H? on a

61'62 = —6Z

7
¢ 7 =(0.4)+ > wilg,q)e
=1

ou (e;)o<i<7 est la base canonique de R8, w; = (-, Le,"), et L., designe la multi-
plication a gauche par e;. Nous introduisons la décomposition

q.4' = (B(q,q"),—p(q,q")) € H>.

Alors nous regardons les surfaces isotropes pour wi, we, ws, que nous appelons
surfaces Xy . Nous nous interessons donc & I’ensemble @ des plans de O isotropes
pour ces 3 formes symplectiques. L’ensemble V' des bases orthonormées de
ces plans est Iensemble des couples normées (q,q') € S7 x S7 qui vérifient
B(q,q") =0 (V est 'analogue de I’ensemble des bases hermitiennes de C?). On
a alors Q = V/SO(2), et p(q,q") € S® pour tout (q,q') € V (la norme est multi-
plicative dans Q : |q¢'| = |q||¢'| = 1). On a ainsi défini une fonction p: V — S3
analogue a e"B et cette fonction passe au quotient en une application p:Q— S5
D’autre part dans le cas de R* on a le groupe U(2) qui agit librement et tran-
sitivement sur l’ensemble des bases hermitiennes et on peut écrire ’'action de
U(2) a l’aide des quaternions : on a le morphisme surjectif de groupe de noyau
+1:
S§3 x §3
(p.q)

SO(4)
L,R; = RgLy = (x — paq)

_
>
et on peut écrire

z.Y = <Iay> + <Ia2y>l + <‘T7.]y>.] + <‘T7ky>k



Ainsi U(2) est le sous-groupe de SO(4) qui commute avec L; d’ou U(2) =
{L,R;,p € S', ¢ € S3}. Quant & SU(2) c’est le sous-groupe de SO(4) qui
commute avec L;, L;, Ly, d’ou SU(2) = {R,, ¢ € S*}. D’une maniére générale,
pour g = L, Ry € SO(4) on a (92)(75) = p(ai)p.

Par analogie nous allons chercher le groupe qui conserve B, i.e. le sous-groupe
de SO(8) qui conserve wy, wa, ws. Nous trouverons le groupe SU(2) x SU(2).
Le résultat est trés différent de ce qui ce passe dans H mais c’est le bon groupe
de symeétrie. En effet comme px est & valeurs dans S® et que nous voulons
lui imposer d’étre harmonique, nous allons utiliser la théorie des applications
harmoniques du point de vue des systémes intégrables (cf. [3]) et donc écrire
S3 comme un espace symétrique : S® = S% x §3/A ot A est la diagonale de
S3 x S3, A ={(a,a), a € S} (et est analogue de SU(2)). Cependant nous
nourrissons l’espoir d’avoir un groupe qui agit transitivement sur V' (ce qui n’est
pas le cas de S? x S3) ainsi qu’il en est pour U(2) et les bases hermitiennes de
C2. Nous allons donc chercher & grossir le groupe en prenant le sous-groupe
de SO(8) qui conserve la nullité de B : nous trouvons alors un groupe G de
dimension 9 (V est de dimension 10) qui n’agit donc pas transitivement. Alors
nous regardons 'action de G sur @, qui lui est de dimension 9. Malheureuse-
ment, nous trouvons que l'action n’est toujours pas transitive. Nous calculons
alors les orbites : nous trouvons que toutes les orbites sont de dimension 8 sauf
deux orbites dégénérées I'une de dimension 7, I’autre de dimension 6. En outre
nous construisons une fonction p: @ — [0, 1/2] dont les fibres sont les orbites
de G, les orbites dégénérées étant p~1({0}) et p~*({3}) respectivement. Ensuite
nous arrivons a trouver un moyen simple de passer d’une orbite & une autre (cf.
théoréme 6). Enfin nous terminons la section 2 en étudiant algébriquement le
groupe G et son algebre de Lie.

Dans la section 3 nous étudions les surfaces Xy,. Nous montrons que celle dont
le ps; est harmonique forment un systéme complétement intégrable : nous con-
truisons une famille de connexion de courbure nulle ay comme dans (1).
Ensuite nous montrons que les surfaces ¥y sont solutions de deux équations
I'une linéaire, 'autre non linéaire. (En fait c’est la méme équation ot on représente
la surface de maniére différente).

Dans la section 4, nous exposons la méthode des groupes de lacets, en se référant
a [3] et [9] pour les détails. Puis nous obtenons une représentation de type Weier-
strass pour les surfaces Xy .

Dans la section 5, nous calculons le vecteur courbure moyenne d’une surface Xy,
(dans l'espoir d’obtenir une interprétation variationnelle).

Dans la section 6, nous montrons que ce que nous avons fait pour les sur-
faces Xy est en fait un cas particulier de quelque chose de plus général. En
effet, en considérant le produit vectoriel de @, nous définissons une application
p: Gra(0) — 5. Alors nous montrons que les surfaces immergées 3 de O telles
que px: 2z € X — p(T.X) € SO est harmonique (surfaces p — harmoniques)
forment un systéme complétement intégrable. Le groupe de symétrie est alors
Spin(7). Plus généralement, soit I & {1,..., 7} alors les surfaces wy — isotropes,
i.e. isotropes pour w;, i € I, dont le py (qui est alors a valeurs dans S =
S(Digr,isoRe;) ~ S6-111) est harmonique, forment un systéme complétement in-



tégrable. Le groupe de symétrie est alors Gy ~ Spin(7 —|I|). Pour I = {1,2,3},
on retrouve les surfaces Xy. Nous construisons donc une famille (Sy) paramétrée
par I, d’ensembles de surfaces solutions d’un systéme intégrable, tous inclus dans
Sy, telle que I C J implique Sy C S;. Par restriction a H on obtient les surfaces
p — harmoniques, wy — isotropes de H. Alors p(Gre(H)) = S? et |I| = 0,1 ou
2. Pour |I| = 1 on retrouve les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes station-
naires de R* et pour |I| = 2, les surfaces spéciales lagrangiennes. Par restriction
a Im(H), on retrouve les surfaces CMC de R3. Nous terminons 'article par le
calcul du vecteur courbure moyenne d’une surface quelconque de O en fonction
de p (nous pensons qu’il existe une interprétation variationnelle des surfaces
p — harmoniques).

1 L’algébre des octonions

1.1 Deéfinitions

On rappelle ici les définitions et propriétés sur les octonions qui nous seront
utiles pour la suite. Pour avoir plus de détails et pour les démonstrations on
pourra consulter [4],[5]. On appelle algébre des octonions 'espace vectoriel :

©_{<;C ;y>,x,y€H}CM2(H)

muni de la multiplication (i.e. application bilinéaire sur Q) :

x =g\ (2 v\ _(w—yy —ur -y
y a—: y/ ,f/ - I/y _|_ jy/ a—:/‘f _ ,y,y/
On voit que 1’on peut identifier O & H? = R® muni de la multiplication

(z,y) - (2',y") = (22’ —y'y, 'y + 2Y)

On définit une conjugaison g — ¢ a l'aide de la conjugaison sur les matrices :
m = (Z, —y). On remarque la présence d’un élément neutre pour la multipli-
cation : 1 = (1,0) et O est ainsi une R-algébre unitaire. En particulier, R.1 est
une sous-algébre dont les éléments seront dits réels et caractérisés par q = q.
On définit sur O la norme N(¢) = ¢.g = §.¢ = 2T + y§ € R qui n’est autre
que la norme euclidienne standard de H? = R8. Cette norme est multiplicative
N(qq') = N(q)N(q'). En particulier S7 est stable par multiplication. Les octo-
nions orthogonaux & 1 , R+ | pour la norme N seront dits : octonions pures,
et caractérisés par § = —¢q , ou encore ¢> € R™. Si on se restreint & la sphére
S7” = {q € O, g.q = 1} alors le sous-ensemble des octonions purs de S7 est
caractérisé par ¢ = —1.

La base canonique de R® correspond en écriture matricielle 4 la base des octo-
nions :

1 0 i 0 0 k0
T _ T _ T_ (7 T
B0 ) =00 %) =2 5) = (5 %)



0 -1 0 1 0 j
VA (A A o - Ll — J
E_<1 0)’I_EI_<iO>’J_EJ_<jO>’

0 k
L plgt =
K_EK_<kO)'

Dans la suite il nous arrivera aussi de noter cette base (e;)o<i<7 (Uordre des
vecteurs étant toujours le méme).

O n’est pas associative : ITH(JIK') = IN(—IT) = E! tandis que (I'JY)K! =
(-K"HK! = —-FE!.

1.2 Propriétés de la multiplication

Proposition 1

() (@292) = N(2)og), (e, 20) = N() e )

(i) (w7, yu) + (yz, 2w) = 2{z,y) {2, w)

(iii) si x ¢ R1, R1 ® Rz est une algébre isomorphe (isométrique) a C.

Proposition 2

() zy=yz , ==, (z,y) = Re(zy) = Re(zy)

)=N(@)y , (zg)y = N(y)z

(i) #(52) +5(T2) = 2w 9)7 , (2P + (=2)y = 2, )

(iv) si(z,y) =0, alors vy = —yZ et (gz) = —y(Zz) , (29)x = —(27)y.
Définition 1 On dira d’un élément x # 0 d’une algébre A non associative qu’il
est inversible s’il existe ' € A tel que Yy € A, 2'(zy) = z(2'y) = (yx)2’ =

(yz")x = y. Ceci revient & dire que L,: y — xy et Ry: y — yx sont inversibles
d’inverses respectives L, et Ry.

Proposition 3 Tout x € O \ {0} est inversible d’inverse N(z)~'z. En outre
onal'ly=L;z,'R, =Rz .

Proposition 4 On a les propriétés d’associativité suivantes :

(i)

(ax)(ya) = a((zy)a)
a(z(ay)) = (a(za))y
z(a(ya) ((za)y)a
(i)
(zy)r = z(yx)
z(zy) = 2%y
(xy)y = axy?



(iii) RyLy = LyRy , L2 = L2 , R

x

= RmQ; La;ﬂa = LaL;ELa ) Raya = RaRyRa-

Proposition 5 L’application trilinéaire {x,y, 2z} = (zy)z — x(yz) est alternée
donc antisymétrique.

Proposition 6

i) =,y € commutent si, et seulement si, (1,x,y) est liée et alors la sous-
i O tent si, et l t si, (1 t liée et al l
algébre (unitaire) engendrée par x et y est isomorphe a4 C (on suppose que

{z,y} £ R1).

(ii) s’ils ne commutent pas alors la sous-algébre qu’il engendrent est isomorphe
(isométrique) au corps H des quaternions.

(iii) si D est une sous-algébre (unitaire) de O de dimension 4 (i.e. ~ H) et si
a € D+~ {0} alors O = D @ a.D et on a

(2 + ay)(@’ +ay') = (a2’ — M)+ ale'y + 7))

avec A = —N(a).

(iv) soita,b € (R1)L unitaires et orthogonauz (alors comme ab = —ba) la sous-
algébre D engendrée par a,b est de dimension 4, et soit ¢ € D+ unitaire
alors {1,a,b,ab,c,ca,ch,clab)} est une base orthonormée de QO qui a la
méme table de multiplication que la base canonique.

Proposition 7 Siz,y ne commutent pas i.e. (1,xz,y) est libre alors z — {x,y, 2}
n'est pas identiquernent nulle autrement dit Ly, # LyL, ou encore par anti-
symétrie Ry, # Ry R, , ou encore Ly Ry # RyL,.

Théoréme 1 Si L, L, = L, alors obligatoirement z = xy et donc =,y commu-
tent, et de méme RyRy = R, = z = yx. Ainsi {L,, © € O*} et {R,, x € O*}
ne sont pas des sous-groupes de GL(Q) = GL(R?®).

Proposition 8 L,L, = L, L, <= zy = yx (idem pour R).

2 Plans isotropes et Groupes opérants

2.1 Analogie a ’aide des octonions

Comme nous I'avons expliqué dans l'introduction, on va étudier I’expression
q.¢" dans O par analogie avec H. Soit donc ¢ = (z,y), ¢ = (2/,y’) € O, alors

wd— ()7 (Y
' y) \—y aly =7y )

On peut aussi écrire en notant (e;)o<;<7 la base canonique de R® = O définie a

la section 1 :
7

¢-¢=(ad)+D (@ e-dei .
i=1



Posons w;i(q,q") = (g, €;-¢') , 0 <i <7, alors w; est la forme symplectique sur
R® associée & 'endomorphisme L, ((Le,)? = —Id). On a alors

7
¢-¢ =(g0.d)+> wilg.q)ei .
=1

On notera
3
Blq,q) =27 +y 7= (¢,¢) + > wilg. ) e
=1
et
7
p(a,d) =Ty =2y == wilg,q)eia.
1=4

Soit alors V = {(q,¢') € S"x S7/ B(q,q') = 0}. On a alors pour tout (g,q') € V

7= ()

avec p € S3. Ceci s’écrit encore
0
q/ - ( > o
p

On a ainsi défini une fonction p: (¢,¢') € V — p(q,q’) € S3. On peut calculer
les coordonnées de ¢’ en fonction de celles de g d’aprés I’expression précédente :

’ —yp
q_< zp )

En particulier on voit que V est une sous variété de S7 x S7 diffecomorphe &
S7x 53, le diffsomorphisme étant évidemment (g, ¢') — (g, p). Enfin on remarque
que p ne dépend que du plan orienté engendré par (g, q’).

2.2 A la recherche de groupes agissant sur V/

Cherchons le sous-groupe de GL(8) qui conserve B, i.e. le groupe des élé-
ments g € SO(8) qui commutent avec L1, L1, Lt , i.e. avecles L, o), v € H.

On a L) = ( Low l(/)— > ainsi en posant g = < é, g ) on a pour tout
reH:
L, 0 \(A B\ (A B\(L. 0)_
0 Lz cC D C D 0 Lz |
L,A— AL, L,B- BL;
L;C—-CL, LzyD—-DL; |



En égalant la derniére matrice & 0 on obtient : Vo € H [L,, A] = [L.,D] =0,
BL, = LzB, CL, = Lz. Les équations sur A, D signifient que A = R,, D = Ry
avec a,d € H. Pour B,C on a B(z.1) = zB(1) d’ou B(az) = azB(1) mais on a
aussi B(ax) = B(L,z) = aB(zr) = azB(1) or comme aT # aZ en général on a
donc B(1) = 0 et donc B = 0 et de méme pour C. D’ou

Théoréme 2 g € SO(8) conserve B si, et seulement si,

(R, O
9= 0o Ry
avec a,d € S3, ainsi le groupe conservant B est SU(2) x SU(2).

Remarque 1 Le groupe obtenu n’agit pas transitivement. D’autre part, con-
trairement & ce qui se passe dans H, ici, comme on I’a vu dans la section 1, R,
et L, ne commutent pas, {R,Lp, ¢,p € S”} n’est pas un groupe et on n’a pas :

(4b)(q'b) = qq’.

On peut se demander pourquoi le résultat est trés différent de ce qui se passe
avec les quaternions ou le groupe qui conserve (-, )¢, i.e. U(2), agit transitive-
ment sur les bases hermitiennes. Cela s’explique par ’absence d’associativité.
Dans H, si g € SO(4) commute avec L; et L;, il commute alors avec Ly = L;L;
tandis que dans O le fait de commuter avec L+ est une condition supplémen-
taire. D’ailleurs, on peut voir que le sous-groupe de SO(8) qui commute avec
L;+, Lyt est de dimension 10 (car isomorphe & Sp(2) = U(2,H)) et donc la
condition de commutativité avec L1, fait passer la dimension de 10 & 6 . Le
groupe, S3 x 83, ainsi obtenu est le bon groupe de symétrie recherché pour
obtenir un systéme complétement intégrable, car pour écrire S sous la forme
dun espace symétrique , on peut écrire S3 = S3 x S3/A o A\ est la diagonale.
De méme dans [9], il suffirait de se restreindre au groupe S!, or les auteurs y
utilisent le groupe U(2) tout entier qui agit transitivement sur les bases hermi-
tiennes, en écrivant que S' = U(2)/SU(2). On voudrait ici de la méme maniére
trouver un groupe (contenant S3 x S3) qui agisse transitivement (ou du moins
"le plus transitivement possible") sur V. Car dans le cas ou G agit transitive-
ment sur V on peut toujours relever un couple (g,q¢’) € V en un élément de G,
et le fait de travailler sur G permet de représenter une surface par un élément
de R% .G (dans [10] on obtient ainsi une équation de Dirac). D’autre part, on
veut comprendre la géométrie de V, i.e., la géométrie des plans isotropes pour
les trois formes symplectiques w;, i = 1,2,3 de la méme fagon que la géométrie
des plans lagrangiens de C? est étudiée (ou rappelée) dans [9].

Le plus gros groupe qui conserve V est le sous groupe de SO(8) qui conserve
la nullité de B. Il est donné par :

Théoréme 3 Soit G = {g € SO(8)/B(q,q') =0 < B(g.q,9.9') = 0}, c’est le
plus grand sous-groupe de GL(8) qui stabilise V. Il existe un morphisme surjectif
0: G — O(3) C O(4) a valeurs dans le groupe des isométries de H qui fizent 1,



tel que 6~1(SO(3)) = GO, la composante neutre de G, et 6=1(0~(3)) = L. GO,
donc
G=G"ULyG°,

R.0(g) 0
0 Ry0(g)

GO_{<R‘6LC RI?L ),a,b,ceSg}

De plus on aVq,q' € O, B(g.q,9.¢'") = 0(9)(B(q,q’)) pour tout g € G. En outre
pour tout g € G°, on a O(Lg.g) = 0(g)* = x0(g) o * désigne la conjuguaison
de H qui est aussi l’élément —I3 de O(ImH) = O(3). Enfin dans G°, on a
0(Diag(RoLe, RyL.)) = Int. = (x € ImH — czc™t).

et tel que tout g € GO s’écrit g = ( > Plus Précisement

Démonstration  Dire que g € GL(8) vérifie B(¢q,q') = 0 = B(g9.9,9.¢') =0
revient a dire que ({q, L.,q¢') =0, 0 <i <3) = ((9.¢, L¢;9.¢') =0, 0 < i <3)
ce qui équivaut a

3
"gLe,g =Y 0ijLe,, 0<i<3. (2)
j=0

avec 6;; € R. Alors en posant 6(g) = (0;)o<i,j<3, on a 0(gg’) = 6(g9)0(g’) pour
tout g, € G’ = {g € GL(8)/ B(q,q') =0 < B(9.q,9.¢') = 0}. En effet on a

3 3 3
"(99")Le.(99") ="9'(D_ 0i;(g = 3> 05(9)0(9') Ley

j=0 =0 k=0
3

d’oit le résultat. Ainsi 6: G’ — GL(4) est un morphisme de groupe. Prenons i =
0 dans (2), comparons 1’équation obtenue avec sa transposée, alors en utilisant
que 'L, = —Lc, pour j > 1, on voit que I'on doit avoir ‘gg = o Id et 6p; =0
pour 1 < 5 < 3. En procédant de méme pour i > 1 on obtient ;9 = 0 pour
1 < < 3;il en résulte que 8 = Diag(fpo, 1) avec p € GI(3). De plus comme
tgg = Ogold, on doit avoir gy > 0 et donc G’ = R% .G avec, rappelons le,
G = G'() SO(8). Maintenant en écrivant (2) pour i > 1 et g € G, et en utilisant
le fait que les L.,, ¢ > 1, anticommutent deux & deux, on obtient :

_25zk1d = gil(LelLek‘FLekLel)
= (g 1Le¢ )( 1Lek9) + (g _1Lek9)(9_1Leig)
Z ,u”Lj,U/kl(Lej Lel + LeZLej)
1<5,1<3
3
= D pijig(—21d)
j=1



d’ou p(g) € O3) sig € G.
B
C D

L 0
toujours (2), et le fait que L., = ( 5% 'y ) avec (e, ¢eh,e4) = (4,5, k) la

Cherchons, ensuite & quelles conditions g = < > € (. Pour cela , on utilise

base canonique de Im H, cela donne :

LuA  LyB\ (AL, -BL,

~L,C —L,D)~\CL, -DL,
ot u' = Z?:o pije; € Ri ® Rj @ Rk = ImH . Ainsi pour A par exemple, on a
Lo A= AL, dou €. A(1) = A(p*) ce qui imlique que

0 0 O

/ ! !
" = (a, €}.a, €5.a, €5.a) = R,

o O o

avec a = A(1). Finalement on a donc A = R,.Diag(l, p) = R,.0 et de
méme D = Ry.Diag(l, p), B = Ry.Diag(l,—p), C = R..Diag(l,—p) =
R..Diag(1, p)* , ot * = Diag(1l, —I3) est la conjuguaison dans H.
Ensuite on écrit quon doit avoir Les.A(e}) = A(u'.€}) pour 1 < 4,5 < 3 en
utilisant I'expression de A que 'on vient d’obtenir. On trouve, aprés calcul,
que :

(Ler = ALyi, 1<i<3) <= (p=com(p) oua=0)

(com désigne la comatrice), comme p € O(3) cela veut dire det 4 = 1 ou a = 0.
On trouve la méme chose pour D. Pour B on a aussi :

(Ley =—=BLyi, 1<1<3) <= (det(u) =—-1oub=0)
et de méme pour C. On achéve la démonstration en remarquant que Lg, =

Id 0
automorphismes intérieurs de H qui n’est autre que SO(Im H). u

< 0 _Id>, et que le groupe des automorphismes de H est égal au groupe des

Ce théoréme permet de voir comment p: (q,q') — p(q,q') = Ty’ — 2’y se trans-
forme sous 'action de G :

p(9.0,9-4') = ap(q,¢')b pour g = Diag(RqL., RyLc) .

Ainsi Iaction de G° sur V = {(q,p) € S7 x S3} s’écrit g - (¢,p) = (9.q, apb).
En outre, on voit que I’action de G sur p définit une action transitive de G° sur
53, Si I'on oublie les L. qui n’ont aucun effet sur p, et que I’on se restreint au
groupe S x S3, cette action n’est autre que le revétement universel de SO(4).
Maintenant pour ¢’ = Diag(RqLc, RyLe). L1 on a

p(gq,9'-¢") =ap(qg,q)b.
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On a donc trouvé un groupe G de dimension 9 agissant sur V qui est de di-
mension 10. Cette action ne peut donc pas étre transitive. On est donc amené a
étudier 'action de G sur les plans engendrés par les éléments de V', en espérant
qu’elle soit transitive.

2.3 Action de G sur les plans de V/SO(2)

Considérons I'ensemble des plans orientés de R® engendrés par les (¢,q¢’) €
Vo
Q@ = {Plans orientés annulant wy, wa, ws}.

@ est une sous-variété compact de Gro(R®) = {plans orientés de R®}, difféo-
morphe & V/SO(2), 'action de SO(2) sur V étant donnée par (¢,¢') — (q,q') -
Ro= (cosfq + sinfq’,—sinfq + cosf¢q’). En effet, comme V est fermé dans
Y = {(q,¢') orthonormées de R®}, le graphe Ry de l'action de SO(2) sur V,
Ry = Ry N(V x V), est fermé, puisque Ry, le graphe de Y modulo SO(2) est
fermé (Y/SO(2) = Gra(R®) a une structure de variété quotient) donc V/SO(2)
admet une structure de variété quotient et munie de cette structure c’est une
sous-variété de Gra(R®) de dimension 9.

Lorsqu’on identifie V' & S7 x S2 Paction de SO(2) s’écrit

Ry - (q,p) = (cosq+sinb (g) “q, p) -

G agit sur @ : si on note [q,¢'] le plan engendré par (¢,q¢') on a g.[¢,q'] =
[9.q,9.¢"]. Cette action n’est pas transitive. En effet, considérons Py = [1, E!]
alors G°.Py = {[(T), (O], a,bc € 3} = {1(5), (2)], |z] = |y| = 1} est de di-
mension au plus 6 < 9. De plus Lp.[1, E'] = [E},—1] = [1, E']. Finalement
G.Py = G°. P, est de dimension 6.

2.3.1 Calcul du stabilisateur d’un point

Soit Py = [qo,q)] € Q et Stab(Fp) le stabilisateur de P, , alors comme G
est compact , on sait que O(Py) = G.Py est une sous-variété compacte de Q
et G/Stab(Py) = G.Py. Ainsi si on avait dim(Stab(Pp)) = 0, alors O(FPy) serait
une sous variété de dimension égale & dim(G) = dim(Q), donc un ouvert de
@ mais aussi un fermé car elle est compact, donc comme @ est connexe (car
V ~ ST x 83 est connexe) on aurait que O(Py) = @ donc G agirait transitive-
ment or ce n’est pas le cas. Donc VP € @, dim(Stab(Py)) > 0 et dim O(Fy) < 8.

Les orbites sont en fait données par :

Théoréme 4 Q) admet la partition suivante :
Q=GP UGPULU

o1
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L Pl:[luEl]f‘P?:

() 3

e U={P= K;) , <;>] € Q. /(z,2') est libre et |(z,2')| + ||z| — |2'|| £ 0}

est un ouvert de Q.

De plus on a G.P, = {P € Q/(z,2') est liée} , G.P, = {P € Q/(z,2') =
0, |z| = |2'|} et enfin VP € U, G.P est une sous-variété compacte de dimension
8. Ainsi, il y a deux orbites dégénérées G.Py, et G. Py, et toutes les autres orbites
sont de dimensions 8.
On peut ajouter que VP € Q, G°.P = G.P et que

e si P € G.P1, alors Stab(P)|p = {£Idp}

e si P € GP,, alors Stab(P)p = SO(P)

e si Pc U, alors Stab(P)p = {+Idp}.

Démonstration Dans un premier temps, on se restreint & I’action de GU.
Soit donc P = [g,q'] € Q et posons ¢ = (z,y), ¢ = (z',y') = (~yp, xp). Soit
g € Stab(P), alors il existe 6 € R tel que

9-(¢.4)=(¢.¢')- Ry i.e. gp=Ro

ce qui s’écrit

— s !
{ cra=coshx+sinfx et aph=p. 3)

cx'a = —sinfx + cosf '

Si (z,2') est libre alors cela implique que Mat(, o) (RaLe|z,0)) = Re, ce qui
nécessite que ou bien (x,2’) = |2’| — |x| = 0 ou bien § = 0 mod 7. Ceci nous
améne & différencier trois cas :

1. (x,2') est libre et ((z,2') # 0 ou |2'| — |z| #0)

2. (z,2') est libre et (x,2') = |2/| — |z| =0

3. (z,2') est lice.
Dans chaque cas, on détermine le sous-groupe de SO(4), {R,L. € SO(4) véri-
fiant les 2 premiéres équations de (3)}, ce qui nous donne alors dim Stab(P) et
Stab(P)|p. On trouve alors que dim Stab(P) = 1,2,3 dans les cas 1,2,3 respec-
tivement. Ceci nous donne dim O(P) dans chaque cas. Ensuite, dans les cas 2 et
3, respectivement, on détermine facilement un élément g = Diag(R, L., RyL.) €
GO tel que P = g.P; et P = g.P; respectivement. Enfin, on vérifie que Ly P, =
P,LpPo=PetqueVPeU, Ly P e GY.PdouG.P=GOP,VP € Q. Ceci
achéve la démonstration. ]

2.3.2 Caractérisation des orbites

On cherche une fonction p: Q — R dont les fibres soient les orbites de G°
(et donc de GG). Elle est donnée par le :
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Théoréme 5 Soit p: [q,¢'] € Q — [Im(z.a’)| € [0, 3]. Alors les orbites de G
sont les fibres de p :

1. p7H0) =G.PL ={P € Q/(x,2') est liée}
2.p N (3) =GR ={Pe€Q/(x,a) = |a/| - |z| = 0}
9. p1(10, 1) = U et VP, P' € U, p(P) = p(P') <= G.P = G.P".

Démonstration D’abord p est bien définie car Im(a: 2’) ne dépend que du
plan [q,¢']. Ensuite, elle est bien a valeurs dans [0, 1] puisque [2/|*> + |2|* =
1. Elle est invariante sous l'action de G° : pour g = Diag(RaLc, RyLc) on a
p([9.9,9.¢']) = |cIm(z.2")c™ | = [Im(z.2")| = p([g,]), et sous l'action de Lp.
on a p(Lp:[q;q']) = Im(=y.(=y))| = [Im(z.2)].

Montrons réciproquement que toute fibre est incluse dans une orbite. On a
p([¢,¢]) =0 <= 2.2/ = a € R < [2/]?z = aa’ < (x,2') est lice, d’ou
p~1(0) = G.Py. Pour la suite on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 1 Pour tout P € Q, il existe un représentant (¢,q') € Q tel que
(x,2") = 0.

Démonstration du lemme  On suppose que (z,z’) # 0 alors on a

(cosOz +sinfz’',—sinfx+cosfz’) = cos(20)(z,z’)
N2 _ ()2
= Acos(20 + ¢)

et cette derniére fonction de # s’annule pour certaines valeurs de 6, ce qui veut
dire qu’il existe un représentant de P tel que {x,z’) = 0.

Démonstration du théoréme — Dorénavant, on suppose que (z,z') = 0 et donc
Im(z.2’) = x.a’. Ainsi si [z.2/| = 3, alors |z||2/| = 1 et comme |z]? + [2/]* = 1
on a donc |z| = |2/| = %, ainsi comme (z,z') =0, on a P € G.P,. On a bien
r'({3}) = G.P.

Soit P,P" € U tel que p(P) = p(P’) avec P = [q,¢'], P' = [q1,q}]- Alors
p(P) = p(P') <= 3u € SO(3) tel que Im(x1.2)) = p(Im(z.2")) = cIm(z.2)c !,
alors quitte a remplacer (q,q¢’) par (g.¢,9.9"), avec g = Diag(Lc, L.), on est
ramené au cas ou

Im(z;.2)) = Im(z.2")

et en prenant des représentants convenables, ceci s’écrit encore
I "
.0 =z

i.e.
T1p1Y = TPy (4)

d’on
|||yl = 21y { |z| = |z1] { 2| = |y
= ou
{ 2?4+ [y* = 21> + [91]? lyl = |y1| lyl = |21
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On peut se ramener & la premiére des 2 possibilitées quitte a remplacer (g, q’)
T, = T.a
y1=y.b
a (4), on obtient apb = py, donc g.(q,q") = (q1,4}) avec g = Diag(R,, Rp) et
finalement,

par (—¢’,q), on peut alors poser , avec a,b € S3, et en revenant

G.P=G.P.

Ceci achéve la démonstration du théoréme. |

Théoréme 6 Soit V) = R*Jr.ﬂ'gé@)(U) ={(q,q¢') € 0*x0*/|q| = |¢|, B(q,q') =
0 et 0 < [Im(z.2’)| < |q[*}. Alors considérons Uaction de (R%.)? sur Vi définie

@)= ((5)(20))

Alors Uaction de (R%.)? commute avec celle de G°. Soit (qo,q)) € Vi tel que
(wo, z4) = 0 alors

Y(g.q') € Vi, (g, (o, B)) € G" x (R})?*, I € R tel que

(9- (o, 0) - (q0,9)) - Ro = (¢, 4")

Il y a ezactement deuz possibilitées pour (a, 3), l'une tel que o < |q|/(v/2]xo|),
Vautre tel que a > |q|/(v/2]|z0]) . Re peut étre changé en —Ry (et donc g en
—g), g peut varier dans g.Stab([qo, q}])-

Démonstration  Posons (qo, q)) = ﬁ(qo,qf)) et (¢,¢) = ‘—}”(q,q'). Alors on a
p((o,3)(Go,qp)) = o' B'p(do, G5)- On choisit o/, B’ tel que o’?|To|>+B"2|0]? = 1
et o' 6'p([Go, 4]) = p([d, ¢']), on montre que ceci est possible et qu’il y a exacte-
’ 12~ 1
ment deux solutions par ’étude de la fonction o' — % dont la valeur
—|70[2) 3

: 1 1
maximale est s=——— = =
2|0 ol 2p(do,4y)

Ensuite, on pose («, 3) = (o/%, 6’%). Alors (o, 8) - (go, q}) est de norme |g|

et [ﬁ(a,ﬁ) - (qo, g})] est dans l'orbite de [g,q’] donc il existe g € G° et 6 € R

tel que (g (o, B3) - (90,40)) - Ro = (¢, ¢"). o

Remarque 2 L’action de (R% )? permet de passer d'une orbite a 'autre tandis
que GY agit transitivement sur chaque orbite. Cependant, I'action de (R%.)? n’est
pas compatible avec celle de SO(2) : elle n’envoie pas un plan sur un autre plan.
Comme on le voit sur la démonstration, le théoréme est valable pour les élé-
ments de G. Py, i.e. on aurait pu prendre Ri.ﬂg(l)@) (QNG.P1) ={(q,q) € O* x

0*/|q| = |¢'|, B(¢q,q') = 0 et Im(z.2’) # 0} au lieu de Ri.ﬂg(l)@)(U). Dans le cas

oit [q,q'] € G.Py, (a, B) est unique et donné par (o, 3) = (|q]/(vV/2|xol), |a|/(v2|yo
)). En ce qui concerne le point de référence (qo, q}), on ne peut pas le prendre
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quelconque ; comme on le voit sur la démonstration on a besoin de |Zg||go| =
(g0, 4}), i-e. {xo,x() = 0. On peut prendre par exemple

1N\ /=i
V2 V2

et alors p(qgo,q)) = 1. On a alors a? + 32 = 2|q|?> et les deux possibilitées
pour («, 3) dans le cas de U sont « < |q| et a > |g| tandis que pour G.P; on a
a = 3 = |q|. On voit aussi que le théoréme est encore valable pour (¢,q") € G.P;
et on alors a3 = 0 et o + 3% = 2|¢|? , mais évidemment on ne peut pas prendre
(g0, ) € G.Pr.

Remarque 3 L’angle 6 a une définition intrinséque. En effet, soit P € U, alors
il existe un couple (q1,¢}) € P unique & 1 preés tel que (x1,z}) = 0, alors 0 est
l'angle défini modulo = tel que (¢,q') = (¢1,4}) - Rg pour [g,¢'] = P. On a donc
défini une fonction

(¢,¢) € Vi — 0(q,q) € R/7Z

Ainsi dans chaque plan P € U, il existe un axe privilégié. Cette axe permet de
mesurer des angles de droites dans P.

2.4 Décomposition de GG et de son algébre de Lie.

On a défini 'application p par analogie avec le déterminant sur les bases
hermitiennes de C2. On voudrait définir ’analogue du déterminant sur le groupe
U(2), i.e., une fonction définie sur G' & valeurs dans S qui corresponde d’une
certaine maniére a p.

Soit (go,q4) € V tel que p(qo, gi) = 1. Considérons p(g.qo, g.q4) pour g € G°, on
a
0(9.90,9.9)) = a.l.b=a.b .

On se demande a quelle condition a-t-on p(g.qo, 9-¢0) = p(9'-q0,9’-q}). Clest le
A
cas si, et seulement si, a t.b = o' <= d'a"t = bbb <= Id € $3/ { Z, i Cclll;
ie. g7lg = Rale 0 . Donc si gg € GO est tel que p(go-90, 90-9)) = po
0 RyL.

alors p(g.90, 9-9,) = po si, et seulement si, g = go. (R%Lc ROL ) Pour gg, on
dtic

Id 0

. On a en fait le théoréme suivant :
0 RPO

peut prendre par exemple gg = (

Théoréme 7 Soit

a-{(5 u)res}a-{(i 2).re)

Alors :
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(i) GY est un sous-groupe distingué dans G° : GS <1 G°.

(ii) GO est le produit semi-direct de GS et G : G° = GY x GY.

iii) Ceci permet de définir une application p: G° — éfinie par
iii) Ceci t de défini lication p: G° — S3 dé

Id 0 R.L. 0 .
0 R,)°’\ 0 R.L,) P
En outre si (qo,qy) € V est tel que p(qo,q) = 1 alors p est aussi donnée

par p: g € G° — p(g.q0,9-q4). De plus p est invariante par multiplication
a droite par GY : p(g.h) = p(g) Vg € G°, Vh € G§.

(iv) plg7t-q, 97" d) =1 plg) = pla, ), pour g€ G°, (q,¢') € V.
(

Démonstration — Pour (i),(ii) et (iii), c’est un simple calcul. Pour (iv) il suffit
d’utiliser p(g.¢,9.9") = ap(q,q’)b. [ |

Remarque 4 On voit que les L. ne jouent aucun role dans le théoréme précé-
dent. Il résulte en particulier de ce dernier que 'on a :

=GY/GY =8 xS/
ot A est la diagonale.

Soit g, g, g2 les algébres de Lie respectives de G°, G et GY. Alors on g =
g2 @ go et g2 est un idéal de g (on a [g,g2] C g2) et est stable sous lac-

tion adjointe de G°. On a g = {(RQE)FLJ R E)I—L(;) s, 3,0 € ImH}, go =
B

Ry + Ls 0 . 0 O
{< 0 Ra+L5)’a’6€ImH}’92_{<O Ry),”yEImH}.

Considérons le groupe G, composante neutre du groupe des isométries affines
de R® conservant la nullité de B, que 'on représente comme G° x R® muni du
produit

(G, T)- (G, T") = (GG',GT' +T).

Alors l'algébre de lie g de G s’écrit g = g @ R® = go @ g2 ® RS, le crochet étant
donné par

[(n,8), (st = ([, '], mt” = ')
On a alors les relations suivantes : [g,R®] = R8, [R® R®] = 0, [go,g0] = go,
(80, 82] = g2, [92, 92] = g2

3 Surfaces Xy

3.1 Immersions conformes >y,

Définition 2 On dira qu’une surface immergée, 33, de Q est une surface Xy
siVz € &, T,X € Q. En outre 4 X est associée la fonction ps a valeurs dans
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S3 définie par

px(z) = p(T:X) .
En particulier, soit X : Q — Q une immersion conforme d’un ouvert simplement
conneze de R? dans Q, alors on dira que c’est une immersion conforme Ly si

Vz=(u,v) €Q, dX =el(qdu+ ¢ dv)

avec (q,q") € V, d.e. |ql = |¢| = 1 et B(q,q') = 0. En outre on dira que

z € X est un point régulier de ¥ si T.% € U (i.e. 0 < [Im(z.2’)| < 1

avec q = (z,y), ¢ = (¢',y"), pour une immersion conforme Xy ). Dans le cas
contraire, on dira que ¥ admet un point singulier en z. On dira alors que c’est
un point singulier de type P, si T, € G.Py, et de type P, si T,% € G. P,
(i.e. Im(z.a”)| = 0 et [Im(z.2’)| = 1 respectivement).

Définition 3 On appellera relévement Xy une application U = (F,X): Q — G
telle que X soit une immersion conforme Xy et que po F = px.

Le groupe de gauge C*(Q2,G)) agit sur 'ensemble G(Xy/) des relévements
Yy :(F,X)(K,0) = (FK, X). L’orbite de (F, X) est ’ensemble des relévements
correspondants au méme X. Dans chaque orbite, on peut prendre par exemple

Id 0
o (i)

alors tout relévement de X est de la forme (R, M, X) avec M € C>(2, GY).

3.1.1 Forme de Maurer-Cartan

Soit U = (F,X) = (R,M, X) un relévement Xy alors sa forme de Maurer-
Cartan est donnée par U~ 1.dU = (F~L.dF, F~1.dX) avec

ertqr — M (° 07 M+ M~t.dMm (5)
0 Ryp,1

_ 0 0 n Ryg.a-1+ Le—14¢ 0
o 0 Ra(dp.p—l)a—l 0 Ryg.a-1 + Le-14c

en posant M = Diag(RoL., RoL:) ((a,c¢) n’est défini qu’a +1 prés mais Q est
simplement connexe.)

o F71.dX = e/(Eidu + Eaydv) avec p(Ey, Ey) = 1 (d’aprés po F = px et le
théoréme 7-(iv)). Ainsi Fy = ((IJ).El = FEL.E; dou

Fldx = <;C) du + (;y> dv avec |z|*+|y|? = e*.

Reciproquement, si F~1.dX est de cette forme, alors X est une immersion con-
forme Yy et d’aprés le théoréme 7-(iv), U = (F, X) est un relévement Sy, i.e.
px = po F.D’ou le théoréme suivant et son corollaire :
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Théoréme 8 Soit U = (F,X): Q — G , alors U € G(Zv) (i.e. X est une
immersion conforme Xy et px = po F) si, et seulement si,

F7ldX = (5) du + (_xy) dv avec (x,y) #0.

En outre zo est un point réqulier si, et seulement si, 0 < [Im(x.2')| < %(|$|2 +
ly|?), un point singulier de type Py ou Py si, et seulement si, [Im(z.y)| = 0 ou
[Im(z.y)| = 2 (|z|* + |y|*) respectivement.

Corollaire 1 Soit o € T*Q ® g, alors « est la forme de Maurer-Cartan d’un
élément U € G(Zv) si, et seulement si, :

(i) da+arha=0

ii) si on pose a = (n,t) alorst = Nau+("Y)dv avee xz,y) # 0.
Yy T

Dans ce cas, suivant les valeurs de |Im(z.y)|, on peut connaitre le type du point
z € Q pour Uimmersion X.

g1 = {(;)—z'(;y),(x,y)e@}c@@(c
g = {(§)+i<;y),(x,y)e©}c©®(c,

Ce sont des sous-espaces complexes de O ® C : ce sont les sous-espaces propres
associés aux valeurs propres i et —¢ respectivement pour I’endomorphisme de
O®C: Lg,. En particulier O@C=g_,® g et g_1 =91

Les actions respectives de (R%)? et SO(2) stabilisent 'ensemble des couples

(). ()
e (G)()) = () ()
(G)-(2)) e = (me ) ()

Ainsi, on peut faire agir ces deux groupes sur g_; et g; respectivement et donc
sur O ® C. En particulier, on a

m((5) () = = (6) ()
()i () = (G) ()

Posons

Posons
o = o) il ))/0< @yl < S + |y?)
{6)-(2) St + )
gl = () +il5)) /0 < may) < (12 +y) ¢
{6)-(2) S+ b
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Ce sont des ouverts, stables par homothétie complexe, de g_1 et g; respective-
ment. Posons aussi F; = {¢—iLg.q/Im(z.y) =0} et Fo = {¢—iLg.q/ |[Im(z.y)]|
= 5(jz> + [y1*)}.

Soit & € T*Q® g, a = (n,t), tel que da+ a A = 0 et écrivons t = a1 + a1
la décomposition de ¢ suivant g_; @ g;. Alors on a a3 = @_7 car t est réelle.
Alors « est la forme de Maurer-Cartan d’un élément de G(Xy) si, et seule-
ment si, a_1 = a_1(£)dz (et donc oy = a1 (£)dz). Ceci permet de réécrire le
corrollaire sous la forme :

Théoréme 9 Soit o € T*Q ® g, tel que da+ a A a = 0. Alors a correspond a

un élément G(Xv) si, et seulement si, a,l(%) =0et a,l(%) ne s’annule pas .

Dans ce cas X a un point régulier en 2y si, et seulement si, a,l(%)(zo) €g*y,
un point singulier de type P, ou Py si, et seulement si, a,l(%)(zo) e F ou Fy
respectivement.

Remarque 5 1. L’action du groupe de gauge C*°(£2, GY) sur G(Xv) induit
une action sur les formes de Maurer-Cartan :

(n,t) — (KnK~' —dK.K~', K.t)

2. 0®C = H2® C est un H-espace vectoriel (& gauche ou a droite au choix).
Il en est de méme de g_1 et de g; :

g-1 = {ze+y.(Lgi.e), (z,y)€ HQ} =H.edH.(Lgi.€)
g1 = {ze+y(Lg .9, (v,y) € H} = He® H.(Lg: )

o1/
otve=z{_ ).
3. On a aussi O ® C = (H® C)2. Ainsi

g1 = {(z+iy)e/(z+iy) eHeC} = H&C).
g1 = {(z+iy)e/(z+iy) eHRC} = (H®C).E

™

3.2 Décomposition de I’algébre de Lie.

Considérons ’automorphisme intérieur 7 de G défini par (—Lg.,0) :
(G, T) = (=Lp:,0)(G,T)(—Lpg:1,0) ' = (=Lg1GLg1, —LpT)

7 induit un automorphisme de l'algébre de Lie g (= Ad(_LEl7O)) qui vérifie
7 = Id, donc 7 est diagonalisable dans §€ = g ® C et ses valeurs propres sont
les ik,~% < k < 3. On notera ﬁ% les espaces propres. On a alors :

® g1 =91

=C
* g =m0
°§f=05=00®C
e §5 =32 ®C, ot g2 = {Diag(—R,, R,), v € ImH} n’est pas une algébre

de Lie.

19



Comme 7 est un automorphisme on a [g%, g-] C ﬁ((ckH) mod 4 €t de plus on a
aussi [§%,,8%] = 0.

On notera [.Jx: §¢ — g% la projection sur g& suivant la décomposition §& =
¢, o5 @at @gfS, et ax = [a]y. Alors on a

a=0o_1+ay+ o+ a

En substituant cette expression de o dans I’équation da+ o A @ = 0 on obtient
en projetant le résultat sur chaque espace propre :

do_1+ a1 ANag]l+[oa ANag] =
dao + 3o Aol + Slas Aao] =
doq + [041 A\ ao] + [a_1 A\ 042] =

das + [ao A\ ag] =

(6)

o O OO

Posons af, = ak(%)dz, af = a(%)d%. On a vu que « est la forme de Maurer-
Cartan d’un élément de G(Xv ) si, et seulement si, a_1 = o’ ; et oy = af. Ainsi
a=ab+a |+ ap+af +af. Les équations (6) s’écrivent alors :

do/ + o Aap]l+[af Aah] = 0
da0+%[oz0/\oz0]+%[a’2/\o/2’] = 0 1)
doff + [ N+ ey Aal] = 0
das + [ao A\ ag] = 0
Posons pour A € C*,
ax = A Zah+ 2t Fag+ A + N
A2 422 A2 —)\2
= Xl H+ag+ A+ i as + — (*aa).
2 21
Alors on a
doy +ax Aoy = A Hdo |+ [/ Aag) + [off A b))
1 1
+(dog + 5[040 A ao] + 5[0/2 A ay))
+A(day + [of Aol + [aly Aaz))
A2+ A2
—I—T(daz + [ao A 042])
)\2 _ )\—2
+———(d(xaz) + [ao A (xa2)])
)\2 _ )\72
= g (d(xa2) +[ag A (xaz)])

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 10 On suppose ) simplement connezxe. Soit o« € T*Q ® g. Alors

o « est la forme de Maurer-Cartan d’un élément de G(Xv) si, et seulement
siyda+aha=0,a",=a) =0 et o 1,0 ne s’annule pas.
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e Dans ce cas, a correspond a une immersion conforme Xy telle que px
est harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan prolongée
ax = A"2ah + A7tal | 4+ ag + A + N2af vérifie

day +ax ANay =0, Y\ e C*. (8)

Démonstration On a déja vu le premier point. Quand au second, il s’agit
d’aprés le calcul précédent de montrer que : px est harmonique si, et seulement
si, d(xag) + [ap A (*a2)] = 0. Or on a

ag+ay = F~LdF = 0 0 + M~tdM
0 Ra(dp_p—l)a—l
d’on
L (—Rutap.p-1).a-1 0 ) 1 (—R 2 0 )
ay = = aldp.p=+).a =M g M
? 2 ( 0 ]%a(dp.pfl).a*1 0 RV/Q

avec vy =dp.p ', et

ap=M"YdM + M. <R7/2 0 > M
0 Rya
—Ry )2 0
0 R,/
(Ap+ |dp)?p)p~tdu A dv = 0 si, et seulement si, d(x3) = 0. Or

Posons § = > . Alors p est harmonique si, et seulement si, d(x7v) =

d(xB) = d(M (xaz)M ™) = M(d(xaz) + [(M~1.dM) A (xaz)] )M ™!

De plus on a [(M~1.dM) A (xa2)] = [ap A (*az)] puisque

R 0 1 "R 0
ML v/2 > M)A (% - _pm! < [YA ()] ) M=0
( ( 0 Ryp) MGl =g 0 Riyn ()]

car [y A (xy)] = 0. Finalement on a
d(xB) = M(d(xaz2) + [ag A (xa2)] )M ™!

ce qui achéve la démonstration du théoréme. |

Remarque 6 Chaque point de la surface sera régulier, respectivement singulier
de type Pi, ou P; si, et seulement si, 04_1(%) € g* 1, 1 ou F respectivement.
En outre il suffit que (8) soit vrai pour tout A € S! pour que px soit harmonique.

Corollaire 2 Supposons que Q) soit simplement connexe. Soit « € T*Q ® g la
forme de Maurer-Cartan associée a une immersion conforme Xy dont le px est
harmonique, et zg € Q. Alors pour tout \ € S, il existe un unique relévement
Yy, Uy € C®(,G) tel que

dUy = Uyay et U)\(ZO):I.

21



Ainsi il existe un famille (X)) es1 d’immersions Xy dont le px est harmonique
donnée par Uy = (Fx, X)), tel que X = X1 (en supposant que X (z9) = 0). En
outre si X admet un point régulier (resp. singulier de type P1 ou P2) en z € (Q,
il en est de méme pour X pour tout X\ € St. Autrement dit le type d’un point
z € Q est le méme pour toutes les immersions X).

Démonstration — 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent et de remarquer
que pour A € St oy est & valeurs dans g, et quion a (ay)_; = A" ta’ . [ |

3.3 Equations associées (linéaire et non linéaire)

Soit X une immersion Xy sur € simplement connexe. Posons (Ey, Ep) =
engl(q,q’). Alors E, = EV.E; i.e. en posant E; = (;5) #0ona FEy = (;y)
Alors écrivons que dX = R,(E1du + Ezdv) est fermée, on obtient

0By 0B, (0 0 0 0
= Gt o m)o- (0 a) ©)

1

ol v = Y, du + y,dv = dp.p™ ", ce qui s’écrit encore

% + % J— 0
oy o (10)
%—%—I—y.%—x.'yu =0

On va essayer de retrouver cette équation en utilisant le relevement U = (R, X).

Alors on a
_ 0 0
a:Uﬁwz(QR)mm+&m)

gl
Posons E = (B —iF2) = 3((2) —i(7!)) =v.e+y.(Lgi€) = (x +iy).e. On a

alors :
! " n = . 1 1 . 1 1
o_, =Fdz, of = E.dZ, ag = Diag ERV’ §Rv , as = Diag —§R7, §R7 .

Projetons ’équation da + a A o = 0 sur g_;, on obtient :

8E 1 R’Y( ) 0 1 R’Y(i) 0 =
E—Fi ( 0 R.Y(%) 'E+§ 08 R E=0. (].].)

e

(Z)

On vérifie facilement que cette équation est équivalente a (9). Nous allons main-
tenant utiliser le théoréme 6 pour réécrire cette équation.
Soit g: Q— G, o, 3:Q — (R7)? et 6: Q — R tel que

(Ev, E2) = (9 (o, B) - (90,90)) - Re

1N\ /=1
ou (qo,qp) = <<\?> , <\?>> par exemple, et ot on écrit H = RORIGRJI @

V2 V2
RK pour ne pas confondre le i des complexes provenant de la complexification
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avec celui de H. Comme p(qo,q)) = p(E1,E2) = 1, 0on a plg) = 11ie g =
Diag(RqLe, Ry L:). On peut aussi écrire que E = %(El —iFy) = e"g.((axo +
iByo).€) alors (11) s’écrit

.00 ) 0 .
o |5 9 (o + i) -+ 52 (can + i0n) - )+
8a 66 1 i0 R,),(%) 0 .
g ((35‘% + lagyt)) 6) } + 5¢ < 0 R 2, g ((axo +iByo) - €)
Lo (Bvzy 0 G 2) —
+§€ 0 R, ]9 ((azo —ifyo) - €) =0
’Y(az)
ce qui s’écrit encore, tout calcul fait et en factorisant par e?.g :
00 0A
i—A+8(L2)A+Aa(EL)+ ==
0z o 02 (12)
+-A(ay(L)a™t) + Afay(£)a~t) =0

ol on a posé A = axg + i0yg = \%(a +ilB3), & = da.a™!, 6 = ¢ t.dc. Les
inconnues &, 6 et v/ = aya~! sont les paramétres qui interviennent dans la
forme de Maurer-Cartan, F~1.dF, du relévement F de px, donnée par (5).
Ainsi, on peut considérer que 'on construit px a partir de la représentation
de Weierstrass pour 'espace symétrique S3 = GY/GY (cf. [3]), alors cela nous
donne la forme de Maurer-Cartan, F~1.dF, et on peut donc considérer &, et
~' comme des paramétres, les inconnues étant alors 6 et A. Cependant, il y a

alors un probléme de compatibilité puisque A € (R ¢ RI) ® C.

4 Groupe de lacets

4.1 Deéfinitions et notations

Définition 4 Soit G un groupe de Lie, on appellera groupe de lacets sur G, le
groupe C> (S, G) que U'on notera AG (cf. [12]).

Dans notre cas, les groupes considérés sont G, G°, GY, G9. On définit les groupes
suivants :

AG, = {[\— Ui € AG /Ui = 7(Uy)}
AGE = {[\— U] € AGE /U = 7(U))}
A;GE = {[\— U] € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe sur

le complémentaire du disque unité et Uy, = 1}

ATGE = {[A— Uy] € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe sur
le disque unité }

AEGE = {[\+ U,] € AGE /U, se prolonge en une fonction holomorphe sur
le disque unité et Uy € (B,0)}
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ol B est un sous-groupe de G°. De maniére analogue, on définit les algébres de
Lie suivantes :

AgE = {A—aa] € Ag8 iy = T(an)}
Ag, = {A—ax€Agt/aycg, Ve ST
A7gE = {[]\— an] € AgE/a, se prolonge en une fonction holomorphe sur

le complémentaire du disque unité et ao =0}
ATEE = {[\+— an] € AgE/ay se prolonge en une fonction holomorphe sur
le disque unité }
AFgE = {[\+— a)] € AgE/a, se prolonge en une fonction holomorphe sur
le disque unité et ag € (b,0)}.
ol b est une sous-algebre de Lie de gg.
On voit que la condition a;\ = 7(ay), VA € St est équivalente a &y, € g5 04 4
avec ay = > oz AP, En outre, on a Agc = A7g¢ @ ATgE, ce qui permet de
définir une projection :[.] -~ zc: AgE — A7 gE. On peut alors réecrire le résultat
de la section précédente :

Corollaire 3 Soit o une 1-forme sur Q a valeurs dans g qui donne lieu G une
immersion Xy dont le px est harmonique. Il lui correspond alors une 1-forme
G valeurs dans Ag,, o , qui vérifie I’équation de courbure nulle (8), et telle que

0 e (D) e (2
()] = ) e (3)
)

0z ) Ja e

i (2) 0

Réciproquement, a toute 1-forme ay € Ag, vérifiant ces conditions correspond la
1-forme a = a1 qui donne liew & une immersion Xy dont le px est harmonique.
En outre, il existe une unique fonction Uy: Q — AG, tel que dUy = Uyay et
Ux(z0) = 1. Uy sera appelée une extention Xy de U = Uy.

et

Démonstration  C’est une conséquence immédiate du théoréme 10 et du fait
que, comme « est réelle, on a & = G_y. |

4.2 Théorémes de décomposition de groupe

Ecrivons les décompositions d’Iwasawa des différents groupes que I’on a ren-
contrés :

{Ro,a€ 8% = {R,, a€c S .Bg
{L.,ceS®C = {L. ceS).BL.
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On remarque que Bg et By, commutent. Ensuite, on a
SO4)® = {R,L., a,c € S3}° = SO(4).(BrBy).

Alors on en déduit GOC = G°.B et G3° = G9.B, avec

AC 0
{(0 BC),A,BEBR,CEBL}

AC 0
By = {<0 AC),AEBR,OEBL}.

Soit F' = Diag(A, B) € Go°, (A,B € SO4)%) alorson a1(F) = —Lg FLg =
Diag(B, A). Ainsi si (A — F)) € AQOC, alors F) € AGQ(C si, et seulement si,
en écrivant Fy =, FopA? on a Fy, € {Diag(RyLc, RyL.), a,c € H® C}
et Fyy, € {Diag(RyL., —R,L.), a,c € H® C}. En particulier, si (A — F)) €
AEGQC alors , comme Fy € B, on en déduit que Fy € By, donc AEGQC =
A GO".

On va utiliser le théoréme suivant (cf. [12]) sur les groupes de lacets.

B

Théoréme 11 Soit G un groupe de Lie compact, GC son complezifié et GC =
G.Bg sa décomposition d’lwasawa. Alors

(i) La fonction produit
AG x Af G5 —  AGE
(@x.B8r)  —— daba

est un difféomorphisme.

(ii) 11 eziste un ouvert Cq de AGC tel que la fonction produit

A;GE x ATGE —  Cg
¢y, 05)  — o568

est un difféomorphisme.
On va en déduire :
Théoréme 12 (i) La fonction produit

AGY x Af GO° —  AGYT
(F)\,B)\) — F>\.B>\

est un difféomorphisme.

(ii) 1l existe un ouvert 6) de AGQ(C tel que la fonction produit

ATGOS x AtGt . ©
(Fy,FY) —  Fy.FY

est un difféomorphisme.
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Démonstration du théoréme 12 — (i) D’aprés le théoréme 11, 'application
(F\, By) € AG° x A;gGO(C — F\.B) € AGOC est un diffeomorphisme. Soit Uy €
AGO® alors Uy = Fy.B, avec (Fy, By) € AGOxAGOC et Fiy.Biy = 7(Fx)r(By)
or 7(G°%) C GY et 7(B) C B donc 7(Fy) € AG®, 7(B,) € AEGO(C or d’apres le
théoréme 11, il y a unicité de la décomposition d’ou F;y = 7(F)), Bix = 7(B))
finalement F) € AG?, B € AEGQC = AEOGQC ce qui démontre (i).

(i) C = A*_GQC.A*‘GQC est I'image par un difféomorphisme (celui donné par le
théoréme 11) de A;GQ(C X A+G2(C donc c’est une sous-variété de AGQ(C difféo-
morphe a A;ch X A+GQC. En outre C = Cgo N AG?.(C donc c’est un ouvert
de AGOC. [

3

Passons maintenant aux applications affines :

Théoréme 13 (i) On a la décomposition suivante :
AGr = AG:.Af GF

(ii) 11 eziste un ouvert C de AGE tel qu’on ait la décomposition suivante :
-cC C
C=A, G ATG;

Démonstration Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration faite
dans [9], en remplacant L; par L. |

4.3 Représentation de Weierstrass

Nous allons suivre la méme procédure que dans [9] (i.e. utiliser les méthodes
de [3] en les adaptant).
4.3.1 Potentiel holomorphe

Définition 5 Soit u une 1-forme sur Q a valeurs dans AgS, alors on dira de ;1
que c’est un potentiel holomorphe si on a

Hx = Z fn A"

n>—2
avec fi, = ﬂn(%)dz ot ﬂn(%) est holomorphe.

Théoréme 14 Soit U = (F, X) un relévement Xy dont le px est harmonique
et Uy = (Fx, X)): Q@ — AG, son extension Xy (Q est simplement conneze, on
a choisi zg € Q et Ux(z9) = Id VA € S*). Alors :
e Il existe une fonction holomorphe Hy: Q — AGE et une fonction By: Q —
AEOQE tel que Uy = Hy.B).
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e En outre la forme de Maurer-Cartan uy = H;l.dH,\ est un potentiel
holomorphe : on dira que c’est un potentiel holomorphe pour U .

démonstration  L’existence de H) et B) est reliée a la résolution de I’équation :
OU\B;* ) OB
0="22 —U,|ar|=)-B'—=—=)B*
oz MM\ oz A Toz ) TA
qui est équivalente a

0B
0z

= B, (ao + Ao + )\2(12) (%) R

avec la contrainte que (A — By (2)) € Agogf pour tout z € Q. L’existence de
B, s’obtient en suivant les mémes arguments que [3]. Pour montrer que py est
un potentiel holomorphe, il suffit d’écrire :

py = Hy'.dHy = By(ay — By '.dB,).By!

et d’utiliser le fait que (A — B (2)) € Agogf et que z — H,(z) est holomor-
phe. |

Inversement tout potentiel holomorphe produit une surface Xy dont le px
est harmonique :

Théoréme 15 Soit uy un potentiel holomorphe, zg € Q2 et Hg une constante
dans AGS (par ezemple HY = Id). Alors
Il existe une unique fonction holomorphe Hy: Q — AGE, tel que

dHy = Hypy et Hy(z) = Hy.

En appliquant la décomposition AGE = AQT.AEOQT a Hy(z) pour chaque
z, on obtient deuz fonctions Uy: Q@ — AG, et By: Q@ — AEOQT tel
que Hx(z) = Ux(z).Ba(2) Yz € Q. Alors Uy est une extension Xy d’une
surface Xy dont le px est harmonique (pourvu que ji_1 #0)

De plus py est un potentiel holomorphe pour Uy,.

Démonstration — On a duy = 0, de plus u,\(%) = 0 implique pux A puy = 0 d’ot
dpx + px A px =0,
et il existe donc une unique fonction holomorphe H): Q — AGE tel que
dHy = Hy.pux (13)

et Hx(20) = HY. Ecrivons la décomposition du théoréme 13 pour Hy(z), z € Q :
il existe un unique couple (Ux, Bx) € AG- x Af; GF tel que Hy(z) = Ux(2).Ba(2).
Alors en utilisant (13), on a

Uy t.dUy = Ba(ux — By '.dBy) By * (14)
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Posons a = U;l.dU,\. Alors (14) nous dit que a) doit s’écrire sous la forme

ay = Z A\

n>—2
Mais comme «ay est réelle par définition, on a &, = &_,, et donc
_y-2~ —1 N N 2 A
ax =N “G_o+ AN Ta&_1+ o+ A& + A Q.

De plus, en utilisant B;l = Bgl — )\36131351 + -+, il résulte d’apres (14)
que

G_9 = Boﬂ,QB(J_l et G_1= Boﬂ,130_1 + Blﬂfzéo_l — Boﬂ,QB(J_lBlB(J_l.
En outre, en utilisant le fait que (F,0).(0,X) = (0,F.X) et (0,X).(F,0) =
(0, X) pour tout F € GOC, X € O0® C, que donc Blﬂ,gé(jl = B, € g; et
Boﬂ_gBo_lBlBo_l € g_1 et enfin que gy Ng_1 = 0 on obtient que B; = 0, ce
qui donne finalement que :

-1 = Bop1By!
G5 = BoiaBy".

Ainsi on voit que &—1 et &_o sont des (1,0)-formes. De plus comme «) vérifie
automatiquement la condition day + ay A ay = 0 alors le corollaire 3 implique
-pourvu que ji_; # 0 - que U, est une extension %y dont le px est harmonique.
Enfin comme Uy, = H,\.Bgl, on voit que p) est un potentiel holomorphe pour
U,. |

4.4 Potentiel méromorphe

Le potentiel holomorphe construit au théoréme 15 est loin d’étre unique. On
peut remédier A cela en incluant les potentiels méromorphes.

Définition 6 Un potentiel méromorphe est une 1-forme méromorphe sur ) a
valeurs dans AgS qui s’écrit

Théoréme 16 Soit Uy : Q@ — AG, une extension Xy (dont le px est har-

monique). Alors il existe une suite de points isolés de Q , S = {an, n € I} tel

que :
VzeQ~A{an, nel}, Ux(z)eC=A;GEATGE.
De plus les fonctions Uy : Q~\{an, n € I} — A7GE et U : Q~{an, n €
I} — ATGE ainsi définies sont holomorphes .

— En outre U, s’étend en un fonction méromorphe sur .

~ Sa forme de Maurer-Cartan py = (Uy )~'dU; est un potentiel méromor-
phe.
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Démonstration — C’est une simple adaptation de la démonstration de [3]. W

Remarque 7 Le potentiel holomorphe est unique par unicité de la décomposi-
tion Uy = U;.U;r. D’autre part, on peut retrouver X, en appliquant la méthode
du théoréme 15 & py. En effet, comme on peut toujours supposer que Uy(zg) =
Id, on a Uy (z9) = Id donc Uy est solution de puy = (U )~L.dUy , Uy (20) = Id.
En outre, on peut écrire Uy = ByH avec H € C®(Q2 \ S,G}) et By €
C®(Q N S, A% GS), alors on a Uy = Ux(Uy) ™" = (UxH')B; " mais UxH ™!
est la partie AG, dans la décomposition de U, suivant AQ;C = AQT.Agogf sur
QS et UyH™! est un relévement de X.

5 Le vecteur courbure moyenne

On se propose de calculer le vecteur courbure moyenne d’une surface Xy .
Soit X : © c R? — R® une immersion conforme ¥y-. Alors on a

—2f —f /
H="° AX_6—<@+aq

2 2 \ou ' o

+hq+h¢).

Posons (E1, E2) =R, '(q,¢'), alors

e f 0F; 0F, 0 0 0 0
H=="Rp [W*W*(o R%>E1+(O R%)E2+f“El+f”E2]

avec comme d’habitude v = dp.p~!. En outre, en écrivant que d(dX) = 0, on a

O0F, O0FE, 0 O 0 0 _
T (o )P0 w) B sm s =0,

appliquons ’endomorphisme Ly, a cette équation

OB, 0By | (—y.y Ty _
3;+3;+(() (T 4 Sl 4 Fulr =0

Injectons cela dans I’expression de H :
e (Y —ay
» Ao Nu
P
2 (y-”Yu + 33-71))

e S -R 0 —-R 0
— - Yu Vv
= R (0 ) (0 )

1

H

En posant v¢ = dp.p~! et 49 = p~L.dp, on peut réécrire cela sous la forme

e’ —R, O —Ra 0
P —— ’Yu ’YU /
H = 2RPK 0 Rg)q+< 0 Rg)q]'

Yu Yo
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6 Surfaces wj-isotropes, p-harmoniques

6.1 Le produit vectoriel de O et le groupe Spin(7)

Considérons I'application A: v € InQ — IE)" —(Z)L ) € Endr(0) @ Endr(0).
On vérifie que A(u)? = —|u|?Id. Ainsi, A est une application de Clifford et on

montre qu’elle se prolonge en un isomorphisme d’algébre C1(7) = Endg(0) &
Endg(Q) (cf. [4]). On a de plus CI(7)P?"® = Endg(Q) et Spin(7) est le groupe
engendré par {L,, u € S(ImQ)}. D’autre part, g € SO(8) appartient & Spin(7)
si, et seulement si,

Vu € TmQ =R’, Jw € ImQ = R"/

gLug_l =Ly

Cette propriété nous donne aussi la représentation vectoriel de Spin(7),
x: Spin(7) — SO(7) (revetement universel de SO(7)) : Vg € Spin(7), Yu €
ImO

Ly =gL,g! (15)
ce qui donne x4(u) = g(ug~1(1)). On a alors que g € O(Q) est dans Spin(7) si,
et seulement si,

g9(uv) = xg(u)g(v) (16)
pour tout u,v € O (on pose x,4(1) =1).

Considérons maintenant le produit vectoriel de Q :

gx ¢ =-Im(qq)=1Im(q.q)

pour ¢,q" € Q. C’est une application antisymétrique de @ x @ dans Im Q. Ainsi
elle définit une application

p: Gr:(0) — S(ImQ)
qgNg — qx¢

de la grassmanienne des plans orientés de O dans S® C Im©. La propriété
fondamentale qui va nous permettre de faire dans un cadre plus général ce que
I'on a déja fait pour les surfaces ¥y est la suivante

Vg € Spin(7), (9-9) x (9-4') = x4(q x ¢'). (17)

Elle veut dire que le produit vectoriel est Spin(7)—équivariant (lorsque Spin(7)
agit sur O x O de maniére naturelle et sur Im Q = R” par Iintermédiaire de x).
En particulier lorsque l'on se restreint aux actions de Spin(7) sur Gra(0) et sur
S6 = S(Im Q) alors p est Spin(7)—équivariante.

Pour tout couple orthonormé de Q, on a p(q,¢') = —q.¢' et donc ¢’ = p.q. Ainsi
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I'ensemble des couples orthonormés de @ est diffeomorphe a 5S¢ x S7. De plus,
on rappelle que I'on a pour tout (¢,q’) € Q2

7
gxq == wilg,q)e; .
=1

Considérons maintenant, pour I & {1,2,...7}, les ensembles

Vi = {(a,¢) €S xS){q.d') =wilq,q') =0,i €I}
Q1 = {PeGr(0))w(P)=0,icl}.

On a Q; = Vi/SO(2); et p(Qr) = ST = S(@®¢r Re;). En particulier V; =
ST x §6=lI. Pour I = @, on a Qu = Gry(0Q). Pour I = {1,2,3} on retrouve
I’ensemble Q étudié dans la section 2.

Cherchons le sous-groupe, Gy, de Spin(7) qui conserve les w;, i € I. g €
Spin(7) conserve w; si, et seulement si, il commute avec Le,, gLe, g = Le,, ce
qui veut dire que x4(e;) = e;, c’est & dire qu’il conserve e; par son action sur 56,
Il en résulte que Gy = X_l(SO(@i¢] Re;)) ~ x 1(SO(7 - |I|)) = Spin(7—|I|).
Ainsi G agit sur Qr ainsi que que sur ST et le produit vectoriel p: Q; — S7 est
G'1—équivariant. De plus, G agit transitivement sur S”. En outre le stabilisateur
d’un point de S® pour laction de Spin(7) s’identifie & x~1(SO(6)) = Spin(6)
et donc S = Spin(7)/Spin(6). Plus généralement on a ST = Gr/Grypy ~
Spin(7 —|I])/Spin(6 — |I]).

On peut toujours considérer en toute généralité que I = {1,2...,|I|}. En effet,
le groupe SO(7) agit transitivement sur les S! avec I de méme cardinal. Donc en
prenant l'image réciproque par x, et p, on voit que Spin(7) agit transitivement
sur les V; avec I de cardinal fixé. Ainsi quitte & faire agir un élément de Spin(7)
on peut toujours considérer que I = {1,2, ..., |1|}, ST = S5~ et G; = Spin(7—
).

Exemple 1 Prenons I = {1,2,3}, on retrouve le cas étudié dans les sections
précédentes. On a Qr = Q , G; = Spin(4) = 53 x S3 et §3 ~ 3 x §3/83 =

Spin(4)/Spin(3). Plus précisément, on a vu que G = {(%’1 Ig > ,a,b e 53}
b
R, O

et Stabg, (E') = Gropay = {( 0 Ra) ,a € 5’3}. En outre, on a vu que l’ac-
tion de G sur S3 s’écrit
Xg(u) = aub i.e.
x: Diag(Ra, Rp) € Spin(4) — Lz R, € SO(4)

Nous allons maintenant passer en revue les autres cas possibles.

0. Si I = @, alors Gy = Spin(7) et Vi = St2(0) Pensemble des couples
orthonormés de Q. L’action de Spin(7) sur S® est donnée par y,(u) =

g(u)g(1) d’apres (16). Spin(7) agit transitivement sur les couples orthonor-
més de Q. En effet, 'action de Spin(7) sur S7 est transitive et Stab(1) =
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Go, et donc ST = Spin(7)/Ge. Ensuite Paction de Gy sur S({1}+) =
SO est transitive et Stabg,(e1) = SU(P,.; Rei, Le,) ~ SU(3) et donc
S8 = G5/SU(3). On déduit alors facilement de cela que Spin(7) agit
transitivement sur Sto(0) et Stabgpin(7)(1,e1) = SU(3) et donc St2(0) =
Spin(7)/SU(3), Gra(0) = Spin(7)/(SO(2) x SU(3)).

. SiI = {1} alors G; = Spin(6) = SU(4). En effet, c’est le sous-groupe de
Spin(7) qui commute avec la structure complexe L., il est donc inclus
dans U(4). D’autre part comme Spin(6) est engendré , dans CI(6), par les
u-v, (u,v) couple orthonormé de RS, alors comme (u-v)? = —1, si on note A
la représentation de Spin(6) dans End(C*) alors on a A(u-v)? = —Id, donc
A(u - v) est une structure complexe de C* donc detc(A(u-v)) € {&1, +i},
ainsi detc(A(Spin(6))) C {£1,+:}. Enfin la connexité de Spin(6) et un
calcul des dimensions nous donne A(Spin(6)) = SU(4).

En outre, Spin(6) = SU(4) agit transitivement sur V7 qui n’est autre
que I'ensemble des couples hermitiens de (O, L.,) = C*, et donc il agit
transitivement sur ;. Le stabilisateur d’un couple (g, ¢’) est isomorphe &
. Si I = {1,2}, alors Gy = Spin(5) ~ U(2,H). En effet, c’est le sous-
groupe de Spin(7) qui commute avec Iy = Lyt et I = L1 donc avec
I3 = I1 I aussi. Il est donc inclus dans le groupe des automorphismes
H—linéaires pour la structure de H—espace vectoriel sur Q définie par
I1,I5, I3 ; mais il est aussi inclus dans SO(8), il est donc inclus dans le
groupe des H—automorphismes de O qui conservent la forme hermitienne
quaternionique C = (-,-)+ (-, [1-Yi+ (-, [2-}j + (-, I3-)k, qui est un conjugué
de U(2,H). Ensuite un calcul des dimensions et la connexité des deux
groupes permettent de conclure que Spin(5) ~ U (2, H). Spin(5) n’agit pas
transitivement sur V; oy car Spin(5) conserve la forme C et agit librement
et transitivement sur les fibres de C, tandis que C(Vj10y) = [-1,1]k.
Ainsi les orbites sont caractérisées par la fonction C' qui sur Vi, 9y vaut
C(q,q") = (g, I3.¢')k et chaque orbite est diffeomorphe a Spin(5).

. Le cas I = {1,2,3} a déja été longuement étudié dans les sections précé-
dentes. On I’a rappelé dans 'exemple 1. En outre rajoutons que d’aprés la
section 2 (cf. la démonstration du théoréme 5), le groupe Spin(4) n’agit
pas transitivement sur (), et que les orbites sont caractérisées par la
fonction r: ¢ A ¢’ — Im(x.2’). 11 y a alors une orbite de dimension 6 :
G.P, = r~1(0), une S*—famille d’orbites de dimension 5, dont la réunion
est G.Py : {P/r(P) = u/2}, u décrivant S?, et enfin une famille d’orbite
de dimension 6, celles tel que 0 < |r| < 1/2.

. Si |I| =4, on a vu que G = Spin(3) = {Diag(Ra, Ra), a € S3}. L’action
de Spin(3) sur S? s’écrit x4(p) = apa i.e x: Diag(R,, Ra) € Spin(3) —
LazR, € SO(3).

. Si |I| = 5 alors G; = Spin(2) = {Diag(R.ie, R.i0), 0 € R}. L’action de
Spin(2) sur St est donnée par

Xo (eiﬁ) _ 6721'9'61'5
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I'identification entre C et Reg @ Re; étant aeg + ber — a + ib.
6. Si |I| = 6, alors Gy = {£Id}, S; = {*er} et Vi = {(¢,£Le,q), g€ S7}.

On a besoin, pour refaire dans le cas général ce que l'on a fait précédemment,
de définir un application p: Gy — S’. Soit donc I & {1,...7} et e € S(ImO) \
{ei, i € I}, disons pour que les choses soient fixées une fois pour toutes que
e = e|j4+1 (en supposant comme on en a le droit que I = {1,...,|I[}). Posons
alors

p1(g) = xq(€)
pour tout g € Gy, alors p;(Gr) = ST et par passage au quotient p; définit
isomorphisme G;/G oy ~ S’. De plus on a

p(g7 q,971q") = e <= p1(9) = plq,q).
En outre p(q,¢') = e <= ¢ = L.q.

6.2 Algeébres de Lie

L’automorphisme intérieur de Spin(7), intr,, stabilise G;. En effet, soit
g € Gy, alors pour i € I on a

Le, (Le g Le_l)L;l = L (Le g Le)Lei = (_LeLei) g (_LeiLe)
= Le(Le, gLe_il)Le_l = LegLe_l

ainsi L. g L_! commute avec Le,, i € I d’ott L.(Gy)L;' C G;. L’algebre de Lie
de Gp, g1 = spin(7—|I|) est stable par Ad L. et on a (Ad L.)? = Id donc elle se
décompose en somme directe des deux sous-espaces propres associés aux valeurs
propres 1 respectivement :

o1 = go(I) © g2(I)

avec

go(I) =ker(Ad L, — Id), g2(I) = ker(Ad L. + Id).

On posera gr = gx(2), k = 0,2, ainsi spin(7) = go ® g2. Pour |I| = 5, on a
intr,, = —Id d’ou g2(I) = 0. Pour |I| =6, on a gy = 0.

Considérons maintenant le groupe G = ASpin(7) des isométries affines de O
dont la partie linéaire est dans Spin(7) et plus généralement G; = AGy et g(I)
son algeébre de Lie. Soit 7. "automorphisme intérieur de G; défini par (— L, 0). 11
induit un automorphisme d’ordre 4 de g(I) (il est d’ordre 4 pour tout |I| méme
pour |I| =5 et 6, car sur O, L. est d’ordre 4) ce qui donne une décomposition
de g®(I) = g(I) ® C suivant les espaces propres de 7. associés aux valeurs
propres i¥, —1 < k < 2. On notera g&(I) ces espaces propres. Les espaces
propres associés aux valeurs propres =1 ne dépendent pas de I, on les notera
simplement g%;. On a alors

¢¢, = ker(L.—ild) , ¢ = ker(L.+ild)
g () = g()©C , 05() = e()eC

On a [gf (1), gf (I)] C 854) moaa (), puisque 7, est un automorphisme.
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6.3 Surfaces w;—isotropes et p—harmoniques

Définition 7 Soit X une surface immergée de O, alors il lui est associée une
application ps: X — S définie par ps(z) = p(T.X) i.e. si X: X — O est
une immersion alors py, = X*p. On dira que ¥ est p—harmonique si px est
harmonique. Soit I & {1,...,7} alors on dira que X est wr—isotrope si Vz €
¥, T.X € Qp (si I = @ il n’y a aucune condition). Dans ce cas, ps est
valeurs dans ST C S°.

Définition 8 On appellera relévement wy—isotrope (si I = & on dira seulement
relévement) une application U = (F, X): ¥ — G; tel que X soit une immersion
conforme wr—isotrope et pyo F' = px

Théoréme 17 Soit Q un ouvert simplement conneze, « € T*Q ® g(I), alors
o « est la forme de Maurer-Cartan d’un relévement wr—isotrope si, et seule-
ment si,

da+aANa=0, o’ =0cet ", nesannule pas,

e dans ce cas, o correspond 4 une immersion conforme wr—isotrope, p —
harmonique si, et seulement si, la forme de Maurer-Cartan prolongée
ax = A"2ah + A7l 4+ ap + A + N2af vérifie

day + ax N ay =0, Y\ e C*.

Démonstration Pour le premier point cf. la section 3. Pour le second on
remarque que l'on a

day + ax N ay = dBz + Bz A Byz

oit By = Atah + ap + Aaj est la forme de Maurer-Cartan prolongée associée
a 3= F~1.dF, la forme de Maurer-Cartan du relévement F € Gy de px € ST.
D’aprés [3] (cf. aussi [6], ou [7]) on sait que px est harmonique si, et seulement
si, dBx + B A Bx = 0 YA € St ce qui achéve la démonstration. [ |

On peut maintenant faire ce que l'on a fait dans la section 4 a l'aide des
groupes de lacets et obtenir une représentation de Weierstrass par des potentiels
holomorphes 4 valeurs dans Ag®(I),.

Remarque 8 On a choisi e = ej;j11. Avec ce choix le groupe de symétrie
Gru{1j+1y n'est autre que le groupe d’isotropie pour I'action de G. Donc c’est
pratique lorsqu’on fait une étude théorique ot on envisage successivement les
différents cas possibles. Mais ce choix n’est pas pratique si I’'on veut que les
décompositions des algébres de Lie se corespondent i.e. la décomposition du
sous-cas soit la "trace" de la décomposition du cas plus général. Pour cela il
faut donc prendre le méme e. Il suffit de le prendre compatible avec le sous-cas
alors il sera compatible avec le cas plus général. Exemple : Si on veut étudier
le cas |I| = 2 ainsi que le sous-cas |I| = 3, alors le choix de e = E' pour
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les deux convient bien et les décompositions se correspondent : gt ({1,2,3}) =
a-({1,2})Ng®({1,2,3}). Donc on peut faire une étude simultanée des deux (on
a le méme automorphisme 7.) et la représentation de Weierstrass du sous-cas
s’obtiendra tout simplement en prenant dans la représentation de Weierstrass
du cas plus général, des potentiels holomorphes & valeurs dans une sous algébre
de Lie, Ag®(J),, de 'algébre de Lie du cas plus général, Ag®(I),.

Remarque 9 On peut évidemment envisager le cas plus général des surfaces
wp—isotropes ol E est un sous-espace vectoriel de Im O : on dira qu’un plan P
de O est wg—isotrope s’il est isotrope pour w, = (-, L.-) pour tout e € S(E).
Pour tout E, il existe g € Spin(7) qui envoie ’ensemble des plans wg—isotropes
sur I’ensemble des plans wy—isotropes avec |I| = dim E. En effet, soit h € SO(7)
tel que h.E = Vect(e;, i € I) alors pour g € x *({h}) on a g*w; = wg avec
wg = Vect(w, e € E), wr = Vect(w;, ¢ € I). Donc quitte & faire agir un élément
fixe de Spin(7) on est ramené au cas que l'on a étudié.

Remarque 10 Ce que l'on vient de faire dans O peut étre fait dans H. On
deéfinit le produit vectoriel x x y = —Im (z.§) pour z,y € H. On a & X y =
- Z?Zl wi(z,y)e; avec w; = (-, e; ) et (e, ea,e3) = (i, 7, k) la base canonique de
ImH = R3. Alors on a pour g = R,L, € SO(4), (9x) x (gy) = —Im (bxgb) =
b(xz x y)b~!. Ainsi la représentation vectorielle de Spin(3) = {Ly, b € S3},
x: Spin(3) — SO(3) est donnée par L, € Spin(3) — inty, = LyRy—1 €
SO(ImH). En procédant comme on ’a fait dans O, on montre que les sur-
faces de R* p—harmoniques sont un systéme complétement intégrable. Plus
généralement, les surfaces w; — isotropes, p—harmoniques de R* sont un sys-
téme complétement intégrable. Ici on a [I| = 0,1 ou 2. Pour |I| =1 on retrouve
les surfaces lagrangiennes hamiltoniennes stationnaires. Pour |I| = 2 on trouve
les surfaces spéciales lagrangiennes.

D’ailleurs une surface wy—isotrope, p—harmonique de H n’est autre qu’une sur-
face wy—isotrope, p—harmonique de O contenue dans le sous-espace H de Q.
D’autre part, on voit que si 'immersion X est a valeurs dans R® = ImH
alors X est p—harmonique si, et seulement si, elle est & courbure moyenne con-
stante. Ainsi 'ensemble des CMC de R3 n’est autre que '’ensemble des surfaces
p—harmoniques de H incluses dans Im H.

6.4 Calcul du vecteur courbure moyenne

Dans le cas des surfaces Yy (|I| = 3) on disposait du relévement R: p €
5% — R, € Spin(4), en particulier la fibration Spin(4) — S* est triviale (on
a vu que c’est un produit semi-direct). Ceci nous a permis d’écrire I’équation
linéaire (11) qui caractérise les surfaces Xy et de calculer le vecteur courbure
moyenne en utilisant le fait que le fibré Q — S3 est trivial : on a représenté
(q,q") par (p,(E1, E2)). Dans le cas général, ce n’est pas possible : SO(n +
1) = SO(n+1)/SO(n) = S™ n’est pas trivialisable sinon la sphére S™ serait
parallélisable or on sait que ce n’est le cas que pour n = 1,3,7. On retrouve
donc le cas n = 3 et le cas évident n = 1 (dans ce cas Spin(2) = S1). Dans le cas
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général donc on ne peut pas faire la séparation précédente. Cependant, on peut
toujours calculer le vecteur courbure moyenne en fonction de p et la formule
obtenue est valable pour n’importe quelle surface de @ sans aucune hypothése.
Soit X: @ — O une immersion conforme alors par définition de p: Grz(0) —
ImOon a

«dX = —px.dX

et cette équation détermine le px = X*p de l'immersion (i.e. si on a *dX =
—0.dX alors ¢ = px). Prenons la différentielle de cette équation, on obtient

BX = 0 25— @) 55 = 0 (1000 S5+ 00 5

On en déduit

o’ e X . 3_X)

50X 5 <(8vp)-%—(8up) 50

e—2f 0X 0X
5 P ((f% )'%‘i‘(avﬂ)'%)
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