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Densité des trajetoires des transformés deLévy itérés d'un mouvement brownien(Density of paths of iterated Lévy transformsof Brownian motion)Mar Malri7 novembre 2005Abstrat : The Lévy transform of a Brownian motion B is the Brownianmotion B′
t =

∫ t

0

sgn (Bs) dBs. Call T the orresponding transformation onthe Wiener spae W . We establish that a. s. the orbit of w(∈ W ) under T isdense in W for the ompat uniform onvergene topology.IntrodutionSoient (Bt)t≥0 un mouvement brownien (unidimensionnel, issu de l'origine),et (Lt)t≥0 son temps loal en 0. Le transformé de Lévy de B est le mouvementbrownien
B′

t =

∫ t

0

sgn (Bs) dBs = |Bt| − LtSoit T la transformation orrespondante sur l'espae de Wiener. A la �n duhapitre XII de [RY℄, Revuz et Yor ont posé la question de l'ergodiité de T .Notre but est d'établir que l'orbite sous T de haque trajetoire est p.s. densedans W muni de la topologie de la onvergene uniforme sur les ompats de
R

+. Il s'agit là d'une ondition néessaire mais non su�sante pour l'ergodiitééventuelle de la transformation de Lévy, omme 'était le as pour la densitédans R
+ des zéros des itérés par T du mouvement brownien, établie dans [M℄.D'ailleurs, le présent artile s'insrit omme la suite naturelle de [M℄. Commedans [M℄, la démarhe repose sur l'utilisation des "remontées de Lévy" : aprèsêtre su�samment desendu dans les itérations ; 'est-à-dire à partir de T nB,1



pour n assez grand pour qu'au moins un des itérés antérieurs s'annule sur unintervalle donné, on hoisit en remontant au niveau 0, les signes d'exursiononvenables a�n que la trajetoire remontée prenne la forme désirée.Si l'idée à la base est simple, sa mise en oeuvre soulève un ertain nombrede di�ultés.C'est pourquoi au paragraphe 1, nous dé�nissons les B-mouvements brown-iens remontés que nous appelons pour simpli�er la terminologie B-mouve-ments remontés. Pour illustrer le fontionnement et l'intérêt de es famillesde proessus, nous les appliquons dans e paragraphe à un problème d'ap-proximation plus élémentaire, l'approximation à un temps.Au paragraphe 2, nous dé�nissons les sommes disjointes de B-mouvementsremontés, que nous appliquons ette fois à l'approximation à d temps. Parrapport à la situation antérieure, une struture d'arbre importante doit êtremise en plae : le langage de la programmation nous a paru le plus appropriépour réaliser ette tâhe.En�n, au paragraphe 3, nous mettons en oeuvre les tehniques préédem-ment introduites pour obtenir la densité des trajetoires (T n(w), n ∈ N).En fait, mises à part les Propositions 1 et 2 du paragraphe 1, et la dé�nitiondes sommes disjointes du paragraphe 2, le paragraphe 3 se su�t à lui-même.Mais il nous a paru utile de montrer sur des situations plus simples orre-spondant à 1 temps et à d temps, omment fontionnent les remontées, dansle but, en partiulier, de familiariser le leteur ave notre tehnique.Pour terminer, je tiens à remerier vivement M.Yor et M. Emery pour leurpatiene et les onseils qu'ils m'ont prodigués.1 B-mouvements remontés et approximation àun tempsSoit (W,W., P ) l'espae de Wiener du mouvement brownien B. Rappelonsque, pour toute appliation w ∈ W , on appelle transformé de Lévy de w, eton note Tw, l'appliation dé�nie par :
∀t (Tw)t = |wt| − Lt(w)où :
Lt(w) = lim

ε→0

1

2ε

∫ t

0

1|ws|<ε dsest une dé�nition possible du temps loal de w en 0.D'après le théorème de Skorokhod,
Lt(w) = sup{−(Tw)s, 0 ≤ s ≤ t} .2



Lorsque w est une trajetoire brownienne, Lt(w) = lim
ε→0

1

2ε

∫ t

0

1|ws|<εds, etlorsque β est un mouvement brownien, Tβ est enore un mouvement brown-ien, de �ltration elle de |β|, la valeur absolue de β.Nous énonerons, pour ommener, le résultat élémentaire qui est à la basedes onsidérations qui vont suivre.Proposition 1.Soit e une exursion positive de (Tw), w ∈ W , g son début et d sa �n. Alors,il existe une unique exursion e′ de w dont le support ontient elui de e. Ledébut g′ de e′ n'est autre que arg min Tw (notations de [M℄, p.502), et sa �n
d ′ oïnide ave inf{t > g, Twt} = min{Tws, s ∈ [0, g]}}. La hauteur h′ (envaleur absolue) de l'exursion e′ ('est-à-dire sup{|ws|, s ∈ [g′, d′]}) s'obtienten ajoutant à h, hauteur de e, la hauteur de l'exursion de Tw où Tw atteintson minimum sur [0,g℄, si e > 0.Preuve de la Proposition 1.Elle déoule immédiatement des rappels préédents : formules de Tanaka etlemme de Skorokhod.

�On dé�nit, par réurrene, les itérées de Lévy suessives de w : T 0w = w, et
∀ n ∈ N T n+1w = T (T nw). Nous poserons : ∀ n ∈ N , T nB = Bn, et érironsindi�éremment : T nw ou wn, T nW. ou W.n.Puisqu'il y a perte d'information, nous envisageons la transformation de Lévyomme une desente. Ainsi, nous dirons que w est une remontée de Lévy de
Tw. Bien sûr, deux remontées quelonques de Tw ont la même valeur ab-solue, et ne di�èrent que par les signes d'exursions.On dira aussi que w est une remontée de Lévy d'ordre n de T nw. La notionque nous allons maintenant introduire va se révéler essentielle par la suite :Proposition 2. et dé�nitionEtant donnés un entier r > 0, et trois suites de variables aléatoires sur
(W,W., P ) : (Yi)0≤i≤r−1 (Y<i>)0≤i≤r−1 et (Z i)0≤i≤r−1 telles que

• Yi est W i
∞-mesurable indépendante de W i+1

∞ , et ni-dimensionnelle pourun ertain ni ∈ N

• Y<i> est W i+1
∞ -mesurable, ni-dimensionnelle et P (Yi = Y<i>|W

i+1
∞ ) >

0,P p.s.
• Z i est un omplément indépendant de W i+1

∞ ∨ σ(Yi) dans W i
∞3



Notons : ∀ i de 0 à r − 1,
fi : (W,W i

∞, P ) → (W,W i+1
∞ , P ) × (Yi(W ), σ(Yi), PYi

) × (Z i(W ), σ(Z i), PZi)

w i → (w i+1 , Ỹi(w
i), Z̃ i(w i))où pour w ∈ W , Yi(w) = Ỹi(w

i), et Z i(w) = Z̃ i(w i).Alors, fi est un isomorphisme d'espaes mesurés modulo 0.Nous appellerons suites de B-mouvements remontés d'indie r les suites deproessus ainsi dé�nis par réurrene (desendante) :
• Cr := Br

• ∀i de r à 1, Ci−1(w) = f −1
i−1 (C i(w), Ỹ<i−1>(C i(w)),Z i−1 (w)) où ommepréédemment, ∀w ∈ W , Y<i−1>(w) = Ỹ<i−1>(w i).Nous dirons, pour abréger, que (Ci)0≤i≤r est une suite de B.m.r (r), et pluspréisément que Ci est un B-m.r (r, i), et Co un B.m.r (r). On a : ∀i ∈ N,

TCi = Ci+1 (les nouvelles notations sont ompatibles ave la onventionantérieure). De plus, ∀i ∈ {r0, ..., 0}∀w ∈
i

∩
j=r0

[Yj = Y<j>], Ci(w) = w i =

B i(w), en posant r0 = r−1, l'ensemble i
∩

j=r0

[Yj = Y<j>] étant W i
∞-mesurableet non négligeable.Preuve de la Proposition 2.

fi est un isomorphisme d'espaes mesurés modulo 0 d'après la théorie deRohlin des ompléments indépendants (f. [BEKSY℄, Proposition 4).La notation TCi = Ci+1 déoule immédiatement des dé�nitions ainsi que lefait que
∀w ∈

i

∩
j=r−1

[Yj = Y<j>] , C i(w) = w iEn�n, omme :
P (

i
∩

j=r−1
[Yj = Y<j>]) = E(P (Yi = Y<i>|W

i+1
∞ )

i−1
∩

j=r−1
1[Yj=Y<j>]) ,on en déduit immédiatement que P (

i
∩

j=r−1
[Yj = Y<j>]) > 0.

�La dé�nition des B.m.r (r) posée, nous pouvons énoner la version à 1 tempsde notre résultat �nal.Proposition 3.Soient ε et t deux réels stritement positifs, ϕ un élément de W . Il existe unentier r, un B-m.r (r) (Ci)0≤i≤r tels que, en posant X := C0
t

P (|X − ϕ(t)| > ε) < ε4



Remarque.La démonstration de ette proposition va néessiter 5 lemmes, dans les énon-és desquels sont introduites un ertain nombre de quantités fondamentales.Pour failiter la leture, une synthèse du r�le de es quantités est proposéeen �n du paragraphe 1.Preuve de la Proposition 3.Dans un premier temps, plaçons-nous sur l'espae de Wiener (W̆ , W̆, P̆ ) dumouvement brownien B̆.Lemme 1.(1) Les variables aléatoires suivantes, qui sont des fontionnelles de ladernière exursion de B̆ avant t, sont TW̆t-mesurables :
• t0(w̆) = gt(w̆), m0 (w̆) = sup{|w̆s |, s ∈ [t0 (w̆), t ]} ;
• ∀k ∈ N, mk+1(w̆) = sup{mk(w̆) − |w̆s |, s ∈ [tk(w̆), t ]} ;
• tk+1(w̆) est le dernier instant avant t en lequel le sup préédent estatteint.La suite (mk(w̆))k∈N est stritement déroissante de limite nulle, tandisque la suite (tk(w̆))k∈N est stritement roissante de limite t p.s.(2) Soit K(w̆) = inf{k ∈ N|0 < mk(w̆) < ε′ ∧ |ϕ(t)|} où ε′ est une autrevariable aléatoire > 0, TW̆t-mesurable. K est une variable aléatoire
TW̆t-mesurable �nie p.s.(3) Soit Pn(w̆) la propriété : "il existe une suite d'exursions (e0

i )1≤i≤nde w̆ , de débuts (G0
i )1≤i≤n formant une suite stritement déroissantemajorée par t0(w̆), de hauteurs (h0

i )1≤i≤n telles que :(1) |w̆t − w̆tK (w̆)
| +

n∑

i=1

h0
i < |ϕ(t)| < |w̆t − w̆tKw̆

| +
n∑

i=1

h0
i +

ε

2
"Soit N(w̆) le plus petit des entiers n tels que Pn(w̆) ait lieu.

N est une variable aléatoire TW̆t-mesurable �nie p.s. De plus, quelleque soit N ′ variable aléatoire TW̆t-mesurable à valeurs entières �niesil existe une suite d'exursions (e0
i )1≤i≤N ′ de w̆ telle que :

• (1) ait lieu là où N ′ majore N
• les débuts (G0

i )1≤i≤N ′ et hauteurs (h0
i )1≤i≤N ′ sont des suites de vari-ables aléatoires TW̆t-mesurables.5



Preuve du lemme 1.1) Par onstrution, les suites (mk)k∈N et (tk)k∈N sont respetivementdéroissante positive et roissante majorée par t, don onvergentes.Notons µ la limite de (mk), et τ elle de (tk).Supposons µ > 0. Alors, l'osillation de w̆ serait in�nie au voisinage de
τ , ontredisant la ontinuité de w̆. Don µ = 0.Supposons τ < t. Alors, w̆ serait onstante sur [τ, t], e qui est enoreimpossible (p.s. ette fois). Don τ = t p.s.2) La mesurabilité de K est immédiate et sa �nitude déoule de (1).3) Rangeons les exursions de w̆ antérieures à t0 par hauteurs dérois-santes. On obtient la suite (ĕn)n∈N, de hauteurs (h̆n)n∈N. Comme lavariation des trajetoires browniennes est in�nie sur tout intervalle, ona p.s. :(2) ∑

n∈N

h̆n = ∞ , et(3) lim
n→∞

h̆n = 0 .Soit Pf (N) l'ensemble des parties �nies de N, et, pour tout n ∈ N,
Pn(N) l'ensemble des parties de N de ardinal n.Pour tout H ∈ Pf (N), posons :

ZH(w̆) :=
∣∣∣w̆t − w̆tK(w̆)

∣∣∣ +
∑

n∈H

h̆nIntroduisons l'évènement CH :=
[
ZH(w̆) < |ϕ(t)| < ZH(w̆) + ε

2

]
.On a CH ∈ TW̆t et ⋃

H∈Pf (N)

CH = W̆ , d'après (2) et (3).Posons, pour tout n ∈ N, Cn :=
⋃

H∈Pf (N)

CH .Soit N(w̆) = inf{n ∈ N/w̆ ∈ Cn}. Alors N est manifestement une vari-able aléatoire TW̆t-mesurable et �nie p.s.Munissons l'ensemble dénombrable Pn(N) de l'ordre lexiographique,après avoir identi�é les éléments de Pn(N) ave les suites stritementroissantes de n entiers naturels. Soit alors, lorsque w̆ ∈ Cn, H0
n le pluspetit élément H de Pn(N) tel que w̆ ∈ CH . Notons (e0n

i )1≤i≤n la suiterangée dans l'ordre hronologique déroissant des éléments de (ĕi)i∈H0
n
.6



Soit en�n N ′ une variable aléatoire TW̆t-mesurable à valeurs entières.Posons : e0N ′

i :=
∞∑

n=i

1[N ′=n]e
0n
i , pour tout i ∈ N. Nous omettrons, parommodité de notation, s'il n'y a pas d'ambiguité, l'indie supérieur

N ′. Par onstrution, la suite (e0
i )i∈N véri�e toutes les onditions del'énoné.

�Comme la famille ([K = k] ∩ [N = n])(k,n)∈N2 onstitue une partition de W̆mesurable et dénombrable,
∃(k0, n0) ∈ R

2 / P̆ ([K ≤ k0] ∩ [N ≤ n0]) ≥ 1 −
ε

2Soit r0 := k0 + n0. Remarquons que k0, n0, et r0 ne dépendent que de la loidu mouvement brownien.Nous allons maintenant appliquer les onstrutions du Lemme 1 au mou-vement brownien Br0 au lieu de B̆, et noterons er0
i , Gr0

i , et hr0
i les ob-jets intervenant dans e lemme. Notre objetif est de proéder, à partir dela trajetoire wr0+1, à r0 + 1 "remontées de Lévy", 'est-à-dire dé�nir unB.m.r(r0 + 1) (Ci)0≤i≤r0+1, de telle manière que C0

t approhe su�samment
ϕ(t) et ave une grosse probabilité. C'est l'objet des lemmes suivants. Soit
r1 := r0 + 1.Lemme 2.Etant donnée une suite (e∗ki )1≤i≤pk

d'exursions de Bk, de débuts (G∗k
i )1≤i≤pkformant une suite de variables aléatoiresWk+1

∞ -mesurables stritement dérois-sante, de ardinal pk, variable aléatoire elle-même Wk+1
∞ -mesurable, il existedeux suites d'exursions de Bk : (e∗k

′

i )1≤i≤pk
et (e∗k

′′

i )1≤i≤pk

• de débuts (G∗k′

i )1≤i≤pk
et (G∗k′′

i )1≤i≤pk
,

• et de hauteurs (h∗k′

i )1≤i≤pk
et (h∗k′′

i )1≤i≤pkvariables aléatoires Wk+1
∞ -mesurables véri�ant :(4) 




G∗k′

pk
< G∗k

pk
< G∗k′′

pk
< G∗k′

pk−1 < ... < G∗k′′

1 < gt(w
k)

h∗k′

pk
< h∗k′′

pk
< h∗k′

pk−1 < ... < h∗k′′

1 < ε∗pour toute variable aléatoire ε∗ > 0, Wk+1
∞ -mesurable, �xée au préalable. Onappelle e∗k

′

i et e∗k
′′

i les exursions-tampons enadrant e∗ki , e∗k
′

i étant le tamponde gauhe, et e∗k
′′

i elui de droite.Preuve du lemme 2. 7



Posons G∗k′

0 := gt(w
k), et h∗k′

0 := ε∗, G∗k
pk+1 := 0. On utilise à nouveau lavariation in�nie des trajetoires browniennes sur tout intervalle. Il su�t dehoisir :� pour (e∗k

′′

i )1≤i≤pk
, l'exursion de wk la plus haute parmi ses exursionsdont le support est inlus dans ]G∗k

i , G∗k′

i−1[ et la hauteur inférieure à
h∗k′

i−1.� pour (e∗k
′

i )1≤i≤pk
, l'exursion de wk la plus haute parmi ses exursionsdont le support est inlus dans ]G∗k

i+1, G∗k
i [ et la hauteur inférieure à

h∗k′′

i .Pour es hoix des exursions-tampons, les mesurabilités sont évidentes ainsique (4).
�Soit (ek

z)z∈Zk
la famille des exursions de wk antérieures à t, de hauteurssupérieures à hk′

pk
, et di�érentes de l'exursion qui enjambe t, des exur-sions (e∗ki )1≤i≤pk
et de leurs tampons. On range ette famille dans l'ordrehronologique déroissant. Les débuts de es exursions sont des variablesaléatoires Wk+1

∞ -mesurables.Soit (e+k
i )0≤i≤qk

la famille des exursions de Bk ainsi obtenue à partir de
(e∗ki )1≤i≤pk

(f lemme 2)� e+k
0 est l'exursion de wk qui enjambe t� pour tout i de 1 à pk, e+k

i := e∗ki� (e+k
i )pk+1≤i≤3pk

est la suite, rangée dans l'ordre hronologique dérois-sant, des exursions-tampons� (e+k
i )3pk+1≤i≤qk

oïnide ave (ek
z)z∈Zk

qk est une variable aléatoire �nie, elle aussi Wk+1
∞ -mesurable.On en déduit l'existene d'une suite d'entiers déterministes (q0

k)0≤k≤r0 telleque :
P (Ak

ε) ≥ 1 −
ε

2
− (r1 − k)

ε

2r1
,où

Ak
ε = [K ≤ k0] ∩ [N ≤ n0] ∩

(
r0

∩
s=k

[qs ≤ q0
s ]

)
.Sur Ak

ε , on omplète la famille (e+k
i )q≤i≤qk

en (e+k
i )0≤i≤q0

k
par adjontion d'ex-ursions de wk de supports 2 à 2 disjoints ontenus dans [dt′ , dt′ + 1] où t′est un réel �xé supérieur à t, hoisies Wk+1

∞ -mesurablement.Sur cAk
ε , ou bien on se ontente de supprimer les exursions d'indies supérieursà q0

k (si tel est le as), ou bien, omme préédemment, on ajoute des exur-sions de supports disjoints ontenus dans [dt′, dt′ + 1].Introduisons alors la suite de variables aléatoires (Yk)0≤k≤r0 telle que :
∀w ∈ W , Yk(w) = (sgn e+k

i )0≤i≤q0
k
∈ {−1, 1}q0

k
+18



Nous allons maintenant mettre en oeuvre les deux outils essentiels dans ettequestion : le prinipe de retournement des exursions (f [M℄, p. 502), et lathéorie de Röhlin des ompléments indépendants (f [R℄, développée dans[E.S℄, Proposition 4 et ses orollaires 3 et 4).Lemme 3.1) Yk est Wk
∞-mesurable, indépendante de Wk+1

∞ et uniformément dis-tribuée sur {−1, 1}q0
k
+1.2) Wk

∞ est onditionnellement non atomique sahant Wk+1
∞ ∨ σ(Yk) d'oùl'existene de Zk pour tout k ∈ {0, ..., r0}.Preuve du lemme 3.1) On onstate d'abord que Yk(W ) = {−1, 1}q0

k
+1. Par ailleurs, d'après leprinipe de retournement des exursions, Yk est indépendante de Wk+1

∞et uniformément distribuée.2) Wk
∞ est onditionnellement non atomique sahant Wk+1

∞ . Don d'aprèsle orollaire 3 b) de [E.S℄ p. 274, Wk
∞ est onditionnellement non atom-ique sahant Wk+1

∞ ∨ σ(Yk), puisque la tribu σ(Yk) est indépendantede Wk+1
∞ et �nie.En onséquene, la tribu Wk+1

∞ ∨ σ(Yk) possède un omplément in-dépendant Zk dans Wk
∞.

�Toutes les onstrutions que nous venons de mettre en plae reposent sur ladé�nition des (e∗ki )1≤i≤pk
, que nous allons obtenir par réurrene desendante.L'initialisation est fournie par le lemme 1 : nous hoisissons pour (e∗r0

i )1≤i≤pr0la famille (er0
i )1≤i≤n0 .Quant à l'hérédité, elle résulte du :Lemme 4.Etant données deux suites (e∗si )1≤i≤ps

et (e+s
i )1≤i≤q0

s
véri�ant les hypothèsesdu lemme 2 sur l'événement Es : "toutes les exursions-tampons sont < 0ainsi que les exursions (e∗si )1≤i≤πs

, toutes les autres exursions de (e+s
i )1≤i≤qssont > 0" où πs est une variable aléatoire Ws+1

∞ -mesurable, à valeurs entièresmajorées par ps p.s. ; les exursions (e∗si )πs+1≤i≤ps
sont "onservées" danstoute remontée au rang s − 1 ; 'est-à-dire qu'il existe une unique familled'exursions de ws−1, que nous noterons (e∗s−1

i )1≤i≤ps−1 ave ps−1 = ps − πs,véri�ant :
• supp e∗s−1

i ⊃ supp e∗sπs+i 9



• les supp e∗s−1
i , 1 ≤ i ≤ ps−1 sont 2 à 2 disjoints.Preuve du lemme 4.Conformément à la proposition 1, sur Es, puisque haque exursion e∗si ,

πs+1 ≤ i ≤ ps, est positive et enadrée par ses deux exursions-tampons qui,elles, sont < 0, puisque par onstrution le dernier minimum de ws avant ledébut de e∗si est atteint sur le support de son tampon de gauhe, le minimumsuivant étant atteint sur le support de son tampon de droite, e∗s−1
i−πs

est l'ex-ursion de ws−1 qui ommene à l'instant où pour la dernière fois le tamponde gauhe de e∗si atteint son minimum et se termine à l'instant où pour lapremière fois le tampon de droite atteint le minimum du tampon de gauhe.
�Pour que l'hérédité ait e�etivement lieu, sur cEs, nous hoisissons les

(e∗s−1
i )1≤i≤ps−1 arbitrairement parmi les exursions de ws−1 maisWs−1

∞ -mesu-rablement et à supports disjoints.Nous sommes maintenant en mesure de dé�nir les (Y<i>)0≤i≤r0.Pour tout k ∈ {1, ..., k0}, soit πr1−k := 0, d'où pr1−k = n0, posons :
Y<r1−k>(j) :=

{
1 pour j ∈ {1, ..., n0} ∪ {3n0 + 1, ..., q0

r1−k}
−1 pour j ∈ {0} ∪ {n0 + 1, ..., 3n0}Pour tout k ∈ {k0 + 1, ..., r0}, soit πr1−k := 1, d'où pr1−k = n0 − (k − 1− k0),posons :

Y<r1−k>(j) :=

{
1 pour j ∈ {0} ∪ {2, ..., pr1−k} ∪ {3pr1−k + 1, ..., q0

r1−k}
−1 pour j ∈ {1} ∪ {pr1−k + 1, ..., 3pr1−k}En�n, pour k = r1, p0 = 1, Y0 est le signe de l'exursion qui enjambe t,et Y<0> := sgn ϕ(t).Ainsi, sont en plae les 3 suites de variables aléatoires (Yi)0≤i≤r0 , (Y<i>)0≤i≤r0,et (Z i)0≤i≤r0 (d'ailleurs ii, les Y<i> sont des appliations déterministes). Onpeut en déduire, grâe à la proposition 1, la suite de B.m.r(r1) (Ci)0≤i≤r1.Nous allons maintenant établir que C0

t est prohe de ϕ(t) ave une grosseprobabilité.Lemme 5.
P p.s., sur A0

ε, ∣∣C0
t − ϕ(t)

∣∣ <
ε

2
+ n0

ε∗

2
(2k0 + n0 − 1)Preuve du lemme 5.Remarquons d'abord que : ∀s ∈ {0, ..., r0}, Es ⊃ [Ys = Y<s>].10



Aussi, d'après la proposition 1 et le lemme 4 :
C0

•
(w) ∈

r0

∩
s=0

[Ys = Y<s>] ⊂
r0

∩
s=0

EsAinsi, lors des k0 premières remontées, haque exursion e∗si , 1 ≤ i ≤ r0,verra d'après la proposition 1 sa hauteur s'ajouter à elle de son tampon degauhe pour donner la hauteur de e∗s−1
i , pour tout s de r0 à r0 − k0 + 1, et ide 1 à r0. On en déduit :

hr0
i < hn0

i < hr0
i + k0ε

∗ .Puis, pour les r0 remontées suivantes, à ondition de hoisir ε∗ inférieureà mk(w
r0), on onstate, lorsque l'exursion de wn0−i qui enjambe t reçoit

e∗n0−i+1
1 , que elle-i a déjà reçu k0 + i − 2 tampons, don

hr0
i < hn0−i+1

1 < hr0
i + (k0 + i − 1)ε∗On en déduit :

n0∑

i=1

hr0
i <

n0∑

i=1

hn0−i+1
1 <

n0∑

i=1

hr0
i + (n0k0 +

n0(n0 − 1)

2
)ε∗Puis :

wr0
t +

n0∑

i=1

hr0
i < wr0

t +

n0∑

i=1

hn0−i+1
1 < wr0

t +

n0∑

i=1

hr0
i +

(
n0k0 +

n0(n0 − 1)

2

)
ε∗Or

wr0
t +

n0∑

i=1

hn0−i+1
1 = |C0

t (w)| ,tandis que :
−

ε

2
< |wr0

t +

n0∑

i=1

hr0
i | − |ϕ(t)| ≤ 0Finalement, omme sgn C0

t (w) = sgn ϕ(t),
|C0

t (w) − ϕ(t)| <
ε

2
+ n0

ε∗

2
(2k0 + n0 − 1)Prenons ε∗ := Min(

ε

n0(2k0 + n0 − 1)
, mk0(w

r0)

).D'après e qui préède on a :
∀w ∈ A0

ε , |C0
t (w) − ϕ(t)| < εEt le B-m.r(r1) C0

t répond aux exigenes de l'énoné.11



�Remarque de synthèse.Les exursions (e∗r0
i ) dé�nies au lemme 1 sont les exursions onstrutives :ajoutées une par une à une trajetoire ramenée pas à pas à proximité de0 à l'instant t, elles permettront à la trajetoire remontée au niveau 0 des'approher de ϕ(t) à et instant. Seulement, au ours des diverses remon-tées, omme au plus une exursion onstrutive est mise en ation, toutesles autres doivent être protégées : d'une part par des exursions-tampons quienadrent haune d'entre elles, et ensuite en ontr�lant toutes les exursionsantérieures à t, et de hauteurs supérieures à la hauteur du plus petit tampon.C'est ainsi qu'à l'issue du lemme 2 on onstitue la famille (e+r0

j ) qui rassembleles exursions onstrutives et les exursions de protetion. Puis, onformé-ment au lemme 3, on doit se ramener à une famille d'exursions de ardinaldéterministe : on y parvient au prix d'une légère perte de probabilité en ad-joignant à la famille préédente des exursions de support postérieur à t ennombre onvenable. Nous dé�nissons alors la variable aléatoire Yr0 omme lasuite des signes de (e+r0
j ). Quant à Y<r0>, il s'agit de la suite des signes "on-venables" : les exursions onstrutives protégées sont positives omme lesexursions de protetion de hauteurs plus grandes que le plus petit tampon,tandis que les exursions-tampons sont négatives.En�n,le lemme 4 assure l'hérédité du proédé des remontées.Ainsi sont en plae les trois suites de variables aléatoires (Yi), (Y<i>) et (Z i),don d'après la proposition 2 les B-m.r (r1). Grâe au lemme 5, on véri�eque C0 remplit les onditions de l'énoné.2 Sommes disjointes de B-m.r. et approxima-tions à d-tempsPassons à la généralisation du résultat de 1 à d temps. Pour ela, nous auronsbesoin de laDé�nition 1.On appelle somme disjointe de B-m.r (r) toute famille (Γi)0≤i≤r de proessustelle qu'il existe :

• une partition �nie ou dénombrable W∞-mesurable (Hλ)λ∈∧ de W
• pour haque λ ∈ ∧, un B-m.r (r) (Ci

λ)0≤i≤r véri�ant :
∀i ∈ [0, ..., r] , Γi =

∑

λ∈∧

1Hλ
Ci

λNous noterons Y λ
i , Y λ

<i> et Z i
λ les variables aléatoires assoiées à Ci

λ.12



Proposition 4.Soient ε > 0, (t1, ..., td) ∈ R
d, 0 < t1 < ... < td et ϕ : R

d → R une appliation.Alors, il existe un entier r et une somme disjointe (Γi)0≤i≤r de B-m.r (r) telsque :
P (||X − ϕ(t1, ..., td)|| > ε) < ε , où X = Γo

(t1,...,td)Remarque 1.De façon analogue à e que nous avons fait pour la Proposition 2, nousprésentons en �n du Paragraphe II une remarque de synthèse, où le leteurtrouvera une disussion des nouveautés tehniques de e paragraphe II.Preuve de la Proposition 4.On proède par réurrene sur d. Au rang 1, le résultat déoule de la Propo-sition 2 : dans e as, la somme disjointe est réduite à un seul B-m.r (r).Supposons le résultat aquis au rang d. Soit (t1, ..., td+1) ∈ R
d+1, 0 < t1 <

... < td+1. Appliquons l'hypothèse de réurrene au mouvement brownien
Bs0 , pour un ertain entier s0 qu'on déterminera ultérieurement.On en déduit l'existene de Γ̃ somme disjointe de Bs-m.r (rd) tel que enposant

X̃ := Γ̃(t1, ..., td) P (||X̃ − ϕ(t1, ..., td)|| >
ε

2
) <

ε

8
.Nous noterons w̃i = Γ̃i(ws0).Par ailleurs, d'après le théorème de densité des zéros (f. [M℄), il existe p.s.un entier ℓ tel que w̃l s'annule au moins une fois sur ]td, td+1[.En e�et, pour ℓ assez grand, w̃ℓ = ws0+ℓ.Soit L(w) le plus petit de es entiers ℓ. L est une v.a. �nie p.s.. Don, il existeun entier ℓ0, que nous hoisirons supérieur ou égal à rd véri�ant :

P
([

||X̃ − ϕ(t1, ..., td)|| <
ε

2

] ⋂
[L ≤ ℓ0]

)
≥ 1 −

ε

4

�On a d'autre part le lemme suivant :Lemme 6.Le plan dans lequel nous représentons les trajetoires est rapporté au repèreorthonormé (0,
−→
i ,

−→
j ). Soit τa+

b la translation vertiale de veteur (b− a)
−→
j .Soit τa−

b la ré�exion d'axe horizontal la droite d'équation : y =
a + b

2
. Con-sidérons (t, k, p) ∈ R

+ × N
2 tel que : wk

t = a et wk+p
t = b, et notons γt13



le premier instant postérieur à t en lequel l'une au moins des itérées wi,
2 ≤ i ≤ k + p − 1 s'annule. On a alors :

wk+p|[t,γt]
=





τa+
b o wk|[t,γt]

si k+p−1

Π
i=k

wi
t > 0

τa−
b o w−k|[t,γt]

sinonNous noterons τk
k+p(w) la transformation plane qui transforme wk|[tj ,γtj

] en
wk+p|[td,γtd

].Preuve du lemme 6.C'est une onséquene immédiate des formules de Tanaka lorsque p = 1.Dans le as général, on déompose le déplaement τ qui transforme wk|[t,γt]
en

wk+p|[t,γt]
sous la forme τ = τp ◦ τp−1 ◦ ... ◦ τ1 où τi transforme wk+i−1|[t,γt]

en wk+i|[t,γt]
.D'après la remarque préédente, haque τi est une translation vertiale ouune ré�exion d'axe horizontal selon le signe de wk+i−1

t . Le résultat annonés'en déduit.
�Notre but est de "remonter" la trajetoire w̃ℓ0, qui n'est autre que ws0+ℓ0puisque ℓ0 ≥ rd, du niveau s0 + ℓ0 au niveau 0 de telle manière que latrajetoire remontée s'approhe de ϕ(td+1) à l'instant td+1 tout en onservantla proximité ave ϕ(t1, ..., td) aquise au niveau r et e en respetant lesonditions habituelles de mesurabilité. Pour que ela puisse être réalisé sansdommage, nous allons mettre en oeuvre une struture permettant de protégerl'aquis des d premiers instants.Pour tout i de 1 à d, k de 0 à ℓ0, j de 0 à 2k − 1, posons :

ts0
0i = t̃00i := ti

ts0+k+1
2ji := ts0+k

ji , ts0+k+1
2j+1,i := gts+k

ji
(ws+k+1)

t̃k+1
2ji := t̃kji , t̃k+1

2j+1,i := gt̃kji
(w̃k+1)

ẽk
ji := et̃kji

(w̃k) exursion de w̃k qui enjambe l'instant t̃kjipuis pour les niveaux antérieurs pour tout ℓ de 0 à s − 1

tℓ0i := ti

eℓ
0i := eti(w

ℓ)Cette fois, les remontées seront moins failes que lors de la Proposition 2 ; ilne su�ra pas de desendre dans les itérations, et prévoir au niveau inférieur14



les exursions dont la somme des hauteurs s'approhe de ϕ(td+1), ar dansune telle transformation, on serait ontraint pour remonter de "redresser"toutes les grandes exursions, et en onséquene de perturber gravementl'aquis des d premiers instants. En fait, on doit au niveau inférieur prévoirla valeur que devrait avoir l'itérée à l'instant td+1 a�n que, remontant de lamême façon, on retrouve au niveau s les mêmes valeurs aux instants t1, ..., tdet une valeur prohe de ϕ(td+1) à l'instant td+1. On hoisit en onséqueneau niveau inférieur une famille d'exursions, "onstrutives", qu'on mettraen oeuvre omme à l'aoutumée suessivement par un nombre onven-able de remontées "horizontales" pendant lesquelles nous onsidérerons quele niveau essentiel reste inhangé ; La notion préise de niveau essentiel ap-paraîtra plus tard dans l'exposé. Contentons nous pour l'instant d'une v.a.à valeurs entières nommée esslevel k. Notons en�n que la valeur prévue auniveau inférieur repose sur l'hypothèse qu'auune des remontées depuis leniveau inférieur onsidéré jusqu'à e que esslevel = s0 ne s'annule pas sur
]td, td+1[. Dans le as ontraire tout le proédé devra être reommené.Nous allons maintenant dé�nir la partition à partir de laquelle nous onstru-irons Γ, la somme disjointe de B-m.r (rd+1).

Λ := {−1; 1}F ,où F = {(i, k, j) ∈ N
3/1 ≤ i ≤ d , 0 ≤ k ≤ ℓ0 , 0 ≤ j ≤ 2k − 1}

∆ := {[αn , α(n + 1)[ , n ∈ Z}ℓ0+1 , où α > 0 sera �xé ultérieurement
Hλ, δ := {w ∈ W / (sgn ẽk

ji)(i,k,j)∈F = λ , w̃k
td
∈ δ(k), ∀k ∈ {0, ..., ℓ0}}Notons aδ(k) le début de l'intervalle δ(k) et :

ε(λ, k) :=
k−1

Π
i=0

λ(d, i, 0)Lemme 7.Sur Hλ, δ, les déplaements τ 0
k (w̃) et τ

aδ(0) ε(λ,k)
aδ(k) di�èrent d'au plus 2α.Preuve du lemme 7.D'après le lemme 6, sur Hλ, δ, es déplaements sont de même nature, trans-lation vertiale ou ré�exion d'axe horizontal. Dans le as d'une translation :

ε(λ, k) = +1, on a :
∀y ∈ R , |τ 0

k (w̃)(y) − τ
aδ(0) ε(λ,k)
aδ(k) (y)| = |w̃k

td
− w̃td − (aδ(k) − aδ(0))|

= |w̃k
td
− aδ(k) − (w̃td − aδ(0))|

≤ α15



Dans le as d'une ré�exion : ε(λ, k) = −1, on a :
∀y ∈ R , |τ 0

k (w̃)(y) − τ
aδ(0)−
aδ(k) (y)| = |(w̃k

td
+ w̃td − y) − (aδ(k) + aδ(0) − y)|

= |(w̃k
td
− aδ(k)) + (w̃td − aδ(0))|

≤ 2α

�Ce lemme nous permettra de remplaer la valeur à prévoir τ 0
k (w̃)(ϕ(td+1)) -qui n'a pas la bonne mesurabilité - par τ

aδ(0)
aδ(k) (ϕ(td+1)) sur Hλ, δ.On a alors l'analogue du lemme 1 :Lemme 8.Soit, pour s ∈ {0, ..., s0 + ℓ0}, Ks = inf{k ∈ N/0 < mk(w

s) < ε∗}. Ks estune v.a. �nie Ws+1
∞ -mesurable.Par ailleurs, pour w ∈ Zλ, δ

s := {w ∈ Hλ, δ/w
s s'annule au moins une foissur ]td, td+1[}, soit Pn(w) la propriété : "il existe une suite d'exursions de

ws , (es
i (w))1≤i≤n, de débuts (Gs

i )i formant une suite de réels stritementdéroissante à valeurs dans ]td, td+1[, et de hauteurs (hs
i )i tels que :(5) n∑

i=1

hs
i < |τ

aδ(0) ε(λ,esslevel(s))
aδ(esslevel(s)) (ϕ(td+1))| <

n∑

i=1

hs
i +

ε

4Soit Nλ, δ
s (w) le plus petit des entiers n tels que Pn(w) a lieu, pour w ∈ Hλ, δ.Nous onserverons la même dé�nition de Nλ, δ

s (w) lorsque ws s'annule sur
]td, td+1[ et poserons Nλ, δ

s (w) = 0 sinon.
Nλ, δ

s est une v.a. Ws+1
∞ -mesurable.Pour tout A ⊂ Zλ, δ

s , W∞-mesurable, il existe (k∗, n∗) ∈ N
2 tel que

P ([Ks ≤ k∗] ∩ [Nλ, δ
s ≤ n∗]|A ∩ [||X̃ − ϕ(t1, ...., td)|| < ε] ∩ [L ≤ ℓ0])

≥

(
1 − ε

1 − ε
2

) 1
s0+ℓ0

.Nous noterons n∗(A) := n∗, k∗(A) := k∗.Il existe une suite stritement déroissante d'exursions de ws, (eλ,δ,s
i )1≤i≤n∗(A)qui véri�e Pn∗(A)(w) ave probabilité(

1 − ε

1 − ε
2

) 1
s0+ℓ0 sur A, et telle que (Gλ,δ,s

i )iet (hλ,δ,s
i )i soient des suites de v.a. Ws+1

∞ -mesurables. Nous appellerons ex-ursions onstrutives leurs éléments.Preuve du lemme 8.Elle est identique à elle du lemme 1.16



�A�n de pouvoir, à haun des niveaux "essentiels", de ℓ0 à 0, insérer, si besoinest, k∗ + n∗ remontées "horizontales" permettant de on�gurer onvenable-ment la trajetoire à l'instant td+1, nous aurons besoin ii enore de la notiond'exursions-tampons. C'est l'objet duLemme 9. (analogue au lemme 2)Soit (s, λ, δ) ∈ {0, ..., s0 + ℓ0} × Λ×∆. Etant donnée (e∗sλ,δ,i)1≤i≤ps
une suitede v.a. à valeurs dans les exursions de ws antérieures à td+1, et rangéedans l'ordre stritement déroissant (ps est une v.a. à valeurs entières). Soit

g∗s
i (resp.h∗s

i ) le début (resp. la hauteur de e∗sλ,δ,i , 1 ≤ i ≤ ps. Il existe deuxsuites d'exursions de ws, les exursions-tampons (e∗s
′

λ,δ,i)1≤i≤ps
et (e∗s

′′

λ,δ,i)1≤i≤psvéri�ant :
{

g∗s
ps

′ < g∗s
ps

< g∗s
ps

′′ < g∗s
ps−1

′′ < ... < g∗s
1

′′ < gtd+1
(ws)

h∗s
ps

′ < h∗s
ps

′′ < h∗s
ps−1

′ < ... < h∗s
1

′′ < ε∗pour toute v.a. Ws+1
∞ -mesurable ε∗ > 0 �xée par avane.Lorsque les g∗s

i , 1 ≤ i ≤ ps sont Ws+1
∞ -mesurables, il en est de même pourles débuts g∗s

i
′ et g∗s

i
′′ de leurs tampons.On introduit alors (e+s

λ,δ,i)1≤i≤qs
la suite d'exursions de ws obtenue en ona-tenant� (e∗sλ,δ,i)1≤i≤ps� (e∗sλ,δ,i

′)1≤i≤ps
et (e∗sλ,δ,i

′′)1≤i≤ps� (es
λ,δ,i)1≤i≤ps

la suite �nie onstituée de toutes les autres exursions de
ws de hauteurs supérieures à hs

ps

′ et antérieures à gtd+1
(ws) réarrangéedans l'ordre hronologique stritement déroissant.Preuve du lemme 9.Elle suit elle du lemme 2.

�Lemme 10. (analogue du lemme 4)Etant données deux suites (e∗sλ,δ,i)1≤i≤ps
et (e+s

λ,δ,i)1≤i≤qs
véri�ant les hypothèsesdu lemme préédent ; alors, sur l'événement Eλ,δ

s : "toutes les exursions-tampons sont < 0 ainsi que les exursions (e∗sλ,δ,i)1≤i≤πs
, toutes les autresexursions de (e+s

λ,δ,i)1≤i≤qs
sont > 0" où πs est une v.a. à valeurs entièresmajorée par ps. Les exursions (e∗sλ,δ,i)πs+1≤i≤qs

sont "onservées" au rang
s − 1. C'est-à-dire qu'il existe une unique famille d'exursions de ws−1 quenous noterons (e∗s−1

λ,δ,i )1≤i≤ps−πs
(pour toute remontée possible de ws) véri�ant :� supp e∗s−1

λ,δ,i ⊃ supp e∗sλ,δ,πs+i pour tout i de 1 à ps − πs� les supports des (e∗s−1
λ,δ,i )1≤i≤ps−πs

sont 2 à 2 disjoints.17



Preuve du lemme 10.Elle est identique à elle du lemme 4.
�Nous poserons e+s

λ,δ,0 := etd+1
(ws).Il s'agit maintenant de dé�nir les v.a. (Y d+1

λ,δ,s)0≤s≤s0+ℓ0 et (Zd+1
λ,δ,s)0≤s≤s0+ℓ0.Cette dé�nition prendra forme à partir d'une arboresene importante, aussiallons nous utiliser un langage de type programmation prohe du langagePasal.A�n de ne pas alourdir la notation nous omettrons le plus souvent les indies

λ et δ dans le "programme" de onstrution du B-m.r (rd+1).

18



Variables
s, esslevel(s), σ, ns(w), k∗, n∗, R(w) of integers.
�, �1 of strings
Y d+1

s , Y d+1
<s> of �nite sequenes of signs.

(eps
j)j , (ecs

j)j, (e∗sj )j, (e+s
j )j of �nite sequenes of exursions

MΨ, M�, M�1 of elements of W∞Initialisation
s := s0 + ℓ0, esslevel (s) := s0 + ℓ0

MΨ := [Bs0+ℓ0
|[0,td]

= Γ̃ℓ0
|[0,td]

] (by hypothesis, P (MΨ) = 1)For all s, do :
(e∗sj )j is the onatenation of (eps

j)j and (ecs
j)j rearranged to be stritly de-reasing (the �rst are the proteting exursions and the seond the buildingexursions).

Y d+1
s := (sgn(e+s

j )j), ns(w) = ♯(e+s
j )j . End for.If w /∈ MΨ, do triv (w, s0 + ℓ0) End if.While no zero of ws ours on (td, td+1), do

(e+s
j )j := φ ; Y d+1

<s> := φ
MΨ := MΨ ∩ [Bs 6= 0 on (td, td+1)]
s := s − 1, esslevel (s) := s − 1do � := s − s0, M� := MΨ ∩ [Bs vanishes on (td, td+1)]Label 1do : (eps

j)j := arranged (e
t
esslevel(s)
ji (ws)

)i

(ecs
j)j := (es

j)j by lemma 8 on A := M�

k∗ := k∗(M�), n∗ := n∗(M�) with the notations of lemma 8.
σ :=esslevel(s).For i = 0, to k∗ − 1let (e+s

j )j be the sequene assoiated to (e∗sj )j by lemma 9
Y d+1

<s> := "the plug exursions and the exursions straddling td+1 are < 0, allthe other exursions of (e+s
j )j are > 0"(i.e. Y d+1

<s>(k) = −1 ⇔ k ∈ {0} ∪ {ps + 1, ..., 3ps})If Y d+1
s 6= Y d+1

<s> do triv (w, s) End if.19



let (e∗s−1
j )j be assoiated to (e+s

j )j by lemma 10
�1 := �, � := �h, M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ] (h like horizontal).

s := s − 1, esslevel(s) := σ
i := i + 1 End for.For i = 0 to n∗ − 1
(e+s

j )j be assoiated to (e∗sj )j by lemma 9
Y d+1

<s> := "the plug exursions and the �rst building exursion are < 0, all theother exursions of (e+s
j )j are > 0"If Y d+1

s 6= Y d+1
<s> do triv (w, s) End if.let (e∗s−1

j )j be assoiated to (e+s
j )j by lemma 10

�1 := �, � := �h, M� := M�1 ∩ [Y d+1
s = Y d+1

<s> ]
s := s − 1, esslevel(s) := σ
i := i + 1 End for.do (e+s

j )j := (e∗sj )j

Y d+1
<s> := (sgn(arranged(ẽ

esslevel(s)−s0

ji )i)If Y d+1
s 6= Y d+1

<s> do triv (w, s) End if.do �1 := �, � := �v, (v like vertial)
M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ]while no zero of ws ours on (td, td+1) and esslevel(s) > rdo s := s − 1, esslevel(s) :=esslevel(s + 1) − 1do (e+s

j )j := arranged (e
t̃
esslevel(s)−s0
ji

)i

Y d+1
<s> := (sgn(arranged(ẽ

esslevel(s)−s0

ji )i)If Y d+1
s 6= Y d+1

<s> do triv (w, s) End if.do �1 := �, � := �v, M� := M�1 ∩ [Y d+1
s = Y d+1

<s> ] End while.if esslevel(s) > s0, go to Label 1 End if.(the horizontal rises have orretly on�gurated the path if no following ver-tial rise vanishes on (td, td+1), else the proedure must return to the begin-ning).do R(w) := s − ℓ0 (R(w) est le nombre minimum de remontées néessaires20



pour donner à la trajetoire la forme désirée).while s > 0let (e∗sj )j := (es
0i)1≤i≤d+1

(e+s
j )j be the sequene assoiated to it by lemma 9

Y d+1
<s> := "all the plug exursions are < 0, the other exursions of (e+s

j )j are
> 0"If Y d+1

s 6= Y d+1
<s> do triv (w, 0) End if.do �1 := �, � := �v, M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ]

s := s − 1, esslevel(s) :=esslevel(s + 1) − 1 End while.do (e+0
i )i := (e0

0i)1≤i≤d+1

Y d+1
<0> := (sgn(ϕ(ti)))1≤i≤d+1if Y d+1

0 6= Y d+1
<0> do triv (w, s) End if.do �1 := �, � := �v, M� := M�1 ∩ [Y d+1

0 = Y d+1
<0>] End prog.funtion triv(w, s)for i = s − 1 to 0do (e+i

j )j is a sequene of n0
i exursions of wi hosen W i+1

∞ -measurably amongthe exursions of wi.
Y d+1

<i> := (1, 1, ..., 1) n0
i terms.(the deterministi integers n0

i will soon be de�ned). End for.End funtion.funtion arrang (eji(ϕ))where ϕ ∈ W , and (eji(ϕ))ij is a �nite family of exursions of ϕ.let gji be the beginning of eji

G the set of all the gji of the �nite family
γ the end of G, N its ardinality
Γ := Gwhile ♯(Γ) > 0 do
i := N − ♯(Γ) + 1
ei :="the exursion of the family whih begins at γ"
Γ := Γ\{γ} End while.do arrang (eji)ij := (e1, e2, ..., eN) 21



End funtion.Pour réaliser e programme, nous avons dû supposer s0 assez grand. Nousallons justi�er maintenant que ela est possible.En e�et, R(w) est une v.a. à valeurs entières onstantes sur haque branhede l'arbre de parties (M�) que nous venons de onstruire.Il est faile de véri�er que haque M� est Ws
∞-mesurable, pour le niveau sassoié. Comme l'arbre en question est �ni, la borne supérieure de R(w), ouplut�t Rλ, δ(w) lorsque w parourt toutes les parties de l'arbre est elle aussi�nie ; nous la noterons sλ, δ

0 .Choisissons une partie �nie Π de Λ × ∆ telle que :
P ([‖X̃ − ϕ(t1, ...., td)‖ <

ε

2
] ∩ [L ≤ ℓ0] ∩ (

⋃

(λ,δ)∈Π

Hλ,δ)) ≥ 1 −
ε

2Nous poserons s0 := Max{sλ, δ
0 , (λ, δ) ∈ Π}.Par ailleurs, les v.a. nλ, δ

s (w) étant �nies, il existe une famille d'entiers déter-ministes (n0
s)0≤s≤s0+ℓ0 telle que :

P (A∗ε
λ,δ|Hλ,δ) ≥

1 − ε

1 − ε
2où

A∗ε
λ,δ := (‖X̃ − ϕ(t1, ...., td)‖ < ε)[L ≤ ℓ0] ∩ (

s0+ℓ0
∩

s=0
(nλ,δ

s (w) ≤ n0
s) ∩ ...

...(Ks ≤ k∗) ∩ (Nλ,δ
s ≤ n∗)On omplète alors les (e+s

j )0≤j≤ns(w) en (e+s
j )0≤j≤n0

s
par adjontion d'exur-sions de ws postérieures à td+1 et hoisies Ws+1

∞ -mesurablement, si besoin est,sinon par tronature on ramène la famille au ardinal n0
s.Conjointement, on amène la famille Y d+1

<s> au ardinal n0
s par adjontion de 1ou tronature selon les as.Le programme fournit alors les v.a. (Y d+1

λ, δ, s)0≤s≤s0+ℓ0 et (Y d+1
λ, δ, <s>)0≤s≤s0+ℓ0 quivéri�ent les onditions requises par la Proposition 1 pour tout (λ, δ) ∈ Λ×∆.Grâe au P.R.E. et à la théorie de Rohlin des ompléments indépendants onpeut leur assoier les (Zs

λ, δ, d+1)0≤s≤s0+ℓ0.En onséquene, nous pouvons onsidérer la somme disjointe Γ des B-m.r(s0+
ℓ0) Cλ, δ assoiés à la partition (Hλ, δ)Λ×∆. Il nous reste à véri�er que Γ ap-prohe ϕ(t1, ..., td+1) aux instants (t1, ..., td+1) ave une grosse probabilité.

22



Lemme 11. (analogue au lemme 5)Pour presque tout w appartenant à A∗ε
λ, δ

⋂
Hλ, δ, (λ, δ) ∈ Π, on a :

||Γ(t1,...,td)(w) − ϕ(t1, ..., td)|| < [(2ℓ0 + 2)(k∗ + n∗) + s0]ε
∗

|Γ(td+1) − ϕ(td+1)| < [n∗(k∗ +
n∗ − 1

2
) + s0]ε

∗où pour tout ℓ ∈ {0, ..., ℓ0} on pose
k∗λ, δ

ℓ := max{k∗
λ, δ(M�), pour tous les � ommençant par ℓ}

n∗λ, δ
ℓ := max{n∗

λ, δ(M�), pour tous les � ommençant par ℓ}puis k∗λ, δ := max{k∗λ, δ
ℓ , ℓ ∈ {0, ..., ℓ0}}et n∗λ, δ := max{n∗λ, δ
ℓ , ℓ ∈ {0, ..., ℓ0}}en�n k∗ := max{k∗λ, δ, (λ, δ) ∈ Π}

n∗ := max{n∗λ, δ, (λ, δ) ∈ Π}Preuve du lemme 11.Remarquons d'abord que haque trajetoire Γs0+ℓ0
λ, δ (w) a subi au plus :� (ℓ0 + 1) k∗ remontées de type h ramenant près de 0, (h)� (ℓ0 + 1) n∗ remontées de type h donnant la valeur onvenable prévi-sionnelle (h′)� ℓ0 remontées de type v pour arriver à la valeur onvenable au niveauessentiel s0(v)� s0 remontées de type h pour passer du niveau essentiel s0 au niveau 0

(h0)Or, dans une remontée (h), haque exursion de protetion, et haque exur-sion onstrutive reçoit son tampon de gauhe, et la trajetoire orrespon-dante varie en hauteur à haque instant antérieur à td d'au plus ε∗.Il en est de même lors d'une remontée (h′), à ei près que la première ex-ursion onstrutive disparait, absorbée par l'exursion qui enjambe td+1.Dans une remontée (v), haque (nouvelle) exursion de protetion est sommede deux exursions de protetion du niveau préédent : à haque instant, sahauteur varie d'au plus 2 fois la variation des préédentes. Quant à l'exur-sion qui enjambe td+1, elle reçoit l'exursion de protetion qui enjambe tddont la variation s'ajoute à sa variation propre.En�n, dans une remontée (h), haque exursion qui enjambe l'un des ti,
1 ≤ i ≤ d + 1, reçoit son tampon de gauhe : sa variation à haque instantaugmente d'au plus ε∗.Seulement, il faut noter que, pour l'exursion qui enjambe td+1, seules impor-tent ses variations à partir de la dernière remontée (v) qui suit une remontée23



s'annulant sur ]td, td+1[, ei à ause du retour à son début du proédé desremontées.Faisons maintenant le bilan des variations :Pour une exursion de protetion, sa variation est de :� (k∗ + n∗)ε∗ après les k∗ + n∗ premières remontées horizontales� 2(k∗ + n∗)ε∗ après la première remontée horizontaleAinsi, à l'issue des ℓ0 remontées vertiales, peut-on majorer la variation desexursions enjambant l'un des ti, 1 ≤ i ≤ d, (en onsidérant le retour à sondébut du proédé des remontées à haque remontée vertiale) par
2ℓ0−1 × 2(k∗ + n∗)ε∗ + 2(k∗ + n∗)ε∗(En e�et, si on note uk la variation au bout de k remontées vertiales, on a

uk+1 = 2uk + 2, en prenant (k∗ + n∗)ε∗ omme unité. On onlut à l'aide de
vk = uk + 2).Ajoutons ensuite les variations dûes aux remontées (h) ; nous obtenons :

(2ℓ0 + 2)(k∗ + n∗)ε∗ + s0ε
∗ pour arriver au niveau 0

�Il su�t désormais pour onlure de hoisir :
ε∗ :=

ε

2
• min

(
1

(2ℓ0 + 2)(k∗ + n∗) + s0
,

1

n∗(k∗ + n∗−1
2

) + s0

)et α =
ε

8
,la hauteur des exursions tampons ne modi�ant en rien les autres variablesaléatoires qui interviennent dans la démonstration.Alors, sur ∪
(λ,δ)∈Π

A∗ε
λ,δ ∩ Hλ,δ, X = Γ(t1,...,td+1) approhe ϕ(t1,...,td+1) à ε près :� pour les d premiers instants, à l'inertitude de départ ε

2
, s'ajoute l'in-ertitude ε

2
dûe au proédé.� pour l'instant td+1 à l'inertitude ε

2
dûe au remplaement du déplae-ment prévisionnel exat (le dernier en date) par le déplaement ap-prohé s'ajoute l'inertitude ε

2
dûe au proédé, à ondition de poser

α =
ε

4
.En�n,

P ( ∪
(λ,δ)∈Π

A∗ε
λ,δ ∩ Hλ,δ) ≥ 1 − εRemarque de synthèseLes remontées que nous avons e�etuées dans le paragraphe I peuvent être24



quali�ées d'"horizontales" : on prépare au niveau r0 les exursions qui per-mettront de s'approher de ϕ(td+1) à l'instant td+1, puis on les fait agir su-essivement en redressant toutes les exursions importantes. En proédantpar réurrene sur d, une di�ulté nouvelle apparait : la néessité de pro-téger l'aquis des d premiers instants. Cette fois, on ne peut plus se ontenterde remontées horizontales : d'abord, on ne peut utiliser que des exursionsde supports inlus dans [td, td+1], don utiliser la densité des zéros. Ensuite,partant d'une itération qui s'annule entre td et td+1, proéder à des remontéeshorizontales a�n de on�gurer onvenablement la trajetoire à l'instant td+1au niveau onsidéré et omme il est indiqué dans les lemmes 6 et 7, puisreprendre les remontées vertiales en redonnant aux exursions aratéris-tiques des d premiers instants le signe qui était le leur (ei nous oblige àremplaer les B-m.r par les sommes disjointes de tels proessus a�n de garderes signes en mémoire). Seulement, la valeur prévue pour la on�guration dela trajetoire à l'instant td+1 repose sur l'hypothèse qu'auune des remon-tées vertiales ultérieures ne s'annulera sur ]td, td+1[. Dans le as ontraire, leproédé des remontées doit repartir à son début. On est fae à une arbores-ene ompliquée qu'il nous a paru ommode de traiter en programmation.3 Densité des orbitesProposition 5.Quels que soient ε > 0 et ϕ ∈ W|[0,1]
, il existe une somme disjointe Γ deB-m.r telle que :

P (‖Γ|[0,1]
− ϕ|[0,1]

‖∞ < ε) > 1 − 2εRemarque 2.De façon analogue à e que nous avons fait pour les Propositions 3 et 4, nousprésentons en �n de e paragraphe 3 une remarque de synthèse, à laquelle leleteur peut d'ores et déjà se reporter.Preuve de la Proposition 5.On onsidère un module de ontinuité uniforme α0 assoié à (ε

4
, ϕ, [0, 1]

) etun réel α1 tel que P (A0
ε) > 1 −

ε

2
où

A0
ε =

[
sup{|Bt − Bu|, (t, u) ∈ [0, 1]2 et |t − u| < α1} <

ε

2

]
,puis α := min(α0, α1), d0 :=

[
1
α

]
+ 1, et pour tout i ∈ N, ti = (iα) ∧ 1.25



Posons pour tout entier d ∈ [1, ..., d0],
Ad

ε :=
[
sup{|Bt − Bu|, (t, u) ∈ [td, 1]2, |t − u| < α} <

ε

2

]
.Notre objetif est de montrer, en raisonnant par réurrene sur d, la propriété

Pd(ε) : "Il existe un entier rd et Γ une somme disjointe de B-m.r(rd) véri�ant :
P([‖Γ|[0,td]

− ϕ|[0,td]
‖∞ < ε] ∩ [|Γtd − ϕ(td)| < ε1] ∩ Ad

ε) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
”Remarquons que P0(ε) déoule immédiatement du hoix de α1. Supposonsdésormais Pd(ε) satisfaite. Nous allons appliquer ette hypothèse au mouve-ment brownien Bs0 , pour un ertain entier s0 qui omme le réel ε, sera préiséultérieurement. Comme Ad

ε ⊂
[
sup{|Bt − Bu|, (t, u) ∈ [td, td+1]

2} < ε
2

]
∩Ad+1

εet grâe à l'indépendane des aroissements de B, on en déduit l'existened'une somme disjointe Γ̃ de Bs0-m.r(rd) véri�ant :
P (Aε

0) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
,où

Aε
0 := [‖Γ̃|[0,td]

− ϕ|[0,td]
‖∞ < ε] ∩ [|Γ̃td − ϕ(td)| < ε1] ...

... ∩
[
sup{|Bs0+rd

t − Bs0+rd
u |, (t, u) ∈ [td, td+1]

2} <
ε

2

]
∩ Ad+1

εNous noterons : ∀i ∈ N, Γ̃i = w̃i. Par dé�nition, ∀i > rd, w̃i = ws0+i, puis :
ε2(w) := (ε − ‖Γ̃|[0,td]

− ϕ|[0,td]
‖∞) ∧ (ε1 − |Γ̃td − ϕ(td)|)Cette v.a est > 0.Par ailleurs, d'après le théorème de densité des zéros (f [M℄), il existe p.s.un entier ℓ tel que w̃ℓ s'annule au moins une fois sur ]td, td+1[, ar pour tout

ℓ > rd, w̃ℓ = ws0+ℓ. Soit L(w) le plus petit de es entiers ℓ. L est une v.a�nie p.s. Don, il existe un entier ℓ0 que nous hoisirons > rd tel que
P (Aε

1) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
−

ε

5d0
où Aε

1 := Aε
0 ∩ [L ≤ ℓ0] .

�On a d'autre part :Lemme 12.Le plan dans lequel nous représentons les trajetoires est rapporté au repèreorthonormé (0,
−→
i ,

−→
j ). Soient : 26



• τ
a(+1)
b la translation vertiale de veteur (b − a)

−→
jet

• τ
a(−1)
b la ré�exion d'axe horizontal la droite d'équation y = a+b

2
.Considérons (td, k, p) ∈ R

+
∗ × N

2 tel que wk
td

= a et wk+p
td

= b, et notons γtdle premier instant en lequel l'une au moins des itérées wi, k ≤ i ≤ k + p− 1,s'annule au moins une fois sur ]td, td+1[. On a alors :
wk+p

|[td,γtd
]
=





τ
a(+1)
b ◦ wk

|[td,γtd
]

si Πk+p−1
i=k wi

td
> 0

τ
a(−1)
b ◦ wk

|[td,γtd
]

sinonNous noterons τk
k+p(w) l'isométrie qui transforme wk

|[td,γtd
]
en wk+p

|[td,γtd
]
.Preuve du lemme 12.C'est une onséquene immédiate des formules de Tanaka lorsque p = 1.Dans le as général, on déompose le déplaement τk

k+p(w) sous la forme :
τk
k+p(w) = τp ◦ τp−1 ◦ ... ◦ τ1, où τi transforme wk+i−1

|[td,γtd
]
en wk+i

|[td,γtd
]
.D'après la remarque préédente, haque τi est une translation vertiale ouune ré�exion d'axe horizontal selon le signe de wk+i−1

td
. Le résultat annonés'en déduit.

�Rappelons qu'étant donnés w ∈ W et t ∈ R
+
∗ , on appelle exursion de w quienjambe t l'appliation qu'on notera et(w) ainsi dé�nie :

et(w) : R
+ → R, ∀u ∈ R

+, et(w)(u) =

{
0 si u ∈ [0, gt(w)] ∪ [dt(w), +∞[
wu sinonNous introduirons aussi l'appliation : det(w) : R

+ → R dé�nie par
∀u ∈ R

+, det(w)(u) =





0 si u ∈ [0, t] ∪ [Rt(w), +∞[où Rt(w) = sup{u > t, ∀s ∈ [t, u], ws 6= wt}
wu − wt sinonNous les noterons respetivement et et det lorsqu'il n'y aura pas d'ambi-guité, et et

s et des
t dans le as d'exursions de ws.Lemme 13.Soit w ∈ W et e une exursion de ws, négative et plus basse que toutes ellesqui la préèdent ; soit γ son début et δ sa �n.

γ1 = arg min ws

[0,γ]

, γ2 = inf{t ∈ supp(e); e(t) = ws
γ1
}, γ3 = arg min e

[γ,δ]Alors, 27







des
γ1
oïnide ave une exursion de |ws−1|, et son support est [γ1, γ2]

des
γ3
oïnide ave une exursion de |ws−1|, qui débute à l'instant γ3 et desupport ontenant [γ3, δ]De plus, ∀u ∈ [γ2, γ3], des

u oïnide ave une exursion de |ws−1| si, et seule-ment si :
{

des
u est une exursion positive

e(u) = inf{e(t), t ∈ [γ, u]}Il en est ainsi en partiulier lorsque des
u est la première exursion positive dela forme des

v, v ∈ [γ2, γ3], à dépasser une ertaine hauteur.Preuve du lemme 13.D'après les formules de Tanaka :
|ws−1

t | = ws
t + sup{−ws

u, u ∈ [0, t]}don |ws−1
γ1

| = ws
γ1

− ws
γ1

= 0, tandis que pour tout t > γ1, su�sammentvoisin de γ1 : ws
t > ws

γ1
.Ainsi, des

γ1
est une exursion positive de |ws−1| de �n γ2. De même, ws

t > ws
γ3pour tout t ∈]γ3, δ], don des

γ3
est une exursion de |ws−1| ommençant àl'instant γ3 et dont le support ontient [γ3, δ].Soit e′ une exursion de ws−1 de support inlus dans [γ2, γ3]. Son début u etsa �n v véri�ent : u = arg min ws

[0,v]

et v = arg min ws

[0,v]

.On en déduit : des
u = |e′|.Réiproquement, soit u ∈ [γ2, γ3] tel que des

u soit une exursion positive et
u = arg min ws

[0,u]

.Alors, u = arg min ws

[0,v]

, où v est la �n de des
u puisque des

u est positve.Don : ws−1
u = ws−1

v = 0, et pour tout t ∈]u, v[, ws
t 6= 0. En onséquene, des

uest une exursion de |ws−1|.Soit h > 0 tel qu'il existe u ∈ [γ2, γ3] tel que des
u soit la première exursionpositive de la forme des

v, v ∈ [γ2, γ3], dont la hauteur dépasse h. Alors, pourtout v < u, le support de des
v ne peut ontenir elui de des

u sans ontredirela minimalité de u.
�Notre but est de remonter la trajetoire w̃ℓ0, qui n'est autre que ws0+ℓ0 duniveau s0 + ℓ0 au niveau 0 de telle manière que la trajetoire remontée s'ap-prohe de ϕ sur [td, td+1], tout en onservant la proximité ave ϕ aquise auniveau s0, et en respetant les onditions habituelles de mesurabilité. Pourque ela puisse être réalisé, sans dommage, nous introduisons la famille des28



exursions de protetion de w̃ : ((ẽp
(k)
j )1≤j≤pk

)0≤k≤ℓ0 onstituée des exur-sions de w̃k antérieures à td, et de hauteur (en valeur absolue) supérieure à
ε2(w)/2ℓ0 et rangées dans l'ordre hronologique stritement déroissant, pourtout k de 0 à ℓ0.Les pk, 0 ≤ k ≤ ℓ0 sont des v.a �nies. Soit (p0

k)0≤k≤ℓ0 une suite d'entiersdéterministes véri�ant :
P (Aε

2) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
−

2ε

5d0où
Aε

2 := Aε
1 ∩

(
ℓ0
∩

k=0
[pk ≤ p0

k]

)Nous pouvons désormais modi�er les exursions de protetion : (ẽp
(k)
j )0≤j≤p0

kest onstituée de l'exursion qui enjambe td, et des p0
k exursions de w̃k an-térieures à td les plus hautes, rangées dans l'ordre hronologique stritementdéroissant.Soient :

Λ := {(λk)0≤k≤ℓ0} , λk ∈ {−1, +1}{0,...,p0
k
} =

ℓ0

Π
k=0

{−1, +1}{0,...,p0
k
}

∆ := {[nβ, (n + 1)β[; n ∈ Z}{0,...,ℓ0}La partition (Hd+1
ν ) à partir de laquelle nous allons onstruire Γ est ainsidé�nie :

Nd+1 := Λ × ∆ × N est dénombrable ;
∀(λ, δ, n) ∈ Λ × ∆ × N

∗ ,

Hd+1
λ, δ, n :=

⋂ℓ0
k=0

(
[(sgn(ẽpk

j ))0≤j≤p0
k

= λk] ∩[w̃k
td
∈ δ(k)]

)

... ∩
[

ε
2n

< ε2(w) ≤ ε
2n−1

]

Hd+1
λ, δ, 0 :=

⋂ℓ0
k=0

(
[(sgn(ẽpk

j ))0≤j≤p0
k

= λk] ∩[w̃k
td
∈ δ(k)]

)
∩ [ε2(w) ≤ 0]

(Hλ, δ, 0 ∩ Aε
0 = ∅)Notons dδ(k) le début de l'intervalle δ(k), et ε(λ, k) :=

k−1

Π
i=0

λi(0).Lemme 14.Sur Hd+1
λ,δ,n, les déplaements τ 0

k (w̃) et τ
bδ(0) ε(λ,k)
bδ(k) di�èrent d'au plus 2β.Preuve du lemme 14.D'après le lemme 1, es déplaements sont de même nature : translationvertiale ou ré�exion d'axe horizontal.29



• Dans le as d'une translation, ε(λ, k) = +1, on a :
∀y ∈ R , |τ 0

k (w̃)(y) − τ
bδ(0) ε(λ,k)
bδ(k) (y)| = |w̃k

td
− w̃0

td
− (bδ(k) − bδ(0))|

= |w̃k
td
− bδ(k) − (w̃td − bδ(0))|

≤ β

• Dans le as d'une ré�exion, ε(λ, k) = −1, on a :
∀y ∈ R , |τ 0

k (w̃)(y) − τ
bδ(0)−
bδ(k) (y)| = |(w̃k

td
+ w̃0

td
− y) − (bδ(k) + bδ(0) − y)|

= |(w̃k
td
− bδ(k)) + (w̃td − bδ(0))|

≤ 2β

�Ce lemme nous permet de remplaer la valeur à prévoir τ 0
k (w̃)(ϕ(td+1)), quin'a pas la bonne mesurabilité, par τ

bδ(0)
bδ(k) (ϕ(td+1)) sur Hλ,δ.L'objetif du lemme suivant est de préparer, au niveau s où l'itéré s'annulesur ]td, td+1[, les exursions qui permettront à la trajetoire dument remontéeau niveau 0 de s'approher de ϕ sur ]td, td+1[.Soit Zs := {w ∈ W/ws s'annule au moins une fois sur ]td, td+1[ }.Lemme 15.Pour tout w ∈ Zs, ε′s étant une v.a. Ws+1

∞ qui sera préisée ultérieurement,1) Les v.a. suivantes sont des fontionnelles de |ws||]td,td+1[
:

ts0(w) est le début de la première exursion de ws ommençant après td etavant td+1, et de hauteur supérieure à ε′s, ou td+1 si et ensemble est vide.
∀n ∈ N, tant que tsn < td+1, posons :
tsn+1 :=





inf{u ∈ [tsn; arg max |des
tsn
|[, h(des

u) > ε′s et sgn(des
u) = −sgn(des

tsn
)}si et ensemble n'est pas vide,sinon :

inf{u ∈ [arg max |des
tsn
|, td+1[, h(des

u) > ε′s et sgn(des
u) = sgn(des

tsn
)}si { } 6= ∅sinon : td+1.La suite (tsn)n∈N est stritement roissante et �nie. Soit 1+Kλ,δ,n

s son ardinal.2) Par ailleurs, soit la propriété :
Qp(w) :"il existe une suite d'exursions de (ws

•
), de supports inlus dans

[td, t
s
0], (es

i )1≤i≤p, de débuts (Gs
i )i formant une suite de réels stritement dérois-
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sante, et de hauteurs (hs
i )i telles que :

p∑

i=1

hs
i + β ′ + max

[ts
Ks

,td+1]
|des

ts
Ks
| < |τ

bδ(0) ε(λ,k)
bδ(esslevel(s)) (ϕ(td+1))|

<

p∑

i=1

hs
i + max

[ts
Ks

,td+1]
|des

ts
Ks
| + 2β ′(6)où la v.a. esslevel(s) - niveau essentiel orrespondant au niveau s - sera bi-ent�t dé�nie.Soit Nλ,δ,n

s (w) le plus petit des entiers p tels que Qp(w) ait lieu lorsque w ∈ Zset 0 sinon.
Nλ,δ,n

s est une v.a. Ws+1
∞ -mesurable �nie p.s.Preuve du lemme 15.1) Par onstrution, la suite (tsn) est stritement roissante et majorée par

td+1. Supposons la in�nie. Dans e as, elle admettrait une limite ts∗ ≤ td+1 etl'osillation de ws serait in�nie au voisinage de ts∗, ontredisant la ontinuitéde ws. Don, (tsn)n est �nie.Il est lair que les tsn sont des v.a. Ws+1
td+1

-mesurables, omme Kλ,δ,n
s .2) Rangeons les exursions de (ws

•
) de support inlus dans [td, t

s
0] par hau-teurs déroissantes.On obtient la suite (ên)n∈N de hauteurs (ĥn)n∈N.On a, p.s., puisque la variation des trajetoires browniennes est p.s. in�niesur tout intervalle :(7) ∑

n∈N

ĥn = ∞et(8) lim
n→∞

ĥn = 0Soient Pf (N) l'ensemble des parties �nies de N, et pour tout entier n, Pn(N)l'ensemble des parties de N, de ardinal n.Pour tout H ∈ Pn(N), posons ZH(ws) := |ws
td+1

− ws
ts
Ks
| +

∑
n∈H ĥn.Introduisons l'événement CH := [ZH(ws) < |τ

bδ(0) ε(λ,k)
bδ(esslevel(s)) (ϕ(td+1))| < ZH(ws)+

β]. On a : CH ∈ Ws+1
∞ , et ⋃

H∈Pf (N)

CH = W , d'après (7) et (8).Posons, pour tout p ∈ N, Cp :=
⋃

H∈Pp(N)

CH .31



Soit Nλ,δ,n
s (w) = inf{p ∈ N; w ∈ Cp}.Alors, Nλ,δ,n

s est une v.a. Ws+1
∞ -mesurable �nie p.s.Munissons l'ensemble dénombrable Pp(N) de l'ordre lexiographique, aprèsavoir identi�é ses éléments ave les suites stritement roissantes de p entiersnaturels.Soit alors, lorsque w ∈ Cp, H0

p le plus petit élément H de Pp(N).Notons (e0p
i )1≤i≤p la suite rangée dans l'ordre hronologique déroissant deséléments de (êi)i∈H0

p
.

�Remarque 3.Soit N ′ une v.a.Ws+1
∞ -mesurable à valeurs entières. Alors la suite (e0N ′

i )1≤i≤N ′ainsi dé�nie ave les notations de la preuve :
e0N ′

i =
∑

p∈Np≥i

1[N ′=p]e
0p
i véri�e p.s. QN ′(w) sur [N ′ ≥ Nλ,δ,n

s ]et (G0N ′

i )1≤i≤N ′, la suite des débuts est formée de v.a. Ws+1
∞ -mesurables etest stritement déroissante.A�n de pouvoir, à haun des niveaux essentiels de s0 + ℓ0 à s0, insérer, sibesoin est, Kλ,δ,n

s +Nλ,δ,n
s remontées "horizontales" permettant de on�gureronvenablement la trajetoire sur ]td, td+1[, nous aurons besoin de la notiond'exursions-tampons. C'est l'objet du :Lemme 16.Etant donnée (e∗sλ,δ,ni
)1≤i≤qs

une suite de v.a. à valeurs dans les exursionsde ws antérieures à td+1, et rangée dans l'ordre hronoligique stritementdéroissant (qs est une v.a. à valeurs entières), soit g∗s
i (resp : h∗s

i ) le début,resp. la hauteur, de e∗si , 1 ≤ i ≤ qs. Il existe deux suites d'exursions de ws,les exursions-tampons, (e∗s
′

i )1≤i≤qs
et (e∗s

′′

i )1≤i≤qs
véri�ant :(9) 




g∗s′

qs
< g∗s

qs
< g∗s′′

qs
< g∗s′

qs−1
< ... < g∗s′′

1 < gtd+1
(ws)

h∗s′

qs
< h∗s′′

qs
< h∗s′

qs−1
< ... < h∗s′′

1 < ε∗spour toute v.a. Ws+1
∞ -mesurable ε∗s > 0.Lorsque les (g∗s

i )1≤i≤qs
sont Ws+1

∞ -mesurables, il en est de même pour lesdébuts (g∗s′

i )1≤i≤qs
et (g∗s′′

i )1≤i≤qs
de leurs tampons.Preuve du lemme 16.Posons g∗s′

0 := gtd+1
(ws), h∗s′

0 := ε∗, et g∗
qs+1 := td.On utilise à nouveau la variation in�nie des trajetoires browniennes sur tout32



intervalle.Il su�t de hoisir :- pour e∗s
′′

i , 1 ≤ i ≤ qs, l'exursion de ws la plus haute parmi ses exur-sions dont le support est inlus dans ]g∗s
i , g∗s′

i−1[ et la hauteur inférieureà h∗s′

i−1.- pour e∗s
′

i , 1 ≤ i ≤ qs, l'exursion de ws la plus haute parmi ses exur-sions dont le support est inlus dans ]g∗s
i+1, g

∗s
i [ et la hauteur inférieureà h∗s′′

i .Pour es hoix des exursions-tampons, les mesurabilités sont évidentes ainsique (4).
�On introduit alors (e+s

i )1≤i≤νs
la suite d'exursions de ws obtenue en onaté-nant :� (e∗sλ,δ,i)1≤i≤qs� (e∗s

′

λ,δ,i)1≤i≤qs
et (e∗s

′′

λ,δ,i)1≤i≤qs
la suite �nie onstituée de toutes les autres� (eys

λ,δ,i)1≤i≤qs
exursions de ws de hauteur supérieure à h∗s′

qs
et antérieuresà gtd+1

(ws)réarrangées dans l'ordre hronologique stritement déroissant.Le lemme suivant va mettre en évidene le aratère héréditaire de la on-strution de es familles d'exursions.Lemme 17.Etant données deux suites (e∗sλ,δ,n,i)1≤i≤qs
et (e+s

λ,δ,n,i)1≤i≤νs
véri�ant les hy-pothèses du lemme préédent, sur l'événement

Eλ,δ,n
s : "toutes les exursions-tampons sont < 0 ainsi que les exursions

(e∗sλ,δ,i)1≤i≤πs
, toutes les autres exursions de (e+s

λ,δ,n,i)1≤i≤νs
sont > 0" (où πsest une v.a. Ws+1

∞ -mesurable à valeurs entières majorée par qs),les exursions (e∗sλ,δ,n,i)πs+1≤i≤qs
sont "onservées" au niveau s − 1. C'est-à-dire qu'il existe une unique famille d'exursions de ws−1 que nous noterons

(e∗s−1
λ,δ,n,i)1≤i≤qs−πs

(pour toute remontée possible de ws) véri�ant :
• supp(e∗s−1

λ,δ,n,i) ⊃ supp(e∗sλ,δ,n,πs+i) pour tout i de 1 à qs − πs

• les supports des e∗s−1
λ,δ,n,i sont 2 à 2 disjoints.Par ailleurs, les débuts des (e∗s−1

λ,δ,n,i)1≤i≤qs−πs
sont des v.a. Ws

∞-mesurables.Preuve du lemme 17.Conformément à la Proposition 2, sur Eλ,δ
s , puisque haque exursion

(e∗si )πs+1≤i≤qs
est positive et enadrée par ses deux exursions-tampons qui,elles, sont négatives puisque par onstrution le dernier minimum de ws avantle début de e∗si est atteint sur le support de son tampon de gauhe, le mini-mum suivant étant atteint sur le support de son tampon de droite,33



e∗s−1
i−πs

est l'exursion de ws−1 qui ommene à l'instant où, pour la dernièrefois, le tampon de gauhe de e∗si atteint son minimum, et se termine à l'in-stant où, pour la première fois, le tampon de droite atteint le minimum dutampon de gauhe.
�Pour que l'hérédité ait e�etivement lieu, sur cEλ,δ

s , nous hoisirons les
(e∗s−1

i )1≤i≤qs−1 arbitrairement parmi les exursions de ws−1, mais
Ws

∞ -mesurablement et à supports disjoints.Il s'agit maintenant de dé�nir les v.a. (Y d+1
λ,δ,n,s)0≤s≤s0+ℓ0, (Y d+1

λ,δ,n,<s>)0≤s≤s0+ℓ0et (Zd+1
λ,δ,n,s)0≤s≤s0+ℓ0. Cette dé�nition prendra forme à partir d'une arbores-ene importante, aussi allons-nous utiliser un langage de type programma-tion prohe du langage Pasal.A�n de ne pas alourdir les notations, nous omettrons les indies λ, δ, n dans le"programme" de onstrution du B-m.r(rd+1) Γλ,δ,n, 'est-à-dire des famillesde v.a. préédentes.Avant de ommener l'ériture du "programme", introduisons la notationsuivante :

• t
ps0+k

j désigne le début ẽpk
j pour tout j de 0 à p0

k et k de ℓ0 à 0.
• t

cNs

i désigne le début de e0Ns

i , 1 ≤ i ≤ Ns.Etant données deux suites �nies d'exursions de w, (e′i)i et (e′′j )j nous noterons :
(e′i)i∨(e′′j )j la suite d'exursions obtenue en réarrangeant dans l'ordre hronologiquedéroissant (sans répétition) la onaténée de es deux suites.
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Variables
s, esslevel(s), ♯(s), ns, Ks, Ns, R, level(M) (where M ∈ W∞) of integers.
�, �1 of strings
Y d+1

s , Y d+1
<s> of �nite sequenes of signs.

(eps
j)j , (ecs

j)j, (e∗sj )j, (e+s
j )j of �nite sequenes of exursions

MΨ, M�, M�1 of elements of W∞

B, A of �nite set of strings.Initialisation
s := s0 + ℓ0, esslevel (s) := s0 + ℓ0

MΨ := [Bs0+ℓ0
|[0,td]

= Γ̃ℓ0
|[0,td]

]For all s, do :
(e∗sj )j := (eps

j)j ∨ (ecs
j)j(the �rst ones are the proteting exursions and the seond the building ex-ursions).

Y d+1
s := (sgn(e+s

j )j), ns(w) = ♯(e+s
j )j . End for.If w /∈ MΨ, do triv (w, s0 + ℓ0) End if.While no zero of ws ours on (td, td+1), do

(e+s
j )j := (et

ps
j

(ws))j

Y d+1
<s> := λs

s := s − 1, esslevel (s) := s − 1 End while.do � := s − s0, M� := MΨ ∩ [∃u ∈ (td, td+1), B
s
u = 0]level(M�) := s, A := {s − s0}, B := {s}, ♯(s) := 1(♯(s) représente le nombre de démarrages du proédé de on�guration dela trajetoire ayant déjà eu lieu depuis le niveau s0 + ℓ0 jusqu'au niveau sompris, A la généalogie de w et B l'ensemble des niveaux où es démarragesont e�etivement lieu).Label 1do : (eps

j)j := arranged (e
t
p esslevel(s)
j

(ws))j , B := B ∪ {�}, ♯(s) := 1 + ♯(s − 1)

(ecs
j)j := (e

t
cNs
i

(ws))i

σ := s.For i = 0, to Kσ − 1, do :
(e+s

j )j is the sequene assoiated to (e∗sj )j by lemma 1635



Y d+1
<s> := "the plug exursions and the exursion beginning at tsi are < 0, allthe other exursions of (e+s

j )j are > 0"If Y d+1
s 6= Y d+1

<s> do triv (w, s) End if.let (e∗s−1
j )j be assoiated to (e+s

j )j by lemma 17do :
(e∗s−1

j )j := (e∗s−1
j )j ∨ (etσi

(ws−1))do �1 := �, � := �h (h like horizontal)
M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ], level(M�) := s,

s := s − 1, esslevel(s) := esslevel(σ), i := i + 1, ♯(s) := ♯(σ) End for.For i = 0 to Nσ − 1, do :
(e+s

j )j is assoiated with (e∗s
j)j by lemma 16

Y d+1
<s> := "the plug exursions and the �rst building exursion are < 0, all theother exursions of (e+s

j )j are > 0"If Y d+1
s 6= Y d+1

<s> do triv (w, s) End if.let (e∗s−1
j )j be the sequene assoiated to (e+s

j )j by lemma 17
�1 := �, � := �h
M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ], level(M�) := s, A := A ∪ {�}

s := s − 1, esslevel(s) := esslevel(σ), i := i + 1, ♯(s) := ♯(σ) End for.do (e+s
j )j is the sequene assoiated with (e∗sj )j by lemma 16

Y d+1
<s> := λesslevel(σ)−s0If Y d+1

s 6= Y d+1
<s> do triv (w, s) End if.do �1 := �, � := �v, (v like vertial)

M� := M�1 ∩ [Y d+1
s = Y d+1

<s> ], level(M�) := s, A := A ∪ {�}, ♯(s) := ♯(σ)while no zero of ws ours on (td, td+1) and esslevel (s) > s0, do :
s := s − 1, esslevel(s) :=esslevel(s + 1) − 1, ♯(s) := ♯(σ)
(e+s

j )j := arranged (e
t
p esslevel(s)(ws)
j

)
j

Y d+1
<s> := λesslevel(σ)−s0If Y d+1

s 6= Y d+1
<s> do triv (w, s) End if.36



do �1 := �, � := �v
M� := M�1 ∩ [Y d+1

s = Y d+1
<s> ], level(M�) := s, A := A ∪ {�} End while.if esslevel(s) ≥ s0, go to Label 1 End if.(the horizontal rises have orretly on�gurated the path if no following ver-tial rise vanishes on (td, td+1), else the proedure must return to the begin-ning).do R(w) := s, s := s − 1, esslevel(s) :=essmevel(s + 1) − 1while s > 0, let :

(e∗sj )j be the sequene assoiated to (e
+(s+1)
j )j by lemma 17

(e+s
j )j be the sequene assoiated to (e∗sj )j by lemma 16

Y d+1
<s> := "all the plug exursions are < 0, the others > 0"If Y d+1

s 6= Y d+1
<s> do triv (w, s) End if.do �1 := �, � := �v

M� := M�1 ∩ [Y d+1
s = Y d+1

<s> ], level(M�) := s, A := A ∪ {�}
s := s − 1, esslevel(s) :=esslevel(s + 1) − 1, ♯(s) := ♯(s + 1) End while.let (e∗0j )j be the sequene assoiated to (e+1

j )j by lemma 17
(e+0

j )j := (e∗0j )j

Y d+1
<0> := λ0if ϕ(td)ϕ(td+1) < 0, do : (e+0

j )j := (e+0
j )j ∨ (etd+1(w0))

Y d+1
<0> := Y d+1

<0> ∨ (sgn(ϕ(td+1)))if Y d+1
0 6= Y d+1

<0> do triv (w, 0) End if.do �1 := �, � := �v
M� := M�1 ∩ [Y d+1

0 = Y d+1
<0>], level(M�) := s, A := A ∪ {�} End prog.funtion triv(w, s)for i = s − 1 to 0, do :

(e+i
j ) := ∅

Y d+1
<i> := ∅ End funtion.37



funtion arranged (eα(ϕ))α∈Awhere ϕ ∈ W , and (eα(ϕ))α∈A is a �nite family of exursions of ϕ.let gα be the beginning of eα

G the set of all the gα of the �nite family
γ the end of G, N its ardinality
Γ := G, γ := the end of Γwhile ♯(Γ) > 0, do :
i := N − ♯(Γ) + 1
ei :="the exursion of the family whih begins at γ"
Γ := Γ\{γ} End while.do arranged (eα(ϕ))α∈A := (e1, e2, ..., eN) End funtion.funtion (eα(ϕ))α∈A ∨ (eβ(ϕ))β∈Bdo (eα(ϕ))α∈A ∨ (eβ(ϕ))β∈B := arranged (eγ(ϕ))γ∈A∪B End funtion.Pour réaliser e programme, nous avons dû supposer s0 �ni. Nous allonsjusti�er maintenant que ela est possible.Nous ommenerons par hoisir une partie �nie Π de Nd+1 telle que :

P (Aε
3) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
−

3ε

5d0où
Aε

3 := Aε
2 ∩

(
∪

(λ,δ,n)∈Π
Hλ,δ,n

)Ensuite, haque v.a. Rλ,δ,n étant à valeurs dans Z, il existe un entier naturel
s0 tel que :

P (Aε
4) > 1 − ε

(
1 +

d

d0

)
−

4ε

5d0où
Aε

4 := Aε
3 ∩

(
∪

(λ,δ,n)∈Π

(
Hλ,δ,n ∩ [Rλ,δ,n ≥ 0]

))ar s0 + ℓ0 − Rλ,δ,n ne dépend pas de s0.C'est un tel s0 que nous hoisissons (le plus petit par exemple).Par ailleurs, les v.a. nλ,δ,n
s (w) étant �nies (à valeurs dans N), il existe unefamille d'entiers déterministes (n0,s0

s )0≤s≤s0+ℓ0 véri�ant :
P (Aε

∗) ≥ 1 − ε

(
1 +

d + 1

d0

)38



où
Aε

∗ := Aε
4 ∩

(
∪

(λ,δ,n)∈Π

(
Hλ,δ,n ∩ ∩s0+ℓ0

s=0 (nλ,δ,n
s ≤ n0,s0

s )
))Cei va nous permettre "d'amener" les v.a. Y d+1

λ,δ,n,s au ardinal n0,s0
s + 1.

• Si besoin est, on omplète les (e+s
j )0≤j≤ns(w) en (e+s

j )0≤j≤n0
s
par adjon-tion d'exursions de ws postérieures à 1 et hoisiesWs+1

td+1
-mesurablement.

• Sinon par tronature, on ne onserve que les (n0
s + 1) premières exur-sions. On agit de façon similaire sur les Y d+1

λ,δ,n,<s> en les amenant ellesaussi au ardinal n0,λ,δ,n
s par adjontion de +1 ou tronature, pour tous

(λ, δ, n) ∈ Nd+1. Le programme fournit alors des v.a. qui satisfont lesonditions de la Proposition 2.Soit ε′ > 0 une onstante. Nous allons dé�nir les v.a. ε′σ, 0 ≤ σ ≤ s0 + ℓ0pour haque (λ, δ, n) appartenant à Nd+1 de la manière suivante :Soit � ∈ Bλ,δ,n, notons momentanémant s :=levelM�.Sur M�, pour tout σ véri�ant ♯(σ) = ♯(s), posons :
ε′σ := ε′.2−♯(σ)(La raison de la division par 2 du dernier ε′ à haque retour à son débutdu proédé de on�guration de la trajetoire entre td et td+1 vient du faitque l'exursion qui enjambe td peut, à haun de es retours, absorber unenouvelle exursion intermédiaire - de support inlus entre td et td+1 - dont lahauteur ne dépasse pas le dernier ε′).

εσ
3 (w) désigne la di�érene entre ε′σ et la plus haute des exursions de ws desupport inlus dans [td, td+1] et de hauteur stritement inférieure à ε′σ.On introduit ensuite, (λ, δ, n) étant toujours �xé dans Nd+1 :

ε′′σ(w) :=
ε

2.2n

(
s0 +

∑s0+ℓ0
i=s0+1 i

) ∧
β ′

∑Ns

j=1 j + s0 + ℓ0 − Nsoù s et σ véri�ent les mêmes onditions que préédemment,- le premier terme devant permettre à la trajetoire de rester prohe de
ϕ sur [0, td] à ε près ; en e�et, la trajetoire depuis le niveau (s0 +ℓ0) vasubir ℓ0 remontées vertiales au ours de haune desquelles elle reevraune exursion négative, elle-même a�etée par autant de tampons quede remontées horizontales ayant déjà eu lieu, ainsi que de s0 remontéeshorizontales à un tampon. Le fateur 2.2n au dénominateur représenteun majorant du nombre total de tampons ayant pu a�eter la traje-toire au niveau 0, et ε

2n+1
, nombre qui, rappelons le, minore ε2(w), lavariation totale maximale qu'elle a pu subir.39



- le deuxième terme doit permettre à la trajetoire de s'approher à l'in-stant td+1 de ϕ(td+1) à 2β ′près ; les Ns exursions onstrutives étanta�etées d'autant de tampons que leur ordre d'intervention. Les remon-tées suivantes sont horizontales et apportent haune un tampon. Soitau plus (s0 + ℓ0 − N) tampons supplémentaires.On peut désormais énoner leLemme 18.Pour tout (λ, δ, n) ∈ Π, et w ∈ Aε
∗∩H(λ,δ,n) à ondition de hoisir : ε′ = ε1 =

β = 2β ′ =
ε

28
∧ α, et ε∗σ := εσ

3 ∧ ε′′σ, 0 ≤ σ ≤ s0 + ℓ0, on a :
‖Γλ,δ,n|[0,td+1] − ϕ|[0,td+1]‖∞ ≤ εet

|Γλ,δ,n
td+1

(w) − ϕ(td+1)| ≤ ε1Preuve du lemme 18.Soit � ∈ Bλ,δ,n, s :=levelM�, w ∈ M� ∩
(
∩Ks−1

i=0 [Y d+1
s−i = Y d+1

<s−i>]
). Etantdonné le hoix des ε∗s−i(w), il est faile de véri�er par réurrene, grâe aulemme 13 et aux dé�nitions du lemme 15 que tsi est le début de la premièreexursion de ws−i, 0 ≤ i ≤ Ks − 1, à support dans [td, td+1] et de hau-teur supérieure à ε′s−i = ε′s puisque les exursions intermédiaires importantes('est-à-dire elles dont la hauteur dépasse la hauteur du plus petit tampon),au ours des Ks remontées, sont toutes positives, don reçoivent à haqueremontée un tampon dont la hauteur a été prévue pour que la hauteur del'exursion "omposée" ne dépasse jamais ε′σ.Ainsi, toutes les exursions de ws|[td,td+1] sauf elle qui enjambe td sont dehauteur inférieure à ε′σ.De même, lors des Ns remontées suivantes pour w ∈ M�∩ (∩Ks+Ns−1

i=0 [Y d+1
s−i =

Y d+1
<s−i>]), l'exursion qui enjambe td ainsi que les exursions positives de sup-ports ontenus dans [td, td+1] reçoivent suessivement Ns tampons de hau-teur su�semment petite pour que la première reste prohe de τ 0

s−i(w)(ϕ(td))à ε1-près, et les autres gardent une hauteur inférieure à ε′s−i.Quant à l'exursion qui enjambe td+1, elle voit sa hauteur augmenter de Ns∑

i=1

hiet de la hauteur de Ns∑

i=1

i =
1

2
Ns(Ns + 1) tampons. D'où notre hoix de ε′′σ.Pour e qui est des exursions de protetion (ẽps

j)1≤j≤p0
k
, leur variation estont�lée au ours des (Ks+Ns) remontées. Par ailleurs, omme les exursionsde ws qu'elles n'englobent pas sont su�samment petites, leur intervention,40



même dans des onditions extrêmes, ne permettra pas à la trajetoire remon-tée au niveau 0 de s'éloigner de ϕ sur [0, td] de plus de ε.Remarquons enore que haune des v.a. ε′σ, ε′′σ, εσ
3 ou ε∗σ estWs+1

∞ -mesurable,omme ela doit être.Aussi, jusqu'à présent, nous pouvons a�rmer que Γλ,δ,n, pour tout (λ, δ, n) ∈
Nd+1 est onvenablement dé�ni en tant que B.m-r(s0 + ℓ0), et que, pour tout
(λ, δ, n) ∈ Π, et w ∈ A∗

ε

⋂
H(λ,δ,n), Γλ,δ,n(w) approhe à la fois ϕ à ε sur [0, td],et à l'instant td+1 à ε1-près.Analysons maintenant plus en détail son omportement sur [td, td+1]. Notons

γtd le premier instant postérieur à td où l'une des itérées wσ, 0 ≤ σ ≤ s0 + ℓ0s'annule sur ]td, td+1[, et σ0 le niveau orrespondant.Sur [td, γtd], d'après le lemme 12, les trajetoires de wσ et ws0+rd se déduisentl'une de l'autre par isométrie : elles ont la même variation totale.Ainsi, étant donnée l'hypothèse sur ws0+rd puisque w ∈ Aε
0,

sup{|wσ
t − wσ

u |; (t, u) ∈ [td, γtd ]
2} <

ε

2
.Nous nous intéresserons aux σ < σ0, et nous appelerons s le premier niveau

< σ0 de retour à son début du proédé de on�guration.D'après la minimalité de γtd, ou bien ws−1 est positive sur [td, γtd] ou bien
ws−1 y est négative, et inf{ws−1

u ; u ∈ [td, γtd] > −ε′s−1}.Dans le premier as, l'annulation de ws peut intervenir sur l'une des exur-sions de ws−1 de support inlus dans [td, td+1], auquel as l'exursion quienjambe td verra sa hauteur augmenter d'au plus ε′s−1. Ce phénomène pou-vant se produire lors de haque retour au début du proédé de on�guration,nous avons dé�ni les ε′σ en onséquene.Sinon l'annulation de ws intervient sur l'exursion de ws−1 qui enjambe td+1,situation que nous allons préiser :Le retangle du plan dé�nit par les droites d'équations : x = td, x = td+1, y =

inf τ
bδ(0) ε(λ,esslevel(s−1))
bδ(esslevel(s−1)) (ϕ|[td,td+1]) et y = sup τ

bδ(0) ε(λ,esslevel(s−1))
bδ(esslevel(s−1)) (ϕ|[td,td+1])ontient par dé�nition la trajetoire τ

bδ(0) ε(λ,esslevel(s−1))
bδ(esslevel(s−1)) (ϕ|[td,td+1]), et d'aprèsle hoix de α0, sa hauteur ne dépasse pas ε

4
. Par ailleurs, la trajetoire de

ws−1|[td,td+1] ne peut déborder de e retangle qu'entre td et γtd d'au plus
ε

2
+ 2β + ε1, sinon d'au plus ε′s−1 + 2β + 2β ′ par appliation du lemme 13.Au fur et à mesure des remontées suivantes, e retangle va se déplaer et latrajetoire orrespondante wσ ne débordera du retangle déplaé que dansles mêmes onditions quantitatives.Le seond as ne pose guère de problème. Il est omparable au premier : latrajetoire à haque remontée est ontenue dans un retangle qui se déplae,41



ave un débordement possible d'amplitude majorée par ε′

2
, la hauteur duretangle étant dans e as majorée par :

ε

2
+ 2β + ε1 +

ε

4
+ 2β + 2β ′ .Finalement, il nous su�t de hoisir :

ε1 = ε′ = β = 2β ′ :=
ε

28
, pour qu'au niveau 0 :

‖Γλ,δ,n|[td,td+1](w) − ϕ|[td,td+1]‖∞ ≤ ε

�On en déduit immédiatement que Pd+1(ε) a lieu. Don, la propriété Pd(ε)est établi par réurrene en partiulier pour d = d0, e qui ahève la démon-stration de la Proposition.On en déduit le :Théorème 1.Pour presque tout w ∈ W , l'orbite de w

o(w) = {T nw; n ∈ N}est dense dans W , muni de la topologie de la onvergene uniforme sur lesompats.Preuve du théorème 1.On utilise le :Lemme 19.Soit Γ une somme disjointe de B.m-r(r). Alors, ∀F ∈ W∞, P (F ) > 0 ⇒
P (Γ(F )) > 0.Preuve du lemme 19.On se ramène immédiatement au as d'un B.m-r(r). On montre alors enrevenant à la dé�nition, par réurrene, que pour tout i de r à 0, Γi(F ) estnon négligeable.

�On raisonne maintenant par l'absurde :Soit ϕ ∈ W |[0,1] et β > 0.Supposons P (E) = α > 0 où E = {w ∈ W/o(w)|[0,1] ∩ B(ϕ, β) = ∅}.Soit ε := min
(

α
2
, β

).Alors, ave les notations de la Proposition 5,
P (F ) > 0 , F := E ∩ Aε

∗42



D'après le lemme 19, P (Γ(F )) > 0.Or, E est invariant par T (véri�ation immédiate), et Γ(F ) ⊂ Γ(E) ⊂
T−rdT rd(E) = E[mod0].Don, P (Γ(F ) ∩ E) > 0, e qui est ontraditoire, ar dans Γ(F ), toutesles trajetoires appartiennet à B(ϕ, β), tandis que dans E, les orbites destrajetoires ne renontrent pas B(ϕ, β).

�Remarque de synthèseDans e paragraphe, la di�ulté supplémentaire est double : protéger l'aquissur tout le segment [0, td], et on�gurer onvenablement la trajetoire sur
[td, td+1] en entier. Seule une analyse plus préise de la transformation de Lévyobtenue au lemme 18 permet une utilisation frutueuse des méthodes misesen plae dans les 2 premiers paragraphes : grâe à une meilleure onnaissanedes remontées, on peut au lemme 18 onstater que la somme disjointe de B-m.r onstruite à l'issue du programme répond aux exigenes de la Proposition4.Référenes[BEKSY℄ M.T. Barlow, M. Emery, F.B. Knight, S. Song, M. Yor :Autour d'un théorème de Tsirel'son sur des �ltrations brownienneset non-browniennes.Sém. Prob. XXXII, Let. Notes in Maths. 1686, Springer (1998).[E,S℄ M. Emery, W. Shahermayer :On Vershik's standardness riterion and Tsirel'son's notion ofosiness.Sém. Prob. XXXV, Let. Notes in Maths. 1755, Springer (2001).[M℄ M. Malri :Densité des zéros des transformées de Lévy itérées d'un mouve-ment brownien.C.R. Aad. Si. Paris, Ser. I (336), (2003).[R℄ V.A. Röhlin :On the fundamental ideas in Measure Theory.Math. Sb. 25, p. 107-150, 1949. Eng. translation : A.M.S. Transl.71, p.3-55 (1952). 43
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