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LE GROUPOIDE DE GALOIS DE P, ET SON IRREDUCTIBILITE

GUY CASALE

RESUME. Dans cet article, nous calculons le groupoide de Galois de la premiére équation
de Painlevé. Nous proposons ensuite une définition de réductibilité pour les feuilletages
holomorphes singuliers et montrons que la réductibilité peut se lire sur le groupoide de
Galois du feuilletage. Nous obtenons un résultat d’irréductibilité du feuilletage sous-jacent
a la premiere équation de Painlevé.

ABSTRACT. (The Galois groupoid of P; and its irreducibility) In this article, the
Galois groupoid of the first Painlevé equation is computed. This computation uses E.
Cartan’s classification of structural equations of pseudogroups acting on C? and the de-
generation of the first Painlevé equation on an elliptic equation (y” = 6y2). Moreover a
definition of reducibility for singular holomorphic foliations is proposed and a character-
ization of reducible foliations on theirs Galois groupoids is given. It is applied to prove
the foliation-irreducibility of the first Painlevé equation.
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INTRODUCTION

Le groupoide de Galois d'un feuilletage a été introduit par B. Malgrange dans [[[§]. Cette
définition concerne les feuilletages holomorphes (singuliers) sur une variété C-analytique
lisse. Cet objet est la “cloture de Zariski” du pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage
dans le sens suivant. Soient (X, F) une variété C-analytique lisse portant un feuilletage
F. Les champs de vecteurs locaux tangents a F forment un faisceau en algebres de Lie de
champs de vecteurs. Le pseudo-groupe de transformations de X engendré par ces champs
de vecteurs est appelé le pseudo-groupe tangent du feuilletage et noté 7an(F). Ce pseudo-
groupe intervient notamment dans la construction des transports holonomes. Le pseudo-
groupe tangent n’est pas décrit par un systeme d’équations aux dérivées partielles, ceci
malgres le fait que le faisceau de champs de vecteurs dont il est issu soit décrit par un
systeme d’équations aux dérivées partielles linéaires. Ce phénomene est bien connu sur les
groupes algébriques ou le groupe de Lie intégrant une sous-algebre de Lie n’est pas toujours
un groupe algébrique. La définition proposée par B. Malgrange est basée sur ’absence de
“troisieme théoreme de Lie” pour les D-groupoides de Lie (pseudo-groupes décrits par des
e.d.p. algébriques; définition [[.T§). La définition du groupoide de Galois est la suivante
(nous renvoyons en pour une définition plus précise).

Définition. Le groupoide de Galois d’un feuilletage est le plus petit D-groupoide de Lie
contenant le pseudo-groupe tangent du feuilletage.

Dans [[§], B. Malgrange montre que cette définition généralise le groupe de Galois
différentiel d’une connexion linéaire intégrable.

Dans le cas d’un germe de feuilletage de codimension un, une étude compléte des rela-
tions entre le groupoide de Galois, la transcendance des intégrales premieres et les struc-
tures géométriques singulieres transverses au feuilletage est faite dans [[]. L’outil principal
de cette étude est la construction de suites de Godbillon-Vey méromorphes spéciales.

0.1. Enoncé des résultats. Dans cet article, nous calculons le groupoide de Galois du
feuilletage décrit par la premiere équation de Painlevé :

2

Y _ .2
Nous noterons P; cette équation et
0 0 0
X =—+y=— + (64> + )=
1 aIeraer( Yy +:c)ay,

le champ de vecteurs décrivant le feuilletage associé. Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme R.1. Le groupoide de Galois de Py est le groupoide d’invariance de la forme
v =ix,dxAdyAdy'. Ces solutions sont les germes de transformations de C3, T, satisfaisant
les équations Iy = ~.

Les feuilletages plus simples que les feuilletages de codimension deux sont les feuil-
letages donnés par des équations linéaires et les feuilletages de codimension un. Nous dirons
qu’un feuilletage de codimension deux est réductible si on peut construire deux intégrales
premieres locales en utilisant seulement des intégrales premieres locales de feuilletages
plus simples (définition B.3)). Plus précisement, pour la premiere équation de Painlevé, le
théoreme .1 nous permet d’obtenir le résultat d’irréductibilité suivant :
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Théoreme B.4. 1l n'existe pas d’extension différentielle K, de <(C(x,y,y’), %, 8%, 8%,)

contenant une intégrale premiére de X1 construite de la maniéere suivante :
(C(x Y,y ) KyCK,...C K,

avec
- K11 algébrique sur K;,
- ou Kiy1 = Ki(hi, ..., hp) avec dh; = thwf, w}“ ceK;® Q(1C3 et dcu;»c = — Zwéf /\wf,
—ou K1 = Ki(< h>) avecdh ANw =0, w € Ki®Q(1C3 et wAdw=0.

Le corps K (h) désigne le corps engendré par h et K(< h >) le corps différentiel engendré
par h. Le théorereme que nous montrons est en fait un peu plus général que celui-ci mais
nécessite la mise en place du vocabulaire approprié.

0.2. Théories de Galois différentielles et irréductibilité. A la fin du dix- neuvieme
siecle, les idées d’E. Galois ont été étendues aux équations différentielles linéaires par E.
Picard [R6] puis ont été complétées par E. Vessiot [BF]. Dans les années 1950, E. Kolchin
développe cette théorie du point de vue des extensions de corps différentiels [fl, [[5]

Dans [[], J. Drach avance une théorie de Galois pour les équations différentielles non-
linéaires. Malgré les erreurs qui invalident la plupart de ses définitions, il donne des indi-
cations pour calculer le groupoide de Galois de divers feuilletages [, [[4] et notament [§]
dont cet article suit la démarche. Dans [Bf], E. Vessiot esquisse une définition semblable &
celle de B. Malgrange. Elle est a l'origine de la définition du groupe de Galois infinitésimal
de H. [B]. Bien qu’ils aient un “ancétre” commun, I’équivalence du groupoide de Galois
et du groupe de Galois infinitésimal n’est encore qu’une conjecture.

Les premieres tentatives de calcul du groupoide de Galois de la premiére équation de
Painlevé sont diis & P. Painlevé 5] et J. Drach [§]. Utilisant une définition basée sur des
résultats érronés, J. Drach donne les directions & suivre pour prouver le théoréme R.1. En
faisant appel & la classification locale des pseudo-groupes de Lie agissant sur C2, établie
par S. Lie, il affirme que la nature du groupoide de Galois est décrit par un systéme
d’équations aux dérivées partielles (dit “résolvant”) admettant une solution rationnelle. I1
affirme ensuite que la dégénérescence de P; sur I’équation elliptique y” = 6y? peut servir
a montrer 'abscence de solutions rationnelles aux équations résolvantes. Le premier point
n’est pas justifié et le deuxieme est entaché d’erreurs.

Dans les articles précédemment cités, les auteurs affirment que le théoreme R.1] implique
Iirréductibilité “absolue” de 1’équation sans méme définir cette irréductibilité. Dans les
Lecons de Stockholm [Rd], P. Painlevé définit une notion de réductibilité d’une solution
d’une équation différentielle. Une équation est dite réductible si toutes ses solutions le
sont. Il donne ensuite une caractérisation des équations sans singularités mobiles du second
ordre réductibles : la solution générale dépend semi-transcendentalement des constantes
d’intégrations. En d’autres termes, I’équation admet une intégrale premiere rationnelle en
les variables dépendantes.

Cette définition est tres restrictive comme le montre P. Painlevé dans la remarque 28
de P4]. Elle a néanmoins 'intérét de faire apparaitre les différences entre la réductibilité
d’une équation (ou du feuilletage sous-jacent) et celle d’une solution particuliere. L’étude
de la réductibilité des solutions particulieres des équations de Painlevé est I'ceuvre de
I’école japonaise. H. Umemura [B]]] et K. Nishioka [21] donnent un critéere permettant de
trouver les familles a un parametre de solutions réductibles d’une équation du second ordre
et appliquent a I’étude de la premiere équation de Painlevé. A la suite de ces articles,
Murata [2(], Watanabe [B7, B§], Noumi-Okamoto [2J] and Umemura-Watanabe [Bd, B4

trouvent les solutions réductibles non algébriques des autres équations de Painlevé.
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Ces résultats prouvent l'irréductibilité (au sens des Legons de Stokholm) des solu-
tions des équations de Painlevé pour des valeurs génériques des paramétres. Dans [B4],
P. Painlevé souligne la nature restrictive de sa définition et pose la question des rapports
entre une définition de 'irréductibilité du feuilletage sous-jacent a I’équation et la tentative
de théorie de Galois de J. Drach.

Dans cet article, nous proposons une définition de feuilletages réductibles. La définition
porte sur les feuilletages de codimension deux mais il est facile de I’étendre aux feuil-
letages de codimension quelconque. Elle met I'accent sur la nature de certaines intégrales
premieres du feuilletage. Les intégrales premieres les moins “transcendantes” permettent
de comprendre grossierement la maniere dont la solution générale dépend des constantes
d’intégration. Un des intéréts de cette définition est de pouvoir se lire sur le groupoide
de Galois du feuilletage. Nous suivons les résultats partiels de J. Drach pour calculer le
groupoide de Galois de P; et prouver son irréductibilité.

Dans I'état actuel, la réductibilité au sens des feuilletages ne permet pas de définir la
réductibilité d’une solution particuliere. D’une maniere plus générale, les relations entre
le type de transcendance d’une solution et celui des intégrales premieres sont difficiles a
saisir. Pour les feuilletages de codimension un, un théoréme de M. Singer [B(] dit que si
une feuilletage du plan admet une solution Liouvillienne alors soit elle est algébrique soit
le feuilletage admet une intégrale premiere Liouvillienne.

0.3. Organisation de P’article. Dans la premiere partie, nous rappelons les définitions
nécessaires a la compréhension des résultats et des preuves présentés. Nous commencons
par un rapide rappel de la construction des espaces de jets et des plus importantes des
propriétés de leurs sous-variétés. Pour plus de détails, nous renvoyons aux livres de J.F.
Ritt [R§ et de J-F. Pommaret [R7] dans le cadre algébrique et & B. Malgrange [[Ig] dans le
cadre analytique.

Nous rappelons ensuite les définitions de D-groupoides de Lie et de leurs algebres de Lie.
Ces objets formalisent les notions de pseudo-groupes de Lie algébriques de transformations
et de leurs algebres de Lie de champs de vecteurs. Ils sont étudiés depuis S. Lie et E. Cartan
sous le nom de “groupes infinis de Lie” ou de “pseudo-groupes de Lie” sous des hypotheses
supplémentaires de régularité. L’étude de la structure d’un D-groupoide de Lie passe par la
compréhension de sa forme de Maurer-Cartan. Cette forme généralise la forme de Maurer-
Cartan d’un groupe de Lie et satisfait des équations de structures semblable [[L3, R).

Enfin, nous donnons la définition du groupoide de Galois d’un feuilletage. Nous définis-
sons les formes invariantes transverses du groupoide de Galois d’un feuilletage et montrons
comment construire des suites de Godbillon-Vey “spéciales” a partir de ces formes. Cette
partie se termine avec I’énoncé d’un résultat (théoreme [[.35) donnant une description
sommaire des suites de Godbillon-Vey possibles pour un feuilletage défini par une 2-forme
fermée. Ce résultat est une conséquence de la preuve donné par E. Cartan de la classifi-
cation des pseudo-groupes agissant sur C2. Nous redonnons la preuve de Cartan en annexe.

Dans la deuxiéme partie, nous calculons le groupoide de Galois de P;. D’aprés le
théoreme [1.35, le théoreme P.1| est vrai si trois conditions sont vérifiées. Premiérement, il
n’existe pas d’intégrale premiere rationnelle du feuilletage. Deuxieémement, il n’existe pas
de feuilletage de codimension un contenant le feuilletage. Troisiemement, il n’existe pas de
slo-connexion sur le fibre conormal. Chacune de ces conditions se réécrit sous la forme d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles ne devant pas avoir de solutions algébriques.
Pour montrer que ces équations n’ont pas de solutions, nous utilisons la dégénérescence de
X1 sur Xg = 8% + y’a% + 6y28%, a travers la famille X, = 8% + y’a% + (6y2 + a5x)aiy,. La
famille de champs de vecteurs X, étant triviale pour a € C — 0, les équations a étudier
se prolongent rationnellement au parameétre. En les développant le long de {a = 0}, on
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obtient une suite de systemes d’équations aux dérivées partielles plus simples. Chacun des
trois systemes d’e.d.p. données par le théoreme est étudié dans un paragraphe propre.

Dans la derniere partie, nous définissons une propriété de réductibilité pour les feuil-
letages. Cette propriété signifie que 'on peut construire un systeme d’intégrales premieres
du feuilletage en utilisant successivement des intégrales premieres de feuilletages plus sim-
ples. Dans le cas d’un feuilletage de codimension deux, les extensions de corps différentiels
que nous consideérerons comme plus simples que ’extension du corps des fonctions ra-
tionnelles par un systeme de deux intégrales premieres indépendantes seront :

— les extensions algébriques,

— les extensions fortement normales (au sens de Kolchin [[L5]),

— les extensions par une intégrale premiere d’un feuilletage de codimension un,

— les extension fortement normales relatives en codimension un (voir définition et

)

Ce dernier type d’extension signifie de maniére grossiere que relativement a la projection
sur C donnée par une intégrale premiere, le feuilletage que ’on considere est de codimension
un et qu’il admet une intégrale premiere dans une extension fortement normale. Nous
utilisons le type d'une extension de corps différentiels introduit par Kolchin ([1§]) & partir
d’un analogue différentiel du polynéme de Hilbert pour mesurer la taille du groupoide
de Galois d’un feuilletage réductible. Nous montrons que les feuilletages réductibles de
codimension deux ont un groupoide de Galois “petit” (i.e de type linéaire) et que le
groupoide de Galois de P; est plus “gros” (i.e. de type quadratique).

0.4. Remerciements. Ce travail a été effectué pendant un séjour post-doctoral a 1’U-
niversité de Tokyo, je remercie particulierement Kazuo Okamoto et Hitedaka Sakai pour
leur accueil. Je remercie également Hiroshi Umemura pour son invitation a Nagoya, son
enthousiasme et son intérét pour ce travail.

1. LE GROUPOIDE DE GALOIS D’UN FEUILLETAGE ALGEBRIQUE

La notion de D-groupoide de Lie introduite par B. Malgrange dans [L§] formalise I'idée
de pseudo-groupe de Lie singulier. Ces objets, sous certaines conditions de régularité, ont
été étudiés par divers auteurs [[[6, [[J, [[3, RJ] & la suite de S. Lie et E. Cartan.

Dans cette partie, nous rappelons les résultats élémentaires sur les D-groupoides de Lie.
Pour les détails nous renvoyons a B. Malgrange [[§] et & J-F. Pommaret [27].

1.1. Espaces de jets et D-variétés. Soit X une variété algébrique lisse sur C et Z7 — X
une variété algébrique sur X. Nous noterons J,(Z /x) espace des jets d’ordre ¢ de sections
de Z sur X. Ces espaces sont des espaces affines au-dessus de Z. Rappelons brievement
comment on les construit.

Commengcons par construire Jy(X x CﬁVX) ou X est affine de dimension n telle qu’il
existe un revétement d’un ouvert de C” par X non ramifié. Nous noterons x1,...x, des
coordonnées sur C" et celles induites sur X et y1, ... yn celles de CV. L’espace Jg(X x (C;VX)

est alors défini comme 'espace X x CV muni du faisceau d’anneaux
OJq(XX(C}VX) :OXX(CN[yia]? 1<i<N, aeN' 1< ’O“ =ar+...+tap, <q
Ces espaces de jets sont munis de dérivations D; de O Jo(XXCHy) dans O Jae1(XXCN,) définies
par
+ .
Dj(xi) =655, Djys =vy; 7,
€; ¢tant le multi-indice de poids 1 dont la seul composante non nulle est la j-ieme.
Soit Z une variété affine au-dessus de X (plongée dans X x CV) décrite par un idéal
I. L’espace des jets J,(Z,x) est le sous-espace de J, (X x (C;VX) défini au-dessus de Z par
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I'idéal Z‘ al<q D“I. Nous noterons O, (z /%) le faisceau quotient sur Z. C’est le faisceau
des équations aux dérivées partielles d’ordre ¢ portant sur les sections de Z sur X. Ces
espaces ne dépendent ni des coordonnées choisies sur X ni du plongement de Z. Lorsque X
et Z ne sont pas affines, on construit les espaces de jets par recollement des constructions
locales. Ces espaces sont munis de projections naturelles

md s grs(Zyx) = Jo(Z)x).

Lorsque Z est le fibré trivial X x Y, nous noterons J,(X — Y') 'espace des jets de sections
de X xY sur X.

Remarque 1.1. La construction usuelle des espaces de jets donne des variété algébriques
Jo(Z)x) munit de leurs faisceaur structurauz qu(Z/X). Ici suivant [L§], nous considérons
Pespace Z annelé par limage direct du faisceau OJq(Z/X).

Lemme 1.2. Les constructions des espaces de jets et du tangent relatif (ou “vertical”)
commutent i.e. il existe un isomorphisme canonique

T (Ja(Z)x)) x = 1o (TZ)x) /%)

Preuve. - Cette formule n’est qu’une version de la commutativité des dérivations
partielles. Vérifions la lorsque Z est affine au-dessus de X. La construction du tangent
relatif se fait de la maniere suivante. On plonge Z dans X x CV et on note I I'idéal
définissant I'image de Z. Soient z1,...,zy des coordonnées sur CV, le tangent relatif de
X x CN est I'espace vectoriel trivial sur cet espace : (X x CV) x CV avec les coordonnées
dzy,...,dzy sur les fibres. Pour f € Ox|z1,...,2n] on notera df la fonction > g—idzi. Le
tangent relatif de Z sur X est I’espace vectoriel sur Z défini par 'idéal I + dI.

Lorsque X est un revétement non ramifié d’'un ouvert de C", l'espace J,((TZ,x)/X)
est défini par les équations suivantes :

o*f Pf o of .
Didf= Z Q0% deit Z izkjdzi - Z ?(d'zi) '

)

pour toutes les équations f € I. D'un autre coté, 'espace T'(Jy(Z,x)) /x est définie par les
équations :

0*f f . af . e
D;f = : 7z —Ld(z).
d jf ; ({91'j({922 dZZ + ; szazl Zk dzz + ; ({922 d(zl )

L’isomorphisme pour g = 1 est donné par (dz;)% = d(zfj ). Des formules analogues donnent
les isomorphismes pour ¢ > 1. O

Définition 1.3. Soit Y, une sous-variété de Jq(Z/X) donnée par un idéal 1,. Le pro-
longement d’ordre 1 de Yy est la sous-variété de Jy41(Z)x) définie par Uidéal 1, + ) Dily.
Cette variété sera notée pr1Yy et son idéal pril,. On définit par itération les prolongements
d’ordre k, pril,.

Remarque 1.4. On n'a pas forcement ©d *prol, # 1.

On définit Pespace des jets (d’ordre infini) de sections de Z sur X comme la pro-variété
affine sur Z
J(Z)x) =1im Jo(Z)x),

c’est-a-dire Z annelée par Oz x) = lim Oy, (7 )" Ces anneaux sont filtrés par I'ordre des
équations et muni d’une connexion
) 1
D:0yz,x) = Ouz,x) Qox x
définie en coordonnées locales par Df = > D; f ® dx;.
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On a alors la définition suivante de “systémes d’équations différentielles portant sur les
sections de Z sur X” appelés par la suite D-sous-variétés de J(Z,x) ou plus brievement
D-variétés.

Définition 1.5. Une D-(sous)-variété de J(Z,x) est une sous-variété Y définie par un
faisceau d’idéaux T de OJ(Z/X) tel que :

(1) Z est pseudo-cohérent, i.e. les idéaux T, =71 N OJq(Z/X) sont cohérents,
(2) T est différentiel, i.e. DT C IQY.

Le faisceau d’anneaux de ), Oy = Oz ) /Z est donc muni d’une connexion induite

D : Oy — Oy®0, Q%. On pourra définir les D-variétés générales : on recollera des espaces
définis comme ci-dessus en respectant les connexions. Nous n’en aurons pas besoin.

Une solution (resp. formelle) de Y en un point z € X est un morphisme f de Oy
dans N (resp. (/Q\X7m) au-dessus de la restriction Ox — N (resp. 6X,m) et différentiel
i.e. do f = foD. Les solutions correspondent aux sections de Z vérifiant les équations
différentielles définissant ).

Pour finir, rappelons les résultats suivants sur les D-variétés.

Lemme 1.6 (Ritt [2§]). Si Z est un idéal différentiel alors son radical 7% est aussi
différentiel.

Lemme 1.7 ([Ll§]). Si Y est une D-variété réduite, Oy est sans torsion sur Ox.

Théoréme 1.8 (Ritt-Raudenbush [P§)). Soit Y une D-variété réduite définie par T et
I,=1InN OJ;(Z/X) lidéal des équations d’ordre q. Il existe un entier q tel que I soit l’'idéal
différentiel réduit engendré par Z,.

Théoréme 1.9 ([RF]). Soit Y une D-variété réduite définie par I et Y, lespace défini par
I,=1InN (’)J;(Z/X). Il existe un entier q et une hypersurface S C Y, tels que par chaque
points de YV, — S passe une solution convergente.

Ces théoremes ont été généralisés par B. Malgrange dans la situation mixte d’une variété
analytique Z sur X analytique lisse et ) définie par des équations aux dérivées partielles
polynomiales en les dérivées. Dans cette situation, B. Malgrange montre un résultat a
priori plus fort que celui de Ritt que nous rappelons ici dans le cas “tout algébrique”.

Théoréme 1.10 (d’involutivité générique [R7, [[9]). Soit ¥ une D-variété réduite définie
par L et Y, l'espace défini par T, =1 N (QJ;(Z/X). 1l existe un entier q et une hypersurface
S C Yy tels que YV, soit involutif en dehors de S.

L’involutivité est une condition de régularité d’un systeme d’équation aux dérivées par-
tielles sous laquelle on a un théoreme d’existence de solutions convergentes : le théoreme
de Cartan-Kahler. Nous ne rappelerons pas cette condition et renvoyons aux références du
théoreme.

1.2. D-groupoides de Lie algébriques et D-algebres de Lie.

1.2.1. D-groupoides de Lie algébrigues. Nous allons maintenant rappeler la définition de D-
groupoide de Lie algébrique sur une variété algébrique lisse X sur C. L’espace J,(X — X)
et son ouvert J; (X — X) des jets inversibles (défini par det(y;”) # 0) seront notés J, et
J; lorsqu’aucune confusion ne pourra étre faite sur X.

Ces espaces sont naturellement munis de deux projections sur X, la source s et le but
t, correspondant aux projections de X x X sur le premier et le deuxieme facteur, d’une
composition partielle associative

c: (Jgt) xx (Jgr 8) = Jg
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induite par la composition des applications formelles de X dans elle-méme et d’une appli-
cation identité

e: X — Jg,
donnée par les jets d’ordre ¢ de I'identité. L’espace des jets inversibles est de plus muni
d’une inversion

indy — Jy
induite par l'inversion des difféomorphismes formels de X. Ces applications font de J; un
groupoide agissant sur X. Elles sont compatibles aux projections naturelles 7rf§+s et donne
une structure de groupoide sur J* = liin Jg, cest-a-dire sur X x X muni de I'anneau

OJ* = lim OJ;.

Définition 1.11. Un sous-groupoide de J est une sous-variété Y, donnée par un faisceau
cohérent d’idéaux I, satisfaisant :

(1) I; C kere*,
(2) *1; C 14,
(3) ¢*1, C i1y + w31y,
7 désignant les projections de (Jg,t) X x (Jg,s) sur Jg.
On a la version algébrique d’un résultat classique de géométrie différentielle.

Proposition 1.12 ([[§)). Si Y, un sous-groupoide de J, alors priYy est un sous-groupoide
de J7. ;.
g+1

Remarque 1.13. Soient Y, un sous-groupoide définie par 1, et Y la D-variété définie
par I = Uprgl,. Notons YV, la sous-variété définie par I N OJ;. A priori Yy n’est pas un
sous-groupoide de Jj(X — X) mais seulement en dehors d’une sous-variété S i.e. Yy est
un sous-groupoide de J;(X — 8 — X —5)

Cette remarque montre que la définition naturelle suivante : “une D-variété Y est un
sous-groupoide de J* si il existe k tel que pour tout ¢ > k Y, est un sous-groupoide de
Jy 7 est tres restrictive. De plus certains pseudo-groupes de transformations, comme les
pseudo-groupes d’invariances de fonctions rationnelles, ne rentrent dans le cadre de cette
définition qu’en dehors d’une sous-variété fermée de codimension au moins un (dans le cas
précédent : le lieu d’indétermination).

Définition 1.14. Soit S une hypersurface de X. Un sous-groupoide de J;(X — X) a
singularités sur S est une sous-variété fermée donnée par un faisceau cohérent d’idéaux
I, telle que la trace de la variété sur J;(X — S — X —8) décrive un sous-groupoide.

Définition 1.15. Un D-groupoide de Lie sur X est une D-variété réduite Y de J* donnée
par un idéal T vérifiant : il existe une hypersurface S de X et un entier k tels que pour
tout ¢ > k , Yy est un sous-groupoide de J; a singularités sur S.

Remarque 1.16. Dans les conditions de la définition précedente, pour tout entier q, Y,
est un sous-groupoide singulier. En effet fizons un entier qo tel que Y, soit un groupoide
singulier sur S et prenons q < qo. Par définition ©d° est dominant donc surjectif en dehors
d’un ensemble algébrique S’ de V,, on a donc

c(Vg— (SUnm'SUm'S) xx Vg — (S'Un ' SUT'S)) C 7Yy, C V.

Des arguments classiques (voir par ezemple la prewve du lemme 4.3.3 de [[§]) montrent
alors que Y, est un groupoide a singularités sur une variété S” contenant S.

Nous allons rappeler quelques résultats sur 'action d’un D-groupoide de Lie Y sur J*
par composition au but. Nous noterons cy la restriction de ¢ sur (J*,¢) x x (), s) a valeurs

dans J*.
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Définition 1.17. Un invariant différentiel d’ordre q pour Y est une fonction rationnelle
F sur J; telle que Focy = Fom (m désignant la premiere projection de J; Xx Yy sur

J;)-
Remarque 1.18. N’importe quelle fonction sur X que l'on remonte sur Jg par la projec-
tion source est un invartant.

On dira qu'un ensemble d’invariants différentiels {Fj}1<;<p définis sur un ouvert de
Zariski U forment un systeme complet d’invariants pour ) si ) est la D-variété réduite
définie par I’adhérence de Zariski de la D-variété définie par les équations F; — F;oeo s
au-dessus de U.

Le théoréme suivant est prouvé d’une maniére analogue au théoréme de Chevalley-
Kolchin dans ([27], 467-469 proposition 2.36 du chapitre 3). Il résulte aussi de l'existence
d’un quotient générique pour une relation d’équivalence ([[L1], théoréme 8.1).

Théoréme 1.19 (B7, []). Si Y un D-groupoide de Lie agissant sur un variété X alors
il admet un systéme complet d’invariants différentiels.

Dans le contexte de cet article, le théoréme 8.1 de [[L1]] s’applique comme suit. On se
place sur Jy (q assez grand pour que ), satisfasse aux hypotheses du théoreme de Ritt-
Raudenbush) et on considere la relation d’équivalence a ~ B si s(a) = s(8) et Boa™t € Y.
Le résultat précédent donne l'existence d’un ouvert de Zariski U C J* et d’une variété
quotient de U par la relation d’équivalence. En tirant en arriere des fonctions rationnelles
du quotient, on obtient un systeme complet d’invariants différentiels.

1.2.2. D-algébres de Lie. Une D-algebre de Lie sur X est un faisceau d’algebres de Lie de
champs de vecteurs défini par un systeme d’équations aux dérivées partielles. La définition
que nous allons rappeler met 'accent sur les équations définissant 1'algebre.

Un espace vectoriel V' sur X est défini de la maniere suivante. Lorsque X est affine,
un espace vectoriel est un sous-espace d’'un espace vectoriel trivial X x C" défini par
des équations linéaires sur les fibres. Lorsque X n’est pas affine, on demande que V soit
localement de la forme précédente et que les recollements soient linéaires sur les fibres.
Cette définition autorise les fibres a changer de dimension.

Les espaces J,(T'X,x) sont des espaces vectoriels sur X. Nous allons construire un
crochet sur les sections de ces espaces généralisant le crochet de Lie des sections de T X.
Ce crochet est le crochet de Spencer et la construction que nous allons donner est celle de
]

Nous noterons Rq(X) (ou juste R,) l'espace des reperes d’ordre ¢ sur X qui s’identifie
au sous-espace de J; défini en fixant une valeur a I'application source. Cet espace est un
fibré principal sur X de groupe structural le groupe des jets d’ordre ¢ de biholomorphismes
de (C™,0) noté I'y. L'application A : Ry X Ry — Jg qui a deux reperes rq et s; associe
le jet sgory I s’identifie au quotient sous I'action diagonale de I’y sur les deux facteurs.
Cette application induit une application du tangent relatif T'(R, x Ry) /Rq |diag e long de
la diagonale sur le tangent vertical T'(J;),xiq le long de I'identité. Le lemme [ identifie
ce dernier espace vectoriel a J,(T'X / x) et permet de projeter le crochet de Lie de T'R, sur
un crochet sur les sections de J(T'X/x). C’est le crochet de Spencer.

Définitions 1.20. Une sous-algébre de Lie de Jq(TX/X) est un sous-espace vectoriel dont
les sections analytiques locales sont stables sous le crochet de Spencer.

Un D-(sous)-espace vectoriel L de J(T'Xx) est une D-variété définie par des équations
linéaires.

Une D-(sous)-algebre de Lie L de J(T X x) est un D-espace vectoriel tel que les espaces
L, soient des sous-algebres de Lie de J,(TX x).
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On construit une algebre de Lie LY, a partir d’'un groupoide de Lie singulier Y; en
considérant le tangent relatif a la projection source 7Y, / xlia ou son image dans J,(T'X /x)

(par le lemme [[.7). La stabilité des sections du linéarisé sous le crochet de Spencer est
une conséquence de la stabilité de la variété Yy sous la composition. Nous renvoyons a [[§]
pour les détails ainsi que pour la preuve de la proposition suivante.

Proposition 1.21 ([§]). Si Y est un D-groupoide de Lie, son tangent vertical le long de
Videntité TY /x|ia C J(T'X,x) est une D-algebre de Lie. Elle sera notée LY.

1.2.3. Le groupoide de Galois d’un feuilletage.

Définition 1.22. Un feuilletage (singulier) de X est une D-algébre de Lie F sans torsion
sur X et différentiellement engendré par Fy.

Remarque 1.23. Une D-algébre de Lie n’est pas toujours la D-algebre de Lie d’un D-
groupoide de Lie. Prenons par exemple un feuilletage F de codimension d. D’apres le
théoreme [1.19, si il existe un D-groupoide de Lie dont F est la D-algébre de Lie alors le
feuilletage admet d intégrales premiéres rationnelles indépendantes.

Un feuilletage sans intégrales premieres rationnelles est donc un exemple de D-algébre
de Lie ne provenant pas d’un D-groupoide de Lie.

La définition suivante généralise le groupe de Galois différentiel d’une équation linéaire.

Définition 1.24 ([[l§]). Soit F un feuilletage sur X. Le groupoide de Galois de F est le
plus petit D-groupoide de Lie dont la D-algébre de Lie contient le feuilletage. Il sera noté
Gal(F).

Autrement dit Gal(F) est le plus petit D-groupoide de Lie contenant le pseudo-groupe
Tan(F'). Par commodité, nous posons la définition suivante.

Définition 1.25. Soit F un feuilletage sur X. Un D-groupoide de Lie préservant le feuil-
letage dont la D-algébre de Lie contient le feuilletage sera dit admissible pour F.

1.3. Forme de Maurer-Cartan d’un D-groupoide de Lie et suites de Godbillon-
Vey d’un feuilletage. La forme de Maurer-Cartan d’un groupoide de Lie est une 1-forme
sur le groupoide invariant sous I'action du groupoide sur lui-méme par composition au but.
Pour un D-groupoide de Lie, la formes de Maurer-Cartan proviennent de la restriction de
celle de J*.

1.3.1. Forme de Maurer-Cartan de J*. L’espace J; n’agit pas sur son espace tangent et
la construction de la forme invariante ne peut se faire qu’en considérant ’action de Jyi1
sur le tangent de J;.

Plus précisement, la structure de groupoide de J; donnée par la composition

c:(Jy,t) xx (Jy,8) — Jg.

se prolonge en une structure de groupoide sur I'espace Ji(J; /sowce) des jets de sections

de la projection source se projetant sur les sections de Jj(X x X Jsource)- Ce groupoide

agit naturellement sur T'.J; Jsource’ Cette action se comprend plus facilement en utilisant

la présentation suivante. Soit ¢ une section analytique locale de Jg Jsource SUT UL ouvert

U dont la composante d’ordre 0, g est inversible. Par les formules de composition, elle
induit un difféomorphisme de I'ouvert de J; des jets de buts dans U sur 'ouvert des jets
de but dans ¢g(U). Le difffomorphisme induit sur le tangent de J; ne dépend que du
premier jet de la section et donne ’action.
Nous noterons T'c cette action :
Tc: (TJ; t) xx (J7(J; ),s) = TJ;

q /source’ 4 /source 4 /source”
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Cette action induit une action de Jy ; sur T'Jg Jsource PAT Iinclusion canonique J;; C

* * : .
Ji(J; /sowce) et donne un isomorphisme

TJ* ‘id Xxj;+1—>TJ*

a4 /source 4 /source’

Apres identification de T'J; /source‘id avec J,(T'X,x), I'image de la premiere projection

donne une application

©:TJ; — J(TX)x)

a4 /source

. . X
invariante sous Jg ;.

Définition 1.26. Cette forme est la forme de Maurer-Cartan de Jy. ;.

Les formes construites ainsi étant compatibles aux projections 7T:11+k, la forme induite
sur J* sera appelée forme de Maurer-Cartan de J*.

Remarque 1.27. Fizons un point xqg € X et identifions la sous-variété des jets de source
wo avec l'espace des repéres, Ry(X) ainsi que Jo(TX ) x )|z, avec J4(x(C",0)) espace des
jets d’ordre q de champs de vecteurs en 0. On obtient alors une forme sur Ry(X) a valeurs
dans Jo(x(C",0)) invariante sous l'action de J; . Nous noterons

Olzo : TRe(X) — J4(x(C",0))
cette forme.

Il existe un second crochet sur J,(T'X,x ) différent du crochet de Spencer. Il est & valeurs
dans J;—1(T'X,x). C’est le crochet fibre a fibre. Il est défini en coordonnées locales par les
formules

{uv U} = Jg—1 [777 m
ou u et v sont des jets en un point x € X, w et v sont des champs formels en = les
prolongeant, [, ] est le crochet de Lie et j,—; est la prise du jet d’ordre g — 1.

La forme de Maurer-Cartan vérifie des équations de structure reliant la différentielle

relative a la projection source et le crochet fibre a fibre sur J,(T'X x) :

1
d/sﬂ'g—l(-) = _5{97 @}7

ou 7], est la projection de J,(T'X,x) sur J,—1(TX,x). Nous renvoyons a [[3, P pour
plus de détails.

Ces équations ce restreignent aux espaces de jets de source fixée. En choisissant une base
de 'espace vectoriel des jets d’ordre ¢ de champs de vecteurs en z et en écrivant O,
en coordonnées, on obtient une famille de 1-formes invariantes sur R,(X). En choisissant
la base monomiale %C:a%l, on obtient une suite de formes 605 satisfaisant les identités

différentielles :
S STV Sl (ALY
J J1BIz1
« (674 . , .
pour |o| < g—1et <B> =11 <5> si a; > B; et zéro sinon. Nous les appellerons formes
7

de Cartan d’ordre ¢ et les identités précédentes équations de structures d’ordre q.

Le groupe algébrique des jets d’ordre g+ 1 de source et but xo, I'j, 1, agit sur R, (X) par
composition a la source. La composition au but commutant avec la composition a la source,
I'j11 transforme des formes invariantes en des formes invariantes satisfaisant les mémes
identités différentielles. Soit ¢ un élément de I'y,,, notons s, 'action par composition a
la source sur Ry (X) et ¢* celle sur Jy(x(C",0)). On a la formule suivante :

S:’®|:L“o = " 0 O|y.
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1.3.2. Forme de Maurer-Cartan de ). Considérons maintenant ) un D-groupoide de Lie
agissant sur X.

Définition 1.28. La restriction de © sur Y41 est a valeurs dans le sous-espace vectoriel
LY, :

Oy : qu/X — LY, C Jq(TX/X).
C’est la forme de Maurer-Cartan d’ordre q de Y.

Dans la suite nous nous restreindrons a 1’étude des D-groupoides de Lie transitif et
travaiilerons dans le cadre de la définition suivante.

Définition 1.29. Soit YV un D-groupoide de Lie sur X transitif. Fizons une source xg
réguliére pour Y (i.e. hors du lieu singulier donnée dans dans la définition [.13) et notons
R,(Y) Uespace des jets de Y de source xo. On défini une forme invariante sur R,y en
restreignant la forme de Maurer-Cartan :

Oylzy : TRy(Y) — J4(x(C",0)).
Les orbites de 'action de Vg1 sur Ry(X) sont des sous-variétés décrites par le théoreme
[.19. Une orbite particuliere est donnée par R,()) mais le groupe I'j4+1 agissant par compo-

sition en xy mélangent ces orbites. La restriction de © sur une orbite permet de construire
un systeme de formes invariantes satisfaisant des équations de structures particuliéres.

1.3.3. Suites de Godbillon-Vey générales.

Définition 1.30. Une suite de Godbillon-Vey pour un feuilletage de codimension p est
une suite de 1-formes rationnelles {w®;i € {1,...p},a € NP} telles que {w;i € {1,...p}}
définissent le feuilletage et

wr =S+ 3 () ol nur
J

318121

avec (a) =] (a’) st a; > B; et zéro sinon.
B Bi

Proposition 1.31. Soit F un feuilletage singulier de X. Quitte a se placer sur X - X
une variété finie au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X, il existe toujours une suite

de Godbillon-Vey pour F.

Cette proposition est classique, nous allons en donner une preuve utilisant les construc-
tions précédente. Nous allons d’abord construire ces formes sur le D-groupoide de Lie
Aut(F) et les descendre ensuite sur X.

Preuve. — Un feuilletage F définit un D-groupoide de Lie Aut(F) : le groupoide des
transformations locales préservant le feuilletage. Pour tout entier ¢, 7, C T Aut(F), /source|id

et 'action de Aut(F) par composition au but permet de prolonger F, en un sous-espace
vectoriel F, de TAut(]:)q/sowce.

Soit x¢ un point régulier de F (i.e. au voisinage duquel F est facteur direct). C’est
aussi un point régulier de Aut(F). Les jets solutions de Aut(F), de sources zy forment
une sous-variété de Ry(X) noté Ry (F)

Définition 1.32. Les formes sur Rqy(F) s’annulant sur fq seront dites transverses a F.

On construit une forme transverse de la maniere suivante. Soit Nx la D-algebre de Lie
de Aut(F) et soit m: Nryle, — V4 le quotient par Fglu,-

Définition 1.33. La projection,
™o @Aut(]:)|:vo : TRQ(]:) -V

est une forme transverse au feuilletage. Elle sera notée O r
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Le crochet sur la fibre de Nx en xg induit un crochet sur V. La forme transverse vérifie
les équations de structure induites :

1
dOF = —5{0r,0r}.

Soit p la codimension du feuilletage. L’espace vectoriel V, s’identifie & J,(x(C?,0)). En
écrivant O r|,, dans la base monomiale %8%1' sur Jy(x(CP,0)), on obtient une suite de
1-formes invariantes transverse a F : 6, 1 <1 <p, o € NP, satisfaisant les équations
de structures d’ordre ¢ en dimension p.

Soit X — X une variété au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X tel qu’il existe
une section f: X — X xx Ry(F) de la projection but. Les formes 6Y s’annullent sur Fo.
Par construction ce feuilletage sur Ro(F) = X est F. La suite {w* = f*6{'} est une suite
de Godbillon-Vey pour F. O

1.3.4. Suites de Godbillon-Vey spéciales.

Définition 1.34. Soient Y un D-groupoide de Lie transitif admissible pour un feuilletage
F et X — X une variété au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X tel qu’il existe une
section f : X — X xx R,(Y) de la projection but. Les formes w§* = f*65 seront appellé
suite de Godbillon-Vey spécial associée a Y

Dans le cas trivial Y = Aut(F), nous avons appellé la suite de Godbillon-Vey obtenue
est générale. Lorsque ) = Gal(F), nous dirons qu’elle est minimale. Les cas intermédiaires
sont dits spéciaux. Dans la suite de cet article, nous regarderons particulierement le cas
X = C3. On peut toujours choisir une section & coefficients algébriques de la projection
but et construire ainsi une suite de formes & coefficients algébriques sur C3.

L’objet de cet article est I’étude d’un feuilletage de codimension deux. La classification
locale des pseudogroupes de Lie réguliers agissant sur C? a été donnée par S. Lie [L7]. Dans
B, E. Cartan donne une preuve de la classification de S. Lie en utilisant ces équations
de structures. Appliquée a la détermination des équations de structures possibles pour
les formes & valeurs dans J,(x(C?,0)), la preuve de Cartan permet d’obtenir le résultat
suivant.

Théoréeme 1.35. Soit F un feuilletage de C™ de codimension deux, défini par une 2-forme
fermée ~y. Le D-groupoide de Lie Inv(vy) d’invariance de cette forme est un D-groupoide
de Lie admissible pour F. Si le groupoide de Galois de F n’est pas Inv(y) alors on est
dans un des cas suivant :

— Gal(F) est intransitif : F admet une intégrale premiére rationnelle,

— Gal(F) est imprimitif en codimension un : il existe une 1-forme a coefficients algébriques

intégrable s’annulant sur F,
— Gal(F) est transversalement affine : il existe un vecteur de 1-formes a coefficients

0
algébriques Q° = <56> définissant le feuilletage et une matrice de 1-formes a coeffi-
2

cients algébriques Q' de trace nulle telle que :
d’ = A Q0 et dQ'=Q' A QL
Une telle suite sera appelée suite de Godbillon-Vey de type asly ou encore asle-suite.

Nous donnons en annexe la preuve de Cartan de ce théoreme.

2. LE GROUPOIDE DE GALOIS DE P,

. s/ N -\ /’ . . /’ 2 7’
Le feuilletage associé a la premiere équation de Painlevé, ZTZQI = 6y° + z, est donnée par
le champ de vecteurs

o 0 , 0

X —
1 3y+
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sur C3 avec les coordonnées (z,y,y').
Ce champ de vecteurs étant de divergence nulle, le feuilletage est défini par la 2-forme
fermée v = ix,dx A dy A\ dy'.

Théoréme 2.1. Le groupoide de Galois de Py est le D-groupoide de Lie Inv(vy) laissant
la forme = invariante.

On considerera le champ X7 dans la famille triviale

0 0 0
Xo= = +y'=— + (6y* + a°x)— 0.
o 8x+y6y+( Y+« x)ay,, a #
Ce champ est de poids —1 sous 'action de

0 0 0 0

LS=10——-2y— -3 — —a—

e y@y Y oy’ Yo
c'est-a~dire que [X, X,] = —X,. Le flot de ¥ donne une équivalence orbitale entre les

différents champs X, tant que a # 0. Lorsque a = 0, la premiére équation de Painlevé
dégénere sur une équation particulierement simple.

L’organisation des calculs se fera suivant les idées de J. Drach [§]. Soit 7, la projection
algébrique de C? x C,, sur C? donnée par le flot de 3 :

/
y y
—5:1)

ﬂ'a(x7y7y,7a) = (Oé.%', ?7 0437

Supposons qu’un des trois systemes d’équations aux dérivées partielles donné par le théoreme
1.3 admette une solution algébrique. En considérant leurs images inverses par m, et
en développant les équations et la solution en puissances de «, on obtient une suite de
systemes plus simples ayant encore des solutions algébriques. Ces équations sont de la
forme XoR = . On les étudiera dans les coordonnées adaptées x,y,u = y'? — 4y3.
Nous noterons px( . ) le poids d’une fonction ou d’une forme homogene sous X et deggp, ...
les degrés par rapport aux variables a, b, ... ayant chacune le degré 1.
Un polynéme P(z,y,%') se prolonge en une fraction de poids nul sur C3 x C,, par
/
moP = Plaz, 25, %) € Ca,y,y' )
o o
et en un polynéme en z, y, ¥’ et o homogeéne pour ¥ en multipliant par une puissance
convenable de a. Nous prolongerons les formes de C3, adx 4+ bdy + cdy’, & C* x C, par
(rra)adr + (ﬂ'zb)% + (W;c)i—% Une forme intégrable ne se prolongera pas en une forme
intégrable mais seulement intégrable modulo da.
Le feuilletage donné par le champ X7 est défini par les deux 1-formes

d
W) =y'dy — (6y* + x)dy, W= y_?// —dx.
Nous noterons w?|, = y/'dy’ — (63> + o’z)dy et wWI|o = Z—Z/ — dz leurs prolongements au

paramétre a et w?|g, wY|o les restrictions & {a = 0}. Ces formes forment les vecteurs QY
Qo‘a et QO‘O.

2.1. Etude préliminaire de ’équation réduite X,. Le champ de vecteurs

0 0 0
X _ /_ 2_
0 8x+y8y+6y oy’
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admet une intégrale premiere rationnelle v = y"> — 4y3 et une autre transcendante x —
i mdy. Nous utiliserons souvent les formules suivantes :

n+1 n
y o y (n+1)3u
Xo ((x+2—y,> = <:C+2—y/> EEveE

(1)

4\ n+1 4\ N 2
Xo <<7x+20§ —2025) ) = (7w + 204 — 24ty )" T

Lemme 2.2. Si 1y est une 1-forme polynomiale, intégrable, telle que ny(Xo) = 0 et
ixodno = 0 alors ng = f(u)du ouny = f(u) (ude — (2zy® +y')dy + 5(xy + 2y)dy’)

Preuve. — Ecrivons N9 = adu+b(dy—y'dx). Sib = 0, on trouve la premiére expression.
Sinon, en écrivant la condition d’intégrabilité de ng, on obtient ’équation
6y? 1
X (4) e L
b y b 2y

En utilisant les formules ([l), on intégre cette équation. On trouve

a 1 ,

—=—— 2y).

5= Tgn Y t2)

On en déduit que ny = f ((%Z/y/)du - %(dy - y’dx)). En écrivant la condition ix,dny =
0, on trouve que Xgf = 0, donc f est une fonction de u. En développant 79, on trouve la
seconde expression. O

Lemme 2.3. Le feuilletage défini par Xog n’admet pas de suite de Godbillon-Vey rationnelle
de type asly commencant par w¥|y et et WY|o.

Preuve. — Supposons qu'il existe une matrice de 1-formes Q'|y de trace nulle satis-
faisant :
dQ°)o = Qo A Q%
dQ')o = Qo A Qo
On peut supposer en toute généralité que ces formes sont homogenes sous X. La premiere
égalité donne

00
Qo = (% 0>dy+Aw(1)|o+Bw8|o
y/
1
0

La deuxieme égalité donne un premier systeme d’équations que nous allons résoudre :
: 1 1 1
ix,dQ o = []o(X0), 2'o] -

Calculons les deux membres de cette égalité :

avec A<§)> :B< > et trace A = trace B = 0.

. 0 0

o[22 = | (e g ) ] b+ (120 ) B| ot

En identifiant les coefficients de w{|y et ceux de wJ|g, on obtient les deux systémes suivants,

00 00 1
A ()
y y Y

) xun=[($9).1]
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Si B = (CCL _ba>, on écrit puis résoud le systéme (PH) en utilisant les formules (fl]) :

Xob=0 = b=b(u),
(3) Xoa=7 = a= 3—b(ac+2y/y)
Xoc:i% = c:gug(x—i—Qy/y),

sous I’hypothese b # 0 (les résultats sont analogues lorsque b est nul). On résoud ensuite

I’équation (Rd). Si A = <—dc Z), le systeme donne

3¢ .1 b 1 y oY

On obtient une contradiction en considérant ’équation suivante :

iodQ = [QHO <3> ,Ql|0] .
oz l’

En identifiant les coefficients de w{|y dans cette équation, on obtient

L
Cest-a-dire,
(4a) yl g—y % — ac—db
(4b) ylg—b % = —2(bc + a?),
(4c) ylg— % — 2da — ).

L’équation () s’écrit 20/ (u) — =-b(u) = 0. La seule solution rationnelle est b = 0. Dans
ce cas a = a(u) et I'équation ([iH) donne a = 0. Les équations (fJ) impliquent ¢ = c(u) et

d= ;?25 — QL (7x + 20 — 243/—2 L’équation (fid) se rééerit alors

7
9u3
Une solution de cette équation ne pouvant pas avoir de pdles d’ordre entier en 0, elle ne

peut pas avoir de solution rationnelle. On aboutit & une contradiction qui prouve le lemme.
O

\—/\—/ﬁ

2c (u) — =22

2.2. Le groupoide de Galois de X est transitif. Le résultat suivant provient de [R4],
on pourra aussi consulter [§, [l4].

Proposition 2.4. Le champ X1 n’a pas d’intégrale premiére rationnelle.

Preuve. — Si Hj est une telle intégrale, prolongeons-la en une intégrale algébrique du
champ X,. On peut écrire H, = Hy + Hia + ... apres avoir fait une division suivant les
puissances croissantes et multiplié par une puissance convenable de «. On peut supposer
que Hy n’est pas constante. En développant ’équation X, H, = 0 suivant les puissances
de «, on obtient pour 0 <7 <4

X;H; =0,
qui implique H; = f;(u) ott u =y — 4y3 et f; est rationnelle. Le corfficient de a® donne
0
XoHs + 2200 _

oy’
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Dans les coordonnées x, y, u, cette derniere équation s’écrit

0 0
(% + 4y + u8_y> (Hg + 4y + uHé) = =2z fi(u)\/4y? +u
ot Hy = HY+ /4y + u H} et H] € C(z,y,u). En identifiant les termes libres de radicaux
des deux membres, d’une part, et ceux contenant le radical, d’autre part, on obtient les
deux équations suivantes :

OHY OH! ,
(ha) oy t oy = —2x fo(u)
OH? OH}
(5b) a—; + (4y° + “)a—; +6y*H: = 0.

En dérivant (BH) par rapport & z et en utilisant (Fa), on obtient

O*HY 5, (O°HY  ,0HY
(6) 92 (4y° +u) a7 6y a—y =0.

——al
Supposons que Hg ait un poéle d’ordre n par rapport a y en a € (C[x,u]ag, la cloture
algébrique de C[z,u]. En développant Hg en série autour de a, on obtient une série

d’équations différentielles. La premiere,
oa\ 2
<6_Z> — (4a® +u) =0,
implique 4a® = —u. La suivante donne 12(n + 1) = —6a?. Hg est donc un polynoéme. En
écrivant HY = apy™ + ... dans (f]), on obtient n = 0 puis
HY = a(u)z + b(u).

)4 . oHY / ‘s N .
L’équation (Bd) donne %> = —2xzf{(u). En dérivant (FH) par rapport & x, on obtient

1
aa% =0, ce qui implique fj = 0. Ceci contredit le choix de H et prouve la proposition. [J

Corollaire 2.5. Le champ X1 n’admet pas d’hypersurface algébrique invariante.

Preuve. — Soit P I’équation d’une hypersurface invariante. Prolongeons P au parametre
«. On obtient un polynéme satisfaisant

X P=LP
On a ps(L) = —1 d'une part et d’autre part comme degy, , ) (Xa) = 1, degy 3 (L) <1
et un calcul direct donne degy,y (L) < 0. Tout ceci implique que L est nul donc que P est
constant. U

2.3. Le groupoide de Galois de X; est transversalement primitif.

Proposition 2.6. Le feuilletage donné par X1 n’est inclus dans aucun feuilletage de codi-
mension un donné par une 1-forme algébrique.

Supposons qu’il existe une 1-forme algébrique 7 intégrable, n A dn = 0 et telle que
n(X1) = 0.

Lemme 2.7. Une telle forme peut étre choisie polynomiale.
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Preuve. — Soit 1 une telle forme que nous normalisons n = dz +ady + bdy’. Soit Z le
lieu de ramification de cette forme sur C3. D’apres le corollaire R, Z est transverse aux
trajectoires de X7. Plagons-nous au voisinage analytique d’un point de Z. N’importe quelle
intégrale premiere au voisinage d’un point de la trajectoire passant par p se prolonge de
maniere univaluée sur un voisinage de p. La forme 7 est donc univaluée sur ce voisinage.
Le lieu de ramification Z est vide et la forme est rationnelle. O

Choisissons une de ces formes et prolongeons-la au parametre a.

Lemme 2.8 ([§]). La forme 1, peut étre choisie telle que ix,dn, = 0.

Preuve. — Choisissons
Mo = —(Py + Q(6y* + °x))dx + Pdy + Qdy’
avec P et () premiers entre eux. En écrivant la condition d’intégrabilité, on obtient :
QXP—PXQ+12yQ* — P2 =0.
D’apres le théoreme de Bezout, il existe donc un polynome L tel que :

XP+12yQ = LP
XQ+P=LQ

En calculant les degrés, on obtient que L doit étre de degré 1 en z,y,y" et de poids -1
par rapport & X. Donc L = ca®x ol ¢ est une constante. En calculant les degrés en z, on
obtient ¢ = 0. Un calcul direct montre que ceci implique le lemme. O

Preuve de la proposition [.4. — Quitte & multiplier par un facteur convenable, nous
pouvons supposer que 1, s’écrit ng + any + ...avec n; des formes polynomiales et 7y # 0.
Les équations

na(Xa) =0
(7) ix,dNa =0

relient les formes ng et 1;. Ecrivons la forme 7; de la maniere suivante
—ad b 0 1
m =adz +bwilo + cwyo.

Le terme d’ordre 0 dans les équations ([J) donne 79(Xo) = 0 et ix,dny = 0. Ces équations
sont résolues par le lemme R.3. Celles d’ordre 1 donne no(xa%,) +m(Xo) =0et i, o dno+
o

y/
ix,dn1 = 0. En écrivant toutes ces équations dans la base (dz,w?|o,wi|o), on obtient

ls]
a=—z1n0(g,)
~ _ .0
Zxaiy,d??o = gwslo
XQC = Xoa — % —

1 0
Xob==32 +y oy

(8)

Dans chaques cas du lemme B.3, nous allons prouver qu’il n’existe pas de triplet (a,b,c)
solution de ces équations tel que la forme 7; soit polynomiale.

Premier cas, pyn, =0 mod 6.
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D’aprés le Lemme R.2, no = f(u)du. Les équations portant sur les coefficients de m
deviennent

(9) 0= 2 (u)y/a

(9b) 9=

(9c) Xoc = —12f (u)zy?

(9d) Xob = —ﬁ - 2f;zlz):c 4f" (u)zy'

On résoud (Bd) : ¢ = 2f(u)(y — xy’). On obtient ensuite pour ’équation (Bd) :

2f(uw)y

Xob = —4f' I — .

Dans les coordonnées x,y,u, ou b = by + b1 avec by et by des polyndémes et Xy =

v 4y 3+u

a% + 43 + ua%, I’équation ci-dessus se réécrit :

obg  Oby 61/ 2f(u)y
1 — 4 - _
(102) Ox * oy  4y3+ ub1 4y 4+ u
b ob
(10D) VAR 3; = —4f"(u)z(4® + w).

En dérivant ([L04) par rapport & z et en tenant compte de la dérivée de ([LOH) par rapport
a gy, on obtient
02b

(1) — -y +u)

9%bo _ _
0y? Y Oy

On en déduit que by est un polynéme d’ordre 1 en y puis
bo = 4f'(u)zy + a(u)z + b(u) ; 5~ =0.

En reportant by dans ([[0d), on obtient

(4y° + u)%—zl — 6y°by = =16 (w)y* — da(u)y® + (f(u) — duf'(u))y — ua(u),

ce qui implique que le degré de by en y est inférieur & deux. En posant by = aay®+a1y' +ao,
on obtient le systéme suivant

—16f"(u) = 2z

—4a(u) = —2a3

0= —60[0

fu) —duf'(u) = 2c0u
ua(u) = uajg.

Ce systeme implique I'existence d’une constante c telle que f = —7. Or f est un polynome
donc f est nul, ce qui contredit le choix de la forme 7,,.

Deuxieme cas, pyn, =1 mod 6.
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D’apres le lemme R.9, no = f(u) (% (x + 2%) wWPlo — uwglo). Les équations (§) donnent

(12a) a= —@( 'z 4 2yx)
(12b) g=—2f(u)uy — %(u)y’
(120 Xpe = —27 (s — (gﬂu) - 2f’<u>u) Vo

B OEE IO

12d Xob=——
( ) 0 y/2 3 y/ 3

Etudions 'équation ([2d). Le second membre étant d’ordre 2 en z, ¢ est d’ordre au plus 3.
Par homogénéité, c est en fait d’ordre 2. Posons ¢ = coz? + c12 + ¢o. On obtient le systeme
suivant

Xocg = —2f (u)y?

Xocp = — (%f(u) — 2f’(u)u) Yy — 2co

XOCO = —C1.

On les résoud successivement, c; = S f(u)y’, c1 = — (5f(u) —2f'(w)u)y et Xoco =
(%f(u) — 2f’(u)u) y. Cette derniére équation n’a pas de solution polynomiale comme le
montre le lemme suivant. Ceci prouve que f doit étre nulle, en contradiction avec le choix
de 7. Ceci prouve la proposition. O

Lemme 2.9. [l nexiste pas de polynome R satisfaisant XoR = y.

Preuve. — Supposons qu’il existe un tel polynéome. Comme le second membre est
d’ordre 0 en x, R s’écrit aq(u)z + ap(y,y’). En écrivant I’équation dans les coordonnées
(,y,u) on

OR® | OR! _
By T o =0

0 1
O 1 (49° + u)aaiy +6y°R! = y.
Ces équations impliquent (4y3 + u)% + 6y°R' = y — a1 (u). Cette équation n’a pas de
solution polynomiale. O

2.4. Le groupoide de Galois n’est pas transversalement affine.

Lemme 2.10. Soit ?20, Q' une suite de Godbillon- Vey de type asly pour le feuilletage
0

donné par Xi. Il existe une suite commencant par Q° = <Z%) pour chaque vecteur de
2
formes vérifiant W Aw§ = ix,dx ANdy Ady'. Sil existe une asla-suites commengant par Q°

alors elle est unique.

Preuve. — Les formes Q0 et Q! satisfont les relations suivantes :
Q0(X,) =0,
d0 = Q' A QO,
dl =Q' A QL
trace Q! = 0.

En écrivant Q0 = FQO et Q! = dFF~1 + FQIF*I7 on construit une nouvelle suite de
Godbillon-Vey. De plus Q9 A Q9 et Q9 A QF sont deux formes volumes transverses invari-
antes sous le flot des champs de vecteurs tangents. On en déduit que

WAW) =cdd AN
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oll ¢ est une intégrale premiere rationnelle donc une constante. Calculons la trace de Q' :

trace Q' = trace dFF~!
_ d(detF)

et Q0 Q! forme une asly-suite. N

Supposons maintenant qu’il existe deux aslo-suites : Q°, Q' et Q) Q. Le groupoide
de Galois du feuilletage est un sous-groupoide de Lie du groupoide définie par une de ces
suites. Or le lemme [A.4 montre qu'un tel feuilletage est contenu dans un feuilletage de
codimension un, ce qui contredit la proposition P.6. O

Proposition 2.11. Le feuilletage donné par X1 n’admet pas de suite de Godbillon-Vey de
type asls.

Le lemme précédent affirme que si le feuilletage donné par X; admet une aslo-suite alors
celle-ci est rationnelle.

- I (G2
Lemme 2.12. Si elle eziste, la asls-suite commencant par Q0 = <dy (6y” + x)dx) doit

dy — v'dx
étre polynomiale.

Preuve. — Nous allons montrer que le lieu des poles de la forme Q! est une hypersurface
invariante pour le feuilletage. Le lemme P.J permettra de conclure. Soit Z I’hypersurface
des poles de Q. On construit un systeme d’intégrales premieres locales (en dehors de Z)
en résolvant les systémes différentiels suivant :

dH = 9HQO
dOH = —0HQ!,
ou H = (gl> et OH est une matrice 2 x 2. Si Z est transverse aux feuilles, les intégrales
2
premiéres se prolongent & Z. Comme de plus dH; A dHs = (det OH) &Y A @Y, det OH ne

s’annule que le long de feuilles; on en deduit que Z doit étre tangent au feuilles. Ceci
contredit le corollaire P.§. O

'dy’ — (6y* + x)d
Corollaire 2.13. Si elle existe, la asly-suite commengant par Q0 = (y y - (6" +2) y>

est composée de 1-formes a coefficients dans Clz,y,y',1/y'].

Soit 20, Q! cette suite. On la prolonge au parametre o de maniere & avoir une aslp-suite,
Q0,, QY, pour X,. Ces 1-formes vérifient
(13) dQ°|, = Qo A Q0
(14) A, = QYo A QY4

On a ps(Q°)a) = <_16> et pu(Qs) = (; _07> La matrice Q!|, que nous obtenons ainsi
a a priori un pole le long de @ = 0. Nous allons montrer que ce pole est nécessairement
d’ordre zéro puis conclure avec le lemme P.3. Développons la matrice Q}, en puissance de

(672 1 1
Ql=—5,+ —E,1+...
« «

n—1
Lemme 2.14. Sin > 0 alors on est dans un des deux cas suivants :
b
(1) 2, = (_1% —a1> (@l + bwdlo) avec a = %uk_Q(az +2y/y')? et b = —%uk_l(az +
. _ 5n+8
2y/y’) o ceC etk == cZ,
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- 00 _
(2) Ep = <cuk0> W0 avec k = 22212 € 7,

Remarque 2.15. Sin > 0 alors n > 1. Le seul cas posant probléme est le cas (2), n =1
et k = —2. En posant 3 = o, on obtient un champs Xﬁ1/5 donnant X1 en 8 =1 et une
asly-suite donnée par Qé = #En + .... Le corollaire implique que n est divisible
par 5.

1 112

Preuve. — Posons =, =
21 —N11

). Nous allons distinguer deux cas suivant que 711

soit nulle ou non.

Premier cas, n11 # 0.

L’égalité =, A Z,, donne =,, = (; _f1> n11. Comme de plus =, A Q°)g = 0,

- 1 b/a
2= (o "t) @etlo + bl

Considérons ensuite I’égalité
(15) ix, da = [a(Xa), Qo]

==

/
avec Qo (X,) = < Y > . En calculant le coefficient de 1/a"™, on obtient

oz _ L [(00) 2
X, ‘—‘n_? 10 ) —n

Calculons les deux membres de ’égalité

R 0 Xo2 1
. ixydZ ( o, ga) (@llo +bullo) + <
~ X2 _

00\ — ~ty
° [(1()) ,:‘n} = < 2@ Q> (aw?|0—|—bwg|0).

En identifiant les coeflicients de w?|0 et w8|0 de ces matrices, on obtient le systeme

o
0

/

)

Y

b
) (oo + Faflo + Xob o)

SIS

P 2 L N R 2
On en déduit que % est une intégrale premiere homogene de Xy donc % = cuF avec c € C

et k € Z. On résoud le systéme en utilisant les formules ([ll). En calculant le poids de Z,, &
partir des formules d’un coté et a partir du poids de €2, de 'autre, on obtient la condition
sur ’ordre du pole en a.

Deuxieme cas, 11 = 0.

Comme Z,AZ, = 0 et Z,AQ% = 0, on a soit =,, =

.= 0
>w(1)]0, soit =, = <0 ‘é) wWIlo-

, on obtient le résultat annoncé.

O

= O
o O

En reprenant les équations différentielles données par ([Lj
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Preuve de la proposition [2.1]. —~ Nous allons maintenant calculer Z,,_1 et aboutir &
une contradiction.

Premier cas, 111 # 0.

b/a> n1. En écrivant le coefficient de —= dans ([[3),

Dans ce cas, &, est égale &
9 n g —a/b _1 am

on obtient

_ _ —xd
St Ao+ A < 0 y) —0.

Ce qui implique que

— a b
En-1=Awl)o+ B — (_ﬁ >~"3dy

b

avec A <(1)> + B <_ab> = 0. En écrivant le coefficient de # dans ([I4), on obtient

EnANEn1+ =21 AZE, =0

1 b/a

Ce qui donne {A, <—a/b )

>] = 0, c’est-a-dire

B 1 b/a
A=t (—a/b -1 >
avec £ quelconque. On en déduit ensuite que
B 0 —b/a? 1 b/a
B_€<—1/b 0 >+t<—a/b —1>

avec t quelconque. Considérons maintenant ’équation différentielle portant sur =,_1 que

I'on déduit de ([7) :

. _ . - 1 00\ — 01\ —
wimer s [ (19) 2] [(5) )

Calculons les termes ci-dessus :

2
e Xol + aXot (&) L +oXot)
o ix,d=,_1 = u ¢ a2 wilo
_QEXO)\ + vz 7X0t —Xol — aXpt
2 3 2
+ bXot —ay = (5) Xol —L(Q)" = T TXot =By o
—Xol — aXpt + %y’ —bXot + ay’ 2

n PN [ dadb o
- <—3a —a2b> T A (%) ~da ) X @En,

% % b Ob?/a)
; = Yy Y 0 oy’ oy’ 0
ei, 0 dEy = | o2 he |Wilot+® Yo %%y | w2lo

! —_ = —_
Oy oy’ Dy’

oy’ oy’

_p_2Y ) da db
+<a ba>y72dy—xy —d<%>—da ’
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r 2
00\ - 00\ (5" o 0 b 0 00 -
‘ _<10>’“”1} €< >°"1|°+€< 0 ()2 )20t caa—p ) W[\ 10 ) =

* <gé> En] = <_%/b a_/%) (awlo + bwlo)-

Parmis les équation que 'on obtient en identifiant les coefficients, on trouve les deux
équations suivantes

En remplagant a et b par leurs valeurs (lemme R.14), on obtient ’équation suivante pour

{:

3u ¢ ¢ 3 2¢ Y 2 2¢ v
ngi_ _ k-3 2 /== k-3 2_ /== 2
= T2y ot (“L ) et (w2 ) yagute (e h 2 ) s

z+2-%

On résoud cette derniere équation en posant £ = A\— = —7—

3 . On a alors

4
XoA = Ty'a? + <16y + 6u%> z+ i
Yy Yy’

La fonction A est donc un polyndme en x de degré inférieur a trois. Par homogénéité sous
>, A est de degré 2. On résoud les équations portants sur les coefficients de A et on obtient

finalement
x+2% 9
= y—(?ym —|—4yx+d>
Yy’

3u  cub—2

ou d est constante. L’équation satisfaite par t est alors

3 1 1 211
Xot:—<y—+d> ,2724—(282/) .
Y’ y <x+25) v ) yre+25

y y 8.y y

U Y U

Puisque Xyt a un pole d’ordre 2 le long de x + 2% = 0, t doit avoir un poéle d’ordre 1 :

2
t_1 Y Yy
t_—x 2y/+t0+t1<$+2?>+t2<$+2y>

Y2y
solution polynomiale a ’équation portant sur ¢. Il n’existe donc pas de asly-suite pour le

feuilletage avec 111 # 0.

On aalors t_1 = — o= <48y + d) et Xot_; = & ?, ce qui est impossible. Il n’y a pas de

Deuxieme cas, 111 est nulle.

Dans ce cas, =, = <cu 0> ]0. Calculons Z,,_1. Les conditions =,AZ,,_1+Z,_1AZ, =

0et =, 1/\w0|0—|—un/\< % >:Odonnent

_ —e0 00 00
Ep-1= (d ) 0|0+< 0>w%|0—<u 0>~’Edy
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En reprenant I’équation ([[§) et en remarquant que =Z,, est fermée, on obtient

o d= 1 00 o (01 <
1Xo0 Sp—1 = W 10 ySn—1| — Y 00 /) ="
qui donne

—X(]€ 0 0 0 0 0 00 i 0 00 /0
(Xod Xoe>w1’0+ <X060>w2’0+ (60) y’le‘O cu® 0 ywslo

k

—cu”® 0 1 00

:yl< 0 cuk>w?‘0+ﬁ<260>w?‘o'
3e

Ce qui donne les équations suivantes Xpe = cuFy’ et Xod = ex cest-a-dire ¢ = cuFy et
Xod = 3cuF y%

Lemme 2.16. L’équation XoR = y% n’a pas de solution rationnelle.

Preuve. — On déduit de cette équation que XO%—I; = 0. D’un autre coté le poids sous
> de R doit égale a 4 donc % = 0. En écrivant ’équation dans les coordonnées x, y, u, on
obtient : oR, y

3 2
(4y +u)3—y + 6y" Ry = WPru
ou R = Ry(y,u) +y'R1(y,u). Si cette équation admet une solution rationnelle, elle s’écrit
Ry = %3% avec P polynomiale. En calculant le coefficient du terme de plus haut degré
en y dans I’équation satisfaite par P, on vérifie P ne peux pas étre polynomiale. O

L’équation sur d n’a de solution rationnelle que si ¢ est nul, ce qui contredit le choix
de n. La matrice de 1-forme Q'|, ne peux donc pas avoir de péle en a. Mais d’apres le
lemme .3, elle ne peux pas ne pas avoir de pole. Il n’existe donc pas de matrice de formes
a coefficients rationnels satisfaisant les équations de Q'|,. Ceci prouve qu’il n’existe pas
de aslo-suite pour le feuilletage donné par la premiere équation de Painlevé. O

3. IRREDUCTIBILITE DE P;

Dans cette section, nous allons utiliser le groupoide de Galois du feuilletage défini par P;
pour montrer son irréductibilité. Nous commencerons par définir ce que nous entendons par
feuilletage réductible. En utilisant les notions de “type différentiel” et de “degré typique
de transcendance différentielle” de Kolchin, nous montrerons ensuite que le groupoide de
Galois d’un feuilletage réductible est plus petit que le groupoide de Galois de P;.

3.1. Feuilletages réductibles. Dans [B]]], une solution particuliere d'une équation dif-
férentielle d’ordre deux est dite réductible si on peut 'exprimer rationnellement apres
avoir résolu successivement des équations différentielles linéaires (ou associées a un groupe
algébrique) et des équations d’ordre un. Cette définition d’irréductibilité ne concerne que
les solutions particulieres de ’équation indépendemment de I’équation. Dans 'esprit de la
définition du groupoide de Galois, nous allons définir une notion de réductibilité “globale”
du feuilletage i.e. de réductibilité de la solution générale.

Soit F un feuilletage de codimension deux. Les feuilletages que nous considererons
comme plus simples que F sont les feuilletages de codimension un d’une part et les feuil-
letages donnés par une connexion linéaire (ou associée & un groupe algébrique) de l'autre
ainsi que leurs versions relative le long d’un feuilletage de codimension un. Dans un autre
contexte, ce type d’extension est étudié dans [f].

Soient (K, 04, ...,0,) un corps différentiel. On notera Tk le K-espace vectoriel engendré
par les 0, T} son dual et {d,...,d,} la base duale des 0
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Définition 3.1 ([{]). On dira que une extension différentielle K C L est une extension
fortement normale de K relative en codimension q si il existe un sous-corps Q@ de K
engendré par q éléments fonctionnellement indépendants tel que si on note K le corps
K muni des dérivations Tk = ﬂheQ ker dh et @alg la cloture algébrique de Q, l'extension
K ® aalg

Une extension fortement normale & un groupe de Galois. Dans [f]] les derivations n’ap-
partenant pas a Tk sont prise en considération pour étudier I’extension ce qui permet de
définir un groupe de Galois pour I'extension K C L, c’est un groupe algébrique différentiel.

CL® @alg est fortement normale.

Exemple 3.2. Considérons le champs de vecteurs Xg = a% + y’a% + 6y28%/. Ce champs

admet une intégrale premiére rationnelle u = y'> — 4y> et une intégrale premiére dans une
extension fortement normale relative en codimension un de C(z,y,y') : H =xz— [ dy

).

Définition 3.3. Un feuilletage F de codimension deux sur C" est dit réductible si il
eziste deux integrales premiéres H dans une extension différentielle K, de C(x1,...,zy,)
construite de la maniére suivante

C(:Cl,...,xn):KoCKl...CKp

telle que les extensions intermédiaires K; C K;11 sont
— des extensions algébriques,
— des extension fortement normales [15]
— des extensions fortement normales relatives en codimension un.
— des extensions par une intégrale premiére non constante d’un feuilletage de codimen-
sion un, i.e. Ki11 = Ki(< H >) avec dH N w = 0 pour une I1-forme intégrable a
coefficients dans K;.

—al
Son groupe de Galois est un sous-groupe algébrique différentiel de Ga(C(u)ag

Cette définition se généralise aisement aux feuilletages de codimension quelconque. Dans
le cadre de cet article, le théoreme que nous allons prouvé est le suivant.

Théoréme 3.4. Le feuilletage défini par Py est irréductible.

La preuve est donnée dans la section suivante. Dans un premier temps nous prou-
vons que les feuilletages reductibles admettent des intégrales premieres satisfaisant un
7gros” systeme d’équations aux dérivées partielles. La taille de “I’espace des solutions”
de ce systéme est mesuré par le “type d’'une extension différentielle” défini dans la sec-
tion suivante. Le pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage fixant les intégrales premieres
locales (lorsque cela a un sens), ces élements satisfont aussi un sytéme d’e.d.p. La taille
du groupoide de Galois donne une borne inférieure a la taille de ce systeme d’e.d.p. Dans
le cas du feuilletage donné par P;, cette borne est supérieure a la taille de I'espace des
intégrales premieres particulieres d’un feuilletage réductible.

3.2. Types d’une extension différentielle et preuve du théoréme B.4. La définition
du type d’une extension de corps différentiels est basée sur un analogue différentiel du
polynome de Hilbert pour les D-variété introduit par Kolchin sous le nom de “polynoéme
de transcendance différentielle” ([[[J], chapitre II). Rappellons d’abord la définition du type
d’une D-variété de sections de Z sur X.

Définition 3.5. Soient Z une variété sur X et Y une D-variété irréductible de J(Z,x).
On définit la croissance de Y comme la suite d’entier ¢, = dimx Y. Le type de Y est le
monome al® tel que c¢; ~o all.

Dans [[[§] chapitre II-12, le polynéme interpolant la suite ¢, pour de grandes valeurs de £
est appellé “polynome de transcendance différentielle”. Dans [[[5] chapitre II-13, les entiers
a et b sont appellés “degré typique de transcendance différentielle” et “type différentiel”.
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Exemple 3.6. La croissance de la D-variété J(C" — CP) est ¢y = p(ﬁxﬁ)!. Son type est

P pn
LA

Exemple 3.7. Soient F un feuilletage de codimension un de C" donné par une forme w
et IP(F) la D-variété des intégrales premiéres i.e. la sous-D-variété de J(C" — C) définie
par lidéal différentiel engendré par les composantes de dH N w. La croissance de 1P(F)
estcy =4+ 1.

Exemple 3.8. Soit F un feuilletage de codimension deux de C". La croissance de la D-
variété des couples intégrales premiéres est cg = (£ + 2)(¢ + 1). Si de plus le feuilletage
préserve une forme volume transverse, la croissance de la D-variété des couples d’intégrales
premiéres compatibles au volume est ¢, = 3(£ +2)(£ +1) + £+ 1.

Exemple 3.9. Soit V un espace vectoriel muni d’une connexion intégrable sur X. La
croissance de la D-variété des sections plates de V' est ¢g = dimyx V. Elle est indépendante

de ¥¢.

La définition donnée par Kolchin dans le cadre des extensions de corps différentiels

se déduit de la définition precédente de la maniere suivante. Soient K, (0i,...,0,) un
corps différentiel et L une extension différentiel de K. Choisissons p éléments y1,...,yp
engendrant différentiellement L sur K. Soit 7 le noyau du morphisme K < Y7,...,Y, >—

L. Le corps L est alors le corps des fractions de la D-variété au-dessus de K définie par Z.
Notons Y cette D-variété.

Lemme-Définition 3.10 ([[[5]). Le type trk de K C L est le type de Y. Il ne dépend
que de l'extension K C L.

Preuve. — Soient yi,...,yp et 21,...,2, deux systemes générateurs de L sur K. No-
tons Y et Z les D-variétés au-dessus de K qu’ils définissent. Par définition, il existe des
fractions différentielles telles que y; = y;(z). Soit ¢ 'ordre maximal de ces fractions. Elles
définissent une application rationnelle dominante de ); sur Z;. Par dérivations on obtient
des applications dominantes de Y,y sur Zy. Ce qui implique ¢(Y);1¢ > ¢(Z)y. De la méme
maniere, ¢(2);j¢ > ¢(Y)¢. Ceci prouve le lemme. O

Exemple 3.11. Le type d’une extension fortement normale est fini.

Exemple 3.12. Soient (K,01,...,0,), w une I-forme sur K (i.e. un élément du dual
du K-espace vectoriel engendré par les dérivations) et L = K(< H >) une extension
différentielle engendrée par une indéterminée H satisfaisant dH Aw = 0. Le type tr x est
linéaire.

Exemple 3.13. Soient K C L une extension fortement normale en codimension un et
01,...,0n une base des derivations telle que Tg = KOy + ...+ KOp—1. L’extension étant
fortement normale par rapport a Ty, on peut trouver une base {Hy, ..., Hy} de L sur K
telle que 0jH; soit algébrique sur K(Hy, ..., Hp) pour tout i et 1 < j <n—1. Le type de
L/K est donc linéaire.

De la méme maniére que pour le lemme B.1(, on prouve le lemme suivant.

Lemme 3.14. Soit K C K1 C Ky une suite d’extensions différentielles. On o l'inégalité
sutvante :

Uiy /K Soo tiy/iy UK /K

ot < Ssignifie asymptotiquement inférieur.



28 GUY CASALE

Preuve du théoréme [3.4. — Considérons l'espace J(C3 — C?). Le D-groupoide de Lie
J*(C3 — C3?) agit sur cet espace par composition & la source. Soit Z un idéal différentiel
réduit de Ojcs_c2) définissant une sous-D-variété ) de cet espace. Nous appellerons
stabilisateur de Z (ou de )) et noterons Stab(Z) (ou Stab())) le D-groupoide de Lie
maximal laissant ) invariante. Notons cspyrce 1la composition a la source :

Csource : (J7(C% = €%, ) xea (J(C* = C%),5) — J(C° = C),

I'idéal du stabilisateur de Z est le plus petit idéal différentiel J C O j-(c3_c3) tel qu’en
dehors d’une hypersurface S C C? on ait les inclusions suivantes

C:ourcez_ +J CI+Jet C:ourcez +i* T CI+J.

A partir de ces inclusions, on montre que J est 1'idéal d’un D-groupoide de Lie (voir par ex-
emple [fI]). Considérons I P(F) la D-variété des intégrales premieres du feuilletage F défini
par P;. C’est la sous-D-variété de J(C3 — C2) décrivant les couples d’intégrales premiéres.
Elle est donnée par l'idéal différentiel réduit engendré par les deux équations X H; et
X1H;y ou (Hy, Hs) sont des coordonnées sur l’espace but. Le stabilisateur de IP(F) est
le D-groupoide de Lie Aut(F) dont les solutions sont les difféomorphismes formelles T’
satisfaisant les équations différentielles I'* X7 A X7 = 0. Soit Z un idéal différentiel premier
de Orpr) et 7 sa préimage dans O jcs_c2). Le stabilisateur de 7 est par définition le

D-groupoide de Lie Stab(i) N Aut(F). Placons nous au voisinage d’un point régulier de
X et choisissons une coordonnée tangente z et deux coordonnées transverses t; et to. Dans
ces coordonnées analytiques, I'idéal Z admet un systeme de générateurs ne dépendant pas
de z ([, f]). Tous les flots locaux de X7 laissent donc Z invariant. Autrement dit, Stab(Z)
est localement admissible, donc admissible. On obtient I'inclusion suivante

Gal(F) C N Stab(T)

IEspecdiff(ij(]:))

ot spect/1 (0O, p(r)) est lensemble des idéaux différentiels premiers de Op ). Nous avons
déja calculé le D-groupoide de Lie Gal(F). Les stabilisateurs des idéaux différentiels
de Orp(F) doivent donc contenir le groupoide de Lie d’invariance de la 2-forme fermée
définissant le feuilletage.

L’existence de deux intégrales premieres indépendantes dans une extension différentielle
du type réductible (définition B.J) assure l'existence d’un idéal différentiel “assez gros”
dans Orp(r). En effet, considérons une telle extension C(z,y,y') C K et Papplication
Orpr) — K qui envoie Hy, Hy sur les deux intégrales premieres. Le lemme nous
assure que le type de K est linéaire. Le type de IP(F) étant quadratique, I'application
précédente a un noyau non trivial que nous noterons Z. Le type de la D-variété définie par
7 est linéaire.

Considérons le stabilisateur de Z, Stab(Z), et le D-groupoide de Lie des transformations
de C3 fibrées sur l'identité en z, Inv(x). La projection sur 'axe des x étant transverse au
feuilletage, le D-groupoide de Lie Aut(F) N Inv(x) agit simplement transitivement sur la
D-variété I P(F). Par conséquence le D-groupoide de Lie Stab(Z)NInv(x) agit simplement
sur la D-variété définie par Z. Son type est donc linéaire. Le groupoide Stab(Z)NInv(z) est
donc strictement plus petit que Gal(F)NInv(x), ce qui est impossible d’apres la définition
du groupoide de Galois. Ceci prouve le théoreme. O

ANNEXE A. CLASSIFICATION DE CARTAN ; PREUVE DU THEOREME [[.35

Dans cette annexe, nous reprenons les arguments de [E], pp 134 —194, pour prouver le
théoreme suivant.
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Théoréme [L.35. Soit F un feuilletage de C" de codimension deuz, défini par une 2-forme
fermée ~y. Le D-groupoide de Lie Inv(y) d’invariance de cette forme est un D-groupoide
de Lie admissible pour F. Si le groupoide de Galois de F n’est pas Inv(y) alors on est
dans un des cas suivant :

— F admet une intégrale premiére rationnelle,

— il existe une 1-forme algébrique intégrable s’annulant sur F,
0

— il existe un vecteur de 1-forme Q° = w% définissant le feuilletage et une matrice
)

de forme Q' de trace nulle tels que :
d?=0Q'AQ% et dQ' =0 A QL
Soient z¢ un point régulier du feuilletage, O |, la forme transverse d’ordre ¢ de F et

Hf’b ses composantes dans la base monomiale sur J,(x(C2,0)). Les équations de structures
54 s
s’écrivent

b a b
deq,b _ a 9a17b1 A Hag-i-l,bg eahbl A Hag,bg-i-l.
' 2 <a1> <b1> ! ? p> ai) \bi)? 2

aj+tag=a a1+ag=a
b1+bo=b b1 +boy=b

pour a + b < g — 1. Nous complétons ces formes en une base des formes transverses au

feuilletage sur Aut(F)qi1|z, = Rgr1(F) avec des formes w? poura+b=qg+leti=12
q+1lzo q+ i

satisfaisant les équations de structures d’ordre ¢ + 1 :

Ao = Wit NGO + WA+ atb=g¢

Ces formes w sont ne bien définies que modulo les formes d’ordre 0. Les formes 6 étant
invariantes, les formes w ne le sont que modulo les formes d’ordre 0. Soit ) un D-groupoide
de Lie transitif admissible pour F et p I'entier minimal tel que ), # Inv(y),. Nous allons
examiner les équations de structures satisfaites par les formes invariantes sur certaines
orbites de Vplz, et en déduire successivement que

- p<2,

— si p = 2, les équations de structure sont de type asls,

— si p =1 il existe une combinaison linéaire des formes transverse d’ordre 0 intégrable

en restriction a une orbite.

Lemme A.1. Quitte a modifier la suite des formes de Cartan, les restrictions des formes
sur une orbite de Inv(vy)|y, satisfont H?H’b + Hg’b“ =0.

Preuve. - La forme t*y est une forme invariante d’ordre 0. Elle est donc égale a
h 6?’0/\93’0 ol h est un invariant différentiel d’ordre 1 de Inv(y) donc constant en restriction
A une orbite. La forme 6)"° A6 est donc fermé ce qui implique 8;°+69" = hoY0+k05° avec
h et k des constantes. En faisant agir le diffSomorphisme f(x1,z2) = (21 + ha?, x5 + kz3)
par composition a la source en xg, on trouve une nouvelle suite de formes invariantes
commencant par les mémes formes d’ordre 0 et dont les formes d’ordre 1 sont

010 — o0 0% + 1690 050 + noQ0, 65 — k03P

La nouvelle suite que nous noterons encore 6 vérifie donc 9%’0 + 98’1 = 0 La restriction a
Inv(y)|g, de la différentielle extérieure de cette forme est aussi nulle. Celle-ci est égale a

020+ 05" A0V + (011 + 09%) A 0S°.

On en déduit que 9%’0 + 9;’1 = hHg’O et 9%’1 + 9(2)’2 = —hﬂ(l)’o. En faisant agir le difféo-
morphisme f(z1,22) = (21 + %xgx%,xg - %xlx%) en xg, on trouve une nouvelle suite de

formes invariantes satisfaisant les identités annoncées a ’ordre 2. On construit la suite par
récurrence. Comme

d(9?+17b +ag,b+1) _ (9(11+2,b n 9;+1,b+1) /\9?,0 n (9?+1,b+1 +ag,b+2) /\93,0 I
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si le premier membre est nul, on a 9?“ by 0‘”1 b+l — h@o 0 et 0‘”1 RS 05’ b2 — h@o 0

I’action d’un difféomorphisme en xy tangent a l'ordre a + b+ 2 a lldentlte permet de
construire une suite vérifiant les identités anoncées a l'ordre a + b + 2. O

Soit maintenant ) un sous-D-groupoide de Lie transitif de Inv(+y) admissible pour F.

Lemme A.2. Si un tel D-groupoide de Lie n’admet pas d’équation du premier ordre
supplémentaire alors il admet quatre équations supplementaires d’ordre deux.

Preuve. - Soit g 'ordre minimale des équations supplémantaires. Considérons sur
Jilzo la base 65, 1 < j <n 0 < |a| < qg—1 des formes (d'ordre ¢ — 1) invariantes et
w, 1 <j <n|al = q des formes complétant les # en une base de formes transverses.

j I
9a+1 b aa ,b+1

La condition = 0 sur Inv(y)|s, implique que 'on peut choisir des formes w

a+1 b a b+1

+wy T =0poura+b=qg—1.
Soit £ un invariant différentiel d’ordre ¢ > 1. La forme dE = Bwd®+ 370, Aw}? "+ ..

(en n’écrivant pas les formes d’ordre ¢—1) est invariante sous I’action de YVy1. Les formes w
090

satisfaisant w;

étant invariantes modulo et 93’0, les coefficients B et A; sont des invariants différentiels
de Y. Nous allons maintenant calculer certains termes de la forme ddE restreint sur V|4, &
partir des équations de structures. Dans un premier temps, regardons les termes contenant
des formes d’ordre 1. Ils sont de la forme ~; A 9%’0 + v A 9%’0 +v3 A 9;’0. Les formes ~;
s’expriment en fonctions des formes 6 et w. Les termes d’ordre ¢ de ces formes proviennent
de la différentielle des termes d’ordre ¢ de dE que l'on calcule grace aux équations de
structures. On obtient :

7= (q+ 1)Bw§ Ot (g 1)Aqw1 + Y2i—q— DA = (g+ 1) Al +
r= —Awd’+ 240! + (g — i+ 2) A1y + (g D AT+
3= — (q+1)Buw!’ + S+ 1) Ajwy® " + A

Comme ddFE = 0, on en déduit 'existence de trois formes identiques au formes 7; modulo
les formes d’ordre 0 et 1 s’annulant sur Y, |,,. Comme elles sont indépendantes de dF, elles
proviennent d’invariants différentiels supplémentaires. En refaisant le méme calcul pour
chacune de ces nouvelles formes, on obtient qu'il existe une forme s’annullant sur Vg,
ayant un A; non nul. On en déduit ensuite que 'on peut supposer que ce coefficient est Ag
puis qu'il existe g+ 2 formes s’annullant sur V|, donc ¢+2 invariants différentiels d’ordre
q (¢ + 3 invariants d’ordre ¢ donnent un invariant d’ordre ¢ — 1). Montrons maintenant
que g est inférieur ou égale a deux. Copsidérons les g —|— 2 invariants différentiels d’ordre g,
E;, et leurs différentielles dE; = >~ Alw]?™ + Ble ... ou les A sont des invariants
différentiels de ). Choisissons les combinalsons hnealres de ces formes :

q,0
2

’yl':wll"qfi—i—... et v_1=wy +...

Elles forment un systeme complétement intégrable de formes s’annulant sur les orbites
de Y et sont de plus invariantes sous 'action de ). Ces deux conditions impliquent que
d =5 (:7 vj A\ vk En réduisant cette egahte modulo les formes d’ ordre inférieur ou égal

a ¢ — 1, on obtient 0 = Zc?kw” TN W a—k | ZCJ 1P A W20 Ces formes étant
mdependantes les coefficients ¢ sont tous nuls Les formes  sont donc fermées. Regardons
maintenant la différentielle de v,. Cette forme contient le terme 92 oA wﬁq 21 La
deuxieme forme de ce produit extérieur ne se représente dans d’yq que multlpllee par une
forme d’ordre 1. La forme vy, étant fermée, ce produit extérieur doit étre nul. Ceci implique
que ¢ est inférieur ou égale a deux. Si il existe un invariant différentiel il est donc d’ordre

inférieur a deux et s’il est d’ordre deux, il y en a quatre. O
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Lemme A.3. S’ existe un D-groupoide de Lie admissible pour F ayant un invariant

dordre deux alors le feuilletage est défini par un vecteur de formes Q0 et il existe une
matrice de formes Q' de trace nulle telle que dQ° = Q' A QY et dQ' = Q! A Q1.

Preuve. — D’aprés le lemme précédent, il y a quatre invariants différentiels d’ordre 2.
Considérons les formes données par le lemme précédent et décrivant Yoy, .

v =ws? + a191 Vb1 (070 — 091 4+ 160 +

7o = wi? —i—a29 O b ba(07° — 091) + 06 +

V3 = + a39 +b3(07° — 051 + e300 + ...

Y= w1 2 £ 0y + ba (010 — 091) + 420 + ...
Ces formes étant invariantes, les coefficients a, b, ¢ sont des invariants différentiels de ).
Ces formes formant un systeme completement intégrable, elles doivent étre fermées comme

nous ’avons montrer au cours de la preuve du lemme précédent. En calculant dy; modulo
les formes d’ordre 0, on obtient

dyi = 3077 — 09" Awd? =360, AW 4 ar (070 — 091 A 0,0 + day A 6y°
126100 AT+ dby A (070 — 091 + 160 A (0,0 — 091) + dey A O

En examinant les termes contenant des formes d’ordre 2, on obtient les égalités da; = —37s,
dby = %71 et dcy = 0. En faisant le remplacement dans 1’égalité précédente, on obtient les

égalités ¢ =0, by = %al et cg = %le. Les mémes manipulations sur
— d~g donnent das = 273, dby = 572 et dcg = —~1 puis by = a2 et 03 =35 al,
— dv3 donnent daz = 74, dbz = - ’)’2 et dcg = 279 puis aq = O by = ag et ¢y = gag,

On en déduit que, restreint sur la sous-variété invariante Zy = {a1 =b; = azs = a3 = 0}, les
coefficients a, b et ¢ sont nuls. En faisant un bon choix des formes w, les formes restreintes
s’écrivent alors :

Les formes 6 restreintes satisfont les équations :

d(01° — 65"y = 20,0 A 60" + (hy — h1)fa A 6
A9t = 00" A (010 — 09) + haby A 6,
d03° = =020 A (010 — 051) — hi6y A 6.

En vérifiant que ces formes sont fermées, on obtient hy = ho = hy = 0. Les formes 6
restreintes sur Zo = {a; = by = a2 = a3 = 0} vérifient les identités annoncées dans la
proposition. En choisissant ensuite une section f de Z5 pour la projection but, on tire les
formes sur C" : Q2 = f*O. U

Lemme A.4. Siun D-groupoide de Lie admissible pour F admet des équations du premier
ordre supplémentaires alors il laisse un feuilletage de codimension un invariant.

. . . . 0,0 0,0
Preuve. — Nous allons examiner Y|, muni des deux formes invariantes 6, et 6’

que 'on complete en une base avec des formes wf’z pour j = 1,2 et k + ¢ = 1 satisfaisant
les premieres équations de structure.
Supposons que Y est définie par un invariant d’ordre un supplémentaire E. On écrit

00,0 (0.0

dE = awy® + b(w; I+ ! + o) + k6)

En choisissant correctement les formes w, on peut supposer ki1 = kz = 0. Les coefficients
a, b et c étant des invariants, la forme v = w2 04 b( - w2 )+ cwl , obtenue en divisant
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par a, est fermée. En calculant dy modulo ~, on obtient b> + ¢ = 0. En écrivant ensuite
que v est fermée, on obtient

0=db—+wy” +blw;” —wy) — b2

En restriction a la sous-variété Z; = {b = 0}, la forme 9(2)’0 est intégrable. Le pull-back de
cette forme par une section de Z; donne une forme algébrique intégrable s’annulant sur le
feuilletage.

Supposons que Y; soit donné par deux invariants F; et Fs. Les coefficients des formes
w dans les différentielles dFq et dFo sont des invariants. En prenant des combinaisons
linéaires de ces formes, on trouve les deux formes invariantes

v = w;’o + aw(l)’l + hlﬂ(l)’o + k:19g’0

= 1 — o)+ bl 1 ot 4 g
En choisissant correctement les formes w, on peut supposer que h1 = k1 = hy = ky = 0.
Ces formes s’annulant sur les orbites de ), on a dy; = ¢171 A Y2 et dys = cay1 A ¥2. Le
calcul direct & partir des formules donne

dy1 = —y1 Ay2 + (da — 2a7y2 + byp) A w(l)’l

dryg = (db+2y1 — bya) A w?’l.

En se plagant sur 'hypersurface Z; = {b = 0}, la forme 62’0 est intégrable.
Supposons enfin que Y, soit donnée par trois invariants. En effectuant les manipulations
précédentes, on obtient trois formes invariantes s’annulant sur )

Y= w%’o + h19?’0 + k103’0

Yo = (w%’o — wg’l) + hz@?’o + kzeg’o

v3 = w4 hat0 + k30y”
Quitte a choisir d’autres formes w, on peut supposer h; = k1 = ko = k3 = 0. En calculant
les différentiels et en vérifiant que 'on doit obtenir des formules dvy; = ch’kwj A Y, on
obtient hy = hs = 0. En restriction & Y7, la forme 65 est intégrable (méme fermée). O

Dans le cas ou ) admet un invariant d’ordre 0, le théoréeme prouve que le feuilletage
admet une intégrale premiere.
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