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Résumé
Les inégalités de Sobolev logarithmiques doivent leur nom à un article célèbre

de Gross paru en 1975. Ces inégalités fonctionnelles apparaissent à la fois comme
une expression de la propriété d’hypercontractivité de semi-groupes markoviens,
comme une traduction de la décroissance exponentielle de l’entropie le long de ces
semi-groupes, comme une information de concentration gaussienne de la mesure, et
enfin comme une façon de renforcer les inégalités de Poincaré, plus traditionnelles
en analyse.

Dans cet article, des inégalités fonctionnelles optimales de ce type sont obtenues
pour les mesures de Poisson et de Gauss, par tensorisation infinie, à partir d’inégalités
optimales pour des mesures de Bernoulli sur l’espace à deux points. Les compara-
isons variance-entropie ainsi que certaines propriétés fondamentales de stabilité des
inégalités associées sont également abordées. Des preuves par interpolation au moyen
de semi-groupes de Markov complètent l’exposé. Le texte se termine par quelques
notes historiques et bibliographiques.

Cet article est une refonte complète du premier chapitre du livre [ABC+00], écrit par
l’auteur plus de cinq ans auparavant. Il est toujours conçu dans le souci de rester abord-
able au plus grand nombre, et nécessite assez peu de connaissances préalables en analyse
et en probabilités. Les notions introduites possèdent des généralisations, ramifications et
applications qui font l’objet de volumineux travaux.

1 Introduction

Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. On note L0(µ) l’espace
vectoriel des fonctions de E dans R qui sont mesurables. Pour tout réel p > 1, on note
Lp(µ) l’espace de Lebesgue des fonctions f ∈ L0(µ) telles que |f |p est µ-intégrable. Pour
toute fonction f ∈ L1(µ), on note Eµ(f) ou encore Eµf la moyenne de f sous µ définie
par

Eµ(f) :=

∫

E
f dµ.

La notation E est due au fait que Eµ(f) est l’espérance de f : (E,µ) → R vue comme
une variable aléatoire réelle. Dans tout ce qui suit, le terme «µ-presque-sûrement » est
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équivalent au terme «µ-presque-partout ». L’ensemble Rn est implicitement muni de sa
tribu borélienne, tandis que les sous-ensembles de N sont implicitement munis de la tribu
discrète constituée de l’ensemble de leurs parties.

Définition 1.1 (Variance). La variance d’une fonction f ∈ L2(µ) est définie par

Varµ(f) := Eµ

(
f2
)
− (Eµf)2.

La quantité Varµ(f) est la distance de f dans L2(µ) au sous-espace vectoriel des
fonctions constantes, puisque :

Varµ(f) = inf
a∈R

{Eµ

(
(f − a)2

)
}. (1)

Cet infimum est atteint pour a = Eµ(f) et Varµ(f) = Eµ

(
(f − Eµf)2

)
. La fonctionnelle

f 7→ Varµ(f) est invariante par translation.
On désigne par L1+(µ) l’ensemble des fonctions f ∈ L0(µ) positives ou nulles telles

que f log(f) ∈ L1(µ), avec la convention 0 log(0) = 0. Cet ensemble contient toute
fonction constante positive ou nulle. La convexité de la fonction u ∈ R+ 7→ u log(u)
entrâıne que L1+(µ) est convexe. L’inégalité u− 1 6 u log(u) pour u > 0 montre de plus
que L1+(µ) ⊂ L1(µ).

Définition 1.2 (Entropie). L’entropie d’une fonction f ∈ L1+(µ) est définie par

Entµ(f) := Eµ(f log(f)) − Eµ(f) log Eµ(f) .

On a Entµ(f) = Eµ(f log(f/Eµf)) dès que Eµf > 0. Si Eµ(f) = 0, alors f est
µ-presque-sûrement égale à une constante et Entµ(f) = 0. Enfin, une formule de Taylor
montre que l’entropie s’écrit également

Entµ(f) = inf
a>0

{Eµ((log(f) − log(a))f − a + f)}, (2)

et l’infimum est atteint ici encore pour a = Eµ(f). Contrairement à la variance, l’entropie
n’est pas invariante par translation. La variance et l’entropie sont des fonctionnelles de
la forme

f 7→ EΦ
µ (f) := Eµ(Φ(f)) − Φ(Eµf), (3)

où Φ : I → R est une fonction strictement convexe définie sur un intervalle I ⊂ R. Pour
la variance, I = R et Φ : u 7→ u2, tandis que pour l’entropie, I = R+ et Φ : u 7→ u log(u).
L’usage de l’inégalité de Jensen pour la fonction convexe Φ et la mesure de probabilité
µ montre que EΦ

µ (f) n’est jamais négative. De plus, la convexité stricte de Φ entrâıne

que EΦ
µ (f) est nulle si et seulement si f est µ-presque-sûrement égale à une constante.

La fonctionnelle définie en (3) n’est pas sensible aux perturbations affines additives
de Φ. En particulier, pour l’entropie, il est parfois commode de considérer la fonction
u ∈ R+ 7→ u log(u)−u+1 en lieu et place de u ∈ R+ 7→ u log(u). Enfin, on peut observer
que les formules (1) et (2) sont unifiées par la formule suivante qui découle d’une formule
de Taylor pour la fonction convexe Φ :

EΦ
µ (f) = sup

a∈Int(I)
Eµ(Φ(f) − Φ(a) − Φ′(a)(f − a)︸ ︷︷ ︸

>0

).

2



La variance est homogène d’ordre 2 tandis que l’entropie est homogène d’ordre 1. Cepen-
dant, on a coutume de considérer l’entropie du carré Entµ

(
f2
)
, qui est homogène d’ordre

2, et qui n’impose plus à f de prendre des valeurs positives ou nulles. La comparaison
de la variance ou de l’entropie du carré à une forme quadratique conduit aux notions
d’inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique.

Définition 1.3 (Énergie). Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable
E, et Q : D ⊂ L0(µ) 7→ L0(µ) une fonctionnelle vérifiant

– D est un sous espace de L0(µ) contenant les fonctions constantes µ-p.-s. ;
– Eµ(Q(f)) a un sens dans R+ ∪ {+∞} pour tout f ∈ D ;
– Q est une forme quadratique ;
– Q s’annule pour les fonctions µ-presque-sûrement constantes, c’est-à-dire que si B

est une forme bilinéaire telle que Q(f) = B(f, f) pour tout f ∈ D, alors B(f, g) =
0 dès que f ou g est égale µ-presque-sûrement à une constante. En particulier,
Q(1) = 0 et Q(1 + f) = Q(f).

Alors on appelle énergie, ou encore forme que Dirichlet, la fonctionnelle

D ∋ f 7→ Eµ(Q(f)) ∈ R+ ∪ {+∞}.
Lorsque E est inclus dans N, on considère la forme quadratique Q(f) = (Df)2

où (Df)(n) := f(n + 1) − f(n) pour tout n ∈ E, tandis que sur l’espace euclidien
Rn, on considère la forme quadratique Q(f) = |∇f |2. Enfin, lorsque µ est la mesure
invariante d’un processus de Markov de générateur L, on a coutume de considérer la
forme quadratique Q(f) = −fLf . Dans toute la suite, on note |x| la norme euclidienne
d’un vecteur x ∈ Rn, et x · y le produit scalaire des vecteurs x et y de Rn. Ainsi, |∇f |
désigne la norme euclidienne du gradient ∇f de la fonction f : Rn → R.

Définition 1.4 (Inégalité de Poincaré). Soit µ une mesure de probabilité sur un
espace mesurable E. Soit f ∈ D 7→ Eµ(Q(f)) une énergie. Soit F ⊂ D ∩ L2(µ). On dit
que µ vérifie une inégalité de Poincaré de constante c > 0 sur la classe F lorsque

∀f ∈ F , Varµ(f) 6 cEµ(Q(f)) . (4)

Définition 1.5 (Inégalité de Sobolev logarithmique). Soit µ une mesure de prob-
abilité sur un espace mesurable E. Soit f ∈ D 7→ Eµ(Q(f)) une énergie. Soit F ⊂ D
telle que f2 ∈ L1+(µ) pour tout f ∈ F . On dit que µ vérifie une inégalité de Sobolev
logarithmique1 de constante c > 0 sur la classe F lorsque

∀f ∈ F , Entµ

(
f2
)

6 cEµ(Q(f)) . (5)

Les propriétés de l’énergie assurent que le membre de droite de (4) et de (5) n’est
jamais négatif, et que son annulation entrâıne l’annulation du membre de gauche. Comme
Q est une forme quadratique, les deux membres de ces inégalités sont homogènes d’ordre
2. Lorsque la classe F et l’énergie sont fixées, chacune des deux inégalités est d’autant
plus forte que la constante c est petite. La constante « optimale » est donc la plus petite
constante possible, à classe et énergie fixées. En utilisant la convention 0−1 = +∞, cela
conduit à la définition suivante.

1Dans la littérature, on parle également d’inégalité de Gross.

3



Définition 1.6 (Constantes optimales). La constante optimale de Poincaré est
définie par

cP(µ) =

(
inf

{
Eµ(Q(f))

Varµ(f)
; f ∈ F ; f non constante µ-p.s.

})−1

.

De même, la constante optimale de Sobolev logarithmique est définie par

cSL(µ) =

(
inf

{
Eµ(Q(f))

Entµ(f2)
; f ∈ F ; f non constante µ-p.s.

})−1

.

Une constante optimale infinie signifie qu’il n’y a pas d’inégalité du type considéré.
Le lecteur familier avec les plongements de Sobolev remarquera à juste titre que de telles
inégalités peuvent être comprises comme une formulation de la continuité de l’injection
entre deux espaces fonctionnels, et la constante optimale apparâıt alors comme une
norme d’opérateur.

Sur tout espace mesurable E, et pour tout a ∈ E, on note δa la mesure de Dirac en a,
qui affecte la masse 1 aux ensembles mesurables contenant a et, et la masse 0 aux autres.
C’est une mesure de probabilité. On note également ∗ le produit de convolution, et ⊗ le
produit tensoriel. Par la suite, nous considérerons les mesures de probabilité classiques
suivantes.

Mesure de Bernoulli sur E = {0, 1}. La mesure de Bernoulli B(1, p) de paramère
p ∈ [0, 1] est définie par

B(1, p) := qδ0 + pδ1,

où q := 1 − p. Elle a pour support l’espace à deux points {0, 1}. Elle est qualifiée de
symétrique lorsque p = q = 1/2. On considère dans ce cadre la classe F de toutes les
fonctions de {0, 1} dans R. La forme quadratique Q : F → F considérée est définie pour
toute fonction f ∈ F par Q(f) = (Df)2, où

(Df)(0) = −(Df)(1) = f(1) − f(0).

En identifiant l’espace à deux points {0, 1} au cercle Z/2Z pour lequel 1 + 1 = 0, on
constate que (Df)(n) = f(n + 1) − f(n) pour tout n ∈ {0, 1}, et D apparâıt comme
l’opérateur aux différences classique.

Mesure binomiale sur E = {0, 1, . . . , n}. La mesure binomiale de taille n ∈ N∗ et
de paramètre p ∈ [0, 1] est définie par

B(n, p) := B(1, p)∗n =
n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−kδk,

où
(n
k

)
:= k!/(n!(n − k)!) est le coefficient binomial classique. Son support est l’ensem-

ble fini {0, 1, . . . , n}. La mesure de Bernoulli B(1, p) en est un cas particulier, ce qui
explique sa notation. Dans ce cadre, la classe F choisie est celle de toutes les fonctions
de {0, 1, . . . , n} dans R. La forme quadratique Q : F → F considérée est donnée par
Q(f) = (Df)2, où Df est défini par (Df)(k) = f(k+1)−f(k) pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Ici encore, on a identifié l’ensemble fini {0, 1, . . . , n} au cercle Z/(n + 1)Z, de sorte que
n + 1 = 0. Comme B(n, p) = B(1, p)∗n, la mesure B(n, p) est la mesure image de la
mesure produit B(1, p)⊗n par l’application qui somme les coordonnées de {0, 1}n.

Mesure de Poisson sur E = N. La mesure de Poisson de paramètre λ ∈ R+ est
définie par

P(λ) := e−λ
∞∑

k=0

λn

n!
δn.

Elle a pour support l’ensemble N des entiers naturels. Dans ce cadre, la classe F choisie
est L1+(P(λ)). La forme quadratique Q : F → F choisie est ici encore définie par
Q(f) = (Df)2 où (Df)(n) = f(n + 1) − f(n) pour tout n ∈ N. Notons qu’a priori,
Q(f) peut valoir +∞ pour certains f ∈ L1+(P(λ)). La mesure de Poisson se trouve à la
« frontière » de l’ensemble des mesures binomiales puisque

lim
n→∞

B(n, pn) = P(λ) (6)

dès que limn→∞ npn = λ. Cette propriété correspond à une convergence de coefficients
binomiaux : limn→∞

(
n
k

)
pk

n(1 − pn)n−k = e−λλk/k!.
Mesure de Gauss sur E = R. La mesure de Gauss N (m, v) de moyenne m ∈ R

et de variance v ∈ R∗
+ est la mesure absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue sur R dont la densité de Radon-Nikodym est donnée par

x ∈ R 7→ (2πv)−
1
2 e−

(x−m)2

2v .

Elle est qualifiée de mesure de Gauss standard lorsque (m,σ) = (0, 1). Son support est
R. Dans ce cadre, la classe F choisie est l’espace de Sobolev2 H1(N (m, v)). La forme
quadratique utilisée Q : F → L1(N (m, v)) est donnée par Q(f) = f ′2. Le «théorème
central limite » fait apparâıtre la mesure de Gauss comme limite de puissances de con-
volution, recentrées, et renormalisées :

Théorème 1.7 (Théorème central limite dans R). Soit µ une mesure de probabilité
sur R telle que ξ ∈ L2(µ), où ξ : R → R est l’application identité définie par ξ(x) = x
pour tout x ∈ R. Alors pour toute fonction continue et bornée f : R → R,

lim
n→∞

Eµ⊗n(f ◦ κn ◦ sn) = lim
n→∞

Eµ∗n(f ◦ κn) = EN (0,1)(f) , (7)

où κn : R → R et sn : Rn → R sont définies par

κn(s) :=
s − nEµ(ξ)√

nVarµ(ξ)
et sn(x) := x1 + · · · + xn.

2 L’espace de Sobolev H1(µ), noté également W1,2(µ), est constitué des fonctions de L2(µ) dont la
dérivée au sens des distributions est dans L2(µ). Le lecteur peu familier avec les espaces de Sobolev ou
avec la dérivation faible pourra plutôt considérer la classe des fonctions C

1 dont les dérivées d’ordre 0 et
1 sont de carré intégrable pour µ = N (m, v).
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Ce théorème peut être établi en utilisant la transformée de Fourier des mesures de
probabilité. Lorsque µ = B(1, p), on a Eµ(ξ) = p et Varµ(ξ) = pq. Il est utile de
remarquer que la mesure de Gauss N (0, 1) est un point fixe de la transformation qui
associe à µ la mesure image de µ⊗n par l’application κn ◦ sn.

Mesure de Gauss sur Rn. Soit Σ une matrice n×n symétrique semi-définie positive.
Il est toujours possible d’écrire Σ sous la forme AA⊤ où A ∈ Mn(R). La mesure image
par l’application affine x 7→ Ax + m de la mesure de probabilité N (0, 1)⊗n sur Rn ne
dépend que de m et Σ. Elle est appelée mesure de Gauss N (m, Σ), de moyenne m ∈ Rn

et de matrice de covariance Σ. Elle est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rn si et seulement si Σ est inversible, et sa densité de Radon-Nikodym est
alors donnée par

x ∈ R
n 7→ (2π)−

n
2 exp

(
−1

2
(x − m)⊤Σ−1(x − m)

)
.

En particulier, lorsque m = 0 et Σ = In, on retrouve bien la densité x ∈ Rn 7→
(2π)−n/2 exp(−1

2 |x|
2) de la mesure de Gauss produit N (0, 1)⊗n. Dans ce cadre, la classe

F choisie est l’espace de Sobolev3 H1(N (m, Σ)). La forme quadratique choisie Q : F →
L1(N (m, Σ)) est donnée par Q(f) = |∇f |2.

2 Formules variationnelles

La variance et l’entropie possèdent des formulations variationnelles qui s’avèrent très
utiles pour démontrer des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques.

Théorème 2.1 (Formules variationnelles). Soit µ une mesure de probabilité sur un
espace mesurable E. Pour toute fonction f ∈ L2(µ),

Varµ(f) = sup
{

2Eµ(fg) − Eµ

(
g2
)

; g ∈ L2(µ),Eµ(g) = 0
}
, (8)

et le supremum est atteint pour g = f−Eµ(f). De même, pour toute fonction f ∈ L1+(µ),

Entµ(f) = sup
{
Eµ(fg) ; eg ∈ L1(µ),Eµ(eg) = 1

}
, (9)

et le supremum est atteint pour g = log(f) − log(Eµf).

Démonstration. Pour établir (8), on se ramène au cas où Eµ(f) = 0. On a alors Eµ

(
f2
)

>

2Eµ(fg) − Eµ

(
g2
)
, puisque Eµ

(
(f − g)2

)
> 0. Pour établir (9), on se ramène au cas où

Eµ(f) = 1. Ensuite, comme −Eµ(f) + Eµ(eg) = 0, on obtient Eµ(fg) 6 Eµ(f log(f)) en
utilisant l’inégalité uv 6 u log(u) − u + ev, valable pour tout (u, v) ∈ R+ × R.

La formule variationnelle de l’entropie est équivalente à l’inégalité suivante, connue
sous le nom d’inégalité entropique : pour toute fonction f positive ou nulle de carré
intégrable, g de carré intégrable et t > 0 :

Eµ(fg) 6
Eµ(f)

t
log Eµ

(
etg
)

+
Entµ(f)

t
.

3Cf. note de bas de page n◦2, en remplaçant N (m, v) par N (m, Σ).
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En mécanique statistique, cette reformulation s’avère très utile pour contrôler le terme
de covariance Eµ(fg) à partir d’un contrôle de Entµ(f) et de la transformée de Laplace
Eµ

(
etg
)
.

2.1 Convexité de la variance et de l’entropie

Les formules variationnelles (8) et (9) sont de même nature. En effet, (8) se réécrit
sous la forme4

Varµ(f) = sup
g∈L2(µ)

{Varµ(g) − 2Eµ((g − Eµg)(f − g))},

et le supremum est atteint pour g = f . De la même manière, (9) se réécrit

Entµ(f) = sup
g∈L1+(µ)

{Entµ(g) − Eµ((log g − log(Eµg))(f − g))},

et le supremum est atteint pour g = f . Montrons à présent, de manière formelle, comment
ces deux écritures variationnelles sont liées à une propriété de convexité supplémentaire
de la fonction convexe Φ : I ⊂ R → R associée à la variance ou à l’entropie. La différence
EΦ

µ (f) − EΦ
µ (g) s’écrit

Eµ(A(g, f − g)) − A(Eµg,Eµ(f − g)) + Eµ

(
(Φ′(g) − Φ′(Eµg))(f − g)

)
,

où A est définie sur l’ensemble convexe {(u, v) ∈ R2; (u, u + v) ∈ I × I} par

A(u, v) := Φ(u + v) − Φ(u) − Φ′(u)v. (10)

Notons que la quantité Eµ(Φ′(g)(f − g)) a bien un sens dans R ∪ {−∞} car elle est
majorée par la quantité Φ(f)−Φ(g) en vertu de la convexité de Φ. Dans l’exemple de la
variance et de l’entropie, il se trouve que A est convexe sur son ensemble de définition,
et l’inégalité de Jensen assure alors que

Eµ(A(g, f − g)) − A(Eµg,Eµ(f − g)) > 0.

Cela donne finalement, en notant L1,Φ := {f ∈ L0(µ); Φ(f) ∈ L1(µ)},

EΦ
µ (f) = sup

g∈L1,Φ(µ)

{
EΦ

µ (g) + Eµ

(
(Φ′(g) − Φ′(Eµg))(f − g)

)}
, (11)

et le supremum est atteint pour g = f . C’est exactement la formule recherchée. La
formule variationnelle (11) ci-dessus permet de concevoir la variance et l’entropie comme
enveloppe de fonctionnelles affines tangentes. Cela correspond au fait que la variance et
l’entropie sont elles même des fonctionnelles convexes, comme l’exprime le théorème
suivant.

4On peut observer que l’argument du supremum s’écrit également 2Covµ(f, g) − Varµ(g).
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Théorème 2.2 (Convexité de la variance et de l’entropie). Soit µ une mesure de
probabilité sur un espace mesurable E. Les fonctionnelles f ∈ L2(µ) 7→ Varµ(f) ∈ R et
f ∈ L1+(µ) 7→ Entµ(f) ∈ R sont convexes.

Démonstration. Soit Φ : I ⊂ R → R la fonction convexe associée à la variance ou
à l’entropie. Pour tout t ∈ [0, 1] et f et g raisonnables, on pose ht := tf + (1 − t)g
et α(t) := EΦ

µ (ht). La fonction α est continue sur [0, 1] et lisse sur ]0, 1[. Elle vérifie

α(0) = EΦ
µ (g) et α(1) = EΦ

µ (f). De plus,

α′′(t) = Eµ(C(ht, f − g)) − C(Eµht,Eµ(f − g)),

où C est la fonction définie sur l’ensemble convexe {(u, v); (u, u + v) ∈ I × I} par

C(u, v) := Φ′′(u)v2. (12)

Or il se trouve que C est convexe sur son ensemble de définition. L’inégalité de Jensen
entrâıne que α′′(t) > 0, et α est donc convexe sur [0, 1]. En particulier, l’inégalité α(λ) 6

λα(1) + (1 − λ)α(0) pour tout λ ∈ [0, 1] se réécrit

EΦ
µ (λf + (1 − λ)g) 6 λEΦ

µ (f) + (1 − λ)EΦ
µ (g).

La convexité de la fonctionnelle f 7→ EΦ
µ (f) est donc établie. De plus, l’écriture α(1) =

supt∈[0,1] {α(t) + α′(t)(1 − t)} correspond exactement à (11).

3 Comparaisons variance-entropie

Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. L’inégalité élémentaire
u log(u) + u − 1 6 u2 − 1 pour tout u > 0 entrâıne que pour toute fonction f ∈ L2(µ)
positive ou nulle,

Eµ(f)Entµ(f) 6 Varµ(f) , (13)

avec égalité si et seulement si f est égale à une constante µ-presque-sûrement. Comme
Varµ(|f |) 6 Varµ(f) pour tout f ∈ L2(µ), cela montre en particulier que

L2(µ) ⊂ {f ∈ L0(µ); |f | ∈ L1+(µ)}.

D’autre part, l’inégalité élémentaire (
√

u−1)2 6 u log(u)+1−u pour tout u > 0 entrâıne
que pour toute fonction f positive ou nulle telle que f2 ∈ L1+(µ),

Varµ(f) 6 Entµ

(
f2
)
, (14)

avec égalité si et seulement si f est égale à une constante µ-presque-sûrement. L’inégalité
(14) est fausse en toute généralité pour f de signe quelconque comme on peut le vérifier
sur l’exemple de la mesure de Bernoulli B(1, 1/2) et de la fonction valant −a en 0 et a en
1. En effet, dans ce cas, la fonction est de carré constant et l’entropie du carré est donc

8



nulle tandis que la variance vaut a2. Ainsi, il n’existe pas de constante c qui permette
une comparaison générique de la forme

Varµ(f) 6 cEntµ

(
f2
)
.

On ne peut donc pas, malheureusement, utiliser (14) pour montrer que l’inégalité de
Poincaré découle de l’inégalité de Sobolev logarithmique. Cela est cependant possible
par linéarisation.

Théorème 3.1. Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. Supposons
que la classe F est constituée de fonctions bornées. Alors, si µ vérifie une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante c, alors elle vérifie une inégalité de Poincaré de
constante c/2. En d’autres termes, on a dans R+ ∪ {+∞},

cP(µ) 6
1

2
cSL(µ). (15)

En général, la classe de fonctions concernées peut ensuite être considérablement
étendue par des techniques d’approximation, par exemple par régularisation et tron-
cature. D’autre part, le lemme de Fatou est souvent utilisé pour se ramener au cas où
f2 > 0 en remplaçant f par f + ε après le changement de fonction de f2 vers f dans
l’inégalité de Sobolev logarithmique.

Démonstration. Un développement limité de u 7→ (1+u) log(1+u) en u = 0 donne pour
toute fonction f ∈ F :

Entµ

(
(1 + εf)2

)
= 2ε2Varµ(f) + O(ε3).

D’autre part, comme Q est quadratique et s’annule sur les constantes, on a :

Eµ(Q(1 + εf)) = ε2Eµ(Q(f)) .

Il ne reste donc plus qu’à faire tendre ε vers 0+ pour obtenir le résultat souhaité.

La mesure de Gauss abordée plus loin fournit un exemple de mesures de probabilité
pour laquelle l’inégalité (15) entre constantes optimales est une égalité. Cela montre que
cette comparaison des constantes optimales est elle même optimale en toute généralité.
Certaines mesures de probabilité satisfont à une inégalité de Poincaré mais pas à une
inégalité de Sobolev logarithmique. C’est par exemple le cas de la mesure exponentielle,
de densité x 7→ e−x par rapport à la mesure de Lebesgue sur R+, associé à la forme
quadratique Q(f) := f ′2.

Avant de clore cette section, signalons l’inégalité de Rothaus, valable pour toute
mesure de probabilité µ et toute fonction f bornée :

Entµ

(
f2
)

6 2Varµ(f) + Entµ

(
(f − Eµf)2

)
.

Elle peut être obtenue en considérant la dérivée à droite en q = 2 dans l’inégalité

‖f‖2
q 6 ‖f‖2 + (q − 1)‖f − Eµf‖2

q ,

9



valable pour tout q > 2. Ici, ‖f‖p := Eµ(|f |p)1/p désigne la norme de f dans Lp(µ).
Enfin, il est utile de retenir les deux identités suivantes, valables pour f positive :

Entµ(f) = ∂p=1+‖f‖p et Entµ(f) = ∂p=1+

[
‖f‖p

p − ‖f‖p
1

]
.

Il s’agit du point de départ du théorème d’hypercontractivité de Gross.

4 Espace à deux points et mesures de Bernoulli

Cette section concerne exclusivement la mesure de Bernoulli B(1, p) sur l’espace à
deux points {0, 1}, identifié au cercle Z/2Z. Dans toute cette partie, p ∈]0, 1[. Pour
toute fonction f : {0, 1} → R, la fonction (Df)2 : {0, 1} → R est constante et égale
à (f(1) − f(0))2. Or VarB(1,p)(f) = pq(f(1) − f(0))2, de sorte que B(1, p) vérifie une
(in)égalité de Poincaré de constante optimale pq.

Théorème 4.1. Pour toute fonction f : {0, 1} → R, on a

VarB(1,p)(f) = pqEB(1,p)

(
(Df)2

)
, (16)

et en particulier, cP(B(1, p)) = pq.

L’inégalité de Sobolev logarithmique est plus subtile. Cependant, le cas symétrique
– le plus important en pratique – reste très simple à démontrer.

Théorème 4.2. On a cSL(B(1, p)) = pq(log(q) − log(p))/(q − p), avec le prolongement
par continuité valant 1/2 lorsque p = q = 1/2. En d’autres termes, pour toute fonction
f : {0, 1} → R, on a

EntB(1,p)

(
f2
)

6
log(q) − log(p)

q − p
pqEB(1,p)

(
(Df)2

)
, (17)

et la constante est optimale.

Vues comme des fonctions de p, les constantes optimales cP et cSL sont concaves,
symétriques d’axe p = 1/2, et atteignent leur maximum 1/2 pour p = 1/2. Elles tendent
vers 0 lorsque p tend vers 0+ ou 1−. Vu comme une fonction de p, le rapport cSL/cL est
convexe, symétrique d’axe p = 1/2, et atteint son minimum 2 pour p = 1/2. Il tend vers
+∞ quand p tend vers 0+ ou 1−.

Démonstration. Comme |D|f || 6 |Df |, il suffit d’établir (17) pour f positive ou nulle.
Donnons une preuve rapide de (17) lorsque p = q = 1/2. En posant, (a, b) := (f(0)2, f(1)2),
l’inégalité (17) pour f positive ou nulle s’écrit :

∀ a > 0, ∀ b > 0, (a log a + b log b) − (a + b) log

(
a + b

2

)
6 (

√
a −

√
b)2.

On peut supposer par homogénéité que b = 1 et poser a = 1 + x avec x > −1, ce qui
donne l’inégalité élémentaire suivante, qui a bien lieu :

∀x > −1, (1 + x) log(1 + x) − (2 + x) log

(
2 + x

2

)
6 (

√
1 + x − 1)2.

10



On peut remarquer que (1 + x) log(1 + x) − (2 + x) log(2+x
2 ) = h(x) − 2h(x/2) où

h(x) := (1 + x) log(1 + x) − x pour tout x > −1. Nous avons déjà utilisé l’inégalité
h(x) > (

√
1 + x − 1)2 lors de la comparaison variance-entropie.

La preuve de (17) quand p 6= q est également élémentaire mais beaucoup plus
laborieuse. Elle consiste à calculer directement la constante optimale à partir de sa
définition comme supremum. La formulation variationnelle (9) de l’entropie conduit à la
formule cSL(µ) = sup {c(g),Eµ(eg) = 1} où

c(g) := sup

{
Eµ

(
f2g
)

Eµ(Q(f))
; f ∈ F ,Eµ(Q(f)) > 0

}

.

Soit à présent µ = B(1, p) et Q(f) = (Df)2. Par symétrie, on peut se restreindre au cas
0 < p 6 1/2. Soit g : {0, 1} → R telle que Eµ(eg) = 1. Il est clair que l’on peut supposer g
non nulle. En posant a = g(0) et b = g(1), on voit que l’on doit avoir pea + qeb = 1 = e0,
ce qui entrâıne ab < 0.

Rappelons que l’on peut supposer que f est positive ou nulle car |D|f || 6 |Df |.
D’autre part, on voit en remplaçant f par f + ε qu’on peut de plus supposer que f est
strictement positive. Par homogénéité, on se ramène alors à f(1) = 1. Posons x = f(0)
avec x > 0. La fonction f n’étant pas constante, on a x 6= 1. On peut donc écrire :

pqc(g) = sup

{
pax2 + qb

(x − 1)2
, x > 0 et x 6= 1

}
.

Ce supremum est atteint en x = −qb/pa et vaut c(g) = (p/b + q/a)−1. Ainsi,

cSL(B(1, p)) =
(

inf
{p

b
+

q

a
, pea + qeb = 1

})−1
.

Posons alors t = ea, s = eb = (1 − pt)/q et ϕ(t) = p/ log(s) + q/ log(t). Comme ab < 0,
on a

cSL(B(1, p)) =
(
inf
{
ϕ(t), t ∈]0, 1[∪]1, p−1[

})−1
.

Un développement limité en t = 1 à l’ordre 2 fournit :

ϕ(t) =
1

2
+

p − q

12q
(t − 1) +

1 − 3p + 3p2

24q2
(t − 1)2 + O

(
(t − 1)3

)
.

Nous pouvons étendre ϕ par continuité sur [0, p−1] en posant ϕ(0) = −p/ log(q), ϕ(1) =
1/2 et ϕ(p−1) = −q/ log(p). On remarque que 1 est minimum local si et seulement si
p = 1/2. Calculons la dérivée de ϕ en dehors de 1 :

ϕ′(t) =
p2

qs(log(s))2
− q

t(log(t))2
.

On voit alors que cette dérivée tend vers +∞ en 1/p et −∞ en 0, donc 0 et 1/p ne
sont pas des minima locaux. Nous pouvons donc nous intéresser aux zéros de ϕ′. Comme
log(t) log(s) = ab < 0, ϕ′(t) = 0 si et seulement si le système

{
p
√

t log(t) + q
√

s log(s) = 0

p(1 − t) + q(1 − s) = 0

11



admet une solution non nulle. Ceci entrâıne s = t = 1, ou bien
√

t log(t)

1 − t
=

√
s log(s)

1 − s
.

La fonction u(x) =
√

x log(x)/(1 − x) est nulle en 0 et +∞. Elle vaut −1 en 1 et vérifie
u(x) = u(x−1). Elle décrôıt sur ]0, 1[ et crôıt sur ]1, +∞[. Il en résulte que les seules
valeurs de t pour lesquelles u(t) = u((1 − pt)/q) sont 1 et q/p.

Si p 6= 1/2, ϕ′(1) 6= 0 et ϕ′ s’annule seulement en q/p. La valeur du minimum de ϕ
est alors (q − p)/(log(q) − log(p)). Si p = 1/2, alors ϕ′(1) = 0 et ϕ′ s’annule seulement
en 1. Le minimum de ϕ vaut alors 1/2.

Les théorèmes 4.1 et 4.2 impliquent que pour toute fonction f : {0, 1} → R,

EntB(1,p)

(
f2
)

6
log(q) − log(p)

q − p
VarB(1,p)(f) .

De plus, la constante (log(q)− log(p))/(q − p) est optimale. Vue comme une fonction de
p, cette constante est convexe, symétrique d’axe p = 1/2, et atteint son minimum 2 pour
p = 1/2. Elle tend vers +∞ lorsque p tend vers 0+ ou 1−, ce qui montre qu’il n’existe
pas de constante c qui permette une comparaison générique de la forme

Entµ

(
f2
)

6 cVarµ(f) .

Cela complète utilement la discussion sur les comparaisons variance-entropie.

4.1 Inégalités avec énergie modifiée

La majoration |D|f || 6 |Df | permet de réduire l’inégalité (17) au cas où f est positive
ou nulle. Ainsi, cela revient à dire que pour pour tout f : {0, 1} → R+,

EntB(1,p)(f) 6 pq
log(q) − log(p)

q − p
EB(1,p)

(
(D
√

f)2
)

. (18)

Les deux membres de cette inégalité sont homogènes d’ordre 1. Le théorème suivant
montre que la mesure de Bernoulli B(1, p) satisfait à d’autres inégalités de ce type, qui
font intervenir l’entropie plutôt que l’entropie du carré. On les qualifie parfois d’inégalités
L1, ou encore d’inégalités modifiées.

Théorème 4.3. Pour toute fonction f : {0, 1} → R∗
+, on a

EntB(1,p)(f) 6 pqEB(1,p)

(
(Df)2

f

)
, (19)

et
EntB(1,p)(f) 6 pqEB(1,p)(DfD log(f)) , (20)

et
EntB(1,p)(f) 6 pqEB(1,p)((f + Df)D log(f) − Df) , (21)

et

EntB(1,p)(f) 6 pq

(
1 − 1

2
min

{
f(1)

f(0)
,
f(0)

f(1)

})
EB(1,p)

(
(Df)2

f

)
. (22)
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La détermination des constantes optimales dans les inégalités ci-dessus constitue un
excellent exercice pour le lecteur oisif et curieux.

Démonstration. L’inégalité (21) est plus forte que (19) et que (20). En effet, pour tout
u ∈ R+ et tout v ∈ R tel que u + v ∈ R+, on a

(u + v)(log(u + v) − log(u)) − v 6 v(log(u + v) − log(u)), (23)

et ceci permet d’obtenir (20) à partir de (21) en considérant le couple (u, v) = (f, Df).
De même, l’inégalité

(u + v)(log(u + v) − log(u)) − v 6
v2

u
(24)

permet d’obtenir de la même manière (19) à partir de (21). Démontrons à présent (21).
Fixons une fonction f : {0, 1} → R+, et considérons la fonction U : [0, 1] → R définie
pour tout p ∈ [0, 1] par

U(p) := EntB(p,1)(f) − pqEB(1,p)(R(f)) ,

où R(f) := (f + Df)D log(f) − Df . En posant (a, b) := (f(0), f(1)), on obtient

U(p) = qΦ(a) + pΦ(b) − Φ(qa + pb) − pq(qR(0) + pR(1)),

où Φ(x) := x log(x). Il nous faut établir que U 6 0 sur [0, 1]. La dérivée quatrième de U
en p ∈ ]0, 1[ s’écrit

U ′′′′(p) = −(b − a)4Φ′′′′(qa + pb).

Comme Φ′′ est convexe, on a U ′′′′ 6 0 sur ]0, 1[ et donc U ′′ est concave. Par consequent,
il existe 0 6 p0 6 p1 6 1 tels que U ′′ 6 0 sur [0, p0] ∪ [p1, 1] et U ′′ > 0 on [p0, p1].
Ainsi, U est concave sur [0, p0]. Or U(0) = 0 et U ′(0) 6 0, et donc U 6 0 sur [0, p0] par
concavité. Il en découle que U(p0) 6 0. Par symétrie, on obtient que U 6 0 sur [p1, 1] et
que U(p1) 6 0. Maintenant, comme U est convexe sur [p0, p1] et négative ou nulle aux
bords, elle est négativé ou nulle sur tout l’intervalle [p0, p1]. Il en découle finalement que
U 6 0 sur [0, 1], et la démonstration est achevée. Il est intéressant de remarquer ici que
R(f) = A(f, Df), où A est définie par (10).

Il reste à établir (22). En considérant une fonction U comme précédement, on montre
en exprimant U ′(0) et U ′(1) en fonction de A que l’inégalité

EntB(1,p)(f) 6 pqcEB(1,p)

(
1

f

)

a lieu avec c = max {bA(b, a − b), aA(a, b − a)}, où (a, b) := (f(0), f(1)). Par symétrie,
il suffit de considérer le cas où 0 < a < b, ce qui donne min{a/b, b/a} = a/b et c =
bA(b, a − b). Une étude de fonction montre alors finalement que

bA(b, b − a) 6

(
1 − a

2b

)
(b − a)2.

Le résultat désiré en découle puisque (Df)(a) = −(Df)(b) = b − a.
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En utilisant l’inégalité élémentaire suivante valable pour tout u, v ∈ R+,

4
(√

u −√
v
)2

6 (u − v)(log(u) − log(v)),

on obtient immédiatement, à partir de (18), une inégalité du même type que (20), avec
la constante pq(log(q) − log(p))/(4(q − p)) au lieu de pq. La constante pq est meilleure,
i.e. plus petite, si et seulement si p est en dehors de l’intervalle [p∗, 1 − p∗], où p∗ est
solution de l’équation

log

(
1

p∗
− 1

)
= 4(1 − 2p∗).

Un calcul numérique sur ordinateur montre que p∗ ≈ 0.02124798796. Par la suite,
l’inégalité de Sobolev logarithmique optimale « L2

» pour B(1, p) est utilisée avec p = 1/2
pour obtenir l’inégalité optimale pour la mesure de Gauss. D’autre part, les inégalités de
Sobolev logarithmiques « L1

» pour B(1, p), de constante pq, sont utilisées avec p → 0
pour obtenir les inégalités optimales pour la mesure de Poisson. Cela correspond à l’ex-
ploitation de deux zones d’optimalité.

Remarque 4.4 (Invariance des inégalités par changement de support). Les inégalités
fournies par les théorèmes 4.1, 4.2, et 4.3 restent valables avec les mêmes constantes
pour la mesure de Bernoulli (1 − p)δa + pδb où a 6= b. L’opérateur D est alors défini
pour toute fonction f : {a, b} → R par (Df)(a) = −(Df)(b) = f(b) − f(a). En d’autres
termes, ces inégalités, ainsi que leur constantes optimales, dépendent du paramètre p de
la mesure de Bernoulli, mais pas de son support {a, b}.

5 Propriété de tensorisation

La variance et l’entropie pour une mesure produit peuvent être majorées par la somme
des moyennes de fonctionnelles du même type sur chaque espace facteur. Cette propriété
fondamentale de « tensorisation » découle des formules variationnelles associées.

Soit µ := µ1 ⊗ · · · ⊗ µn une mesure de probabilité produit sur un espace mesurable
produit E := E1 × · · · ×En. Pour toute fonction f : E → R appartenant à L1(µ) et tout
i ∈ {1, . . . , n}, on désigne par Eµi

f la fonction de E dans R définie pour tout x ∈ E par

(Eµi
f)(x) :=

∫

Ei

f(x1, . . . , xn) dµi(xi).

Elle ne dépend pas de la composante xi. On définit de la même manière les fonc-
tions Varµi

(f) et Entµi
(f). Considérons à présent une fonction f : E → R de la

forme f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn) où fi : Ei → R avec fi ∈ L2(µi) pour tout
i ∈ {1, . . . , n}. On a d’une part

n∑

i=1

Eµ(Varµi
(f)) =

n∑

i=1

Varµi
(f)
∏

j 6=i

Eµj

(
f2

j

)
,
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et d’autre part, en utilisant une somme télescopique, il vient

Varµ(f) =
n∏

i=1

Eµi

(
f2

i

)
−

n∏

i=1

Eµi
(fi)

2

=
n∑

i=1

Varµi
(fi)

i−1∏

j=1

Eµj
(fj)

2
n∏

k=i+1

Eµk

(
f2

k

)
.

Par conséquent, l’inégalité Eµk
(fk)2

6 Eµk

(
f2

k

)
entrâıne que Varµ(f) est majoré par∑n

i=1 Eµ(Varµi
(f)). Le théorème suivant exprime le fait que cette majoration subsiste

lorsque f n’est plus une fonction tensorielle, et qu’elle a également lieu pour l’entropie.

Théorème 5.1 (Formules de tensorisation). Soit µ := µ1 ⊗ · · · ⊗ µn une mesure de
probabilité sur un espace mesurable produit E1×· · ·×En. Pour toute fonction f : E → R

telle que f ∈ L2(µ),

Varµ(f) 6 Eµ

(
n∑

i=1

Varµi
(f)

)
. (25)

De même, pour toute fonction f : E → R+ telle que f log f ∈ L1(µ),

Entµ(f) 6 Eµ

(
n∑

i=1

Entµi
(f)

)
. (26)

Démonstration. Soit Φ : I ⊂ R → R la fonction convexe associée à la variance ou
à l’entropie. Soit f : E → I telle que Φ(f) ∈ L1(µ). En vertu de la formule (11)
pour le triplet (µ, f, g), il suffit d’établir que pour toute fonction g : E → I telle que
Φ(g) ∈ L1(µ),

EΦ
µ (g) + Eµ

(
(Φ′(g) − Φ′(Eµg))(f − g)

)
6

n∑

i=1

Eµ

(
EΦ

µi
f
)
.

Nous procédons par minoration de chacun des n termes du membre de droite de l’inégalité
ci-dessus. On pose g0 := g et gi := Eµ1⊗···⊗µi

(g) pour tout i ∈ {1, . . . , n}. La formule
(11) pour le triplet (µi, f, gi−1) et l’identité Eµi

(gi−1) = gi donnent

EΦ
µi

(f) > Eµi

(
(Φ′(gi−1) − Φ′(gi))(f − gi−1)

)
+ EΦ

µi
(gi−1).

L’intégration des deux membres pour µ et l’usage de l’identité EµEµi
= Eµ donne

Eµ

(
EΦ

µi
(f)
)

> Eµ

(
(Φ′(gi−1) − Φ′(gi))(f − gi−1)

)
+ Eµ

(
EΦ

µi
gi−1

)
.

Comme g0 = g et gn = Eµg, les identités EµEµi
= Eµ et Eµi

(gi−1) = gi entrâınent par
simplification télescopique que

n∑

i=1

Eµ

(
EΦ

µi
(gi−1)

)
=

n∑

i=1

[Eµ(Φ(gi−1)) − Eµ(Φ(gi))] = EΦ
µ (g).
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De la même manière, on obtient par simplification télescopique,

n∑

i=1

Eµ

(
(Φ′(gi−1) − Φ′(gi))f

)
= Eµ

(
(Φ′(g) − Φ′(Eµg))f

)
.

D’autre part, comme gi−1 et gi ne dépendent pas des coordonnées d’indice inférieur ou
égal à i − 1, on obtient Eµ(F (gi−1, gi)gi−1) = Eµ(F (gi−1, gi)g) où F : R2 → R. Cela
donne par simplification télescopique

−
n∑

i=1

Eµ

(
(Φ′(gi−1) − Φ′(gi))gi−1

)
= −Eµ

(
(Φ′(g) − Φ′(Eµg))g

)
.

5.1 Au-delà des mesures de probabilité produit

Les preuves données ci-dessus des formules de tensorisations n’ont plus lieu lorsque
la mesure de probabilité considérée n’est pas une mesure produit. Le lecteur probabiliste
ne sera pas étonné d’apprendre qu’il est cependant possible d’adopter une approche par
conditionnement. Soit par exemple µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable
produit E1 × · · · × En, absolument continue par rapport à une mesure de Borel produit
ν⊗n, et de densité Ψ positive. Pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}, on note µ(i) l’application à
valeurs mesures qui à tout (x1, . . . , xi) ∈ E1 × · · · × Ei associe la mesure de probabilité
sur Ei+1 × · · · × En, absolument continue par rapport à ν⊗(n−i), et de densité

(xi+1, . . . , xn) 7→ 1

Z(i)(x1, . . . , xi)
Ψ(x1, . . . , xn),

où

Z(i)(x1, . . . , xi) :=

∫

Ei+1×···×En

Ψ(x1, . . . , xn) dν(xi+1) · · · dν(xn).

On définit également µ(0) comme étant l’application constante et égale à µ, et µ(n)

comme étant l’application qui associe δ(x1,...,xn) à (x1, . . . , xn). Maintenant, pour toute
fonction mesurable et bornée f : E1 × · · · × En → R, on pose fi := Eµ(i)

(f) pour tout
i ∈ {0, . . . , n}. En particulier, f0 = Eµ(f) et fn = f . Pour i ∈ {1, . . . , n− 1}, la fonction
fi ne dépend que des coordonnées dont l’indice est dans {1, . . . , i}. Une sommation
téléscopique donne alors

EΦ
µ (f) =

n∑

i=1

Eµ(Φ(fi) − Φ(fi−1)) .

Comme fi−1 = Eµi−1(fi) et EµEµ(i−1)
= Eµ, on obtient finalement

EΦ
µ (f) =

n∑

i=1

Eµ

(
EΦ

µ(i−1)
(fi)
)

.
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On est donc ramené à contrôler la fonction EΦ
µ(i−1)

(fi) pour tout i. Cette approche
joue un grand rôle en mécanique statistique, où les mesures non produit sont des objet
d’étude naturels. On retiendra que «l’entropie est la somme des moyennes des entropies
des espérances conditionnelles ».

Lorsque µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn, l’application à valeur mesures µ(i) est constante et égale
à µi+1 ⊗ · · · ⊗ µn pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}. La formule s’écrit alors

EΦ
µ (f) =

n∑

i=1

Eµ

(
EΦ

µi⊗···⊗µn

(
Eµi+1⊗···⊗µnf

))
.

Remarquons que l’usage direct de l’inégalité de Jensen dans l’identité ci-dessus pour la
fonction convexe Φ ne conduit pas à la formule de tensorisation, qui s’écrit :

EΦ
µ (f) 6

n∑

i=1

Eµ

(
EΦ

µi
(f)
)
.

6 Mesures de Gauss sur Rn

Dans cette section, nous établissons les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarith-
miques optimales pour la mesure de Gauss standard sur R en tensorisant les inégalités
optimales pour la mesure de Bernoulli symétrique, puis en faisant tendre la dimension de
l’espace produit ainsi construit vers l’infini. Le théorème central limite (7) fait naturelle-
ment apparâıtre la mesure de Gauss standard par ce procédé. À leur tour, les constantes
optimales pour la mesure de Gauss sur Rn se déduisent de celles pour la mesure de Gauss
standard sur R par tensorisation, translation, et dilatation.

Théorème 6.1. On a cP(N (0, 1)) = 1 et cSL(N (0, 1)) = 2. En d’autres termes, pour
toute fonction f : R → R dans H1(N (0, 1)),

VarN (0,1)(f) 6 EN (0,1)

(
f ′2
)

(27)

et
EntN (0,1)

(
f2
)

6 2EN (0,1)

(
f ′2
)
, (28)

et les constantes sont optimales.

Démonstration. Nous donnons ici une preuve de l’inégalité de Sobolev logarithmique
(28), celle de l’inégalité de Poincaré (27) étant en tout point similaire. Nous établissons
(28), avec la constante 2, sur la classe des fonctions de R and R, de classe C2 et à
support compact. Cette classe s’étend par régularisation et troncature à l’espace de
Sobolev H1(N (0, 1)), contenant la fonction f(x) = exp(x), pour laquelle l’égalité est
atteinte. L’optimalité de la constante 1 dans (27) se vérifie de la même manière sur la
fonction f(x) = x.

Soit p ∈]0, 1[, et cp := cSL(B(1, p)). L’usage du théorème 5.1 pour la mesure produit
B(1, p)⊗n sur l’espace produit {0, 1}n, suivi du théorème 4.2, entrâıne que pour toute
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fonction F : {0, 1}n → R :

EntB(1,p)⊗n

(
F 2
)

6 cp

n∑

i=1

EB(1,p)⊗n

(
|Fi(1) − Fi(0)|2

)
,

où l’indice i indique que seule la composante d’indice i est concernée. Appliquons à
présent l’inégalité précédente à une fonction F de la forme f ◦ κn, où f : R → R est de
classe C2 et où κn est comme en (7). Le membre de gauche est facile à étudier. En effet,
en vertu de (7), la mesure image de B(1, p)⊗n par κn converge étroitement vers la mesure
de Gauss standard N (0, 1). Comme f est C2 et à support compact, elle est continue et
bornée, et donc

lim
n→∞

EntB(1,p)⊗n

(
(f ◦ κn)2

)
= EntN (0,1)

(
f2
)
.

Il reste à étudier la convergence du membre de droite. La fonction f étant de classe C2

et à support compact, ses deux premières dérivées sont bornées par une constante K.
En particulier, par une formule de Taylor,

|(f ◦ κn)i(1) − (f ◦ κn)i(0)| 6
1√
npq

∣∣f ′(κn,i(x))
∣∣+

K

npq
,

où κn,i(x) := κn(x) − (npq)−1/2xi. Or la mesure image de B(1, p)⊗n par κn,i ne dépend
pas de i. Baptisons-la νn. Cela donne la majoration suivante

n∑

i=1

EB(1,p)⊗n

(
|(f ◦ κn)i(1) − (f ◦ κn)i(0)|2

)
6

1

pq
Eνn

(∣∣f ′
∣∣2
)

+ O

(
1√
n

)
.

Maintenant, il est facile de voir qu’ici encore, en vertu de (7), la mesure de probabilité
νn converge étroitement vers N (0, 1). Il en découle que

lim sup
n→∞

n∑

i=1

EB(1,p)⊗n

(
|(f ◦ κn)i(1) − (f ◦ κn)i(0)|2

)
6

1

pq
EN (0,1)

(∣∣f ′
∣∣2
)

.

Ainsi, pour p = 1/2, on obtient EntN (0,1)

(
f2
)

6 2EN (0,1)

(
f ′2
)
.

Corollaire 6.2. Pour tout m ∈ R et toute matrice Σ carrée n × n symétrique semi-
définie positive et non identiquement nulle, on a cP(N (m, Σ)) = ρ(Σ) et cSL(N (m, Σ)) =
2ρ(Σ), où ρ(Σ) est le rayon spectral de Σ. En d’autres termes, pour toute fonction f ∈
H1(N (m, Σ)),

VarN (m,Σ)(f) 6 ρ(Σ)EN (m,Σ)

(
|∇f |2

)
(29)

et
EntN (m,Σ)

(
f2
)

6 2ρ(Σ)EN (m,Σ)

(
|∇f |2

)
, (30)

et les constantes sont optimales.
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Démonstration. Soit A une matrice carrée n × n telle que AA⊤ = Σ. Considérons la
transformation affine T : x ∈ Rn 7→ Ax + m. La mesure image de N (0, In) par T est la
mesure N (m, Σ). De plus,

|∇(f ◦ T )|2 = ∇f · Σ∇f 6 ρ(Σ)|∇f |2

pour tout f ∈ H1(N (0, In)). Enfin, {f ◦ T ; f ∈ H1(N (0, In))} = H1(N (m, Σ)). De cette
manière, il suffit de démontrer les inégalités pour N (0, In). Ce dernier cas se traite par
tensorisation, puisque N (0, In) = N (0, 1)⊗n. Pour l’entropie, par exemple, le théorème
5.1 appliqué à µi = N (0, 1) sur Ei = R, suivi du théorème 6.1, donne pour tout f ∈
H1(N (0, In)),

EntN (0,In)

(
f2
)

6

n∑

i=1

EN (0,In)

(
(∂if)2

)
= EN (0,In)

(
|∇f |2

)
.

L’inégalité (29) peut être obtenue directement en utilisant les polynômes orthogonaux
de Hermite. On peut également la voir comme une conséquence de l’inégalité de Sobolev
logarithmique (30) au moyen du théorème 3.1.

Les constantes optimales de Poincaré et de Sobolev logarithmique ne dépendent pas
de la moyenne m, qui s’interprète comme une « localisation » de la mesure de Gauss.
La moyenne pour la mesure de Gauss joue un rôle similaire à celui du support pour la
mesure de Bernoulli.

Pour une fonction lisse f : Rn → R, on a |∇|f || 6 |∇f | sur l’ensemble des x ∈ Rn

tels que f(x) 6= 0. Cette formule est l’analogue de la formule |D|f || 6 |Df | sur l’espace à
deux points {0, 1}. On dispose de plus, sur l’espace euclidien Rn, de la règle de la châıne

∇Ψ(f) = Ψ′(f)∇f,

valable pour toutes fonctions lisses f : Rn → R et Ψ : R → R. Cela permet de trans-
former les formes « L1

» des inégalités de Sobolev logarithmiques en forme « L2
» et

réciproquement. On écrit pour f > 0 :

4
∣∣∣∇
√

f
∣∣∣
2

=
|∇f |2

f
= ∇f · ∇ log(f).

De même, on dispose des formules inverses 4|∇f |2 = f−2
∣∣∇f2

∣∣2 = ∇f2 · ∇ log(f2). Ces
formules font défaut sur l’espace à deux points, pour lequel la règle de la châıne n’a pas
lieu. Les comparaisons palliatives du type 4(D

√
f)2 6 DfD log(f) permettent seulement

le passage de formes « L2
» à formes «L1

». Cela est directement relié à l’absence de
véritables processus de diffusion sur les espaces discrets.

6.1 Mesures à densité log-concave

Une lecture attentive de la preuve des inégalités (29) et (30) montre qu’il est possible
d’en donner les expressions équivalentes suivantes, par translation et dilatation.
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Corollaire 6.3 (Formulation matricielle). Pour tout m ∈ R, toute matrice Σ carrée
n × n symétrique semi-définie positive, et tout f ∈ H1(N (m, Σ)),

VarN (m,Σ)(f) 6 EN (m,Σ)(Σ∇f · ∇f) , (31)

et
EntN (m,Σ)

(
f2
)

6 2EN (m,Σ)(Σ∇f · ∇f) . (32)

La mesure de Gauss N (m, Σ) sur Rn, de matrice de covariance inversible Σ, admet
pour densité la fonction eH où H : Rn → R est définie pour tout x ∈ Rn par

H(x) =
1

2
(x − m) · Σ−1(x − m) − n

2
log(2π).

En particulier, le logarithme de la densité de probabilité de la mesure de Gauss N (m, Σ)
est concave. Cela mène, par comparaison, à la définition suivante.

Définition 6.4. Une mesure de probabilité µ sur Rn est log-concave de courbure κ ∈ R+

lorsque qu’elle est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et qu’elle
admet une densité f : Rn → R de classe C2 s’écrivant f = e−H où H : Rn → R vérifie
pour tout x, y dans Rn

y · (∇2H(x))y > κ|y|2.
La notation ∇2H(x) désigne la matrice hessienne de H au point x.

La condition s’écrit au sens des formes quadratiques ∇2H(x) > κIn pour tout x ∈ Rn.
Elle est équivalente à dire que la plus petite valeur propre de la matrice symétrique
∇2H(x) est minorée par κ pour tout x ∈ Rn. Pour la mesure de Gauss N (m, Σ) sur Rn

de matrice de covariance Σ inversible, on a ∇2H(x) = Σ−1 pour tout x ∈ Rn. Ainsi,
N (m, Σ) est log-concave de courbure κ = ρ(Σ)−1, où ρ(Σ) désigne le rayon spectral de Σ.
Comme Σ est symétique positive, ρ(Σ) est la plus grande valeur propre de Σ. L’inégalité
(31) est un cas particulier du théorème suivant.

Théorème 6.5 (Brascamp-Lieb). Soit µ une mesure de probabilité log-concave sur
Rn de densité f = e−H et de courbure positive. Alors pour toute fonction f : Rn → R de
classe C1,

Varµ(f) 6 Eµ

(
∇f · (∇2H)−1 ∇f

)
.

Démonstration. Considérons le cas n = 1, et notons h la fonction H. Comme µ est
log-concave de courbure positive, la fonction h possède un unique minimum en un point
m ∈ R. Soit k : R → R la fonction définie par k(x) := (f(x) − f(m))/h′(x) si x 6= m, et
k(m) := f ′(m)/h′′(m). Cette fonction est continue en m. En dehors de m, la fonction k
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est de classe C1, et k′h′ + kh′′ = f ′. On écrit à présent :

Eµ

(
h′′−1f ′2

)
=

∫ (
(k′h′)2

h′′
+ 2kk′h′ + k2h′′

)
e−h dx

=

∫ (
(k′h′)2

h′′
+ (kh′)2

)
dµ + [k2h′e−h]m−∞ + [k2h′e−h]+∞

m

>

∫
(kh′)2 dµ

=

∫
(f(x) − f(m))2 dµ(x)

> Varµ(f) .

La seconde égalité découle d’une intégration par parties, tandis que la dernière inégalité
découle de l’identité (1). La preuve du cas n > 1 peut être menée par récurrence sur
n. Nous l’omettons ici car elle est assez laborieuse. Elle fait appel en particulier à la
log-concavité des mesures partielles obtenues en intégrant la densité de µ selon une seule
coordonnée.

Malheureusement, et comme peut le montrer un contre exemple judicieux, ce théorème
de Brascamp-Lieb ne possède pas d’équivalent pour l’entropie. Il n’est pas possible de
remplacer la matrice constante Σ par l’inverse de la matrice hessienne (∇2H)−1 dans
(32), lorsque N (m, Σ) est remplacée par une mesure de probabilité log-concave de densité
e−H . Cependant, les inégalités de Poincaré (29) et de Sobolev logarithmique (30) pour la
mesure de Gauss sur Rn peuvent se généraliser aux mesures de probabilité log-concave
par déformation.

Théorème 6.6 (Deformation lipschitzienne). Soit F : Rn → Rn une fonction
différentiable vérifiant κ|F (x) − F (y)|2 6 |x − y|2 pour tout x, y dans Rn, où κ est une
constante positive. Soit µ la mesure image de N (0, In) par F . Alors, pour toute fonction
g ∈ H1(µ),

Varµ(g) 6 κ−1Eµ

(
|∇g|2

)

et
Entµ

(
g2
)

6 2κ−1Eµ

(
|∇g|2

)
.

Démonstration. On se ramène aux fonctions de classe C2 et à support compact par
régularisaion et troncature. Soit donc g de ce type. La fonction f := F ◦ g vérifie
EntN (0,In)

(
f2
)

= Entµ

(
g2
)

et VarN (0,In)(f) = Varµ(g). D’autre part,

|∇f |2 6 ‖Jac(F )‖2|∇g|2,

où ‖Jac(F )‖ est la norme d’opérateur euclidienne de la matrice jacobienne de F . Or

‖Jac(F )‖2
6 κ−1, et donc EN (0,In)

(
|∇f |2

)
6 κ−1Eµ

(
|∇f |2

)
. Les inégalités désirées

découlent alors des inégalités du corollaire 6.2 concernant la mesure de Gauss N (0, In).
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Le théorème 6.6 fait poindre une stabilité par transformation lipschitzienne de la
mesure des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques sur Rn avec Q(f) =
|∇f |2. Nous avons déjà utilisé cette stabilité dans la preuve du corollaire 6.6. Il s’agit
d’une conséquence directe d’une propriété de l’énergie utilisée. Il se trouve que les mesures
log-concaves sont des déformations lipschitziennes de la mesure de Gauss. C’est le fameux
théorème de Caffarelli. Nous en omettons la preuve, car elle dépasse le cadre de notre
exposé élémentaire. Elle fait intervenir le théorème de Brenier pour le transport optimal
de la mesure et l’équation de Monge-Ampère associée.

Théorème 6.7 (Caffarelli). Soit µ une mesure de probabilité log-concave sur Rn, de
courbure κ. Alors µ est la mesure image de la mesure de Gauss N (0, In) par une fonction
F : Rn → Rn différentiable vérifiant κ|F (x) − F (y)|2 6 |x − y|2 pour tout x, y dans Rn.

La combinaison des théorèmes 6.6 et 6.7 conduit aux inégalités de Poincaré et de
Sobolev logarithmiques pour les mesures log-concaves.

Corollaire 6.8 (Mesures log-concaves). Soit µ une mesure de probabilité log-concave
sur Rn, de courbure κ > 0. Alors, pour toute fonction g ∈ H1(µ),

Varµ(g) 6 κ−1Eµ

(
|∇g|2

)

et
Entµ

(
g2
)

6 2κ−1Eµ

(
|∇g|2

)
.

Les constantes sont de plus optimales pour les mesures de Gauss.

6.2 Formulation euclidienne et mesure de Lebesgue

L’inégalité de Sobolev logarithmique optimale (30) pour la mesure de Gauss N (0, In)
possède une formulation équivalente sur la mesure de Lebesgue sur Rn, comme l’exprime
le corollaire suivant.

Corollaire 6.9 (Stam-Carlen). Pour toute fonction à décroissance rapide g : Rn → R

vérifiant
∫

Rng2 dx = 1, on a

∫

Rn

g2 log(g2) dx 6
n

2
log

(
2

πne

∫

Rn

|∇g|2 dx

)
. (33)

De plus, cette inégalité devient une égalité pour des fonctions g telles que log(g) est
quadratique, et pour elles seulement.

Démonstration. Soit h : Rn → R une fonction à décroissance rapide vérifiant
∫

Rnh2 dx =
1. L’inégalité de Sobolev logarithmique (30) pour la mesure de Gauss N (0, In) et une

fonction f vérifiant f2(x) = h2(x)(2π)n/2e|x|
2/2 fournit, après intégration par parties,

l’inégalité suivante :

∫

Rn

h2 log(h2) dx 6 2

∫

Rn

|∇h|2 dx − n − n

2
log(2π).
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Le résultat désiré en découle en écrivant l’inégalité ci-dessus pour h(x) := λn/2g(λx), puis
en optimisant en λ > 0. Le procédé décrit ici pour passer de (30) à (33) est réversible au
moyen d’un changement de fonction adéquat. Le fait que les fonctions log-quadratiques
sont les seules fonctions extrémales est plus délicat, et nous en omettons la preuve ici.

L’inégalité (33) apparâıt, sous une forme différente, en théorie de l’information. Soit
f : Rn → R+ une densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue, telle que
f log(f) soit Lebesgue intégrable. Soit H(f) son entropie de Shannon5 définie par

H(f) := −
∫

Rn

f log(f) dx. (34)

L’entropie exponentielle de Shannon N(f) et l’information de Fisher J(f) sont définies
à leur tour, dans R+ ∪ {+∞}, par

N(f) := (2πe)−1 exp

(
2

n
H(f)

)
et J(f) :=

∫

Rn

|∇ log(f(x))|2 dx.

L’inégalité (33) se réécrit alors simplement N(X)J(X) > n, avec égalité lorsque L(X)
est une mesure de Gauss. L’information de Fisher J apparâıt également, sous une forme
différente, dans une formulation en terme de mesures des inégalités de Sobolev log-
arithmiques. Elle s’énonce de la façon suivante : pour toute mesure de probabilité ν
absolument continue par rapport à une mesure de probabilité de référence µ, on a :

Entµ

(
dν

dµ

)
6 cEµ

(∣∣∣∣∇ log

(
dν

dµ

)∣∣∣∣
2
)

.

Le membre de gauche est connu sous le nom d’entropie relative de µ par rapport à ν,
ou encore d’information de Kullback-Leibler. Cette formulation intervient en théorie du
transport optimal de la mesure et en théorie des grandes déviations. La fonctionnelle
convexe entropie relative apparâıt par exemple comme la fonction de taux du principe
de grandes déviations de Sanov.

6.3 Mesure uniforme sur [0, 1]

Il est naturel de s’intéresser à présent à la mesure uniforme U , trace de la mesure
de Lebesgue sur l’intervalle [0, 1] ⊂ R. Sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue
sur R est l’indicatrice de l’intervalle [0, 1]. Pour tout x ∈ R, on note F (x) la masse
affectée à l’intervalle ] −∞, x] par N (0, 1). Alors U est la mesure image de N (0, 1) par
F : R → [0, 1]. Comme F ′2 6 (2π)−1, le théorème 6.6 entrâıne que pour toute fonction
lisse g : [0, 1] → R,

VarU (g) 6
1

2π
EU

(
g′2
)

et EntU
(
g2
)

6
1

π
EU

(
g′2
)
.

5La quantité −H(f) sur R
6 est l’entropie de Boltzmann en théorie cinétique des gaz.
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Malheureusement, ces constantes ne sont pas optimales. On peut montrer par d’autres
méthodes que les constantes optimales sur la classe des fonctions C1 est 1

π2 pour l’inégalité
de Poincaré et 2

π2 pour l’inégalité de Sobolev logarithmique. En revanche, lorsqu’on
restreint la classe aux fonctions qui prennent la même valeur en 0 et 1, les constantes
optimales sont 1

4π2 et 1
2π2 respectivement. Ce phénomène fournit un exemple simple pour

lequel les constantes optimales dépendent de la classe de fonctions choisie.

6.4 Renforcement de Carlen par transformée de Wiener

Il est possible d’insérer un terme supplémentaire dans le membre de gauche de
l’inégalité de Sobolev logarithmique optimale (30) pour la mesure de Gauss. En effet, si
Γ désigne par exemple la mesure de Gauss N (0, (4π)−1In), alors

EntΓ

(
f2
)

+ EntΓ

(
W(f)2

)
6

1

2π
EΓ

(
|∇f |2

)
,

où W(f) désigne la transformée de Wiener de f définie par W(f) := (̂f/γ)γ, où γ(x) :=

e−π|x|2 , et où le chapeau désigne la transformée de Fourier. Cette inégalité optimale
renforcée est la réécriture d’un principe d’incertitude célèbre de Beckner-Hirschman, qui
affirme que pour toute fonction ϕ : Rn → C telle que |ϕ|2 est une densité de probabilité
par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn,

H(|ϕ|2) + H(|ϕ̂|2) > n(1 − log(2)),

où H est l’entropie de Shannon définie par (34). Le changement de fonction à utiliser
pour la réécriture est donné par ϕ(x) = 2n/4γ(x)f(x). Ce principe d’incertitude découle
de l’inégalité de Young optimale sur la norme Lp du produit de convolution.

7 Mesure de Poisson

Dans toute cette section, λ > 0. Supposons que la mesure de probabilité P(λ) vérifie
une inégalité de Sobolev logarithmique de constante c > 0, de la forme :

EntP(λ)

(
f2
)

6 cEP(λ)

(
|Df |2

)
,

pour toute fonction f : N → R à support fini. Par troncature, on étend cette inégalité
à toute fonction f : N → R telle que f2 ∈ L1+(P(λ)). En appliquant l’inégalité obtenue
aux fonctions fk, indicatrices des ensembles infinis Ak := {k + 1, . . .}, on obtient :

−P(λ)(Ak) log P(λ)(Ak) 6 cP(λ)({k}),

ce qui contredit la finitude de c lorsque k tend vers l’infini. Ainsi, la mesure de Poisson ne
satisfait pas d’inégalité de Sobolev logarithmique sur la classe des fonctions f : N → R

à support fini. Elle satisfait cependant à une inégalité de Poincaré et à des inégalités de
Sobolev logarithmiques modifiées similaires à celles établies pour la mesure de Bernoulli.
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Théorème 7.1. Pour tout λ > 0, on a cP(P(λ)) = λ. En d’autres termes, pour toute
fonction f ∈ L2(P(λ)),

VarP(λ)(f) 6 λEP(λ)

(
(Df)2

)
, (35)

et la constante est optimale. De plus, pour tout f ∈ L1+(P(λ)),

EntP(λ)(f) 6 λEP(λ)

(
(Df)2

f

)
, (36)

et
EntP(λ)(f) 6 λEP(λ)(DfD log f) , (37)

et
EntP(λ)(f) 6 λEP(λ)((f + Df)D log f − Df) , (38)

et les constantes sont optimales.

Si la règle de la châıne était valable sur N, le rapport entre la constante optimale dans
(35) et la constante optimale dans (37) (ou (36)) serait de 2. Cela n’est bien entendu
pas le cas ici.

Démonstration. Pour établir les inégalités désirées, on se ramène tout d’abord aux fonc-
tions f à support fini par troncature. Les preuves des quatre inégalités sont similaires.
Établissons par exemple (37). Le théorème 5.1 appliqué à µi sur Ei = {0, 1}, suivit de
l’inégalité (20) fournit pour toute fonction F : {0, 1}n → R+,

EntB(1,p)⊗n(F ) 6 pqEB(1,p)⊗n

(
n∑

i=1

DiFDi log(F )

)
,

où Di opère sur la composante d’indice i. Si f : N → R+ est à support fini, on pose
F = f ◦ sn où sn est définie comme dans le théorème (1.7). Or il s’avère que pour tout
x ∈ {0, 1}n,

n∑

i=1

(DiFDi log(F ))(x) = (n − sn(x))R(sn(x)) + sn(x)R∗(sn(x)),

R := DfD log(f), et R∗ := D∗fD∗ log(f), avec pour tout g : Z → R et tout n ∈ Z,

(D∗g)(n) := g(n − 1) − g(n). (39)

Pour n assez grand, on considère p := pn := λ/n et qn := 1 − pn, de sorte que
limn→∞(npn, pn, qn, pnqn, npnqn) = (λ, 0, 1, 0, λ). La mesure image de B(1, pn)⊗n par
sn est B(n, pn), et converge étroitement vers P(λ) lorsque n → ∞ en vertu de (6). Par
conséquent

lim
n→∞

EntB(1,pn)⊗n(F ) = EntP(λ)(f) ,

et

lim
n→∞

pnqnEB(1,p)⊗n

(
n∑

i=1

DiFDi log(F )

)
= λEP(λ)(DfD log(f)) .
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Les termes multipliés par sn(x) ont été écrasés par limn→∞ pnqn = 0, tandis que les
termes multipliés par n on survécu grâce à limn→∞ npnqn = λ. L’inégalité (37) est donc
démontrée. Les inégalités (16), (19), et (21) fournissent par le même procédé les inégalités
désirées (35), (36), et (38).

Il est également possible de déduire (36) et (37) directement à partir de (38), en
procédant comme dans le théorème 4.3. Ceci montre en particulier que l’optimalité de la
constante de (38) découle de l’optimalité de la constante dans (36) ou (37). L’optimalité
de la constante λ dans (36) et (37) se vérifie sur la famille de fonctions f de la forme
f(n) = exp(−αn) en faisant tendre α vers 0. L’optimalité de la constante λ dans (35) se
vérifie sur les fonctions f linéaires.

Il est possible de déduire l’inégalité de Poincaré optimale (27) pour la mesure de
Gauss à partir de l’inégalité de Poincaré (35) pour la mesure de Poisson, en observant
que P(nλ) = P(λ)∗n pour tout n ∈ N∗ et en utilisant le théorème central limite 1.7 avec
µ = P(λ). Ce procédé est un cas très particulier des «limites fluides » utilisées en théorie
des files d’attente, et des «limites hydrodynamiques » utilisées en mécanique statistique.
La même méthode, appliquée à l’inégalité (38), conduit à l’inégalité de Sobolev logarith-
mique optimale pour la mesure de Gauss (28). Les inégalités (37) et (36) quant à elles
fournissent une constante non-optimale : 4 au lien de 2. Cela s’explique par le fait que
les comparaisons (23) et (24) s’améliorent d’un facteur multiplicatif 2 lorsque v tend
vers 0. Enfin, la tensorisation de l’inégalité (22) pour la mesure de Bernoulli et l’usage
de (7) conduisent à la meilleure constante 2. Ces phénomènes montrent encore une fois
les conséquences de l’absence de règle de la châıne sur les espaces discrets, ainsi que le
manque de finesse des inégalités (20), (19) et (37), (36).

Contrâırement à la famille des mesures de Gauss {N (m, v); (m, v) ∈ R × R+}, la
famille des mesures de Poisson {δn∗P(λ); (n, λ) ∈ N×R+} n’est pas stable par dilatation.
En revanche, ces deux familles sont stables par convolution. Cette propriété permet une
approche par interpolation, que nous présentons maintenant.

8 Interpolation par semi-groupes de convolution

Cette section est consacrée à l’établissement des inégalités de Poincaré et de Sobolev
logarithmiques pour les mesures de Gauss et de Poisson par interpolation, à partir de la
mesure de Dirac. Les fonctionnelles variance et entropie sont identiquement nulles pour
une mesure de Dirac. L’interpolation est fournie par des semi-groupes de Markov bien
choisis. Ces interpolations ont lieu sur l’intervalle de temps [0, t]. La mesure de Dirac
correspond au temps 0 et la mesure cible au temps t. Cette technique fournit les versions
« L1

» de l’inégalité de Sobolev logarithmique.
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8.1 Semi-groupe de la chaleur

Pour toute fonction f : Rn → R continue et bornée et tout réel t > 0, on note
Pt(f) : Rn → R la fonction définie pour tout x ∈ Rn par

Pt(f) (x) := (2π)−
n
2

∫

Rn

f(x + y) e−
1
2t
‖y−x‖2

2 dx.

On définit P0(f) (x) par P0(f) (x) := f(x) = limt→0+ Pt(f) (x). On a donc

P0(f) (x) = Eδx
(f) et Pt(f) (x) = EN (x,t In)(f) .

Ainsi la famille (Ps)s∈[0,1] est une interpolation entre la mesure de Dirac δx = P0(·) (x) et
la mesure de Gauss N (x, t In) = Pt(·) (x). Vue comme une famille d’opérateurs linéaires
agissant sur les fonctions continues et bornées, la famille (Pt)t>0 forme un semi-groupe
car P0 = Id et Pt ◦ Ps = Pt+s pour tous s, t ∈ R+. Cette formule correspond ici à la
convolution

N (x, t In) ∗ N (y, s In) = N (x + y, (t + s) In).

La fonction u : (x, t) ∈ Rn × R+ 7→ Pt(f) (x) est continue, de classe C∞ en x pour tout
t > 0. Elle est solution de l’équation de la chaleur

{
∂tu(t, x) = ∆u(t, x) pour tout x ∈ Rn et t > 0

u(0, x) = f(x) pour tout x ∈ Rn
,

où ∆ est l’opérateur différentiel de Laplace usuel défini par ∆ :=
∑n

i=1 ∂2
xi

. En particulier,
∂tPt(f) (x) = ∆Pt(f) (x) pour tout x ∈ Rn et tout t > 0. De plus, on a également
∆Pt(f) (x) = Pt(∆f) (x) lorsque la fonction f est lisse.

Démontrons à présent l’inégalité de Poincaré et l’inégalité de Sobolev logarithmique
pour la mesure de Gauss N (x, t In). Soit donc Φ : I ⊂ R → R la fonction convexe
associée à la variance ou à l’entropie. Soit f : Rn → I une fonction lisse qui n’atteint
pas les bornes de I. On a

EΦ
N (x,t In)(f) =

∫ t

0

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) ds,

où nous avons omis la dépendance en x du semi-groupe pour alléger les notations. Un
simple calcul donne, en notant g := Pt−s(f),

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) = Ps

(
∆Φ(g) − Φ′(g)∆g

)
.

Or pour toute fonction lisse h : Rn → R,

∆Φ(h) = Φ′(h)∆h + Φ′′(h)|∇h|2.

D’autre part, la formulation intégrale du semi-groupe donne

|∇g| = |∇Pt−s(f)| = |Pt−s(∇f)| 6 Pt−s(|∇f |) .
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Par conséquent, comme Φ′′ est positive ou nulle, on obtient

∆Φ(g) − Φ′(g)∆g 6 Φ′′(Pt−s(f))Pt−s

(
|∇f |2

)
= C(Pt−s(f) ,Pt−s(|∇f |)),

où C est la fonction convexe définie par (12). L’inégalité de Jensen pour la mesure de
probabilité Pt−s(·) (x) entrâıne

C(Pt−s(f) ,Pt−s(|∇f |)) 6 Pt−s(C(f, |∇f |)) .

La formule de semi-groupe Ps ◦ Pt−s = Pt conduit enfin à la majoration

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) 6 Pt(C(f, |∇f |)) .

Le membre de droite ne dépend pas de s, et il en découle l’inégalité souhaitée

EΦ
N (x,t In)(f) 6 tEN (x,t In)(C(f, |∇f |)) .

Pour la variance, Φ′′(f) = 1 et C(f, |∇f |) = |∇f |2, tandis que pour l’entropie, Φ′′(f) =
1/f et C(f, |∇f |) = |∇f |2/f . Le processus de Markov associé au semi-groupe de la
chaleur est le mouvement brownien.

8.2 Semi-groupe de Poisson simple

Pour toute fonction f : N → R à support fini et tout t > 0, on note Pt(f) : Rn → R

la fonction définie pour tout n ∈ N par

Pt(f) (n) := e−t
∞∑

k=0

tk

k!
f(n + k).

On a donc P0(f) (n) = Eδn
(f) et Pt(f) (n) = Eδn∗P(t)(f). Ainsi, a famille (Ps)s∈[0,1]

est une interpolation entre la mesure de Dirac δn = P0(·) (n) et la mesure de Poisson
translatée δn ∗ P(t) = Pt(·) (n). La fonction (n, t) ∈ N × R+ 7→ Pt(f) (n) vérifie

d

dt
Pt(f) (n) = Pt(f) (n + 1) − Pt(f) (n) = DPt(f) (n).

On a également la formule de commutation suivante :

DPt(f) = Pt(Df) .

Vue comme une famille d’opérateurs linéaires agissant sur les fonctions continues et
bornées, la famille (Pt)t>0 forme un semi-groupe car P0 = Id et Pt ◦Ps = Pt+s pour tous
s, t ∈ R+. Cette formule correspond ici à la convolution

δn ∗ P(t) ∗ δm ∗ P(s) = δn+m ∗ P(t + s).
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Démontrons à présent l’inégalité de Poincaré et l’inégalité de Sobolev logarithmique pour
la mesure de Poisson translatée δn ∗ P(t). Soit donc Φ : I ⊂ R → R la fonction convexe
associée à la variance ou à l’entropie. Pour toute fonction f : N → I à support fini, on a

EΦ
δn∗P(t)(f) =

∫ t

0

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) ds,

où nous avons omis la dépendance en n du semi-groupe pour alléger les notations. Un
simple calcul donne, en notant g := Pt−s(f),

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) = Ps

(
DΦ(g) − Φ′(g)Dg

)
.

Or si A est la fonction convexe définie par (10), on a pour toute fonction h : N → R,

DΦ(h) − Φ′(h)Dg = A(h, Dh).

Comme Dg = DPt−s(f) = Pt−s(Df), l’inégalité de Jensen pour la fonction convexe A et
la mesure de probabilité Pt−s(·) (n) entrâıne que

DΦ(g) − Φ′(g)Dg = A(Pt−s(f) ,Pt−s(Df)) 6 Pt−s(A(f, Df)) .

La formule de semi-groupe Ps ◦ Pt−s = Pt conduit alors à la majoration

d

ds
Ps(Φ(Pt−s(f))) 6 Pt(A(f, Df)) .

Le membre de droite ne dépend pas de s. Il en découle l’inégalité souhaitée

EΦ
δn∗P(t)(f) 6 tEδn∗P(t)(A(f, Df)) .

Pour la variance, A(f, Df) = |Df |2, tandis que pour l’entropie,

A(f, Df) = (f + Df)D log(f) + Df.

Nous avons retrouvé l’inégalité la plus forte du théorème 7.1. Le processus de Markov
associé au semi-groupe utilisé ici est le processus de Poisson simple.

8.3 Autres interpolations

Les mesures de Gauss et de Poisson sont infiniment divisibles, et cette nature se
traduit sur les interpolations utilisées ci-dessus par le fait que les semi-groupes sont de
convolution. Le lecteur familier avec la notion de générateur de Markov retiendra que
la propriété de convolution ici correspond à une commutation aux translations pour
le générateur de Markov. Cette commutation correspond sur le semi-groupe aux iden-
tités ∇Pt(f) = Pt(∇f) et DPt(f) = Pt(Df) respectivement. Les processus de Markov
associés aux semi-groupes de convolution sont les processus de Lévy. En géométrie, la
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commutation aux translations peut être vue comme une absence de courbure propre au
processus.

Les mesures de Gauss et de Poisson sont également les mesures invariantes réversibles
de semi-groupes de Markov ergodiques, qui ne sont pas de convolution. Ce type de
semi-groupes permet des interpolations pour des classes de mesures de probabilité plus
générales, incluant essentiellement les mesures log-concaves à courbure positive. Ces
interpolations ont lieu sur l’intervalle de temps [0, +∞[. La mesure de Dirac correspond
au temps 0 et la mesure cible à la limite quand t → +∞ par ergodicité.

La mesure de Gauss N (0, In) est invariante et réversible pour le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck, défini pour toute f : Rn → R continue et bornée par

Pt(f) (x) := EN (e−tx,(1−e−2t) In)(f) .

Il vérifie ∇Pt(f) = e−tPt(∇f). Il est associé à l’opérateur différentiel linéaire du sec-
ond ordre

∑n
i=1 ∂2

xi
− xi∂xi

. Ce semi-groupe conduit par interpolation aux inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmique optimales pour la mesure de Gauss. De manière
similaire, la mesure de Poisson P(λ) est invariante et réversible pour le semi-groupe de
la file d’attente M/M/∞, défini pour toute fonction f : N → R bornée par

Pt(f) (n) := EB(n,e−t)∗P(λ(1−e−t))(f) .

Il vérifie DPt(f) = e−tPt(Df). Il est associé à l’opérateur aux différences λDf + nD∗f
où D∗ est comme en (39). Ce semi-groupe conduit, par interpolation, aux inégalités de
Poincaré et de Sobolev logarithmiques modifiées optimales pour la mesure de Poisson.

La propriété d’ergodicité entrâıne que ces semi-groupes convergent vers la moyenne
spatiale pour la mesure invariante. Cette limite a donc une variance et une entropie
nulle. De plus, la dérivation de ces fonctionnelles le long du semi-groupe fournit une
forme de Dirichlet naturelle liée au générateur infinitésimal du semi-groupe. Il s’avère
que l’inégalité de Poincaré est équivalente à une décroissance exponentielle de la variance
le long du semi-groupe. De même, l’inégalité de Sobolev logarithmique est équivalente à
une décroissance exponentielle de l’entropie le long du semi-groupe. La décroissance ex-
ponentielle de l’entropie le long du semi-groupe de la file d’attente M/M/∞ correspond à
l’inégalité de Sobolev logarithmique modifiée associée à la fonctionnelle f 7→ DfD log(f).

9 Stabilité par tensorisation, convolution, perturbation

Nous savons déjà que les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique possèdent
une propriété de stabilité par translation et dilatation, comme le montre l’exemple des
mesures de Bernoulli et de Gauss. Cette propriété est due aux invariances de l’énergie.
D’autre part, nous avons utilisé à plusieurs reprises une stabilité par tensorisation de
ces inégalités, dues à la convexité des fonctionnelles variance et entropie. Nous résumons
ici, de manière formelle, trois types de stabilité importants dans la pratique. Nous les
écrivons pour l’inégalité de Sobolev logarithmique, mais elles ont également lieu de la
même manière pour l’inégalité de Poincaré.
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9.1 Tensorisation

Soit µ1⊗· · ·⊗µn une mesure de probabilité produit sur un espace mesurable produit
E1 × · · · × En. Supposons que chacune des mesures µi vérifie une inégalité du type
Entµi

(
f2
)

6 ciEµi
(Qi(f)) pour tout f ∈ Fi. Alors, le théorème 5.1 entrâıne que pour

toute f : E1 × · · · × En → R raisonnable,

Entµ1⊗···⊗µn

(
f2
)

6 max(c1, . . . , cn)Eµ1⊗···⊗µn(Q1(f) + · · · + Qn(f)) .

On pense naturellement à l’exemple µi = N (0, 1) et Qi(f) = (∂xi
f)2, pour lequel c1 =

· · · = cn, et µ1 ⊗ · · · ⊗ µn = N (0, In), et Q1(f) + · · · + Qn(f) = |∇f |2.

9.2 Convolution

Soit µ1, . . . , µn des mesures de probabilité sur un espace mesurable E sur lequel
la convolution de mesures a un sens. Supposons que chacune des mesures µi vérifie une
inégalité du type EΦ

µi
(f) 6 ciEµi

(Q(f)) pour tout f ∈ F , où F est une classe de fonctions
invariante par translations. La mesure µ1 ∗ · · · ∗ µn est la mesure image de la mesure
produit µ1 ⊗ · · · ⊗ µn par l’application x ∈ En 7→ x1 + · · · + xn ∈ E. Par conséquent, la
stabilité par tensorisation précédente entrâıne que pour tout f ∈ F ,

Entµ1∗···∗µn

(
f2
)

6 (c1 + · · · + cn)Eµ1∗···∗µn(Q(f)) .

On pense naturellement aux semi-groupes de convolution, par exemple à l’exemple
gaussien où µi = N (xi, ti) sur Ei = R, pour lequel Q(f) = f ′2, et c1 = · · · = cn, et
µ1 ∗ · · · ∗µn = N (x1 + · · ·+xn, t1 + · · ·+ tn). Un autre exemple est fourni par les mesures
de Poisson.

9.3 Perturbation

Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. Soit B : E → R une
fonction bornée et soit µB la mesure de probabilité absolument continue par rapport à
µ et de densité Z−1

B eB où ZB := EµeB est la constante de normalisation. Supposons que
µ vérifie une inégalité du type EΦ

µ (f) 6 cEµ(Q(f)) pour tout f ∈ F . La formule (2)
entrâıne alors que pour tout f ∈ F ,

EntµB

(
f2
)

6 ce2osc(B) EµB
(Q(f)) .

Un exemple élémentaire est donné par µ = N (0, 1), et B = cos sur E = R. Cette
technique de perturbation, souvent attribuée à Holley & Stroock, reste encore valable
pour les inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées.

10 Notes historiques et bibliographiques

Comme nous l’avons évoqué dans le résumé, le concept d’inégalité de Sobolev loga-
rithmique a été introduit par Gross dans son célèbre article [Gro75], soumis en 1973 et
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paru en 1975. Ce type d’inégalité est alors présenté comme une nouvelle formulation de
la propriété d’hypercontractivité. Gross montre que la mesure de Bernoulli symétrique
satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique, ce qui lui permet ensuite de traiter
le cas de la mesure de Gauss en utilisant la propriété de tensorisation de l’hypercon-
tractivité, retrouvant ainsi le théorème d’hypercontractivité de Nelson [Nel66] issu de
la théorie quantique des champs. Ces idées étaient dans l’air du temps à cette époque,
comme en témoignent les travaux apparentés de Federbush [Fed69] et de Faris [Far75].
On trouvera une présentation élémentaire de la méthode de Gross dans [ABC+00, Chap.
2].

Bonami avait déjà traité le cas de la mesure de Bernoulli symétrique sous sa forme
hypercontractive dans un article [Bon71] paru en 1971. Le cas non symétrique ne fut
élucidé que vingt-cinq ans plus tard par Higuchi et Yoshida dans [HY95]. Ce résultat fut
obtenu indépendamment en 1996 par Diaconis et Saloff-Coste dans [DSC96]. La preuve
que nous avons présentée est due à Bobkov et figure dans le cours donné à l’école d’été
de Saint-Flour par Saloff-Coste en 1996 [SC97]. La preuve rapide du cas symétrique
est due à Gross [Gro75, p. 1068]. Les preuves des inégalités modifiées présentées ici
sont librement inspirées de [BL98], [Wu00], ainsi que de travaux récents de l’auteur.
Les inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées ont été étudiées par de nombreux
auteurs. On pourra consulter par exemple [BL98], [Wu00], [AL00], et [Cha04]. L’étude
des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques pour les mesures invariantes des
châınes de Markov finies, qui incluent la mesure binomiale et de Bernoulli, a été menée
essentiellement par Diaconis et Saloff-Coste. On pourra consulter par exemple à ce sujet
[DSC96] et [SC97]. Certains cas particuliers font toujours l’objet d’articles dédiés, comme
par exemple [Goe04] ou [GQ03].

La propriété de tensorisation de la variance et de l’entropie que nous avons énoncée
est parfois attribuée à Bobkov. On en trouvera diverses formes dans [Lie75], [CT91],
[LO00], [Led01a], [Ces01], [Cha04] et [BBLM05] par exemple. La généralisation des
inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques a été tenté de diverses manières,
et l’on pourra consulter à ce sujet [Bec89], [LO00], [Cha04], [BZ05], [Wan05], [BCR04],
et [GGM05]. L’étude des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques pour des
mesures discrètes ou continues en dimension 1 peut être menée au moyen d’inégaltés
de Hardy et Muckenhoupt. Cette approche fournit des critères d’existence ainsi qu’un
contrôle des constantes. On pourra consulter par exemple [BG99], [Mic99], [ABC+00,
Chap. 6].

L’inégalité de Brascamp-Lieb a été publiée dans [BL76], et peut être déduite d’une
représentation de Helffer-Sjöstrand de la covariance, en liaison avec une propriété du
laplacien de Witten sur les formes différentielles, cf. [Hel02, HN05]. L’inégalité de Sobolev
logarithmique pour la mesure de Gauss a été démontrée par de nombreuses méthodes.
La preuve de Gross [Gro75] utilise la notion d’hypercontractivité, celle de Adams et
Clarke [AC79] est fondée sur un argument variationnel, celle de Neveu [Nev76] fait
appel au mouvement brownien, tandis que celle de Beckner [Bec99, Bec92] exploite
l’inégalité de Sobolev. Citons également celle de Rothaus [Rot78], qui fait intervenir un
problème de Sturm-Liouville en dimension 1. Un progrès important est dû à Bakry et

32



Émery [BE84, BE85]. Leur méthode, très générale, revient en quelque sorte à une com-
paraison à la mesure de Gauss par convexité. Elle reste valable pour une large classe
de mesures liées à des diffusions sur les variétés riemanniennes, et inclue les mesures
de probabilité à densité log-concave sur Rn de courbure positive. On pourra consul-
ter par exemple [Bak91a, Bak91b, Bak94], [Led00], et [ABC+00, Chap. 5] à ce sujet.
Le théorème de Caffarelli sera établi plus de quinze ans plus tard dans [Caf00, Caf02],
en liaison avec l’équation de Monge-Ampère. Dans [BL00], l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique ainsi que l’inégalité de Brascamp-Lieb sont déduites de l’inégalité de Brunn-
Minkowski via l’inégalité de Prékopa-Leindler. Dans [OV00], Otto et Villani établissent
une inégalité plus générale reliant l’entropie, la distance de Wasserstein, et l’informa-
tion de Fisher. Cette inégalité est reliée dans [OV01, BGL02] à l’hypercontractivité des
solutions d’équations d’Hamilton-Jacobi. Dans la même veine, on trouvera enfin dans
[CE02] une preuve de l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de Gauss basée
sur le théorème de Brenier et l’équation de Monge-Ampère pour le transport optimal
de la mesure. La démonstration élémentaire présentée ici est tirée de l’article fonda-
teur de Gross [Gro75, p. 1072], voir également [Gro93, p. 60]. Les généralisations à des
mesures sur des espaces de différentes natures ont été menées par de nombreux auteurs.
On pourra consulter par exemple à ce sujet [Hsu99], [DM05], ainsi que les travaux de
Fengyu Wang.

La version euclidienne de l’inégalité de Sobolev logarithmique optimale gaussienne,
qui concerne la mesure de Lebesgue, remonte à la thèse de Stam dans les années 1950,
en théorie de l’information, cf. [Sta59]. On en trouvera une version Lp optimale dans
[Gen03]. Cette formulation euclidienne est liée aux travaux importants de Beckner [Bec95,
Bec75b, Bec75a] et de Carlen [Car91] portant en particulier sur l’analyse de Fourier,
l’inégalité de Young optimale, et les principes d’incertitude. Ces aspects sont abordés
par exemple dans [DCT91, CT91] et [ABC+00, Chap. 10].

Les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques ont été établies pour de
nombreuses mesures complexes issues de la mécanique statistique, suite notamment aux
travaux fondateurs de Stroock, Zegar linski, et Holley d’une part, et de Lu et Yau d’autre
part. On pourra consulter par exemple à ce sujet les livres [Roy99], [Hel02], et les cours
[Mar99] et [GZ03]. Le livre [DS89] donne quelques utilisations des inégalités de Sobolev
logarithmiques en théorie des grandes déviations. Les multiples liens entre inégalités fonc-
tionnelles et phénomène de concentration de la mesure sont abordés par exemple dans
[ABC+00, Chap. 7] et dans le livre [Led01b], en liaison notamment avec l’isopérimétrie
et la théorie du transport optimal de la mesure. On lira avec profit les fameux travaux de
Barthe à ce sujet. La concentration de la mesure obtenue par ces approches est au cœur
de méthodes de sélection de modèles en statistique adaptative. On pourra par exemple
consulter le cours de Saint-Flour de Massart donné en 2003.

La monotonie de fonctionnelles convexes le long de processus d’évolution est un
principe très général, dont la première apparition remonte sans doute au fameux théorème
H de Boltzmann en théorie cinétique des gaz. Les fonctionnelles convexes associées aux
solutions d’équations aux dérivées partielles ont été étudiées en liaison avec la théorie
du transport optimal de la mesure. On pourra consulter à ce sujet les livres [Vil03] et
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[ACB+03]. Le résultat de Caffarelli évoqué plus haut fait partie de cette nouvelle vague
de développements. Des travaux récents – de Villani et Lott d’une part, et de Sturm et
von Renesse d’autre part – montrent que la minoration de la courbure des diffusions sur
les variétés riemanniennes, à la base de l’approche de Bakry-Émery, peut être reliée à
une propriété de convexité de l’entropie sur l’espace des chemins. On pourra consulter à
ce sujet [vRS05] ainsi que le cours donné par Villani à Saint-Flour en 2005.
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ometric aspects of functional analysis, Springer, Berlin, 2000, p. 147–168.

[Mar99] F. Martinelli – « Lectures on Glauber dynamics for discrete spin models »,
Lectures on probability theory and statistics (Saint-Flour, 1997), Lecture
Notes in Math., vol. 1717, Springer, Berlin, 1999, p. 93–191.

[Mic99] L. Miclo – « An example of application of discrete Hardy’s inequalities »,
Markov Process. Related Fields 5 (1999), no. 3, p. 319–330.

[Nel66] E. Nelson – « A quartic interaction in two dimensions », Mathematical
Theory of Elementary Particles (Proc. Conf., Dedham, Mass., 1965), M.I.T.
Press, Cambridge, Mass., 1966, p. 69–73.

[Nev76] J. Neveu – « Sur l’espérance conditionnelle par rapport à un mouvement
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