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Résumé

Les inégalités de Sobolev logarithmiques doivent leur nom & un article célebre de Gross
paru en 1975. Ces inégalités fonctionnelles apparaissent en particulier comme une expression
de la propriété d’hypercontractivité de semi-groupes markoviens, comme une traduction de la
décroissance exponentielle de ’entropie le long de ces semi-groupes, comme une information
de concentration gaussienne de la mesure, et enfin comme une fagon de renforcer les inégalités
de Poincaré, plus traditionnelles en analyse.

Dans cet article, des inégalités fonctionnelles optimales de ce type sont obtenues pour les
mesures de Poisson et de Gauss, par tensorisation infinie, a partir d’inégalités optimales pour
des mesures de Bernoulli sur I’espace & deux points. Les comparaisons variance-entropie ainsi
que certaines propriétés fondamentales de stabilité des inégalités associées sont également
abordées. Des preuves par interpolation au moyen de semi-groupes de Markov completent
I'exposé. Le texte se termine par quelques notes historiques et bibliographiques.

Cet article de synthese est une refonte complete du premier chapitre du livre [ABCT00], écrit
par 'auteur plus de cing ans auparavant. Il est toujours congu dans le souci de rester abordable
au plus grand nombre, et nécessite assez peu de connaissances préalables en analyse et en prob-
abilités. Les notions introduites possedent des généralisations, ramifications et applications qui
font 'objet de volumineux travaux.

1 Introduction

Soit 4 une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. On note L°(u) 'espace vectoriel
des fonctions de E dans R qui sont mesurables. Pour tout réel p > 1, on note LP (1) 'espace de
Lebesgue des fonctions f € LO(u) telles que |f|” est p-intégrable. Pour toute fonction f € L (u),
on note E,(f) ou encore E, f la moyenne de f sous p définie par

B.() = [ ran

La notation E est due au fait que E,(f) est I'espérance de f : (E,pn) — R vue comme une
variable aléatoire réelle. Dans tout ce qui suit, le terme «u-presque-siirement » est équivalent
au terme «u-presque-partout ». L’ensemble R™ est implicitement muni de sa tribu borélienne,
tandis que les sous-ensembles de N sont implicitement munis de la tribu discrete constituée de
I’ensemble de leurs parties.

Définition 1.1 (Variance). La variance d’une fonction f € L?(u) est définie par

Var,(f) := E,u(fz) - (Euf)z-



La quantité Var,(f) est la distance de f dans L?(u) au sous-espace vectoriel des fonctions
constantes, puisque :

Var,(f) = inf {E, ((f — a)*)} (1)

Cet infimum est atteint pour a = E,(f) et Var,(f) = E,((f — E.f)?). La fonctionnelle f
Var,,(f) est invariante par translation.

On désigne par L't (1) Pensemble des fonctions f € L°%(u) positives ou nulles telles que
flog(f) € Lt(u), avec la convention 0log(0) = 0. Cet ensemble contient toute fonction constante
positive ou nulle. La convexité de la fonction u € Ry + ulog(u) entraine que LT () est convexe.
L’inégalité u — 1 < ulog(u) pour u > 0 montre de plus que L'+ (u) € L ().

Définition 1.2 (Entropie). L’entropie d’une fonction f € L'*(u) est définie par

Ent,(f) :=E,(flog(f)) — E.(f)logE.(f).
On a Ent,(f) = E,(flog(f/E.f)) dés que E,f > 0. Si E,(f) = 0, alors f est p-presque-

stirement égale a une constante et Ent,(f) = 0. Enfin, une formule de Taylor montre que
Pentropie s’écrit également
Ent,(f) = inf{E,((log(f) —log(a))f —a+ )}, (2)

et 'infimum est atteint ici encore pour a = E,(f). Contrairement & la variance, entropie n’est
pas invariante par translation. La variance et ’entropie sont des fonctionnelles de la forme

feER(f) = Eu(2(f)) — (B f), 3)

ou ® : 7 — R est une fonction strictement convexe définie sur un intervalle Z C R. Pour la
variance, Z = R et ® : u — u?, tandis que pour I'entropie, Z = Ry et ® : u +— ulog(u). L'usage
de I'inégalité de Jensen pour la fonction convexe ® et la mesure de probabilité 4 montre que
Ef:( f) n’est jamais négative. De plus, la convexité stricte de ® entraine que EZ’( f) est nulle si
et seulement si f est p-presque-sirement égale a une constante.

La fonctionnelle définie en () n’est pas sensible aux perturbations affines additives de ®.
En particulier, pour l'entropie, il est parfois commode de considérer la fonction ©v € Ry —
ulog(u) —u+ 1 en lieu et place de u € Ry — wlog(u). Enfin, on peut observer que les formules
() et (@) sont unifiées par la formule suivante qui découle d’une formule de Taylor pour la
fonction convexe @ :

E/(f)= sup E,(2(f) - ®(a) ~ ®'(a)(f —a)).
a€lnt(7)

>0

La variance est homogene d’ordre 2 tandis que ’entropie est homogene d’ordre 1. Cependant,
on a coutume de considérer I’entropie du carré Ent, (fg), qui est homogene d’ordre 2, et qui
n’impose plus a f de prendre des valeurs positives ou nulles. La comparaison de la variance ou
de lentropie du carré a une forme quadratique conduit aux notions d’inégalités de Poincaré et
de Sobolev logarithmique.

Définition 1.3 (Energie). Soit g une mesure de probabilité sur un espace mesurable F, et
Q : D C L%u) — LO(u) une fonctionnelle vérifiant

— D est un sous espace de L°(u) contenant les fonctions constantes y-p.-s. ;

— EL(Q(f)) a un sens dans R4 U {400} pour tout f € D;

— @ est une forme quadratique;



— @ s’annule pour les fonctions u-presque-stirement constantes, c’est-a-dire que si B est une

forme bilinéaire telle que Q(f) = B(/f, f) pour tout f € D, alors B(f,g) =0 dés que f oug

est égale p-presque-siirement & une constante. En particulier, Q(1) = 0 et Q(1+ f) = Q(f).
Alors on appelle énergie, ou encore forme que Dirichlet, la fonctionnelle

D3 f— Eu(Q(f)) € Ry U{+oc}.

Lorsque E est inclus dans N, on considere la forme quadratique Q(f) = (Df)? ot (Df)(n) :=
fn+ 1) — f(n) pour tout n € E, tandis que sur l'espace euclidien R", on consideére la forme
quadratique Q(f) = [V f |2. Enfin, lorsque p est la mesure invariante d’un processus de Markov
de générateur L, on a coutume de considérer la forme quadratique Q(f) = —fLf. Dans toute
la suite, on note |z| la norme euclidienne d’un vecteur € R™, et z - y le produit scalaire des
vecteurs z et y de R™. Ainsi, |V f| désigne la norme euclidienne du gradient V f de la fonction
f:R* = R.

Définition 1.4 (Inégalité de Poincaré). Soit p une mesure de probabilité sur un espace
mesurable E. Soit f € D — E,(Q(f)) une énergie. Soit F C DNL?(x). On dit que p vérifie une
inégalité de Poincaré de constante ¢ > 0 sur la classe F lorsque

VieF, Var,(f) <cEu(Q(f))- (4)

Définition 1.5 (Inégalité de Sobolev logarithmique). Soit y une mesure de probabilité sur
un espace mesurable E. Soit f € D — E,(Q(f)) une énergie. Soit F C D telle que f% € L'*(p)
pour tout f € F. On dit que u vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique' de constante ¢ > 0
sur la classe F lorsque

VfeF. Ent,(f2) < B Q). (5)

Les propriétés de I’énergie assurent que le membre de droite de @) et de (E) n’est jamais
négatif, et que son annulation entraine 'annulation du membre de gauche. Comme @ est une
forme quadratique, les deux membres de ces inégalités sont homogenes d’ordre 2. Lorsque la classe
F et Iénergie sont fixées, chacune des deux inégalités est d’autant plus forte que la constante
c est petite. La constante « optimale » est donc la plus petite constante possible, a classe et
énergie fixées. En utilisant la convention 0! = +o00, cela conduit & la définition suivante.

Définition 1.6 (Constantes optimales). La constante optimale de Poincaré est définie par

-1
cp(p) = (inf {%f(f])));f € F; f non constante u—p.s.}) .

De méme, la constante optimale de Sobolev logarithmique est définie par

-1
csL(p) = (inf {%7 f € F; f non constante u—p.s.}) .

Une constante optimale infinie signifie qu’il n’y a pas d’inégalité du type considéré. Le lecteur
familier avec les plongements de Sobolev remarquera a juste titre que de telles inégalités peu-
vent étre comprises comme une formulation de la continuité de 'injection entre deux espaces
fonctionnels, et la constante optimale apparait alors comme une norme d’opérateur.

Sur tout espace mesurable F, et pour tout a € E, on note J, la mesure de Dirac en a, qui
affecte la masse 1 aux ensembles mesurables contenant a et, et la masse 0 aux autres. C’est une
mesure de probabilité. On note également * le produit de convolution, et ® le produit tensoriel.
Par la suite, nous considérerons les mesures de probabilité classiques suivantes.

IDans la littérature, on parle également d’inégalité de Gross.



Mesure de Bernoulli sur E = {0, 1}. La mesure de Bernoulli B(1,p) de paramere p € [0, 1]
est définie par
B(lvp) = q60 + p(sla

ot ¢ := 1 — p. Elle a pour support I’espace & deux points {0, 1}. Elle est qualifiée de symétrique
lorsque p = ¢ = 1/2. On consideére dans ce cadre la classe F de toutes les fonctions de {0,1}
dans R. La forme quadratique @ : F — F considérée est définie pour toute fonction f € F par
Q(f) = (Df)?, ot

(Df)0) = =Df)(A) = f(1) = f(0).

En identifiant 1’espace & deux points {0, 1} au cercle Z/2Z pour lequel 141 = 0, on constate que
(Df)(n) = f(n+1)— f(n) pour tout n € {0,1}, et D apparait comme opérateur aux différences
classique.

Mesure binomiale sur F = {0,1,...,n}. La mesure binomiale de taille n € N* et de
parametre p € [0,1] est définie par

B(n,p) :=B(1,p)™ = <Z>p’“q”’“5k,

k=0
ou (}) := k!/(n!(n — k)!) est le coefficient binomial classique. Son support est 'ensemble fini
{0,1,...,n}. La mesure de Bernoulli B(1, p) en est un cas particulier, ce qui explique sa notation.
Dans ce cadre, la classe F choisie est celle de toutes les fonctions de {0,1,...,n} dans R. La

forme quadratique @Q : F — F considérée est donnée par Q(f) = (Df)?, oit Df est défini par
(Df)(k) = f(k+1) — f(k) pour tout k& € {0,1,...,n}. Ici encore, on a identifié I’ensemble fini
{0,1,...,n} au cercle Z/(n+1)Z, de sorte que n+ 1 = 0. Comme B(n,p) = B(1,p)*", la mesure
B(n,p) est la mesure image de la mesure produit B(1,p)®" par 'application

sprxef{0,1}" —az+---+z, €{0,1,...,n}. (6)

Mesure de Poisson sur £ = N. La mesure de Poisson de parametre A € R est définie
par

o )\n
A
P\ i=e k§:0 ~0n.

Elle a pour support ’ensemble N des entiers naturels. Dans ce cadre, la classe F choisie est
L (P(N)). La forme quadratique Q : F — F choisie est ici encore définie par Q(f) = (Df)?
ot (Df)(n) = f(n+1) — f(n) pour tout n € N. Notons qu’a priori, Q(f) peut valoir +co pour
certains f € LT (P())). La mesure de Poisson se trouve a la « frontiere » de 'ensemble des
mesures binomiales puisque

lim B(n,pa) = P(N) (7)

n—oo

des que lim,,_,o, np, = A. Cette propriété correspond a une convergence de coefficients binomi-
aux : limy, oo (3)pE(1 — pn)"F = e AN /R

Mesure de Gauss sur F = R. La mesure de Gauss N(m,v) de moyenne m € R et de
variance v € R% est la mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
dont la densité de Radon-Nikodym est donnée par

(;cfm)2

zER— (27‘1’1})_%6_ ™




Elle est qualifiée de mesure de Gauss standard lorsque (m, o) = (0, 1). Son support est R. Dans
ce cadre, la classe F choisie est I'espace de Sobolev? H! (N (m,v)). La forme quadratique utilisée
Q : F — LY N (m,v)) est donnée par Q(f) = f2. L'usage de la formule de Stirling sur les
coefficients binomiaux entraine que pour toute fonction f : R — R continue et bornée, et pour
tout p €0, 1],

nhj%o EB(n,p) (f o Kn) = EN(O,l)(f) ) (8)

ol ky : {0,1,...,n} — R est définie pour tout s € {0,1,...,n} par

(s) s—mnp
Kn(8) := .
v 1pq

Notons que Eg, p)(f 0 kn) = Eg(1p)n (f 0 kn) = Ep pyon(f 0 kn o s,), ol s, est comme en
(). Cette propriété est un cas particulier du «théoreme central limite », qui fait apparaitre la
mesure de Gauss comme limite de puissances de convolution, recentrées, et renormalisées :

Théoréme 1.7 (Théoréme central limite dans R). Soit p une mesure de probabilité sur
R telle que &€ € L2(u), ou & : R — R est application identité définie par &(x) = x pour tout
x € R. Alors la mesure image de p®" par la fonction Ky o s, converge étroitement vers N'(0,1),
ol kn : R—R et s, : R" — R sont définies par

Kn(s) = % et sp(z) =21+ + Ty

Ce théoreme s’établit en utilisant la transformée de Fourier des mesures de probabilité. Il est
équivalent a dire que pour toute fonction continue et bornée f : R — R,

nh_{go E o (fokn) = EN(O,l)(f) . 9)
11 est enfin utile de remarquer que la mesure de Gauss A/(0,1) est un point fixe de la transfor-
mation qui associe & i la mesure image de pu®" par I'application &, o sy,.

Mesure de Gauss sur R". Soit ¥ une matrice n X n symétrique semi-définie positive. Il est
toujours possible d’écrire . sous la forme AAT ot A € M,,(R). La mesure image par ’application
affine x — Ax 4+ m de la mesure de probabilité A/ (0,1)®" sur R™ ne dépend que de m et 3. Elle
est appelée mesure de Gauss N'(m,Y), de moyenne m € R" et de matrice de covariance ¥.. Elle
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ si et seulement si 3 est
inversible, et sa densité de Radon-Nikodym est alors donnée par

z € R" — (21)" % exp <—%(x —m) S (2 - m)>.

En particulier, lorsque m = 0 et ¥ = I,,, on retrouve bien la densité (27)~"/2 exp(—%|x|2) de la

mesure de Gauss produit A(0,1)®™. Dans ce cadre, la classe F choisie est 1'espace de Sobolev®
HY (N (m,%)). La forme quadratique choisie Q : F — LY(N(m, X)) est donnée par Q(f) = |V f|*.

2 L’espace de Sobolev H' (1), noté également W12 (1), est constitué des fonctions de L2(u1) dont la dérivée au
sens des distributions est dans L2(u). Le lecteur peu familier avec les espaces de Sobolev ou avec la dérivation
faible pourra plutét considérer la classe des fonctions C' dont les dérivées d’ordre 0 et 1 sont de carré intégrable
pour p = N(m,v).

3Cf. note de bas de page noﬂ, en remplagant A (m,v) par N'(m, ).




2 Formules variationnelles

La variance et I'entropie possedent des formulations variationnelles qui s’averent tres utiles
pour démontrer des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques.

Théoréme 2.1 (Formules variationnelles). Soit ;1 une mesure de probabilité sur un espace
mesurable E. Pour toute fonction f € L%(p),

Varu(f):sup{2EN(fg)—EM(g ) g e L), g) =0}, (10)
et le supremum est atteint pour g = f — E,(f). De méme, pour toute fonction f € L' (u),
Ent,(f) = sup {E,(fg);e’ € L' (1), E,(ef) = 1}, (11)

et le supremum est atteint pour g = log(f) — log(E,f).

Démonstration. Pour établir ([L(), on se raméne au cas ot E,(f) = 0. On a alors E,, (f?) >

E.(fg9)—E,.(g%), puisque E, ((f — g)) > 0. Pour établir ([L]), on se ramene au cas ot E,,(f) =
1. Ensuite, comme —E,(f)+E,(e?) = 0, on obtient E,(fg) < E,(flog(f)) en utilisant 1’1negahte
wv < wlog(u) —u + €V, valable pour tout (u,v) € Ry x R. O

La formule variationnelle de I’entropie est équivalente a 'inégalité suivante, connue sous le
nom d’inégalité entropique : pour toute fonction f positive ou nulle de carré intégrable, g de
carré intégrable et t > 0 :

Entu(f)'

E.(fg) < E“T(f)log E,(e") + —

En mécanique statistique, cette reformulation s’avere tres utile pour controler le terme de co-
variance E,(fg) & partir d’un controle de Ent,(f) et de la transformée de Laplace E,,(e"9).

2.1 Convexité de la variance et de I’entropie

Les formules variationnelles (L0 et ([L1]) sont de méme nature. En effet, ([L0) se réécrit sous
la forme*

Var,(f) = 685213 ){Varu(g) —2E,((9 —Eug)(f —9)}

et le supremum est atteint pour g = f. De la méme maniere, (EI) se réécrit

Ent,(f) = eigf(){Entu(g)—Eu((logg log(E.9))(f —9)}s

et le supremum est atteint pour g = f. Montrons a présent, de maniére formelle, comment ces
deux écritures variationnelles sont liées a une propriété de convexité supplémentaire de la fonction
convexe & : 7 C R — R associée & la variance ou & I'entropie. La différence EY (f) —Ef (g) s’écrit

E.(A(g, f = 9)) — A(Eug. Eu(f = 9)) + EL((®'(9) — ©'(Bug))(f - 9)) .
olt A est définie sur 'ensemble convexe {(u,v) € R?; (u,u+v) € Z x I} par
Au,v) == ®(u+v) — ®(u) — &' (u)v. (12)

Notons que la quantité E,(®'(g)(f — g)) a bien un sens dans R U {—oo} car elle est majorée
par la quantité ®(f) — <I>(g) en vertu de la convexité de ®. Dans ’exemple de la variance et de

4On peut observer que I’argument du supremum s’écrit également 2Cov,(f, g) — Var,(g).



Pentropie, il se trouve que A est convexe sur son ensemble de définition, et I'inégalité de Jensen
assure alors que

E.(A(g, f —9)) — A(Eug, En(f — g)) 2 0.
Cela donne finalement, en notant L*® := {f € LO(u); ®(f) € L*(u)},

E’(f) = o {E(9) + E.((®'(9) — ®'(Bug)(f — 9))} (13)

et le supremum est atteint pour g = f. C’est exactement la formule recherchée. La formule
variationnelle () ci-dessus permet de concevoir la variance et ’entropie comme enveloppe de
fonctionnelles affines tangentes. Cela correspond au fait que la variance et I’entropie sont elles
méme des fonctionnelles convexes, comme 'exprime le théoreme suivant.

Théoréme 2.2 (Convexité de la variance et de I’entropie). Soit u une mesure de proba-
bilité sur un espace mesurable E. Les fonctionnelles f € L?(u) — Var,(f) € R et f € L' () —
Ent,(f) € R sont convezes.

Démonstration. Soit ® : T C R — R la fonction convexe associée a la variance ou a I'entropie.
Pour tout ¢ € [0,1] et f et g raisonnables, on pose hy := tf + (1 —t)g et a(t) :== E%(h;). La
fonction a est continue sur [0, 1] et lisse sur J0, 1[. Elle vérifie a(0) = E¥ (g) et a(1) = ES(f). De
plus,
a//(t) = Eu(c(hta f - g)) - C(Euhta Eu(f - g))7
ou C est la fonction définie sur I'ensemble convexe {(u,v); (u,u +v) € T x I} par
C(u,v) == & (u)v?. (14)

Or il se trouve que C est convexe sur son ensemble de définition. L’inégalité de Jensen entraine que
a”(t) =20, et a est donc convexe sur [0,1]. En particulier, 'inégalité a(A) < Ada(1) + (1 — A)a(0)
pour tout A € [0,1] se réécrit

> > o
E,(Af+(1=Ng) <AE,(f) + (1= NE,(9)-
La convexité de la fonctionnelle f — Ef:( f) est donc établie. De plus, I’écriture

a(l) = Sup {a(t) + /()1 - 1)}

correspond exactement A ([L3). O

3 Comparaisons variance-entropie

Soit 1 une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. L’inégalité élémentaire u log(u)+
u—1 < u? — 1 pour tout u > 0 entraine que pour toute fonction f € L2(u),

E,.(f)Ent,(f) < Var,(f), (15)

avec égalité si et seulement si f est égale a une constante u-presque-sirement. Cela montre en
particulier que L2?(u) C L1 (), et donc

L?(p) C LY (u) C LY ().



D’autre part, I'inégalité élémentaire (v/u — 1)? < ulog(u) + 1 — u pour tout u > 0 entraine que
pour toute fonction f positive ou nulle telle que f2 € L1 (u),

Var,(f) < Ent,(f?), (16)

avec égalité si et seulement si f est égale & une constante p-presque-strement. L’inégalité (E)
est fausse en toute généralité pour f de signe quelconque comme on peut le vérifier sur I’exemple
de la mesure de Bernoulli B(1,1/2) et de la fonction valant —a en 0 et a en 1. En effet, dans ce
cas, la fonction est de carré constant et ’entropie du carré est donc nulle tandis que la variance
vaut a?. Ainsi, il n’existe pas de constante ¢ qui permette une comparaison générique de la forme

Var,(f) < cEnt, (f?).

On ne peut donc pas, malheureusement, utiliser (@) pour montrer que 'inégalité de Poincaré
découle de 'inégalité de Sobolev logarithmique. Cela est cependant possible par linéarisation.
Théoréme 3.1. Soit u une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. Supposons que la
classe F est constituée de fonctions bornées. Alors, si p vérifie une inégalité de Sobolev logarith-
mique de constante c, alors elle vérifie une inégalité de Poincaré de constante c¢/2. En d’autres
termes, on a dans Ry U {+o0},
e (1) < 5 cs1. (). (1)

En général, la classe de fonctions concernées peut ensuite étre considérablement étendue par
des techniques d’approximation, par exemple par régularisation et troncature. D’autre part, le
lemme de Fatou est souvent utilisé pour se ramener au cas ot f2 > 0 en remplacant f par f +¢&
apres le changement de fonction de f? vers f dans l'inégalité de Sobolev logarithmique.

Démonstration. Un développement limité de u — (1 + u)log(l 4+ u) en v = 0 donne pour toute
fonction f € F :
Ent, ((1+¢f)?) = 2e°Var,(f) + O(e®).

D’autre part, comme @ est quadratique et s’annule sur les constantes, on a :

E.(Q(1+¢f)) =’Eu(Q(f)).

11 ne reste donc plus qu’a faire tendre € vers 07 pour obtenir le résultat souhaité. O

La mesure de Gauss abordée plus loin fournit un exemple de mesures de probabilité pour
laquelle I'inégalité ([[7) entre constantes optimales est une égalité. Cela montre que cette com-
paraison des constantes optimales est elle méme optimale en toute généralité. Certaines mesures
de probabilité satisfont a une inégalité de Poincaré mais pas a une inégalité de Sobolev logarith-
mique. C’est par exemple le cas de la mesure exponentielle, de densité x — e~% par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R, associé & la forme quadratique Q(f) := f'2.

Avant de clore cette section, signalons I'inégalité de Rothaus, valable pour toute mesure de
probabilité p et toute fonction f telle que f2 € LT (u) :

Ent, (f?) < 2Var,(f) + Ent,((f — E.f)?).

Elle peut étre obtenue en considérant la dérivée a droite en ¢ = 2 dans 'inégalité
2 2
1f1lg < fllz + (g = DILf = Eufll,

valable pour tout ¢ > 2. Ici, || f[|, = EN(|f|p)l/p désigne la norme de f dans LP(u). Enfin, il est
utile de retenir les deux identités suivantes, valables pour f positive :

Ent, () = dpore /], et Bntu(f) = s [I£15 — I717].

1l s’agit du point de départ du théoreme d’hypercontractivité de Gross.



4 Espace a deux points et mesures de Bernoulli

Cette section concerne exclusivement la mesure de Bernoulli B(1, p) sur I’espace & deux points
{0,1}, identifié au cercle Z/2Z. Dans toute cette partie, p €]0, 1[. Pour toute fonction f : {0,1} —
R, la fonction (Df)? : {0,1} — R est constante et égale & (f(1) — f(0))%. Or Varg( ,)(f) =
pq(f(1) — £(0))2, de sorte que B(1,p) vérifie une (in)égalité de Poincaré de constante optimale
pg.

Théoréme 4.1. Pour toute fonction f:{0,1} - R, on a

Varg ) (f) = pqEsa ) ((Df)?), (18)

et en particulier, cp(B(1,p)) = pq.

L’inégalité de Sobolev logarithmique est plus subtile. Cependant, le cas symétrique — le plus
important en pratique — reste tres simple a démontrer.

Théoréme 4.2. On a csi,(B(1,p)) = pq(log(q) — log(p))/(q — p), avec le prolongement par
continwité valant 1/2 lorsque p = q = 1/2. En d’autres termes, pour toute fonction f : {0,1} — R,

on a
log(q) —log(p)
EntB(l,p) (fz) < ?pqEB(Lp)((D.f‘)Q) > (19)
et la constante est optimale.

Vues comme des fonctions de p, les constantes optimales cp et cgy, sont concaves, symétriques
d’axe p = 1/2, et atteignent leur maximum 1/2 pour p = 1/2. Elles tendent vers 0 lorsque p tend
vers 07 ou 17. Vu comme une fonction de p, le rapport cgr,/cL, est convexe, symétrique d’axe
p = 1/2, et atteint son minimum 2 pour p = 1/2. Il tend vers +oo quand p tend vers 0 ou 1~

Démonstration. Comme |D|f|| < [Df|, il suffit d’établir ([9) pour f positive ou nulle. Donnons
une preuve rapide de (L) lorsque p = ¢ = 1/2. En posant, (a,b) := (f(0)?, f(1)?), 'inégalité
(L9) pour f positive ou nulle s’écrit :

a+b

Va>0,Vb>0, (aloga+blogb)—(a+b)1og< ) < (Va — V)2

On peut supposer par homogénéité que b = 1 et poser a = 1 + x avec > —1, ce qui donne
I’inégalité élémentaire suivante, qui a bien lieu :

Vo > —1, (1+2)log(l+2z) — (2 +2)log <2—|2—x) <(V1i+z-1)7>

On peut remarquer que (1 + z)log(l + z) — (2 + z)log(2%%) = h(z) — 2h(z/2) ou h(z) :=
(1+ x)log(1+z) — x pour tout x > —1. Nous avons déja utilisé I'inégalité h(z) > (V1 +x —1)2
lors de la comparaison variance-entropie.

La preuve de (E) quand p # q est également élémentaire mais beaucoup plus laborieuse. Elle
consiste a calculer directement la constante optimale & partir de sa définition comme supremum.
La formulation variationnelle ([L1)) de I'entropie conduit & la formule

csL(p) = sup {c(g), Eu(eg) =1},

— su E.(f*9) )
clg) = sup {r@( Gil € FBLQU)) > o}.



Soit & présent u = B(1,p) et Q(f) = (Df)?. Par symétrie, on peut se restreindre au cas 0 < p <
1/2. Soit g : {0,1} — R telle que E,(e9) = 1. Il est clair que 'on peut supposer g non nulle.
En posant a = g(0) et b = g(1), on voit que 'on doit avoir pe® 4+ ge® = 1 = €, ce qui entraine
ab < 0.

Rappelons que I'on peut supposer que f est positive ou nulle car |D|f|| < |Df|. D’autre part,
on voit en remplacant f par f + € qu’on peut de plus supposer que f est strictement positive.
Par homogénéité, on se ramene alors a f(1) = 1. Posons z = f(0) avec > 0. La fonction f
n’étant pas constante, on a x # 1. On peut donc écrire :

2
_ pax” + qb
pqc(g) = sup{i(m_ 1)? ,x>0etx# 1}.

Ce supremum est atteint en x = —gb/pa et vaut c(g) = (p/b + q/a)~!. Ainsi,

csL(B(1,p)) = (inf{% + g,pe“ + qeb = 1})71.

Posons alors t = e, s = e” = (1 — pt)/q et p(t) = p/log(s) + ¢/ log(t). Comme ab < 0, on a
esL(B(1,p)) = (inf {p(t),t €0, 1[UJ1,p*[})

Un développement limité en ¢t = 1 a U'ordre 2 fournit :

1 p—gq 1—3p+3p? 9 3
t)==-—4+—(t—1 —(t—1 t—1)7).
o) = 5+ it — 1)+ BT - 17+ (- 1))
Nous pouvons étendre ¢ par continuité sur [0, p~!] en posant p(0) = —p/log(q), p(1) = 1/2 et
o(p~1) = —q/log(p). On remarque que 1 est minimum local si et seulement si p = 1/2. Calculons
la dérivée de ¢ en dehors de 1 :

p? q

~ gs(log(s))?  t(log(1)?”

On voit alors que cette dérivée tend vers +00 en 1/p et —oo en 0, donc 0 et 1/p ne sont pas des
minima locaux. Nous pouvons donc nous intéresser aux zéros de ¢’. Comme log(t) log(s) = ab <
0, ¢’(t) = 0 si et seulement si le systéme

{Mlog@ +gv/5log(s) = 0
p(l—t)+q(1—5) =0

@' (t)

admet une solution non nulle. Ceci entraine s =t = 1, ou bien

Vilog(t) _ v/Slog(s)

1-1¢ 1-s
La fonction u(x) = y/rlog(z)/(1 — z) est nulle en 0 et +oo. Elle vaut —1 en 1 et vérifie u(z) =
u(z~1). Elle décroit sur |0, 1] et croit sur |1, +oo[. Il en résulte que les seules valeurs de ¢ pour
lesquelles u(t) = u((1 — pt)/q) sont 1 et q/p.
Sip#£1/2, ¢'(1) # 0 et ¢ s’annule seulement en ¢/p. La valeur du minimum de ¢ est alors
(¢ —p)/(log(q) —log(p)). Sip =1/2, alors ¢'(1) = 0 et ¢’ s’annule seulement en 1. Le minimum
de ¢ vaut alors 1/2. O
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Les théoremes @ et @ impliquent que pour toute fonction f : {0,1} — R,

log(q) — log(p)
Entg ) (%) < p— Varg( ) (f) -
De plus, la constante (log(q) — log(p))/(¢ — p) est optimale. Vue comme une fonction de p, cette
constante est convexe, symétrique d’axe p = 1/2, et atteint son minimum 2 pour p = 1/2. Elle
tend vers +oo lorsque p tend vers 07 ou 17, ce qui montre qu’il n’existe pas de constante ¢ qui
permette une comparaison générique de la forme

Ent, (f?) < cVar,(f).

Cela complete utilement la discussion sur les comparaisons variance-entropie.

4.1 Inégalités avec énergie modifiée

La majoration [D|f|| < |Df| permet de réduire I'inégalité ([[9) au cas ol f est positive ou
nulle. Ainsi, cela revient & dire que pour pour tout f:{0,1} — Ry,

log(q) — log(p)
Entg ) (f) < qu Es(1,p) ((D\/?)Q) . (20)
Les deux membres de cette inégalité sont homogenes d’ordre 1. Le théoreme suivant montre que la
mesure de Bernoulli B(1, p) satisfait & d’autres inégalités de ce type, qui font intervenir ’entropie
plutét que l'entropie du carré. On les qualifie parfois d’inégalités L', ou encore d’inégalités
modifiées.

Théoreme 4.3. Pour toute fonction f:{0,1} — R%, on a

Entg( ) (f) < pgEp1p) (DfDlog(f)), (21)
" Bates () < piBa (1 ). (22)
; Entp1,,)(f) < pgEsa p) ((f +Df)Dlog(f) —Df), (23)
L mmmen( b S0 (00

La détermination des constantes optimales dans les inégalités ci-dessus constitue un excellent
exercice pour le lecteur oisif et curieux.

Démonstration. L'inégalité (23) est plus forte que (B9) et que (1). En effet, pour tout u € Ry
et tout v € R tel que u+v € Ry, on a

(u 4 v)(log(u + v) —log(u)) — v < v(log(u + v) — log(u)), (25)
et ceci permet d’obtenir (R1]) & partir de (R3) en considérant le couple (u,v) = (f,Df). De méme,

I'inégalité
(u + v)(log(u + v) — log(u)) — v < v*/u (26)
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permet d’obtenir de la méme maniere (P) & partir de (29). Démontrons & présent (RJ). Fixons
une fonction f : {0,1} — Ry, et considérons la fonction U : [0,1] — R définie pour tout p € [0, 1]
par

U(p) := Entpg,1)(f) — paEp p) (R(f))
ou R(f) :=(f+Df)Dlog(f) — Df. En posant (a,b) := (f(0), f(1)), on obtient

U(p) = q®(a) + pP(b) — ®(qa + pb) — pq(qR(0) + pR(1)),

ou ®(z) := zlog(z). Il nous faut établir que U < 0 sur [0, 1]. La dérivée quatrieme de U en
p €10, 1] s’écrit
U""(p) = —(b—a)*®""(ga + pb).

Comme ®” est convexe, on a U < 0 sur |0, 1] et done U” est concave. Par consequent, il existe
0 <po<pr <1tels que U < 0sur [0,po] U[p1,1] et U” > 0 on [po, p1]. Ainsi, U est concave
sur [0,pg]. Or U(0) = 0 et U'(0) < 0, et donc U < 0 sur [0,pg] par concavité. Il en découle
que U(pg) < 0. Par symétrie, on obtient que U < 0 sur [p1,1] et que U(p1) < 0. Maintenant,
comme U est convexe sur [pg, p1] et négative ou nulle aux bords, elle est négativé ou nulle sur
tout lintervalle [pg,pi1]. Il en découle finalement que U < 0 sur [0,1], et la démonstration est
achevée. Il est intéressant de remarquer ici que R(f) = A(f,Df), ou A est définie par @)

Il reste a établir (@) En considérant une fonction U comme précédement, on montre en
exprimant U’(0) et U’(1) en fonction de A que 'inégalité

1
EIltB(l,p) (f) < quEB(l,p) <?)

a lieu avec ¢ = max {bA(b,a —b),aA(a,b—a)}, ou (a,b) := (f(0), f(1)). Par symétrie, il suffit
de considérer le cas on 0 < a < b, ce qui donne min{a/b,b/a} = a/b et ¢ = bA(b,a — b). Une
étude de fonction montre alors finalement que

a 2
— < . —
bA(b,b CL) S (]. 2b)(b CL) .
Le résultat désiré en découle puisque (D f )(a) = —(D / )(b) =b—a. O

En utilisant I'inégalité élémentaire suivante valable pour tout u,v € Ry,

4(vu — v0)? < (u - v)(log(u) — log(v)),

on obtient immédiatement, & partir de (), une inégalité du méme type que (@), avec la con-
stante pg(log(q) —log(p))/(4(q¢ — p)) au lieu de pq. La constante pg est meilleure, i.e. plus petite,
si et seulement si p est en dehors de lintervalle [p*, 1 — p*], ou p* est solution de I’équation

log (i* - 1) =4(1 —2p").
p

Un calcul numérique sur ordinateur montre que p* = 0.02124798796. Par la suite, I'inégalité
de Sobolev logarithmique optimale « L2 » pour B(1,p) est utilisée avec p = 1/2 pour obtenir
I'inégalité optimale pour la mesure de Gauss. D’autre part, les inégalités de Sobolev logarith-
miques « L* » pour B(1,p), de constante pq, sont utilisées avec p — 0 pour obtenir les inégalités
optimales pour la mesure de Poisson. Cela correspond a ’exploitation de deux zones d’optimalité.
Remarque 4.4 (Invariance des inégalités par changement de support). Les inégalités fournies
par les théoremes @, @, et @ restent valables avec les mémes constantes pour la mesure
de Bernoulli (1 — p)d, + pdy ou a # b. L'opérateur D est alors défini pour toute fonction f :
{a,b} = R par (Df)(a) = —(Df)(b) = f(b) — f(a). En d’autres termes, ces inégalités, ainsi que
leur constantes optimales, dépendent du parametre p de la mesure de Bernoulli, mais pas de son
support {a,b}.
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5 Propriété de tensorisation

La variance et ’entropie pour une mesure produit peuvent étre majorées par la somme des
moyennes de fonctionnelles du méme type sur chaque espace facteur. Cette propriété fondamen-
tale de « tensorisation » découle des formules variationnelles associées.

Soit p:= 1 ® -+ - ® p, une mesure de probabilité produit sur un espace mesurable produit
E := E; x -+ x E,. Pour toute fonction f : E — R appartenant & L'(u) et tout i € {1,...,n},
on désigne par E,, f la fonction de £ dans R définie pour tout = € E par

(Ep @)= [ flar,... 2n) dpi(zi).
E;

Elle ne dépend pas de la composante x;. On définit de la méme maniere les fonctions Var,, (f)
et Ent,, (f). Considérons & présent une fonction f : £ — R de la forme f(z1,...,z,) =
fi(z1) -+ falzy) ol fi: B; — R avec f; € L?(p;) pour tout i € {1,...,n}. On a d’une part

> E,(Var,,(f) =Y Var, (f) [[E., (f})
i=1 i=1 j#i

et d’autre part, en utilisant une somme télescopique, il vient

Var,(f) = HEW (f7) - l_IEM(fi)2
i=1 i=1

n i—1 n
= > Var, () [T B (5" T Bu(72).
i=1 Jj=1

k=i+1

Par conséquent, 'inégalité E,,, (fk) E,., (fk) entraine que Var,(f) est majoré par

> Eu(Var,,(f)).
i=1

Le théoreme suivant exprime le fait que cette majoration subsiste lorsque f n’est plus une fonction
tensorielle, et qu’elle a également lieu pour I’entropie.

Théoréme 5.1 (Formules de tensorisation). Soit p := 1 ®- - -®y, une mesure de probabilité
sur un espace mesurable produit Ey X - - - x E,,. Pour toute fonction f : E — R telle que f € L?(u),

Var,,(f <Z Var,, (f ) . (27)

De méme, pour toute fonction f : E — Ry telle que flog f € L*(p),

Ent, <Z Ent,, (f ) . (28)

Démonstration. Soit ® : Z C R — R la fonction convexe associée a la variance ou a l’entropie.
Soit f : E — T telle que ®(f) € L'(u). En vertu de la formule (E) pour le triplet (u, f,g), il
suffit d’établir que pour toute fonction g : E — T telle que ®(g) € L (u),

n

E}}(9) + Eu((®'(9) — @' (Eug))(f — 9) < D_Eu(E} f).

i=1

13



Nous procédons par minoration de chacun des n termes du membre de droite de I'inégalité ci-
dessus. On pose go := g et gi := B, @..ou (g) pour tout i € {1,...,n}. La formule (IJ) pour le
triplet (u;, f, gi—1) et identité E,, (g;—1) = ¢; donnent

E} (f) 2 B (@' (gi-1) — @' (9:))(f — gi-1)) + E}J,(gi-1)-

L’intégration des deux membres pour u et l'usage de 'identité E,E,, = E, donne

E.(E} (1) = Eu((®'(gi-1) — ®'(¢))(f — 9i1)) + Eu(Efgi1) -

Comme gg = g et g, = E,g, les identités E,E,, = E, et E,,(¢i—1) = ¢; entrainent par
simplification télescopique que

n

ZE“( wi (9i-1) Z ®(gi—1) Eu(q)(gi))] :EZ)(Q)'

i=1 i=1
De la méme maniere, on obtient par simplification télescopique,

n

> Eu(@(gi1) — '(9:))f) = Bu(¥(g) — ¥ (Bpg))f).

=1

D’autre part, comme g;_1 et g; ne dépendent pas des coordonnées d’indice inférieur ou égal a1 —1,
on obtient E,,(F(gi—1, 9:)gi—1) = E,(F(gi-1,9:)g) ou F : R2 — R. Cela donne par simplification
télescopique

—ZE "(gi-1) = ®'(9:))9i-1) = —EL((®'(g9) — ®'(Eug))g) -

5.1 Au-dela des mesures de probabilité produit

Les preuves données ci-dessus des formules de tensorisations n’ont plus lieu lorsque la mesure
de probabilité considérée n’est pas une mesure produit. Le lecteur probabiliste ne sera pas étonné
d’apprendre qu’il est cependant possible d’adopter une approche par conditionnement. Soit par
exemple p une mesure de probabilité sur un espace mesurable produit F X - -+ X E,,, absolument
continue par rapport & une mesure de Borel produit #®", et de densité ¥ positive. Pour tout
i€ {l,...,n—1}, onnote iy I'application & valeurs mesures qui a tout (z1,...,2;) € Eyx---xXE;
associe la mesure de probabilité sur E; 1 X - - - X E,,, absolument continue par rapport a y®"=9,

et de densité )

—U(21,...,Tp),
Z(i)(xl,...,xi) ( ! )

(xiH, e ,xn) [

ol
Ziy (@1, xi) = / U(x1,. .., &) dv(zip1) -+ - dv(xy).
Eiy1x Ey,
On définit également p ) comme étant I'application constante et égale a u, et p(,) comme étant

'application qui associe 0(4,,....z,) & (21, ..,2,). Maintenant, pour toute fonction mesurable et
bornée f : By x -+ x E, — R, on pose f; :== E,, (f) pour tout i € {0,...,n}. En particulier,
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fo=E,(f) et f = f. Pour i € {1,...,n — 1}, la fonction f; ne dépend que des coordonnées
dont l'indice est dans {1,...,7}. Une sommation téléscopique donne alors

E}(f) =D Eu(®(fi) = ®(fi-1)) -
=1

Comme f;—1 =E,, ,(fi) et E,E,,_,, = E,, on obtient finalement

ZE ( H(i-1) fl))'

On est donc ramené & controler la fonction Efj(i_l) (fi) pour tout i. Cette approche joue un grand
role en mécanique statistique, ot les mesures non produit sont des objet d’étude naturels. On
retiendra que «l’entropie est la somme des moyennes des entropies des espérances condition-
nelles ».

Lorsque p1 = p1 ® -+ @ pup, Papplication a valeur mesures p ;) est constante et égale a
Hit1 ® -+ @ pi, pour tout ¢ € {1,...,n — 1}. La formule s’écrit alors

= Z E“ (Ei@---@un (Em+1®"'®unf)) :
i=1

Remarquons que 1'usage direct de I'inégalité de Jensen dans I'identité ci-dessus pour la fonction
convexe ® ne conduit pas & la formule de tensorisation, qui s’écrit :

()< EnjEu(Eq)
i=1

6 Mesures de Gauss sur R"

Dans cette section, nous établissons les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques
optimales pour la mesure de Gauss standard sur R en tensorisant les inégalités optimales pour
la mesure de Bernoulli symétrique, puis en faisant tendre la dimension de ’espace produit ainsi
construit vers l'infini. Le théoréme central limite () fait naturellement apparaitre la mesure de
Gauss standard par ce procédé. A leur tour, les constantes optimales pour la mesure de Gauss sur
R™ se déduisent de celles pour la mesure de Gauss standard sur R par tensorisation, translation,
et dilatation.

Théoréme 6.1. On a cp(N(0,1)) = 1 et es,(N(0,1)) = 2. En d’autres termes, pour toute
fonction f: R — R dans HY(N(0,1)),

Varo,1)(f) < Exo) () (29)
et
Entp0,1)(f%) < 2Exn01(f?), (30)
et les constantes sont optimales.

Démonstration. Nous donnons ici une preuve de 'inégalité de Sobolev logarithmique (BJ), celle de
Pinégalité de Poincaré (B) étant en tout point similaire. Nous établissons (BJ), avec la constante
2, sur la classe des fonctions de R and R, de classe C? et & support compact. Cette classe
s’étend par régularisation et troncature & I'espace de Sobolev H'(A(0,1)), contenant la fonction
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f(x) = exp(x), pour laquelle ’égalité est atteinte. L’optimalité de la constante 1 dans (RJ) se
vérifie de la méme maniére sur la fonction f(z) = z.

L’usage du théoréme Ell pour E; = {0,1} et p; = B(1,1/2), suivit du théoreme @, entraine
que pour toute fonction F': {0,1}" - R :

1 n
Entp1.1/2)en (F <3 Z B(1,1/2)®n (|E(1) - E(0)|2) ;

ou l'indice 7 indique que seule la composante d’indice ¢ est concernée. Définissons la fonction
¥n 0,1} — R, de la variable z = (21,...,z,), par :
2z1 4+ -+ 2z, —n
x) =
L’inégalité précédente appliquée a une fonction de la forme f o1,, ou f : R — R est de classe
C? g’écrit :

Ents(1 1200 ((f © ¥n)? ZEB Laymen (17 0 6n)i(1) = (f 0 ), (0))

Le membre de gauche est facile & étudier. En effet, en vertu de (§), la mesure image de B(1,1/2)®"
par 1, converge étroitement vers la mesure de Gauss standard A(0,1). Comme f est C? et &
support compact, elle est continue et bornée, et donc

hm EntB(l 1/2)®n ((f [¢] wn)g) = Ent/\/(o’l) (fg) .

n—oo

Il reste & étudier la convergence du membre de droite. La fonction f étant de classe C? et a
support compact, ses deux premieres dérivées sont bornées par une constante K. On a alors

2 4
I(f 0 ¥n); (1) = (f o ¥n);(0)] < ﬁlf’(wn,i(x))l +K—
201+ -+ 221 + 22541 + -+ 22, — 1
¢n,i(x) =
Vn
Or la mesure image de B(1,1/2)®" par 1, ; ne dépend pas de i. Baptisons-la v,,. On a donc que
la quantité

ou

>~ Boazen (70 (1) = (F o), (O)F)

est majorée par la quantité,

)

B, (11P) + =B, (11F) + 1015
4Eyn(|f'|2) n 1(\3/};3 N 1652'

Maintenant, il est facile de voir qu’ici encore, en vertu de @, la mesure de probabilité v,, converge
étroitement vers la mesure de Gauss AV'(0,1). On a alors

elle-méme majorée par

hmsupZEB(l e (10 0 n)i(1) = (F 0 60),(0)) < 4Bxio (1)

n—oo

Ainsi, Entpr(o1) (f ) < 2EN(0’1)(f'2), ce qui est le résultat annoncé. O
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Corollaire 6.2. Pour tout m € R et toute matrice ¥ carrée n X n symétrique semi-définie
positive et non identiquement nulle, on a cp(N(m,X)) = p(X) et cs,(N(m, X)) = 2p(X), ou
p(X) est le rayon spectral de $3. En d’autres termes, pour toute fonction f € HY(N(m, X)),

Var(n,)(f) < o2 Exns) (IV ) (31)

et
Ent v (n.5) (f2) < 20(2)Enm, 2)(|Vf| ) (32)

et les constantes sont optimales.

Démonstration. Soit A une matrice carrée n x n telle que AAT = X. Considérons la transforma-
tion affine T': x € R” — Az + m. La mesure image de N (0,1,) par T est la mesure N (m, ).
De plus,

V(feT)* =Vf-2Vf < p(D)V S

pour tout f € HY(N(0,1,)). Enfin, { foT; f € HY(N(0,1,,))} = HY (N (m, X)). De cette maniere, il
suffit de démontrer les inégalités pour N'(0,1,,). Ce dernier cas se traite par tensorisation, puisque
N(0,1,) = N(0,1)®". Pour 1’entrop1e par exemple, le théoreme [.J] appliqué & p; = N(0,1) sur
E; =R, suivi du théoréme [.1}, donne pour tout f € H'(N(0,1,)),

Entpo,1,) (%) < ZEN(O,In)((aif)Q) Eno,1, (|Vf| )
im1

O

L’inégalité (@) peut étre obtenue directement en utilisant les polynémes orthogonaux de Her-
mite. On peut également la voir comme une conséquence de 'inégalité de Sobolev logarithmique
() au moyen du théoreme B.1.

Les constantes optimales de Poincaré et de Sobolev logarithmique ne dépendent pas de la
moyenne m, qui s’'interprete comme une « localisation » de la mesure de Gauss. La moyenne
pour la mesure de Gauss joue un role similaire & celui du support pour la mesure de Bernoulli.

Pour une fonction lisse f : R — R, on a |V|f|| < |V f] sur I'ensemble des x € R™ tels que
f(x) # 0. Cette formule est Panalogue de la formule |D|f|| < |Df| sur 'espace & deux points
{0,1}. On dispose de plus, sur espace euclidien R™, de la régle de la chaine

VE(f) =¥ (f)V],

valable pour toutes fonctions lisses f : R — R et ¥ : R — R. Cela permet de transformer les
formes « L' » des inégalités de Sobolev logarithmiques en forme « L? » et réciproquement. On
écrit pour f > 0:

4‘v\f‘ m — V[ Viog(f).

De méme, on dispose des formules inverses 4|Vf|2 = f‘2|VfQ|2 = Vf?-Vlog(f?). Ces formules
font défaut sur I'espace a deux points, pour lequel la regle de la chaine n’a pas lieu. Les com-
paraisons palliatives du type 4(Dv/f)? < DfD log(f) permettent seulement le passage de formes
« L2 » & formes «L! ». Cela est directement relié & I’absence de véritables processus de diffusion
sur les espaces discrets.
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6.1 Mesures a densité log-concave

Une lecture attentive de la preuve des inégalités (B1)) et (B2) montre qu’il est possible d’en
donner les expressions équivalentes suivantes, par translation et dilatation.
Corollaire 6.3 (Formulation matricielle). Pour tout m € R, toute matrice ¥ carrée n X n
symétrique semi-définie positive, et tout f € HY (N (m, X)),

Var y(;m,5) (f) < Exm,5) (EVS - V), (33)

et
Ent (.5 (f?) < 2En(m,5) BV - V). (34)
La mesure de Gauss N (m,X) sur R", de matrice de covariance inversible Y., admet pour
densité la fonction e ot H : R® — R est définie pour tout z € R™ par

H(r) = gz —m)- 54— m) — 2 log(2m).
En particulier, le logarithme de la densité de probabilité de la mesure de Gauss N (m, ) est
concave. Cela mene, par comparaison, a la définition suivante.
Définition 6.4. Une mesure de probabilité p sur R™ est log-concave de courbure k € Ry lorsque
qu’elle est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et qu’elle admet une densité
f:R™ — R de classe C? s’écrivant f = e~ ou H : R® — R vérifie pour tout z,y dans R"

y- (V2H(z))y > slyl.

La notation V2H (x) désigne la matrice hessienne de H au point .

La condition s’écrit au sens des formes quadratiques V2H (x) > kI, pour tout z € R™. Elle est
équivalente & dire que la plus petite valeur propre de la matrice symétrique VZH (z) est minorée
par x pour tout x € R"™. Pour la mesure de Gauss N(m,X) sur R” de matrice de covariance ¥
inversible, on a V2H (z) = 7! pour tout z € R™. Ainsi, N'(m,3) est log-concave de courbure
k= p(X)~ L, ot p(¥) désigne le rayon spectral de . Comme ¥ est symétique positive, p(X) est
la plus grande valeur propre de X. L’inégalité (B3) est un cas particulier du théoréme suivant.
Théoréme 6.5 (Brascamp-Lieb). Soit p une mesure de probabilité log-concave sur R™ de
densité f = e et de courbure positive. Alors pour toute fonction f:R™ — R de classe C*,

Var,(f) < B, (Vf - (V?H) ' Vf).

Démonstration. Considérons le cas n = 1, et notons h la fonction H. Comme p est log-concave de
courbure positive, la fonction h possede un unique minimum en un point m € R. Soit k£ : R — R
la fonction définie par k(x) := (f(x) — f(m))/h/ (x) si x # m, et k(m) := f'(m)/h"(m). Cette
fonction est continue en m. En dehors de m, la fonction k est de classe C!, et k'h/ + kh" = f'.
On écrit a présent :

1n—1 pr2 (k'/hl)z AN} AN —h
E,(h""1f7?) = o+ 2k KPR e da

(klh/)2 N2 21/ _—him 211 _—hj+oco
= [ (555 b)) s e )+ (B

> fn au

- / (f(2) — F(m))? dpu(z)
> Var,(f).
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La seconde égalité découle d’une intégration par parties, tandis que la derniere inégalité découle
de l'identité () La preuve du cas n > 1 peut étre menée par récurrence sur n. Nous 'omettons
ici car elle est assez laborieuse. O

Malheureusement, et comme peut le montrer un contre exemple judicieux, ce théoréme de
Brascamp-Lieb ne possede pas d’équivalent pour ’entropie. Il n’est pas possible de remplacer la
matrice constante 2 par Dinverse de la matrice hessienne (VZH)~! dans (B4), lorsque N'(m,X)
est remplacée par une mesure de probabilité log-concave de densité e . Cependant, les inégalités
de Poincaré (B]) et de Sobolev logarithmique (BJ) pour la mesure de Gauss sur R” peuvent se
généraliser aux mesures de probabilité log-concave par déformation.

Théoréme 6.6 (Deformation lipschitzienne). Soit F : R" — R™ une fonction différentiable
vérifiant k|F(z) — F(y)|* < |z —y|* pour tout z,y dans R™, ol k est une constante positive. Soit
w la mesure image de N'(0,1,) par F. Alors, pour toute fonction g € H (i),

Var,(g) < x~'E, (|79l°)

et
Ent,(g%) < 2/<flEM(|Vg|2) .

Démonstration. On se ramene aux fonctions de classe C2 et & support compact par régularisaion
et troncature. Soit donc g de ce type. La fonction f := F o g vérifie Entyro1,)(f?) = Ent, (¢?)
et Varn(o,1,)(f) = Var,(g). D’autre part,

IVfI? < || Jac(F)|*|Vg|%,

ou || Jac(F)|| est la norme d’opérateur euclidienne de la matrice jacobienne de F. Or [|Jac(F)||* <
k™1, et donc Enx,1,) gfﬁ) < k'E, (|Vf|2) Les inégalités désirées découlent alors des

inégalités du corollaire concernant la mesure de Gauss N(0,1,). O

Le théoreme @ fait poindre une stabilité par transformation lipschitzienne de la mesure des
inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques sur R™ avec Q(f) = |V.f|>. Nous avons déja
utilisé cette stabilité dans la preuve du corollaire @ Il s’agit d’'une conséquence directe d’une
propriété de I’énergie utilisée. Il se trouve que les mesures log-concaves sont des déformations
lipschitziennes de la mesure de Gauss. C’est le fameux théoreme de Caffarelli. Nous en omettons
la preuve, car elle dépasse le cadre de notre exposé élémentaire. Elle fait intervenir le théoréme
de Brenier pour le transport optimal de la mesure et ’équation de Monge-Ampeére associée.

Théoréme 6.7 (Caffarelli). Soit p une mesure de probabilité log-concave sur R™, de courbure
k. Alors p est la mesure image de la mesure de Gauss N'(0,1,) par une fonction F : R* — R"™
différentiable vérifiant k|F (x) — F(y)|* < |& — y|* pour tout z,y dans R™.

La combinaison des des théoremes @ et @ conduit aux inégalités de Poincaré et de Sobolev
logarithmiques pour les mesures log-concaves.

Corollaire 6.8 (Mesures log-concaves). Soit 1 une mesure de probabilité log-concave sur R™,
de courbure k > 0. Alors, pour toute fonction g € H(u),

Var, () < 5B, (IVg[*)

et
Ent,(g%) < 2/<flEM(|Vg|2) .

Les constantes sont de plus optimales pour les mesures de Gauss.
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6.2 Formulation euclidienne et mesure de Lebesgue

L’inégalité de Sobolev logarithmique optimale (BJ) pour la mesure de Gauss NV(0,I,,) possede
une formulation équivalente sur la mesure de Lebesgue sur R™, comme ’exprime le corollaire
suivant.

Corollaire 6.9 (Stam-Carlen). Pour toute fonction & décroissance rapide g : R™ — R vérifiant

Jang®dz =1, on a
2
2log(g?) dz < 21 —/v%z. 35
/Rng og(g°) dz < 5 log { —— ]R"| g|” dx (35)

De plus, cette inégalité devient une égalité pour des fonctions g telles que log(g) est quadratique,
et pour elles seulement.

Démonstration. Soit h : R™ — R une fonction a décroissance rapide vérifiant fRnh2 der = 1.
L’inégalité de Sobolev logarithmique (BJ) pour la mesure de Gauss N(0,1,) et une fonction f
vérifiant f2(z) = h? (95)(27r)”/26|9”|2/2 fournit, apres intégration par parties, I'inégalité suivante :

h2log(h?)de <2 | |Vh[>dz —n— glog(%r).
RTL RTL

Le résultat désiré en découle en écrivant I'inégalité ci-dessus pour h(z) := \*/2g(A\z), puis en
optimisant en A > 0. Le procédé décrit ici pour passer de (@) a @ est réversible au moyen
d’un changement de fonction adéquat. Le fait que les fonctions log-quadratiques sont les seules
fonctions extrémales est plus délicat, et nous en omettons la preuve ici. [l

L’inégalité @) apparait, sous une forme différente, en théorie de l'information. Soit f :
R™ — R, une densité de probabilité par rapport & la mesure de Lebesgue, telle que flog(f) soit
Lebesgue intégrable. Soit H(f) son entropie de Shannon® définie par

H(f) = - [ flog(s)da, (36)

L’entropie exponentielle de Shannon N(f) et l'information de Fisher J(f) sont définies & leur
tour, dans Ry U {+o0}, par

N(f) = (27¢) " exp (3H<f>) ot 3= [ Vo)

n

L’inégalité (BF) se réécrit alors simplement N(X)J(X) > n, avec égalité lorsque £(X) est une
mesure de Gauss. L’information de Fisher J apparait également, sous une forme différente, dans
une formulation en terme de mesures des inégalités de Sobolev logarithmiques. Elle s’énonce de
la facon suivante : pour toute mesure de probabilité v absolument continue par rapport & une
mesure de probabilité de référence p, on a :

)

Ent, (Z—Z) <cE, <‘Vlog <Z—:)

Le membre de gauche est connu sous le nom d’entropie relative de p par rapport a v, ou encore
d’information de Kullback-Leibler. Cette formulation intervient en théorie du transport optimal
de la mesure et en théorie des grandes déviations. La fonctionnelle convexe entropie relative
apparait par exemple comme la fonction de taux du principe de grandes déviations de Sanov.

5La quantité —H(f) sur R® est ’entropie de Boltzmann en théorie cinétique des gaz.
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6.3 Mesure uniforme sur [0, 1]

Il est naturel de s’intéresser a présent a la mesure uniforme U, trace de la mesure de Lebesgue
sur lintervalle [0, 1] C R. Sa densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R est l'indicatrice
de intervalle [0,1]. Pour tout « € R, on note F(z) la masse affectée & 'intervalle | — oo, z] par
N(0,1). Alors U est la mesure image de A'(0,1) par F : R — [0,1]. Comme F’? < (2m)71, le
théoreme @ entraine que pour toute fonction lisse g : [0,1] — R,

Bu(s?) et Batu(s) < - Bu(s?).

Vary(g) < ——
2w

Malheureusement, ces constantes ne sont pas optimales. On peut montrer par d’autres méthodes
que les constantes optimales sur la classe des fonctions C! est # pour 'inégalité de Poincaré et %
pour I'inégalité de Sobolev logarithmique. En revanche, lorsqu’on restreint la classe aux fonctions
qui prennent la méme valeur en 0 et 1, les constantes optimales sont # et Qﬂ% respectivement.
Ce phénomene fournit un exemple simple pour lequel les constantes optimales dépendent de la
classe de fonctions choisie.

6.4 Renforcement de Carlen par transformée de Wiener

Il est possible d’insérer un terme supplémentaire dans le membre de gauche de I'inégalité de
Sobolev logarithmique optimale (@) pour la mesure de Gauss. En effet, si I' désigne par exemple
la mesure de Gauss N (0, (47)~'1,,), alors

Entr (f2) + Entr (W(f)?) < %EF(WfF) ,

ou W(f) désigne la transformée de Wiener de f définie par W(f) := (7/7)7, ot y(z) 1= eIzl
et ou le chapeau désigne la transformée de Fourier. Cette inégalité optimale renforcée est la
réécriture d’un principe d’incertitude célebre de Beckner-Hirschman, qui affirme que pour toute
fonction ¢ : R™ — C telle que |<p|2 est une densité de probabilité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R™,

H(lpl?) + H(I3%) > n(1 - log(2)),

ou H est l'entropie de Shannon définie par (Bf]). Le changement de fonction & utiliser pour la
réécriture est donné par ¢(x) = 2"/4y(z) f(x). Ce principe d’incertitude découle de I'inégalité de
Young optimale sur la norme L? du produit de convolution.

7 Mesure de Poisson

Dans toute cette section, A > 0. Supposons que la mesure de probabilité P(\) vérifie une
inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ > 0, de la forme :

2
Entpy (%) < cEp(y) (|Df| ) :
pour toute fonction f : N — R a support fini. Par troncature, on étend cette inégalité a toute

fonction f: N — R telle que f? € L' (P())). En appliquant I'inégalité obtenue aux fonctions
fx, indicatrices des ensembles infinis A := {k+ 1,...}, on obtient :

—PA)(Ax)log P(N)(Ax) < cP(N({E}),
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ce qui contredit la finitude de ¢ lorsque k tend vers I'infini. Ainsi, la mesure de Poisson ne satisfait
pas d’inégalité de Sobolev logarithmique sur la classe des fonctions f : N — R a support fini.
Elle satisfait cependant a une inégalité de Poincaré et a des inégalités de Sobolev logarithmiques
modifiées similaires a celles établies pour la mesure de Bernoulli.

Théoreme 7.1. Pour tout A > 0, on a cp(P(N)) = A. En d’autres termes, pour toute fonction

feL2(PN),

Varp ) (f) < AEp(y) ((Df)?), (37)
et la constante est optimale. De plus, pour tout f € L1T(P(N)),
Entp(y)(f) < AEp(x)(DfDlog f), (38)
et D2
Bt (1) < ABpy (1), (39)
et
Entp(y)(f) < AEpoy ((f +Df)Dlog f —Df), (40)

et les constantes sont optimales.

Si la regle de la chaine était valable sur N, le rapport entre la constante optimale dans (@)

et la constante optimale dans (B) (ou (BY)) serait de 2. Cela n’est bien entendu pas le cas ici.

Démonstration. Pour établir les inégalités désirées, on se ramene tout d’abord aux fonctions f
a support fini par troncature. Les preuves des quatre inégalités sont similaires. Etablissons par
exemple () Le théoreme @ appliqué a p; sur E; = {0,1}, suivit de l'inégalité @) fournit
pour toute fonction F : {0,1}" — Ry,

n
Entp (1 pyon (F) < pgEp p)en (Z D;FD; 10g(F)> )
i=1
ou D; opere sur la composante d’indice i. Si f : N — R, est a support fini, on pose F' = fos,
ol s, est définie par (ﬁ) Or il s’avere que pour tout x € {0,1}",

n

> _(DiFD;log(F))(x) = (n = su(2)R(sn(x)) + s () R (sn(2)),

=1

et g : Z — R. Pour n assez grand, on considére p := p, := A/n et ¢, := 1 — p,, de sorte
que limy, oo (Pn, Prs @ns PnGn, "Pngn) = (A, 0,1,0, ). La mesure image de B(1,p,)®" par s, est
r

R :=DfDlog(f), et R* := D*fD*log(f), avec (D*g)(n) := g(n — 1) — g(n) pour tout n € N
1
B(n,pn), et converge étroitement vers P(\) lorsque n — oo en vertu de (f]). Par conséquent

lim EntB(l,pn)®n (F) = Entp()\) (f) )

n—oo

et
1im prgnEppen <Z D; FD; 1og<F)> = AEp(,)(DfDlog(f)) -
i=1
Les termes multipliés par s,(x) ont été écrasés par lim, .. png, = 0, tandis que les termes

multipliés par n on survécu grace & limy, .o nprqn = A. L’inégalité () est donc démontrée. Les
inégalités ([19), (D), et ([23) fournissent par le méme procédé les inégalités désirées (B7), (BY), et

()P
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Il est également possible de déduire (BY) et (Bg) directement & partir de (fi(]), en procédant
comme dans le théoreme @ Ceci montre en particulier que I'optimalité de la constante de (@)
découle de I'optimalité de la constante dans (BY) ou (Bg). L'optimalité de la constante A dans
(B9) et (BY) se vérifie sur la famille de fonctions f de la forme f(n) = exp(—an) en faisant tendre
a vers 0. L’optimalité de la constante A dans @) se vérifie sur les fonctions f linéaires. O

Il est possible de déduire 'inégalité de Poincaré optimale (@) pour la mesure de Gauss a partir
de I'inégalité de Poincaré ([B7) pour la mesure de Poisson, en observant que P(n)) = P(\)*"
pour tout n € N* et en utilisant le théoreme central limite E avec u = P(A). Ce procédé est un
cas tres particulier des «limites fluides » utilisées en théorie des files d’attente, et des «limites
hydrodynamiques » utilisées en mécanique statistique. La méme méthode, appliquée a I'inégalité
(@), conduit & I'inégalité de Sobolev logarithmique optimale pour la mesure de Gauss ) Les
inégalités (BY) et (BJ) quant & elles fournissent une constante non-optimale : 4 au lien de 2. Cela
s’explique par le fait que les comparaisons (@) et @) s’améliorent d’un facteur multiplicatif 2
lorsque v tend vers 0. Enfin, la tensorisation de I'inégalité (@) pour la mesure de Bernoulli et
l'usage de (E) conduisent & la meilleure constante 2. Ces phénomenes montrent encore une fois
les conséquences de I'absence de regle de la chaine sur les espaces discrets, ainsi que le manque
de finesse des inégalités (1)), (D) et (B), (BY).

Contrairement & la famille des mesures de Gauss {N(m,v);(m,v) € R x R;}, la famille
des mesures de Poisson {0, * P(A);(n,A) € N x R;} n’est pas stable par dilatation. En re-
vanche, ces deux familles sont stables par convolution. Cette propriété permet une approche par
interpolation, que nous présentons maintenant.

8 Interpolation par semi-groupes de convolution

Cette section est consacrée a ’établissement des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarith-
miques pour les mesures de Gauss et de Poisson par interpolation, a partir de la mesure de Dirac.
Les fonctionnelles variance et entropie sont identiquement nulles pour une mesure de Dirac. L’in-
terpolation est fournie par des semi-groupes de Markov bien choisis. Ces interpolations ont lieu
sur 'intervalle de temps [0, ¢]. La mesure de Dirac correspond au temps 0 et la mesure cible au
temps t. Cette technique fournit les versions « L' » de I'inégalité de Sobolev logarithmique.

8.1 Semi-groupe de la chaleur
Pour toute fonction f : R" — R continue et bornée et tout réel ¢t > 0, on note B.(f) : R* - R
la fonction définie pour tout z € R™ par
B(f)(z) = 2m) % [ flz+y)e Hlvli gy,
RTL

On définit By(f) (z) par B(f) (x) := f(x) = lim,_ o+ B(f) (z). On a donc

B(f)(2) = Es,(f) et B(f) (@) = Exee1,)(f)-

Ainsi la famille (Ps),c[o,1] est une interpolation entre la mesure de Dirac d, = B(-) (z) et la
mesure de Gauss N (z,t1,) = B(:) (z). Vue comme une famille d’opérateurs linéaires agissant
sur les fonctions continues et bornées, la famille (P;);>o forme un semi-groupe car Py = Id et
P, o P, = Py, pour tous s,t € Ry. Cette formule correspond ici a la convolution

N, t1,) * Nz +y,s1,) =Nz +y, ([t +s)1,).
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La fonction u : (z,t) € R™ x Ry +— P(f) () est continue, de classe C*° sur R” x R . Elle est
solution de I’équation de la chaleur

)

Owu(t, ) = Au(t,z) pour tout x € R" et t >0
u(0,z) = f(x) pour tout x € R™

ot A est 'opérateur différentiel de Laplace usuel défini par A := Y7 92 . En particulier,

OB(f) () = APR(f) (x) pour tout z € R™ et tout ¢ > 0. De plus, on a également APR(f) (x) =
P.(Af) (z) lorsque la fonction f est lisse.

Démontrons a présent 'inégalité de Poincaré et I'inégalité de Sobolev logarithmique pour la
mesure de Gauss N (z,t1,). Soit donc ® : Z C R — R la fonction convexe associée & la variance
ou a l'entropie. Soit f : R™ — Z une fonction lisse qui n’atteint pas les bornes de Z. On a

B () = | SROE() ds

ou nous avons omis la dépendance en x du semi-groupe pour alléger les notations. Un simple
calcul donne, en notant g := B_4(f),

LR@(R_.()) = B(AB(g) — @' (g)Ag)
Or pour toute fonction lisse h : R" — R,

A®(h) = &' (h)Ah + &" (h)|Vh|*.
D’autre part, la formulation intégrale du semi-groupe donne

Vgl = VB (f)l <B_(IVf]).

Par conséquent, comme ®” est positive ou nulle, on obtient
A®(g) ~ ¥'(9)Ag < O (B_.(/)B. (IVF) = CB_.() . B_.(V1]).

ou C est la fonction convexe définie par (@) L’inégalité de Jensen pour la mesure de probabilité
P_;(") (x) entraine

CB—s(f), B-s(VI) B (C(f, V)

La formule de semi-groupe P o P;_; = P; conduit enfin a la majoration

d

S B(@ER-s() <RSIV

Le membre de droite ne dépend pas de s, et il en découle I'inégalité souhaitée
ER(2.i1,)(f) S tEn(ei1,)(C(f, V) -
Pour la variance, ®"(f) = 1 et C(f,|Vf]) = |[Vf|?, tandis que pour Ientropie, ®"(f) = 1/f

et C(f,|Vf]) = [Vf[°/f. Le processus de Markov associé au semi-groupe de la chaleur est le
mouvement brownien.
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8.2 Semi-groupe de Poisson simple

Pour toute fonction f : N — R & support fini et tout ¢ > 0, on note B(f) : R” — R la
fonction définie pour tout n € N par

0 Lk
B(f) (n) == e 3 i (0t )
k=0 "
On a donc B(f) (n) = Es,(f) et B(f) (n) = Es, «p)(f). Ainsi, a famille (Py)scp,1) est une

interpolation entre la mesure de Dirac §,, = I’Q?)

P.(-) (n). La fonction (n,t) e Nx Ry — B(f) (n
d

ZB(f) () =R(f) (n +1) = B(f) (n) = DR(f) (n).

On a également la formule de commutation suivante :
DR (f) =R(Df).

Vue comme une famille d’opérateurs linéaires agissant sur les fonctions continues et bornées, la
famille (Py);>0 forme un semi-groupe car Py = Id et P, o Py = Py s pour tous s, € Ry. Cette
formule correspond ici & la convolution

In % P(t) % Iy * P(s) = Ot * P(t+ ).

Démontrons a présent l'inégalité de Poincaré et l'inégalité de Sobolev logarithmique pour la
mesure de Poisson translatée d,, * P(t). Soit donc ® : T C R — R la fonction convexe associée a
la variance ou a ’entropie. Pour toute fonction f: N — 7 a support fini, on a

(n) et la mesure de Poisson translatée 6,,xP(t) =
) vérifie

B p (1) = | ZREOE-(N) ds

ol nous avons omis la dépendance en n du semi-groupe pour alléger les notations. Un simple
calcul donne, en notant g := B_4(f),

2 R(@(R.(/))) = B(D®(g) ~ #'(9)Dg).

Or si A est la fonction convexe définie par ([L9), on a pour toute fonction h : N — R,
D®(h) — ®'(h)Dg = A(h,Dh).

Comme Dg = DP._;(f) = B_s(Df), I'inégalité de Jensen pour la fonction convexe A et la mesure
de probabilité B._4(-) (n) entraine que

D®(g) — ©'(9)Dg = A(R—s(f) , B—s(Df)) < B (A(f,Df)).

La formule de semi-groupe Ps o P;_; = P, conduit alors a la majoration

disps@m_s(f))) <RB(A(f,Df)).

Le membre de droite ne dépend pas de s. Il en découle I'inégalité souhaitée
E} o) (f) <tEs,p((A(f, D))

Pour la variance, A(f,Df) = |Df|2, tandis que pour 'entropie,
A(f,Df) = (f + Df)Dlog(f) + Df.

Nous avons retrouvé 1'inégalité la plus forte du théoreme . Le processus de Markov associé au
semi-groupe utilisé ici est le processus de Poisson simple.
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8.3 Autres interpolations

Les mesures de Gauss et de Poisson sont infiniment divisibles, et cette nature se traduit
sur les interpolations utilisées ci-dessus par le fait que les semi-groupes sont de convolution. Le
lecteur familier avec la notion de générateur de Markov retiendra que la propriété de convolu-
tion ici correspond a une commutation aux translations pour le générateur de Markov. Cette
commutation correspond sur le semi-groupe aux identités VE.(f) = B(Vf) et DR.(f) = B(Df)
respectivement. Les processus de Markov associés aux semi-groupes de convolution sont les pro-
cessus de Lévy. En géométrie, la commutation aux translations peut étre vue comme une absence
de courbure propre au processus.

Les mesures de Gauss et de Poisson sont également les mesures invariantes réversibles de
semi-groupes de Markov ergodiques, qui ne sont pas de convolution. Ce type de semi-groupes
permet des interpolations pour des classes de mesures de probabilité plus générales, incluant
essentiellement les mesures log-concaves a courbure positive. Ces interpolations ont lieu sur
I'intervalle de temps [0, +oco[. La mesure de Dirac correspond au temps O et la mesure cible
a la limite quand t — 400 par ergodicité.

La mesure de Gauss N(0,1,) est invariante et réversible pour le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck, défini pour toute f : R™ — R continue et bornée par

B(f) (33) = E./\/.(eftw,(lfe*%)ln)(f) .

Il est associé & 'opérateur différentiel linéaire du second ordre > ' ; 8%{ — 205, . Ce semi-groupe
conduit par interpolation aux inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique optimales pour
la mesure de Gauss. De maniére similaire, la mesure de Poisson P(A) est invariante et réversible
pour le semi-groupe de la file d’attente M/M /oo, défini pour toute fonction f : N — R bornée
par
R&(f) (TL) = EB(n,e—t)*P()\(l—e—t))(f) :

Il est associé a 'opérateur aux différences A\Df + nD*f ou D* est 'opérateur aux différences
(D*f)(n) := f(n — 1) — f(n), adjoint de D pour la mesure uniforme sur Z. Ce semi-groupe
conduit par interpolation aux inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques modifiées
optimales pour la mesure de Poisson.

La propriété d’ergodicité entraine que ces semi-groupes convergent vers la moyenne spatiale
pour la mesure invariante. Cette limite a donc une variance et une entropie nulle. De plus, la
dérivation de ces fonctionnelles le long du semi-groupe fournit une forme de Dirichlet naturelle liée
au générateur infinitésimal du semi-groupe. Il s’avere que I'inégalité de Poincaré est équivalente
a une décroissance exponentielle de la variance le long du semi-groupe. De méme, I'inégalité de
Sobolev logarithmique est équivalente a une décroissance exponentielle de I'entropie le long du
semi-groupe. La décroissance exponentielle de ’entropie le long du semi-groupe de la file d’attente
M/M/oco correspond a 'inégalité de Sobolev logarithmique modifiée associée & la fonctionnelle

f—DfDlog(f).

9 Stabilité par tensorisation, convolution, perturbation

Nous savons déja que les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique possédent une
propriété de stabilité par translation et dilatation, comme le montre ’exemple des mesures de
Bernoulli et de Gauss. Cette propriété est due aux invariances de ’énergie. D’autre part, nous
avons utilisé a plusieurs reprises une stabilité par tensorisation de ces inégalités, dues a la con-
vexité des fonctionnelles variance et entropie. Nous résumons ici, de maniere formelle, trois types
de stabilité importants dans la pratique. Nous les écrivons pour I'inégalité de Sobolev logarith-
mique, mais elles ont également lieu de la méme maniere pour I'inégalité de Poincaré.
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9.1 Tensorisation

Soit g1 ® - -+ ® py, une mesure de probabilité produit sur un espace mesurable produit E; X

- X . Supposons que chacune des mesures j; vérifie une inégalité du type Ent,, ( f2) <

¢ E,, (Qi(f)) pour tout f € F;. Alors, le théoreme @ entraine que pour toute f : By x---xX E, —
R raisonnable,

Ent, o ou, (fz) < max(c, ..., ) Euo @u (Q1(f) +---+Qn(f))-

On pense naturellement & Uexemple p; = N(0,1) et Q;(f) = (9x, f)?, pour lequel ¢; = -+ =¢,
ot 1 @+ ® pn = N(0, 1) et Qu(f) + -+ Qu(f) = |V fI”.

9.2 Convolution

Soit g1, ..., u, des mesures de probabilité sur un espace mesurable E sur lequel la convo-
lution de mesures a un sens. Supposons que chacune des mesures p; vérifie une inégalité du
type Ef; (f) < ¢EL (Q(f)) pour tout f € F, ot F est une classe de fonctions invariante par
translations. La mesure g * --- % p, est la mesure image de la mesure produit p; ® -+ ® uy
par lapplication x € E™ +— x1 + --- + x, € E. Par conséquent, la stabilité par tensorisation
précédente entraine que pour tout f € F,

Entlu.l*---*,un (fz) < (Cl +- C”) E#l*"'*#n (Q(f)) .

On pense naturellement aux semi-groupes de convolution, par exemple a ’exemple gaussien ou
i = N(zi,t;) sur E; = R, pour lequel Q(f) = f2, et ¢y = -+ = cp, €t pg % -+ % fy, =
N(xi+ -+ xp,t1 + -+ -+ t,). Un autre exemple est fourni par les mesure de Poisson.

9.3 Perturbation

Soit p une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. Soit B : £ — R une fonction
bornée et soit up la mesure de probabilité absolument continue par rapport a u et de densité
ZgleB ou Zp := ENeB est la constante de normalisation. Supposons que p vérifie une inégalité
du type Eg’(f) < cE,(Q(f)) pour tout f € F. La formule (E) entraine alors que pour tout f € F,

Ent,, (1) < ce® P E,, (Q(f)).

Un exemple élémentaire est donné par u = AN (0,1) et B = cos sur £ = R. Cette technique de
perturbation, souvent attribuée a Holley & Stroock, reste encore valable pour les inégalités de
Sobolev logarithmiques modifiées.

10 Notes historiques et bibliographiques

Comme nous l'avons évoqué dans le résumé, le concept d’inégalité de Sobolev logarithmique a
été introduit par Gross dans son célebre article [ paru en 1975. Ce type d’inégalité est alors
présenté comme une nouvelle formulation de la propriété d’hypercontractivité. Gross montre que
la mesure de Bernoulli symétrique satisfait a une inégalité de Sobolev logarithmique, ce qui lui
permet ensuite de traiter le cas de la mesure de Gauss en utilisant la propriété de tensorisation
de I'hypercontractivité, retrouvant ainsi le théoreme d’hypercontractivité de Nelson [Nel66] issu
de la théorie quantique des champs. Ces idées étaient dans 'air du temps & cette époque, comme
en témoignent les travaux apparentés de Federbush [Fed69] et de Faris . On trouvera une
présentation élémentaire de la méthode de Gross dans [[ABCT00, Chap. 2].
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Bonami avait déja traité le cas de la mesure de Bernoulli symétrique sous sa forme hypercon-
tractive dans un article [] paru en 1971. Le cas non symétrique ne fut élucidé que vingt-cinq
ans plus tard par Higuchi et Yoshida d]. Ce résultat fut obtenu indépendamment en
1996 par Diaconis et Saloff-Coste dans [[DSC96]. La preuve que nous avons présentée est due &
Bobkov et figure dans le cours donné & I’école d’été de Saint-Flour par Saloff-Coste en 1996 [FC97].
La preuve rapide du cas symétrique nous a été communiquée par Massart en 2001. Les preuves
des inégalités modifiées présentées ici sont librement inspirées de [, ] et de travaux
récents de l'auteur. Les inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées ont été étudiées par de
nombreux auteurs. On pourra consulter par exemple [Led9q], [BL9T, BL9g, [Wu0d], [ALO(], et
[Cha04]. L’étude des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques pour les mesures in-
variantes des chaines de Markov finies, qui incluent la mesure binomiale et de Bernoulli, a été
menée essentiellement par Diaconis et Saloff-Coste. On pourra consulter par exemple a ce sujet
IDSC94] et ECQZI. Certains cas particuliers font toujours 'objet d’articles dédiés, comme par
exemple [Goe04] ou [[GQ0T].

La propriété de tensorisation de la variance et de l’entropie est attribuée a Bobkov, et a
été généralisée par exemple ] La version pour une fonction convexe ® apparait dans
ILO0d], puis dans [[ 'ha04] et [BBLMOH. La généralisation des inégalités de Poincaré et de Sobolev
logarithmiques a été tenté de diverses manieres, et I’on pourra consulter a ce sujet ], [7
[Cha04], [BZ03], [Wan05], [BCRO4|, et [GGMOF]. L’étude des inégalités de Poincaré et de Sobolev
logarithmiques pour des mesures discretes ou continues en dimension 1 peut étre menée au moyen
d’inégaltés de Hardy et Muckenhoupt. Cette approche fournit des critéres d’existence ainsi qu'un
controle des constantes. On pourra consulter par exemple [BG9Y], [Mic99], [ABCT0d, Chap. 6].

L’inégalité de Brascamp-Lieb a été publiée dans [BL7¢], et peut étre déduite d’une représentation
de Helffer-Sjostrand de la covariance, en liaison avec une propriété du laplacien de Witten sur
les formes différentielles, cf. [Hel0d, [AINO]]. L inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure
de Gauss a été démontrée par de nombreuses méthodes. La preuve de Gross [Gro7§ utilise la
notion d’hypercontractivité, celle de Adams et Clarke [[AC7Y] est fondée sur un argument varia-
tionnel, celle de Neveu fait appel au mouvement brownien, tandis que celle de Beckner
[Bec9d, Becod] exploite I'inégalité de Sobolev. Citons également celle de Rothaus [Rot7§], qui fait
intervenir un probleme de Sturm-Liouville en dimension 1. Un progres important est da a Bakry
et Emery , . Leur méthode, tres générale, revient en quelque sorte a une comparaison
a la mesure de Gauss par convexité. Elle reste valable pour une large classe de mesures liées a
des diffusions sur les variétés riemanniennes, et inclue les mesures de probabilité & densité log-
concave sur R” de courbure positive. On pourra consulter par exemple [Bak914), Bak91H, Bak94],
ILed0(], et [ABC*00, Chap. 5] & ce sujet. Le théoreme de Caffarelli sera établi plus de quinze
ans plus tard dans [h, ], en liaison avec D'équation de Monge-Ampere. Dans [BLO(],
I'inégalité de Sobolev logarithmique ainsi que l'inégalité de Brascamp-Lieb sont déduites de
I'inégalité de Brunn-Minkowski via I'inégalité de Prékopa-Leindler. Dans [, Otto et Villani
établissent une inégalité plus générale reliant ’entropie, la distance de Wasserstein, et I'informa-
tion de Fisher. Cette inégalité est reliée dans [DV01], BGLO0J] & hypercontractivité des solutions
d’équations d’Hamilton-Jacobi. Dans la méme veine, on trouvera enfin dans [CE0J| une preuve
de l'inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de Gauss basée sur le théoreme de Bre-
nier et I’équation de Monge-Ampeére pour le transport optimal de la mesure. La démonstration
élémentaire présentée ici est inspirée d’une remarque de Gross , p. 60] et de ’approche de
Bobkov [Bob97]. Les généralisations & des mesures sur des espaces de différentes natures ont été
menées par de nombreux auteurs. On pourra consulter par exemple a ce sujet ], [,
ainsi que les travaux de Fengyu Wang.

La version euclidienne de 'inégalité de Sobolev logarithmique optimale gaussienne, qui concer-
ne la mesure de Lebesgue, remonte & la these de Stam dans les années 1950, en théorie de
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I'information, cf. ] On en trouvera une version L? optimale dans [[Gen03]. Cette formulation
euclidienne est liée aux travaux importants de Beckner [Eec95|, Bec75H, Bec754] et de Carlen
[Car91]] portant en particulier sur I'analyse de Fourier, l'inégalité de Young optimale, et les
principes d’incertitude. Ces aspects sont abordés par exemple dans [DCT91, [CT91] et [ABCT0,
Chap. 10].

Les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmiques ont été établies pour de nombreuses
mesures complexes issues de la mécanique statistique, suite notamment aux travaux fondateurs de
Stroock, Zegarlinski, et Holley d’une part, et de Lu et Yau d’autre part. On pourra consulter par
exemple & ce sujet les livres [Roy99), [Hel0F], et les cours [Mar99 et [[GZ03. Le livre [DS89 donne
quelques utilisations des inégalités de Sobolev logarithmiques en théorie des grandes déviations.
Les multiples liens entre inégalités fonctionnelles et phénomeéne de concentration de la mesure
sont abordés par exemple dans [, Chap. 7] et dans , en liaison notamment avec
I'isopérimétrie et la théorie du transport optimal de la mesure. La concentration de la mesure
obtenue par ces approches est au coeur de méthodes de sélection de modeles en statistique
adaptative. On pourra par exemple consulter a ce sujet le cours de Saint-Flour de Massart donné
en 2003.

La monotonie de fonctionnelles convexes le long de processus d’évolution est un principe trés
général, dont la premiére apparition remonte sans doute au fameux théoréeme H de Boltzmann
en théorie cinétique des gaz. Les fonctionnelles convexes associées aux solutions d’équations aux
dérivées partielles ont été étudiées en liaison avec la théorie du transport optimal de la mesure.
On pourra consulter & ce sujet les livres [Vil0d] et J[ACB*0J]. Le résultat de Caffarelli évoqué
plus haut fait partie de cette nouvelle vague de travaux. L’approche de Bakry—Emery, basée
sur 'exploitation d’une minoration de la courbure et congue pour les diffusions sur les variétés
riemanniennes, est en passe d’étre étendue a des cadres plus généraux, comme le suggerent les
travaux récents de Villani et Lott d'une part et de Sturm et von Renesse d’autre part, cf. [fRS05].
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