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Abstract
Let K be a local field of mixte characteristics. We assume that the residue field is
perfect. Let X be a proper smooth scheme over K admitting an integer model X which
is proper and semi-stable. In this article, we prove a period isomorphism linking the tale
cohomology of X with coefficients in Z/p"Z and the log-crystalline cohomology of the
special fiber of X. Nevertheless, we have a restriction on the absolute ramification of K
and the degree of the cohomologies.

We apply the theory to deduce a complete proof of the Serre conjecture on the tame
inertia.

Rsum

On considre K un corps complet pour une valuation discrte, de caractristique nulle
et dont le corps rsiduel est suppos parfait de caractristique p. On appelle Ok ’anneau
des entiers de K, et K une clture algbrique. Soit Xx un schma propre et lisse sur K
admettant un modle propre et semi-stable X sur Og. Dans cet article, on dmontre un
isomorphisme de priodes reliant le r-ime groupe de cohomologie tale de X coefficients
dans Z/p™Z et un r-ime groupe de cohomologie log-cristalline de la fibre spciale de X.
Nous avons toutefois la restriction er < p — 1 (et une restriction lgrement plus forte si
n > 1) o e dsigne l'indice de ramification absolu de K.

On en dduit une preuve complte de la conjecture de Serre sur l'inertie modre (voir

[Ber72)).
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1 Introduction

Tout au long de cet article, on considre p un nombre premier et k£ un corps parfait de
caractristique p. On note W = W (k) anneau des vecteurs de Witt coefficients dans k et K
son corps des fractions. On note o le Frobenius sur k, sur W et sur Ky. On considre K une
extension totalement ramifie de K de degr e. On fixe 7 une uniformisante de K et on note
E (u) son polynme minimal sur Kj. Il s’agit d'un polynme d’Eisenstein. On note de plus O
I'anneau des entiers de K. Le corps rsiduel O /7 s’identifie k.

On fixe K (resp. k) une clture algbrique de K (resp. de k) et on dfinit G (resp. Gy)
comme le groupe de Galois absolu de K (resp. de k). On dsigne par K™ (resp. K™") I'extension
maximale non ramifie (resp. modrment ramifie) de K et I comme (resp. I;) le groupe d’inertie

(resp. d’inertie sauvage), c’est--dire le groupe de Galois de K sur K™ (resp. sur K™). Le
quotient Iy = I /I est le groupe d’inertie modre.

Le but de cet article est de comparer, lorsque X est un schma propre et semi-stable sur Oy,
la cohomologie log-cristalline (dfinie par Kato — voir [Kat89]) de la fibre spciale de X et la



cohomologie tale de Xz = X X, K. Ces thormes de comparaison s’inscrivent dans une grande
ligne amorce par Grothendieck, Tate et Raynaud et poursuivie par Fontaine, Messing, Faltings,
Kato, Tsuji, Breuil... Nous nous intressons particulirement aux cas des coefficients de torsion.
Prcisment nous obtenons le thorme :

Thorme 1.1. On garde les notations prcdentes et on fize v un entier vrifiant er < p — 1. Si
Xn =X Xo, Ok /p", on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

Hy(Xg, Z/p"Z)(r) = Tau(Hipgcris(Xa/ (S/0"S)))

pour tout i <1 (et aussii =1 sin=1).

Dans ce thorme S et Ty, dsignent respectivement une certaine W-algbre, et un certain foncteur
d’une catgorie de S-modules de torsion M" vers la catgorie des Z,-reprsentations galoisiennes,

tous deux introduits par Breuil dans [Bre974d] (pour le cas e = 1) et [Bre99] (pour le cas gnral),
et tudis dans [[Cai]).

Comme consquence du thorme et des rsultats de [Cal], nous donnons une rponse affir-
mative une question formule par Serre dans le paragraphe 1.13 de [Ser77] :

Thorme 1.2. On garde les notations prcdentes et on fixe v un entier quelconque. Soient V' la
restriction au groupe d’inertie I de la Fp,-reprsentation H}(Xg,Z/pZ)" (o «V » signifie que
Uon prend le Fp-dual) et V*° la semi-simplifie de V. Alors les poids de l'inertie modre sur V*°
sont tous compris entre O et er.

Cet article s’articule comme suit. Les deux chapitres qui suivent cette introduction se bornent
prsenter les principaux objets : le chapitre [] est consacr aux objets d’algbre linaire (I’anneau
S, les catgories M" et les foncteurs T et Ty, ), alors que le chapitre f plus gomtrique introduit
le site log-syntomique et les faisceaux O' et jrgs], ainsi que certaines variantes, qui s’avreront
cruciaux pour la preuve du thorme [I.]].

Dans le chapitre [, on prouve que le groupe de cohomologie Hy,, ;. (X./(S/p"S)) peut tre
muni de structures supplmentaires qui en font un objet de la catgorie M" (auquel on peut alors
appliquer le foncteur Ty, ). La dmonstration se dcoupe en deux parties : en premier lieu, on
montre le rsultat lorsque n = 1, puis on I'tend tout n par un dvissage.

Finalement, dans le chapitre [], on tudie la cohomologie tale et on prouve le thorme [[.], d’o
nous dduisons directement le thorme [[.9.

Ce travail a t accompli dans le cadre de ma thse de doctorat en mathmatique que je prpare
sous la direction de Christophe Breuil. Je tiens le remercier vivement ici pour les conseils, les
explications et les rponses qu’il a toujours su me fournir, ainsi que pour la relecture patiente
des versions prliminaires de ce texte.

2 Les objets d’algbre linaire

2.1 La catgorie M"

On reprend les notations du dbut de 'introduction et on fixe dans tout ce chapitre un entier
r positif ou nul vrifiant I'ingalit er < p — 1. On rappelle que e dsigne le degr de I'extension
K /Ky, c’est--dire 'indice de ramification absolue de K.



2.1.1 L’anneau S

Soit W [u] 'anneau des polynmes en une indtermine u coefficients dans . Par dfinition, S
est le complt p-adique de I'enveloppe aux puissances divises de W [u] par rapport l'idal principal
engendr par F (u) compatibles aux puissances divises canoniques sur pW [u]. Concrtement, S
est la sous-W-algbre de K [u] suivante :

S = {iwi%, w; € Wlu|, lim w; :0}

i—00
ou encore :
00 ui
— g (i)! i—o0

0 ¢ (i) dsigne le quotient de la division euclidienne de i par e.

On munit S d’un Frobenius ¢ dfini comme 1'unique application o-semi-linaire vrifiant
o(u'/q(i)!) = uP'/q(i)! et d’'un oprateur de monodromie N dfini comme l'unique application
W-linaire vrifiant N(u’/q(i)!) = —iu’/q(z)!. On munit galement S d’une filtration : pour tout
entier positif ou nul n, on dfinit Fil™S comme le complt p-adique de I'idal engendr par les
Iments (E(Z—7f))2 pour ¢ > n. On a Fil°S = S, Fil"S C Fil""'S, ),y Fil™S = 0, et certaines
compatibilits vis--vis des oprateurs savoir N (Fil"S) C Fil"7 1S et, pour 0 < n < p — 1,
¢ (Fil™S) C p"S. Cela permet de dfinir, pour 0 < n < p—1, I'application ¢,, = p% cFilnS — S,
L’lment ¢ (E (u)) est une unit de S, on le notera ¢ par la suite.

On note S,, = S/p"S. Le Frobenius, 'oprateur de monodromie et la filtration passent au
quotient et dfinissent des structures analogues sur .S,,.

2.1.2 Dfinition des catgories

Par dfinition, un objet de la catgorie M" est la donne :

1. d’un S-module M isomorphe une somme directe (finie) de S,, pour des entiers n conven-
ables;

2. d’un sous-module Fil" M de M contenant Fil"S - M ;
3. d’une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil" M — M vrifiant la condition :

60 (52) = =6, ()60 (B () 2)

pour tout lment s € Fil"S et tout lment x € M et telle que im ¢, engendre M en tant
que S-module;

4. d’une application W-linaire N : M — M telle que :
— pour tout s € S et tout x € M, N (sz) = N (s)x + sN (z)
— E(u) N (Fil"M) C Fil"M
— le diagramme suivant commute :

Filr M —2 o M

E(u)Nl lcN

Filr M —2 o M



Une flche entre deux objets M et M’ de cette catgorie est un morphisme S-linaire de M
dans M’ respectant la filtration et commutant aux applications ¢, et N.

Nous renvoyons [[Cai] pour 'tude de la catgorie M". Il y est prouv en particulier que M"
est une catgorie ablienne et artinienne.

2.2 Les objets tus par p

Dans ce paragraphe, nous nous intressons la sous-catgorie pleine de M" forme des objets
tus par p. Cette dernire catgorie est quivalente une catgorie d’objets sur k [u] /u? plus simple
manipuler que les objets de M" (voir [Cai]). Cependant, nous aurons besoin d’une description
encore diffrente utilisant des objets sur k[u] /u?, et c’est celle-ci que nous allons dtailler dans
ce paragraphe.

On commence par rappeler le rsultat suivant :

Lemme 2.2.1. Soit M un objet de M" tu par p. Alors l'application :

1dQpr

Si Okfu) Jue FZZTM/E(U)F’LVM M

est un isomorphisme (0 S est vu comme un k [u] /u®-module via le Frobenius ¢ : u' — uP").

Dmonstration. Le cas gnral est similaire au cas e = 1 trait dans [Bre97d] (corollaire 2.2.2.2).
O

On dduit directement de ce lemme le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2. Soient M et N deuz objets de M" tus par p. Soit f : M — N une
application Si-linaire telle que f(Fil" M) C Fil"N . Alors il existe une unique application S -
linaire g : M — N faisant commuter le diagramme suivant :

Fil" M Fil" N

‘| o

M J N

Soit S = k [u] /uP. On munit S d’un Frobenius ¢, unique application o-semi-linaire vrifiant
o(u’ ) = u', et d’'un oprateur de monodromie N, unique application k-linaire vrifiant N (u N =
—4u'. On dfinit galement une filtration sur S en posant pour tout entier n, Fil”S = u**S. On
dispose d’un morphisme d’anneaux S; — S qui envoie u sur u et toutes les puissances divises
u'/q(i)! sur 0 pour i > p.

On dfinit la catgorie M en adaptant la dfinition de la catgorie M". Un objet de E est la
donne suivante :

1. un S-module M libre de rang fini;
2. un sous-module Fil”M de M contenant Fil”S - M = u®" M ;

3. une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil"M — M telle que 'image de ¢, engendre M en tant
que S-module;

4. une application k-linaire N : M — M telle que :



— pour tout A € S et tout = € M, N (\x) = N (\)z+ AN ()
- u*N(Fil"M) C Fil"M
— le diagramme suivant commute :

Fil"M —2 = M

ueNl lcﬂN

Fil"M —2 M

o ¢, est la rduction de ¢ dans S,

Les morphismes entre deux objets de E sont les applications S-linaires qui respectent le Fil”
et commutent au Frobenius et 'oprateur de monodromie.

On dispose pour les objets de MM de la proposition suivante, fort utile pour les manipula-
tions :

Proposition 2.2.3. Soit M un objet de ﬂ Alors il existe (e1, ..., eq) une S-base de M et
des entiers nq,...,ng compris entre 0 et er tels que :

d
Fil" M = @u"zk‘ [u] /uP - e;.

i=1

Une telle famille (e, ..., eq) est appele une base adapte de M.

Dmonstration. C’est une consquence directe du thorme de structure des modules de type fini
sur un anneau principal (I’anneau tant ici k [u]). O

Par ailleurs, on dispose d’un foncteur 7' de la sous-catgorie pleine de M" forme des objets
tus par p dans la catgorie E dfini de la faon suivante. Soit M un objet de M" tu par p. C’est
en particulier un S;-module libre de rang fini et le produit tensoriel M = M Qs S est un
S-module libre de rang fini. On dispose d’une projection canonique M — M. On dfinit Fil" M
comme l'image de Fil" M par cette projection, et on vrifie facilement que les oprateurs ¢, et

N dfinis sur M passent au quotient pour fournir respectivement des oprateurs Fil"M — M
et M — M encore nots ¢, et N.

Notons k = ker (S; — S) et prouvons un lemme concernant ce noyau :
Lemme 2.2.4. On supposer # 0, c’est--dire 1 < er < p—2. Alors k C Fil" Sy, ¢,.(rk) C Fil"S;
et by 0 () = 0.
Dmonstration. On constate que  est I'idal engendr par les u’/q(i)! pour i > p. En particulier,
on a bien k C Fil"$;. Par ailleurs, puisque r > 0, on a, pour ¢ > p :

() =o () e (G)

Comme er < p— 2, on a p(i —er) > 2p et donc ¢, (k) est inclus dans «’, I'idal engendr par les
u'/q(i)! pour i > 2p. En particulier, ¢, (k) C Fil"S;.

D’autre part, si ¢ > 2p, on a p(i —er) > i+ ep et v,((p(i —er))!) > v,(q(3)!) d’o par la
formule ([I) ¢.(u’/q(7)!) =0 (dans S). Ainsi ¢,.(k') =0, d’0 ¢, o ¢.(k) = 0. O

On a alors la proposition suivante qui permet de rduire 'tude de la catgorie M" celle de la
—~
catgorie M et des dvissages.



Proposition 2.2.5. Le foncteur T est une quivalence de catgories

Dmonstration. Il faut traiter part le cas trivial » = 0 qu’on laisse au lecteur. On suppose
partir de maintenant 1 <er < p— 2.

Prouvons la pleine fidlit du foncteur T'. Soient M et M’ deux objets de M" tus par p et

f : M — N un morphisme entre ces objets. On suppose que f vaut 0 dans E , ¢’est--dire que
f(M) C kN. En particulier, f(Fil"M) C kN et donc :

fo ¢ (Fil" M) = ¢, 0 f(Fil" M) C ¢,(r)N.

Par hypothse ¢, (Fil" M) engendre tout M, et donc f(M) C ¢,.(k)N. En ritrant Pargument,
et puisque ¢, o ¢,.(k) = 0 (lemme P24), on obtient f(M) = 0 et donc f = 0, ce qui assure la
fidlit du foncteur.

Considrons prsent M et A/ deux objets de M” tus par p. Notons M et N leurs images
respectives dans la catgorie E . Soit f : M — N un morphisme de la catgorie MM . On veut
montrer qu’il existe un morphisme (ncessairement unique) de la catgorie M", f : M — N tel
que f = f (mod kN'). On construit f par approximations successives. On considre dans un
premier temps fo : M — N un relev S;-linaire quelconque de f . Comme kN C Fil" N, le relev
fo est automatiquement compatible Fil” et les applications fy et ¢, commutent modulo xN .
Par le corollaire R.2.9, il existe une unique application S;-linaire f; : M — N faisant commuter
le diagramme suivant :

Fil' M —2L RN

o |+

M £ N

On vrifie directement que fo = f1 (mod kN), ce qui implique d’une part que f; respecte les
Fil" et d’autre part, par un argument analogue celui utilis pour la fidlit, que ¢, o fo = ¢, 0 f1
(mod ¢,(k)N). Ainsi f; et ¢, commutent modulo ¢, (k)N . On construit de mme f, partir de
f1, et celui-ci convient.

Il reste prouver que f, commute automatiquement N. Il s’agit nouveau d’un argument
analogue. Pour plus de prcisions, on pourra consulter la fin de la preuve du lemme 6.1.3 de

[Caaf.

Montrons pour finir essentielle surjectivit. Soit M un objet de la catgorie E . Considrons
(é1,...,eq) une base adapte de M pour les entiers ny, ..., ny. Notons M le Sj-module engendr
par des lments é4, ..., é, et dfinissons :

d
Fil"M = Fil"S, - M + Zu"iSl 6, C M.

i=1

Soit pr : M — M Dapplication S;-linaire dfinie par pr(é;) = e; pour tout i. Elle est surjective
et respecte les Fil”. Pour tout ¢, notons Z; un relev (i.e. un antcdent par pr) de ¢, (¢;) et
dfinissons ¢,(é;) = &;. On prolonge ¢, tout Fil"M (de faon respecter les conditions de la
catgorie M") obtenant ainsi une application ¢, : Fil”" M — M, dont il est facile de vrifier que
I'image engendre tout M.

Il reste dfinir un oprateur de monodromie sur M. Pour cela, on procde nouveau par
approximations successives. On commence par dfinir Ny en imposant la condition de Leibniz



et que Ny(é;) soit un relev de N(e;). On vrifie immdiatement que E(u)Ny(Fil" M) C Fil" M et
que le diagramme suivant :

Fil" M —2— M
E(u)Nol lcNo
Fil" M —2— M
commute modulo kM. Une variante du corollaire P.2.9 assure que 1'on peut construire une
application N; vrifiant la condition de Leibniz et faisant commuter le diagramme suivant :
Fil" M —2—— M
E(u)Nol J/ch
Fil’ M —2—— M

Mais alors N; est un autre relev de N, ce qui implique que E(u)N;(Fil" M) C Fil" M. Et par
ailleurs, le diagramme :

Filr M —2 M
E(u)Nll \Lch
Filr M —2 oM

commute modulo ¢,(k)M. L’application Ny obtenue partir de N; de la mme faon que N; a t
obtenue partir de Ny rpond finalement la question. O

Remarque. Contrairement ce qui se passe pour les objets modulo u, il n’est, notre connais-
sance, pas possible de dcrire un quasi-inverse du foncteur 7' par une simple formule.

2.3 Foncteurs vers les reprsentations galoisiennes

Il existe deux versions du foncteur vers les reprsentations galoisiennes. La premire, que nous
notons Tg,, est covariante et la seconde, 17, est contravariante. Nous sommes dans 1’obligation
de prsenter ici les deux foncteurs et d’tablir les liens qui les relient, car pour ce que nous voulons
faire, il sera plus commode d’utiliser la version covariante, mais nous aurons galement besoin
d’utiliser les rsultats de [Cai o seulement la version covariante est prsente et tudie.

2.3.1 Un anneau de priodes

Avant de pouvoir dfinir ces foncteurs, il faut introduire 'anneau de priodes Ag. Cet anneau
a une interprtation cohomologique que nous passons sous silence pour I'instant.
Pour tout entier n, on considre I'application :

0, : W,(Og/p) — Og/p" -
(a0>a1>"'aan—1) — dg —I—pdllj +”‘+pn_1dfz—1

0 a; € Og/p" est un relev quelconque de a;. On note W, (Ox/p)P* I'enveloppe aux puissances
divises de W,,(Og /p) par rapport ker 6, (et compatibles avec les puissances divises canoniques



sur pW,(Or/p)). Les W, (O /p)PF forment un systme projectif pour les applications de tran-
sition donnes par le Frobenius sur les vecteurs de Witt. On note A la limite projective de
ce systme. On voit facilement que le Frobenius sur les vecteurs de Witt induit une application
¢ Aais — Acris- En outre, on dfinit sur Ag; une filtration obtenue partir des filtrations donnes
par les puissances divises sur W,,(Og /p)PY. Si t < 0, on pose par convention Fil’Agis = Acris.
Par ailleurs, A.;s est muni d’une action du groupe de Galois G.

Par dfinition flst est le complt p-adique de Aqs (X). On munit flst d’une filtration en posant :

. . X .
Eﬂmm:{E:m“,gg%:QmeFmﬂ&m}

1=0

pour tout entier £. On tend le Frobenius Ay en imposant ¢(X) = (1 + X )P — 1. On vrifie que
H(Fil'Ay) C p'Ag, ce qui permet de dfinir une application ¢; = ¢/p’ - FiltAy, — Ay,. D’autre
part, on dfinit sur Ay une drivation Ag.s-linaire, par la formule :

N(%):@+X%?;r

On tend galement l'action de G tout Ast. Pour cela, on commence par fixer! 7 = (m,) un
systme compatible de racines p"-imes de 7. Soit g € Gx. On dfinit €,,(g) comme 'unique Iment
de O vrifiant g(m,) = ,(g)m,. La famille des (g,(g)) forme un systme compatible de racines
p™-imes de I'unit et par suite un lment [£(g)] € Aes obtenu partir des reprsentants de Teichmller
len(9)] € Wi (Og/p). L’action de g sur X est alors donne par la formule g(X) = [¢(g)](1+X)—1.
On tend cette action tout Ast par semi-linarit.

L’anneau S n’est pas sans rapport avec Ay. Si 'on note [r] Plment de Ay, dfini partir
du systme (m,) fix prcdemment, Ay peut tre vu comme une S-algbre via I'unique morphisme

W-linaire S — Ay qui envoie u sur Ce morphisme est injectif et identifie S aux invariants

1+X
de Ast sous 'action du groupe Gk.

2.3.2 La version contravariante

Nous commenons par la version contravariante qui est plus simple dfinir. Soit M un objet
de M". On pose :
Ts:(M) = HOIH(M, Ast,oo)

o par dfinition Ast,oo = flst Qw Ko/W et o le Hom predent signifie que 1'on ne considre que
les morphismes S-linaires, compatibles Fil", ¢, et N. L’objet T} (M) est un Z,-module de
torsion (de type fini) qui hrite d’une action de Gk. On a donc ainsi bien dfini un foncteur de
M" dans la catgorie des Z,-reprsentations (de torsion) du groupe Gg.

Ce foncteur est tudi en dtail dans (pour le cas e = 1) et dans [Cai]. Le thorme

suivant rsume ses proprits :

Thorme 2.3.1. Le foncteur T}, est exact, pleinement fidle, d’image essentielle stable par quo-
tients et par sous-objets. De plus, si M est un objet de M" isomorphe en tant que S-module
Spy @D Sy, alors la reprsentation galoisienne T7(M) est isomorphe en tant que Z,-module
Z|p"Z X -+ X L/p"iZ.

LAinsi Ag dpend a priori de ce choix. Cependant, on peut montrer qu’il n’en dpend pas isomorphisme
canonique prs.



On dispose en outre d’une description plus simple du foncteur T pour les objets tus par p.
Considrons pour cela 'anneau A = Ay /p ®g, S. Comme dans le paragraphe 2.3 de [Ca|, on
montre que A s’identifie (Og/m) (X). Il est possible de dcrire les structures supplmentaires sur
(Or/m) (X). Exactement, Fil* (O /7) (X) est I'idal engendr par les ﬂf(t_i)Xi—!i. La monodromie
est I'unique oprateur O /7-linaire envoyant % sur (1+X )()f_l—l)l, Il faut toutefois faire attention
¢ car si x € O est un multiple de 7{" et si & dsigne la rduction modulo 7 de z, alors ¢;(Z)

est la rduction modulo 7 de (—l)t“’;—f (et pas “;—f) On a ensuite la proposition suivante :

Proposition 2.3.2. Soit M un objet de M" tu par p. Alors :
T5(M) = Hom(T(M), A)

o Hom signifie que l'on considre les morphismes S-linaires et commutant Fil”", ¢, et N.

Dmonstration. La tensorisation par S au-dessus de S; fournit une application :
T5(M) — Hom(T(M), A).

On vrifie directement que cette application commute 1’action de Galois.
Soit ¢ € Tx(M) qui s’envoie sur 0 par I'application predemment dfinie. On a alors un
diagramme commutatif :

M v Ast/p/ist
T (M) 0 A

o les fiches verticales sont dduites de la projection S; — S. Ainsi, en reprenant les notations
du lemme P24, on a imty C kAg / pAg. Or ¢ commute par dfinition ¢,, d’o on dduit ¥ o
¢ (Fil" M) = ¢, 0 )(Fil" M) C ¢,(r) Ay /pAg. Comme par hypothse, ¢, (Fil” M) engendre M,
il vient im ) C qbr(f-z)flst / pAg. En appliquant nouveau I'argument, et en utilisant ¢, 0, (k) = 0,
on obtient imy = 0 et donc 1) = 0. Ceci dmontre I'injectivit de la flche.

Pour la surjectivit, on procde par approximations successives. Soit 15 :T(M) — A un
morphisme S-linaire compatible aux structures. On note ¢ : M — Ay /pAg un morphisme
Si-linaire faisant commuter le diagramme :

M v Ast /p/ist

L

T (M) A

Dans un premier temps, on vrifie qu’automatiquement v respecte le Fil” et commute ¢, modulo
kAs /pAg. D’aprs une variante du corollaire .2.7, il existe une unique application Si-linaire v
faisant commuter le diagramme :

Y

Fil” M Fil” Ay /pAg

@l l@.

M i Ast /p"zlst




L’application 7 respecte encore le Fil” et commute ¢, modulo gbr(/{)flst / pflst. De mme, partir
de vy, on construit 15, qui respecte le Fil” et commute ¢, sans restriction.

Par un argument analogue (voir la fin de la preuve du lemme 6.1.2 de [[Cai]), on montre que
19 commute galement N. 0

2.3.3 La version covariante

On commence par une dfinition, dj prsente dans [Bre9§] (dfinition 3.2.1.1) :

Dfinition 2.3.3. Soit M un objet de M" (resp. de E) On appelle filtration admissible de
M toute filtration dcroissante (Fil' M)o<i<r par des sous-S-modules (resp. des sous-S-modules)
vrifiant :

1. FilM = M et Fil"M est « le » Fil"M de M ;
2. pour tous 0 <t <t' <r, Fil' 'S - Fil'! M C Fil' M (resp. Fil' 'S - Fil'! M C Fil' M) ;
3. pour tout 1 <r, N(Fil' M) C Fil' 7M.

St (Fil' M)o<i<r est une filtration admissible de M, on dfinit des oprateurs ¢y : Fil'’ M — M
par ¢y(x) = ¢ (E(u)"x).

Soit M un objet de M". On considre le produit tensoriel flst ®s M. Il s’agit d’un flst—module
de torsion naturellement muni d’une action de Gk (en regardant son action sur le premier
facteur). On le munit en outre d’un oprateur de monodromie N : Ast ®Rg M — Ast ®g M en
posant N(a ® ) = N(a) ® z + a @ N(z).

On considre sur M une filtration admissible quelconque?. On peut alors dfinir, pour tout s
compris entre 0 et 7 :

St
St

Fil*(Ay ®5 M) = > Fil'Aq @ Fil* ' M.
t=0
C’est un sous—ASt module de Ast ®g M qui dpend de la filtration admissible choisie. On dfinit

finalement ¢, : Fil*® (A ¢ Qg M) — Ay ®g M comme l'unique application additive vrifiant
¢s(at &® ,’L’t) = ¢t(at) &® qbs_t(xt) pour a; € Fil tASt et Ty € Fil s—tM.

On pose finalement :

Ty (M) = Fil " (Ay @5 M)V,

o la notation signifie que I’on ne retient que les z € Fil”(Ay ®g M) pour lesquels N(z) = 0 et
¢r(z) = . On obtient alors un Z,-module galoisien qui dpend a priori du choix d'une filtration

admissible. Toutefois, nous allons prouver dans la suite que ce n’est pas le cas (voir la remarque
faisant suite au corollaire 2.3.§).

Encore une fois, Ty, (M) a une description plus simple lorsque M est tu par p. Pour la
donner, posons M= T(M) et notons pr : M — M la projection canonique. On vrifie facile-
ment que si (Fil*M) est une filtration admissible de M, alors (pr(Fil*M)) est une filtration
admissible de M. En recopiant les constructions predentes, on dfinit le Z,-module galoisien :

Fil"(A @5 M),

et on a alors la proposition suivante :

211 en existe toujours : on peut par exemple prendre Fil! M = {x € M / E(u)""tx € Fil" M}.



Proposition 2.3.4. Si M est un objet de M" tu par p alors :
(M) = Fil" (A®3 T(M)35.

Dmonstratlon Si M est tu par p, le Ast module Ast ®g M Test galement. Il s’identifie au
Ag/ pAst module Ast / pASt ®g, M, et on dispose d’une application canonique :

Ast/pAst ®Sl M - A ®§ T(M)

Cette application est clairement surjective, et en reprenant les notations du lemme P.2.4 son
noyau s’identifie k(As/pAst ®s, M). En outre, on vrifie directement qu’elle induit une fiche
compatible D'action de Gk :

U : Fil"(Ag /pAg @5, MU= — Fil"(A @5 T(M))2=,.

Reste prouver que cette dernire application est un isomorphisme. Soit x € ker W. On a = €
Fil"(Ag /pAg @5, M)V=) et donc ¢, () = . Par ailleurs, on a z € k(Ay/pAg s, ./\/l) d’o on
dduit z = ¢7”( ) € ¢T’( )( st/pAst ®s, M) puis r = QST(z) = Oa puisque ¢7” ¢T( ) (lemme
P-24). L’application ¥ est donc injective.

Passons la surjectivit. Considrons x € Fil"(A®g (./\/l))}b\f_ol et notons & € Ay /pAy ®g, M
un relev quelconque de z. On vrifie alors que & € Fil"(Ay/pAg ®g, M) et que ¢, (&) = & +y
pour un certain y € k(A Ay /Ay ®g, M). Posons @ = & +y € Fil"( Ast/p/l?; ®s M). On a
1 € Fil"(A st/pAst ®s, M) et ¢T(x1) = & +y' pour un certain y' € Or(K)(Agt/PAst R, M).
On pose alors T9 = &1 + ' € Fil"(Ag/ pAst ®g, M)? =L On vrifie finalement que N annule o,
ce qui assure que Ty est un antcdent par ¥ de z. 0

2.3.4 Lien entre les foncteurs T}, et T,

Fixons ¢ une suite de racines p™-imes de 1'unit et dfinissons ¢ = log ([g]) € Aes 0 le log est
donn par la srie usuelle. On a ¢ (t) = pt et plus exactement ’ensemble des solutions dans A;s
de ¢ (t) = pt est le Z,-module engendr par t. C’est un Z,-module libre de rang 1 isomorphe
Z, (1) en tant que reprsentation galoisienne. Autrement dit (Fil” Ag)% =) = (Fil” Aeys) =" est
isomorphe en tant que reprsentation galoisienne Z,(r). De mme, la reprsentation galoisienne
(Fil " Ayt 00 ) %=y est isomorphe Q,/Z,(r).

On ne sait toujours pas que le foncteur T, est bien dfini mais si M est un objet de M"
muni d’une filtration admissible fixe, on peut dfinir une application :

v Tst*(M) - Ts*t(M)v(r)

o par dfinition T (M)Y(r) est la reprsentation galoisienne Hom (7 (M), Q,/Z,(r)). En effet,
solent x = ) . a; ® z; € Fil"(A Ay ®g M)?\,’:Ol, et f: M— flst s compatible aux structures. On
pose U(x)(f) = 32, a;f(x;). Clest un Iment de (Fil" Ay oo)d)r_1 soit, en vertu de l'isomorphisme
derit predemment, un Iment de Q,/Z,(r). On vrifie immdiatement que ¥ est un morphisme
Zy-linaire commutant ['action de Galois.

On veut dmontrer que ¥ est un isomorphisme pour tout objet M € M" et pour cela on suit
la dmonstration du paragraphe 3.2.1. de [Bre9§] (qui concerne le cas e = 1) : la mthode consiste
prouver que W est un isomorphisme pour les objets tus par p, dmontrer que le foncteur Ty,
est bien dfini et exact, puis conclure l'aide d’un dvissage.

On rappelle, dans un premier temps, que les objets simples de M" ont une structure rela-
tivement simple (proposition 4.1.1 de [Cai]) :



Proposition 2.3.5. Soit M un objet simple de M". Alors M est tu par p et admet une base
adapte (eq,...,eq) pour des entiers ny,...,ng. De plus N(e;) = 0 pour tout i et il existe une
(unique) matmce G inversible coeﬁﬁczents dans k telle que :

or(uey) €1
. — tG .

dr(ueq) eq
On introduit les modules suivants :

A roXx
Fll&Ast: {Z&i?,meNa ateAcris} (2)
i=t ’

et on dmontre (comme dans le lemme 3.1.2.1. de [Bre9g]) que Fil’ (Ay/p") = (Fill Ag)/p" est

plat sur S,,. Si M est un objet de M" et (Fil'M) est une filtration admissible de M, on dfinit
pour tout s compris entre 0 et r :

Fil§ (Ay ®s M) =Y Filk Ay @ Fil* ' M.

t=0

On a les deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.6. Soit M un objet de M" et (Fil* M) une filtration admissible de M. Alors, pour
tout s compris entre 0 et r, on a Fil%(Ag®s M) = Fil*(As @s M) et sis > 1, on a une suite
exacte :

0— P rik Ay 0g Fil' V' M —= @D Fil Ay @5 Fil* "M —= Fil*(Ay €5 M) —= 0
t=1 i=0
o la premire fiche est la somme des applications suivantes :

Fill Ay ®g Fil*V'7IM —  Fill' Ay @g FilsH'IM @ Filly Ay ®g Fil* 7'M
Tt O Yst1-t = Tt @ Ys+1—t d —Tt D Ys+1—t

Dmonstration. La preuve est une adaptation de celle du lemme 3.2.1.2 de [Bre9§]. Pour la
premire assertion, on a dj clairement Fil_sx(flst ®s M) C Fils(flst ®s M).

On a une description alternative de Ags (voir [Fon94d]). Si on note R =lim _ Og/p pour
les applications de transitions donnes par le Frobenius, on peut dfinir un morphisme :

§ : W(R) — O,
(a0aa'la"'>an7“‘) = Zn>0p ITL

o C, dsigne le complt p-adique de K et o 7" est la limite quand m tend vers l'infini d’une

(al ~(n +m)) P A(J

suite € O dsignant un relev quelconque de a ) 1 anneau Ais s'identifie alors

I'enveloppe aux puissances divises de W (R) relativement ker 0 (et compatibles aux puissances
divises canoniques sur pW (R)). On vrifie facilement que [r] € Auis (dfini la fin du paragraphe
P.3.0]) correspond bien au reprsentant de Teichmller de 7 (dfini au mme endroit). Par ailleurs,
on montre (voir [Fon94d]) que ker § est un idal principal, engendr par E([x]).

Ainsi, si z € Fil*(Ag ®s M), il s’crit comme une somme de termes de la forme :

a; (E([z]))7(X) @ m



(0 yi(x) = “’;—],) avec a € Auis, m € Fil* "M et j+ k > t. Mais [r] = u(l + X) et donc
E([z]) — E(u) est un multiple de uX. On peut donc crire E([x]) = E(u)+uXb pour un certain
b € Ay puis :

= > e Ew) () % (X).

En rinjectant cette expression dans x, on obtient bien x € Filﬁ((flst ®g M).

Pour la deuxime partie du lemme, la dmonstration est exactement la mme que celle de
[Bredy). O
Lemme 2.3.7. Soit M un objet de M". Pour tout s compris entre 0 et r, on a une suite
exacte :

0—>le( st Qs M)y 0—>Fll( t®s./\/l)—>les 1( st Qg M) —=

o par convention Fil = ( st Qs M) = Ay Rs M.

Dmonstration. La dmonstration est la mme que celle du lemme 3.2.1.3 de [Bre9g). Toutefois,

on se ramne la fin, non pas un objet de M Fi’r (en reprenant les notations de 'article), mais

un objet simple de la catgorie M" dont la structure est connue par la proposition R.3.5. Le

mme argument s’applique alors. O
On dduit des deux lemmes predents le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.8. Soit M un objet de M". Alors Filr(flst ®s M)n=o ne dpend pas de la
filtration admissible choisie et si :

0 M’ M M 0

est une suite exacte dans M", alors la suite induite :
0— Fil"(Ay @5 M) y—og — Fil" (Ay @5 M) y—o —= Fil" (A @5 M")y—g —0

est galement exacte.

Dmonstration. C’est la mme que celle de la proposition 3.2.1.4 de [Bre9g], en remplaant nou-
veau M F £’T par la sous-catgorie de M" forme des objets tus par p, et en utilisant la proposition

qui donne la structure de tels objets. O
Remarque. On prouve de mme que si 0 M M M 0 est une suite exacte

dans M", alors la suite :
0— (Ast ®s M) N—g — (Ast ®s M)n—o — (Ast ®s M")y—g —=0

I’est aussi.
D’autre part, le corollaire predent prouve en particulier que Ty, (M) ne dpend pas de la
filtration choisie. Ainsi le foncteur Ty, est bien dfini.

Lemme 2.3.9. Si M est un objet de M", on a une suite ezacte :

= . d)'r id
0—— Fyl" ( 3t®5./\/l)¢r 1—>FZZT(AS,5®SM)N 0—>( st®SM)N o—=0.



Dmonstration. Il suffit de montrer que ¢, — id est surjective. De mme que dans le lemme
3.2.1.6 de [Bre9g], on se ramne au cas d’un objet simple de M".

Soit M un objet simple de M". D’aprs la proposition P.3.5, on peut crire M = Sie; &
<@ Sieq 0 eq,...,eq sont tels que N(e;) = 0 et Fil" M est le sous-module de M engendr
par Fil?S - M et les u™ey,...u"e; pour certains entiers n; compris entre 0 et er. On a alors
directement :

Ast XKg M = Ast/plest -e1 D - 'Ast/p/ist + €4
(Ast Xs M)NZO = Acris/pAcris e Acris/pAcris - €4

p
FﬂT(Ast ®S M)N:O = Z(Acris/pAcris : uniel + Fil pAcris/pAcris : ei)-

i=1

On note G 'unique matrice inversible coefficients dans £ telle que :

or(urer) €1
: =G|
or(udeq) €d
et on conclut de mme que dans le lemme 3.2.1.6 de [Bre9g|. O

Corollaire 2.3.10. Le foncteur Ty, est exact.
On dduit finalement de cette tude le thorme suivant :

Thorme 2.3.11. L’application V dfinie prcdemment induit une transformation naturelle in-
versible entre les foncteurs Ty, et (T%)Y(r).

Dmonstration. Comme la catgorie M" est artinienne, et que les foncteurs T et Ty, sont
exacts, il suffit de montrer le rsultat lorsque M est un objet simple de M".

Si M est un objet simple de M", la proposition £.3.9 nous assure dans un premier temps
que M est tu par p. On a donc :

THM) = Hom(T(M), A) et T,(M) = Fil"(A g T(M)%.

Par ailleurs la mme proposition fournit une description explicite de T'(M) et de ses structures
supplmentaires. Prcisment, il existe des entiers n; tels que :

T(M) = 561@"'@5661
Fil"T(M) = Su™e, @--- @ Suey

avec de surcrot N(e;) = 0 pour tout i. Par ailleurs, quitte passer une extension non ramifie
de K, on peut supposer (voir thorme 4.3.2 de [Cai]) que ¢, est donn par ¢,(u"e;) = e;41, les
indices tant considrs modulo d.

Des descriptions predentes, on dduit facilement :

Fil"(A®g T(M))y—o = TV O /T -1 ® - BT O /7 - e

o 7 est la rduction modulo 7 de 7 (qui, on le rappelle, est une racine p-ime de 7 fixe).
L’oprateur ¢, agit sur ce module par ¢, (7)"¢;) = e;41. Tout Iment de Fil"(A ®g T'(M))n=o
s’crit de faon unique x = Zle a; ® e; avec a; = m"x; et un tel lment appartient Ty, (M) si,

et seulement si :

2 =7

U
% 1

+1
Lit1



pour tout indice i € Z/dZ.

Par ailleurs, se donner un Iment de 77 (M) revient se donner I'image b; de chacun des e;, ces
images devant vrifier N(b;) = 0, u™ib; € Fil”A et commuter ¢,. La premire condition impose
b; € Of/m. La deuxime condition assure que b; = 7{"y; pour m; = er —n; et y; € O /7.
Finalement, la commutation ¢, impose les relations :

(=1)"y] = 71" Yiga.
On est finalement ramen prouver que ’accouplement :

d

(a'la"'yad) X (bla"'abd)’_)zaibi

i=1

dfini sur les couples de d-uplets solutions des systmes prcdents et valeurs dans (Og /m)¢ =L,
Ce dernier espace est encore tIF, (ou t est la rduction modulo 7 d’une racine (p — 1)-ime de p")
est non dgnr. Or par le lemme 5.1.2 de [Cai]?, si on choisit 1 une racine (p" — 1)-ime de 7, si
on note 7 sa rduction modulo 7, et si on pose :

d-1 d—2
S; = Nip A+ Nipp T A+ Nipd—

tio= mp®tmiap™? i
les solutions de ces systmes s’crivent :
a; = apiﬁsi et bl = (—1)T2bp27_]tl

o a derit F, (¢ = p?), ensemble des racines dans k de I'quation 27 = x, et o b derit I’ensemble
des racines dans k de I'quation 29 = (—1)"z.

Si rd est pair, Zle aib; = Trg, /p,(ab) - 7" 0 v = s;+t; = er - % est indpendant de i, et on
conclut en remarquant que la trace de IF, IF, est une forme bilinaire non dgnre.

Si rd est impair, on note ¢ € k une racine (p — 1)-ime de —1, on vrifie que Zle a;b; =
eTrg,/r,(ab/e) - 7 et on conclut comme dans le cas predent. O

En vertu de ce thorme, tous les rsultats dmontrs sur le foncteur 77 se transposent au foncteur
Tit,- On obtient ainsi un quivalent du thorme P.3.7] :

Thorme 2.3.12. Le foncteur Ty, est exact, pleinement fidle, d’image essentielle stable par
quotients et par sous-objets. De plus, si M est un objet de M" isomorphe en tant que S-module

Spy @+ ® Sn,, alors la reprsentation galoisienne Ty, (M) est isomorphe en tant que Z,-module
Z]pMZ X - X L[p"iZ.

3 Les faisceaux sur le site log-syntomique

3.1 Rappels et prliminaires
3.1.1 Log-schmas et sites usuels

On renvoie [Kat89 pour la dfinition et les proprits des log-schmas et des morphismes de
log-schmas (en particulier des morphismes log-lisses ou log-tales). Tous les log-schmas considrs

3Dans cette rfrence, on travaillait non pas modulo 7w mais modulo p. Cependant, on vrifie sans mal que la
mthode marche dans les deux cas.



dans ce papier sont intgres. Si S est un log-schma, on note S le schma sous-jacent. Si M est un
monode, on note M# le groupe associ, c¢’est--dire 'ensemble des Iments de la forme ab™! pour
a et b dans M o deux lments ab™! et cd~! sont identifis 'l existe s € M tel que sad = sbc (i.e.
simplement ad = bc si M est intgre). Si M est un monode et G un sous-groupe de M8P, on dfinit
le quotient M /G comme le quotient de M par la relation d’quivalence x ~ y < zy~! € G.

Si S est un log-schma fin dont le schma sous-jacent est tu par un entier non nul et muni d’un
idal puissances divises et si X est un log-schma fin sur 1" auquel les puissances divises s’tendent,
on note (X/9)eis le petit site (log-)cristallin fin (dfini dans [Kat89, chapitre 5) et (X/S)cris le
gros site (log-)cristallin fin (dfini dans [Bre9@], chapitre 3). On note Ox/g le faisceau structural
sur ces sites, Jx/g son idal puissances divises et J )[("/]S les puissances divises successives de Jx/s.

De mme, si S est un log-schma fin, on note S; = S; le petit site (log-)tale de S : c’est la
catgorie des log-schmas X pour lesquels X est tale sur S et la log-structure sur X est induite par
celle de S, les recouvrements tant les recouvrements tales usuels (sur les schmas sous-jacents).
On note galement Sgy le gros site (log-)tale de S dfini comme la catgorie des log-schmas fins
localement de type fini sur S et munie de la topologie tale. On note Ox le faisceau structural
sur chacun de ces deux sites.

3.1.2 Topologie log-syntomique

On rappelle la dfinition d’'un morphisme de log-schmas log-syntomiques, due Kato (voir
sy
Dfinition 3.1.1. Un morphisme de log-schmas fins f : Y — X est dit log-syntomique s’il est
intgre, St f Y — X est localement de prsentation finie, et si f peut s’crire tale localement
comme la compose d’un morphisme log-lisse avec une immersion ferme exacte dont [’idal est
engendr en chaque point par une suite transversalement rqulire relativement X.

On montre (voir [Bre9q]) que les morphismes log-syntomiques sont stables par changement
de base et par composition. En outre, on dispose de la proprit remarquable suivante :
Proposition 3.1.2. St Y — X est une immersion ferme exacte dfinie par un nil-idal, on
peut tale-localement relever les morphismes log-syntomiques sur Y en des morphismes log-
syntomiques sur X.

Il est de plus possible de donner une description locale trs explicite des morphismes log-
syntomiques. Prcisment, si f : Y — X est un morphisme log-syntomique, alors il existe une
carte (locale pour la topologie tale) sur laquelle f prend la forme suivante :

PN I (A ®zp Z[(P & N")G][ X7, ..., X

G I
k d
P A

o A est un anneau, P est un monode intgre, r et s des entiers, G un sous-groupe de PeP B Z" et
I un idal contenant les [g] — 1 (pour g € G) et engendr par une suite transversalement rgulire
relativement A.

Si S est un log-schma fin, on note Ssyy le gros site (log-)syntomique sur X, c’est--dire la
catgorie des log-schmas fins localement de type fini sur X munie de la topologie log-syntomique :
une famille (f; : X; — X) recouvre X si tous les morphismes f; sont log-syntomiques et si
topologiquement X = |, f;(X;). De mme on dfinit le petit site (log-)syntomique Sy, en se
restreignant la catgorie des log-schmas log-syntomiques sur S.



3.1.3 Plusieurs bases

Pour la suite, on sera amen considrer plusieurs bases qui sont :

N — Og/p" . N — S, _ N - S _ N — k
1 — =« ' 1 — u ’ 1 — wu ’ 1 — 0

On note simplement 7, la premire, E, la deuxime, E la troisime et E = T la quatrime. Ces

quatre bases sont munies de puissances divises : sur T),, elles sont prises par rapport lidal

engendr par p, sur E, et E par rapport l'idal engendr par les ﬁ pour ¢ > 1 et sur la dernire

par rapport l’idal nul. On a un diagramme :

T\C TyC e T,
E( E|C RS e E,C

o tous les morphismes sont des paississements, les flches verticales tant obtenues en envoyant u
sur 7.

Les bases E,, E et E sont munies d'un relvement du Frobenius : ¢’est la multiplication par
p sur les monodes, I'lvation la puissance p sur S et k et le Frobenius dfini au paragraphe R.1.]]
sur S,,.

3.2 Les faisceaux O et jn[s]

Dans ce paragraphe, on dfinit des faisceaux O5' et T sur le site syntomique qui permettent
de calculer la cohomologie cristalline. On donne ensuite une description locale explicite de ces
faisceaux, technique mais cruciale pour mener bien les calculs.

3.2.1 Dfinition et description locale

Pour tout entier n et tout entier (relatif) s, on dfinit sur (7},)syn les prfaisceaux T par la
formule :

TH(U) = HO((U/En)CriS,JIBS)En) = H(U/Ey)cnus, jg*)&)
o U sur T, est vu sur E,, via I'paississement du paragraphe B.1.3. On pose O5' = J% On montre

(voir [Bre9q]) que les T sont des faisceaux et qu'ils calculent la cohomologie log-cristalline

dans le sens o :
H(Xan, T = Hi(Xsyx, ) = H(X/Bu)enss T4 ) = H((X/Eu)eras, T5lp, )
pour tout entier 7 et tout log-schma X fin localement de type fini sur F,,.

Soit U un log-schma log-syntomique sur la base T,. On a vu qu’tale-localement, on peut
trouver une carte du morphisme U — T,, qui prend la forme :

Nzo @ Nz @ - - - @ Nz, o Ok /p"[(Nxg & Nxy @ - - - & Nz, )G|[ X7, . . ., X{]
G ([x()]_ﬂ7f17"'7ft)

| |

Nzg Ok /p"




o G est un sous-groupe de Z" et ([zo] — 7, f1,..., f¢) est une suite transversalement rgulire
relativement O /p" et telle que I'idal engendr contienne tous les [g] — 1, pour g € G.

Notons Q = Nz ® Nz @ --- Nz, P = Q/G et A= Oﬁ{f;[?f}[l‘xl’ft’;(d, de sorte que (tale—

Jlocalement U = (Spec A, P). Dcrire localement (pour la topologie syntomique) les faisceaux

O3F et T serait par exemple donner des formules explicites pour les modules O (Spec A, P) et
Tl (Spec A, P). Cependant, on ne sait donner de telles formules que si le Frobenius est surjectif
sur A et sur P, ce qui n’est a priori pas le cas ici. Nous allons donc devoir considrer des
ouverts encore plus petits (toujours pour la topologie syntomique) pour forcer cette condition
de surjectivit.

Notons Q' = Na& @ Na? @ -- - @ Na? ', PP = Q1/G et A' = ox/p’(l[[ggﬁlr[);fft)xf’ l. On
a des morphimes de log-schmas (Spec A™, P*1) — (Spec A%, P?) qui sont des recouvrements
log-syntomiques, et le Frobenius devient surjectif sur la limite de ces recouvrements. On est

amen dcrire explicitement les objets suivants :

Off(AOO,POO):h_1F>nOth(SpecAi,Pi) et j,gsl(AOO,POO):@jgsl(specAi,Pi).

O /PR G)X," .. X3P

Notons Q> = Nxé/poo @Nx}/pm & -®Nz)/P" | P> = Q> /G et A* = (wol=7 . 1)

Par ailleurs, si M est un monode et n un entier, posons :

M™ ={ze M /2" € M}.

Si de plus M est muni d’un morphisme de monodes N — M, on dfinit N ®4nyn M comme la

limite inductive du diagramme N 2" N— M . Posons :

On dispose d’'un morphisme canonique surjectif :

Wst(Aoo’Poo> N Aoo
(ags - an_1) @ [B] +— (a8 4 -+ prtan—1) - a(hP")

0 a; € A* dsigne un relev quelconque de a;. On note finalement WtPP (A% P*°) I’enveloppe aux
puissances divises relativement 1'ideal noyau (et compatible aux puissances divises canoniques
sur lidal (p)). On munit WEHPP(A%° P>) d'une structure de S,-module en envoyant u sur
I'lment 1 ® [1 @ (0,...,0)]. Comme dans I'appendice D de [Bre9g], on montre la proposition
suivante :

Proposition 3.2.1. Awvec les notations prcdentes, il existe un isomorphisme Sy, -linaire canon-
que :
(/)flt‘(jéloo7 Poo) ~ ert7DP(AOO, Poo) .
Il existe une autre description locale qui a I’avantage d’tre Igrement plus simple, mais I'in-
convnient d’tre non canonique. Notons pour cela :

et WerisPP son enveloppe puissances divises par rapport I'idal noyau de 'application (ag, . . ., @p_1)®
[h] — (a8 + -+ + p" ta,_1)a(hP") o a; € A dsigne un relev quelconque de a;. On a alors le
lemme suivant qui tablit un lien entre les anneaux WSPP( A% Py ot WEHPP (A pe)



Lemme 3.2.2. On garde les notations prcdentes et on note g € P> [image de xy. Soit h €
P> une racine p"-ime de g. Alors Uapplication W sPP(A> P>) (X)) — WtDPP(A% P>) qui
envoie X sur (1® (1@ h)) — 1 est un isomorphisme.

On en dduit directement la proposition :

Proposition 3.2.3. Avec les notations prcdentes, il existe un isomorphisme S, -linaire :

(/)15175(14007 Poo) ~ Wncris,DP(Aoo’ Poo) <X>

51
il T+
une racine p"-ime de [xo]. En outre, cet isomorphisme est compatible la filtration donne gauche

o la structure de S,-module est donne sur WersPP(A> P<) (X)) par 1:—: — L v 0 T dsigne

par les jrgs](A‘X’, P>) et droite par les puissances divises.

Remarque. Attention l'isomorphisme prcdent n’est pas canonique : il dpend du choix d’une
racine p"-ime de g, image de xy dans P.

3.2.2 Les oprateurs ¢, et N

La description prcdente permet de prouver la proposition suivante importante :
Proposition 3.2.4. Le faisceau OFF est plat sur S, et les faisceauz T sont plats sur W,.

Dmonstration. L’argument est le mme que celui de la proposition 2.1.2.1 de [Bre9§. 0

Si n et m sont deux entiers avec n < m, on a un paississement i : T,, — T,,. Ainsi pour tout
faisceau F sur (71},)syn, on peut former le faisceau i, F sur (75, )syn. Le foncteur i, est exact (c’est
une consquence de la proprit B.1.9) et, par abus, on note encore F le faisceau i, F. L’exactitude
assure qu'il revient au mme de calculer les cohomologies de F sur les sites (75, )syn €t (T7n)syn-

Les descriptions locales donnes predemment permettent facilement de prouver I'exactitude
des deux suites de faisceaux (sur (7}, )syn) Suivantes :

0— 0 L0, — O —0

n

0—J L= gl — 7 ——0

pour tout entier i tel que n + ¢ < m. D’autre part, toujours pour n + ¢ < m, la multiplication
par p' identifie sur le site (T}, )syn les faisceaux O et p'O%, ;. Comme la base E,, est munie d’un
relvement du Frobenius (voir paragraphe B:I1.3), les groupes O3(U) = H°((U/Ey)eris: Ou/E,)
hritent d’un oprateur de Frobenius ¢ qui s’tend immdiatement en un morphisme de faisceaux
¢: O — O,

Par ailleurs, on vrifie directement en utilisant la platitude et la description locale que pour
tout entier s, on a l'inclusion gb(JrES]) C p*O5*. Les suites exactes predentes permettent alors de
dfinir un morphisme de faisceaux ¢ sur le site (75, )syn (pour m > n + s) comme la compose :

AT 0, < 0

pS
aprs avoir vrifi que ¢ passe au quotient.

Remarque. Les faisceaux T et O3' sont dfinis sur le site (7},)syn mais ¢, n'est, lui, dfini que
sur (T5,+s)syn-



Finalement on peut munir O d’un oprateur N qui sur la description locale (voir proposition

B.2.3) est simplement dfini comme 1'unique application WsPP (A% P>)_linaire qui envoie 2

Tt
sur (14 X )()f_z—;)l, (cette application ne dpend pas d’un choix d’une racine p"-ime de g, elle est

donc canoniquement dfinie et peut se recoller).

3.3 Le cas de la caractristique p

Dans ce paragraphe, on se concentre sur le cas n = 1 et on donne des descriptions plus
faciles manipuler des faisceaux prcdemment introduits. En effet, par la suite, nous procderons
systmatiquement par dvissages et donc le cas n = 1 aura toujours un statut particulier.

3.3.1 Une nouvelle description des faisceaux 05t et 7

On reprend la description donne par la proposition B.2.3 dans le cas n =1 :
O (A®, P>) = WSPP (A P2) (X)) .

Un calcul facile prouve que le morphisme qui envoie 7 sur [z] identifie Wy riS’DP(AOO, P>)

([x()]ea f17 R ft)
o l'on nomme encore de faon abusive f; € k[QwGl/p][Xll/pw,...,Xsl/poo] I'image de f; €
Ok /plQ¥G][X1, ..., X,] et o par dfinition G'/P dsigne le sous-groupe de (Q>)& form des x
tels que 27 € G. On remarque en outre que la suite ([zo]¢, f1,..., f;) est encore rgulire dans

KQXGYPIIXITT L X,
Soit ¢; € k[Q*G)[X,"", ..., Xs/*™] vrifiant ¢f = f;. En explicitant les puissances divises,
on voit que O5'(A>, P*) s’identifie :

@ B- Ypmo (ue)’ypml (wl) C o Ypmy (wt)’ypmHl (X) (3)
mo,...,mi+1EN

- [m(l)/P]
oOuU="Trx

et o on a pos :

CEQEGYXTT L XY X)

b= ([zole, fuy .-, fr. XP) (4)

La description prcdente fournit galement une description locale des faisceaux jl[s] : jl[s] (A%, P>)
s'identifie au sous-B-module de O5*(A>, P*>) engendr par les :

Ymo (ue)%m (¢1) C Yy (wt)'ymtﬂ (X) avec mo+ -+ my = S.
Les quotients 7. /7™ ont galement une criture sympathique :

\71[8} (14007 Poo)
T (A, pee)

= P B/ W, X)) Y (W) Yoy (1) -+ Yo (V)Y 1 (X). (5)
> mi=s



Si s < p, donc en particulier pour s < r, la dernire description se simplifie lgrement et
donne :

jl[S](AOO’POO) . e emg,/,mi me Y Mi+1
st+u<,4m,pw>_g§:s(6/ (Wt X)) O X (6)

Comme ces quotients ne sont pas tus par u, on introduit de nouveaux faisceaux intermdi-
aires :

Dfinition 3.3.1. Soit ¢ un nombre rationnel de la forme ﬁ ot est un entier positif ou nul. Si
t = se+ 6 est la division euclidienne de t par e, on pose :

j[Q] _ uéj[s + j[s-i-l ]

On peut nouveau valuer les quotients successifs comme le rsume la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit 0 < g < p un nombre rationnel de la forme = pour un certain entiert.
Notons t = se+9 la division euclidienne de t pare. Alors, en reprencmt les notations prcdentes :

jl[q} ( Aoo Poo

- R Sl (7)
j[q+1/ ](Aoo P>) Zg?_s
0 : . 1/poe 1/po
c B _ E[Q Gl/”][X1 ey X ] 8)
(w1, Y, X) ([xé/p],iﬁh---,wt)
717 )

Dmonstration. Il est clair que s’identifie

Wt (A=, P) /g1 (A%, P))
uP (TP (A%, P) [T (A, P2))

D’aprs la formule (), il suffit de montrer que si 'on pose B = B/(u®, 41, ..., 1, X ), Papplication
de multiplication par u’ induit un isomorphisme de C = B/uB dans u’B/u’*'B. La surjectivit
est claire.

Montrons injectivit. Soit B’ = k[Q®°GV7][X}/*™ ..., X+"™]. Il suffit de montrer que s'il

existe un entier 6 < e et des lments x,y,y1, ...,y de B’ tels que :
W = uty + g+ Yty 9)
alors, il existe y1,...,y; € B’ tels que :

= uT0Y + Yyl + e+ Y

Nous allons prouver ce rsultat par rcurrence sur ¢. On rappelle que la famille (g, 11, ..., 1)
est une suite rgulire de B et que, dans B, on a u® = vy (puisque X est nul).
L’initialisation de la rcurrence provient simplement du fait que u n’est pas diviseur de 0 dans
B (puisque u® ne l'est pas). Pour I'hrdit, on suppose que I'quation () est vrifie. Cela entrane
Sz = yuby (mod u®, vy, ..., Y1) et donc u*™yap, = 0 (mod u®,vy,..., Y1) Puisque la
suite (u®, 1, ...,1;) est rgulire, il vient u¢~%y, = 0 (mod u®, vy,...,¥_1), et donc il existe
Z,21,...,2-1 € B tels que :

U0 = 2u® + 2+ 2z



En appliquant ’hypothse de rcurrence, on obtient Iexistence d’lments 2/, 2],...,z_, dans B
tels que :
Yy = 2u’ 4+ 2y + - 2.

En rinjectant dans (), il vient :

W —2y) = vy + (1 + 2y + -+ (Yoot + 2y
et une nouvelle application de 'hypothse de rcurrence permet de conclure. O]

Remarque. Sur les quotients de la proposition qui prede, la structure de A*°-module est simple
dcrire. En effet, ces quotients sont tus par u et par tous les v);, et donc la structure de A°°-
module se factorise en une structure de C-module, qui est dcrite de faon transparente sur la
somme directe predente.

Finalement, remarquons que si s < p — 1 et si p > 3, il est possible de donner une dfinition
alternative de ¢, : jl[s} — O5' qui est dj valable sur le site (7%)syn. On remarque pour cela que

¢1 s’annule sur jl[z] et qu’il dfinit ainsi par passage au quotient un morphisme de faisceaux (sur
le site (7%)syn) 1[1} / jl[z] — Of. En outre, on a le lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Le morphisme de faisceaur canoniques Symoljlm/jl[z} — jl[s]/jl[sﬂ} est un
1somorphisme.

Dmonstration. Avec les descriptions prcdentes, ¢’est une consquence directe de ’alina 1.3.4.4
de [Ber74). O

On vrifie que 'application ¢ s’obtient comme la compose :

s s s Sym?
I gl g = o

Cette dernire formule assure, au moins pour s < p— 1 et p > 3, que ¢, ne dpend que de ¢, et
peut tre dfini sur (7%)syn.

3.3.2 Les faisceaux @St, gl

Lorsque n = 1, on dfinit des versions simplifies des faisceaux Of' et ‘71[8} en remplaant la
base E; par la base E (voir le paragraphe B.1.J pour la dfinition).

Si U est un log-schma sur 77, on dfinit pour tout entier s :

TN = H(U)E) e, jr[JS/]E) = HO((U/E)CRIS,ZBS)E)

et O = J. Comme predemment, les prfaisceaux J¥ sont des faisceaux sur le gros site
syntomique (77)syn et calculent la cohomologie log-cristalline :

H'(Xgyn, T = H (Xsyn, TH) = H((X/E)exis, j)[;/]ﬁ = H'((X/E)cms. ‘7)[;/]13)'

De mme que precdemment, on pose pour ¢ = s + g 0s>0et 0< < esont des entiers :

Tl = 8 7l g Flsl,



Il est encore possible de donner une description locale trs explicite de ces faisceaux. En
reprenant les arguments utiliss pour les faisceaux O5' et jl[s}, et en reprenant les notations des

paragraphes B.2.1] et B-3.], on aboutit :

@St(Aoov Poo) = @ B " Ypma (%) © Yy (¢t)7pmt+1(X> (1())

mi,...,me+1EN

avec .

S K[QEGMYP XY XIPTX) k[QeG X,

5= o XX

([zo), f1s .- fr, XP) N (wp, f1,..., f, XP)

et, pour ¢ = s+ 2 < 2 (par exemple si ¢ < ) :

(11)

j[q}(Aoo’Poo) o 5 emo+9d me YV Mi41
j[q—l—l/e](Aoo,Poo) _269_ C-u it X (12)

o C = C. La structure de A*°-module sur ce dernier quotient se factorise en une structure de
C-module, qui est celle qui correspond 1’criture sous forme de somme directe.

En comparant les formules ([]) et ([J), on en dduit la proposition suivante :

Proposition 3.3.4. Pour q € éN, q < 2, la projection canonique induit un isomorphisme de
faisceaux :

jl[q}/jl[qﬂ/e} ~ j[q]/j[4+1/6] )

Par ailleurs, pour tout entier s < £, I'oprateur ¢, : jl 3¢ induit par passage au quotient

un morphisme ¢, : jl[s / J1[8+1/ ¢ Oit JuPO5t. D’autre part, la prOJeCtIOIl canonique 05 — O
sannule sur w?O%* et donc fournit un morphisme de faisceaux Ot /u?O5 — O (attention,
ce n'est pas un isomorphisme). Tout cela, avec la proposition prcdente, permet de dfinir un
oprateur ¢, comme la compose :

TV s G FloA1] < g gl 2 ot 0t —— O

Encore une fois, le morphisme ¢g n’est pas dfini sur (7})syn, mais a priori simplement sur
(Ts—l—l)s n-
Yy
Finalement, on munit le faisceau O d’un oprateur N, aprs avoir remarqu que 'oprateur

N : Of' — Of' passe au quotient puisque N (uPO5' + > °,o 7i(w)OF) CuPO + 37 7i(u)OF.

3.3.3 Les faisceaux Ost et 7

On recopie les dfinitions prcdentes en se plaant dsormais sur la base E (voir paragraphe
B.1.3) : pour tout entier s et tout U € (T})syn, on pose

j[s](U) = HO((U/E)crisa jll]s/}E) - HO((U/E_I)CRIS’ jli]s/]E)

oU=U Xy E. On obtient ainsi des faisceaux sur le site (Tl)syN qui, comme prcdemment,
calculent la cohomologie log-cristalline. On pose en outre O = J19.



On dispose encore d’une description locale du faisceau O, En gardant les mmes notations,
on a: B B
O (A%, P>) = @ B Ypmy (¥1) Yo (V1) Vo1 (X) (13)
mi,...,mi4+1EN
avec : . .
KQeGYP X7 X)X
(u fl,... ft,Xp)

L’lment u est nul par hypothse dans E et donc galement dans O%'. On ne dfinit donc pas
les faisceaux intermdiaires J'9 pour ¢ rationnel, mais, si s est un entier, on a toujours une
description explicite du quotient :

B= (14)

JE(A> P)
Jls +1(](A°° Poo @ C- ma ?/11 7mt<¢t)7mt+1(X) (15)
S mi=s

0C = C = C. Il est encore une fois possible de derire la structure de A®-module sur ce quotient :
elle se factorise par la structure de C-module naturelle sur la somme directe. Finalement, en
comparant les formules ([]) et ([[(3), on voit que le morphisme naturel jls] JTEE o 7l g 1]
est un isomorphisme pour s < p. Cela permet de dfinir un oprateur ¢, comme la compose :

Tl — j[s}/j[s—irl] j[s /j13+1/6] O3t jur Ot —~ Ost .

3.3.4 Les faisceaux O, O et 0"

Sur un log-schma de caractristique p, on dfinit le Frobenius absolu de la faon suivante : ¢’est
le Frobenius absolu classique sur le schma sous-jacent et la multiplication par p sur le monode
( supposer qu'il soit not additivement).

Soit U un log-schma fin (localement de prsentation finie) sur 7. On voit U sur E; grce
I'paississement 77 — E;. On note U’ = U x g, £y o F; est vu sur lui-mme par le morphisme de
Frobenius absolu. Le Frobenius absolu sur U se factorise par U’ et fournit donc un morphisme
U — U’ appel Frobenius relatif fi.

Dans la terminologie de Kato (voir [Kat8Y], paragraphe 4.9), la fiche fy; est faiblement
purement insparable et d’aprs le thorme 4.10 de loc. cit., elle se factorise de faon unique sous
la forme :

fo:U — Uy

o le premier morphisme est purement insparable et le second est log-tale. On dfinit alors, comme
dans le paragraphe 2.2.1 de [Bre9g] :
O (U) =T(U", Oyn).

On prouve (voir appendice B de [Bre9§]) que l'on dfinit ainsi un faisceau Of** sur le gros
site syntomique (77)syn. Par ailleurs, d’aprs les rsultats de [Kat89], si U = (Spec 4, P), on a
simplement :

O (U) = (51 ® gk A/TA) Qo) up) ZI(NSg)w, P)V).

Avec les notations introduites predemment, ceci se rerit :

O (A%, P=) = B B Yo (1 (16)

moeN



o on rappelle que B est dfini par la formule (f]).

On dfinit de mme sur le site (Tl_)SYN les faisceaux O et O en remplaant la base E
respectivement par les bases E et E. Comme prcdemment, on peut donner une description
explicite des faisceaux obtenus. On obtient :

O (A PX) =B et  O(A® P¥)=f3 (17)

o les anneaux B et B sont dfinis respectivement par les formules (1)) et ([d).

Pour finir, mentionnons que la structure de A**-module sur I'objet @Car(AOO, P*>) est donne
par l'application A* — B dduite du Frobenius. En particulier, on constate que cette application
se factorise par C = C = C. Il en va de mme pour O (A, P>).

4 Calcul de la cohomologie cristalline

On montre dans cette partie comment associer un log-schma X propre et log-lisse sur la
base T'= (N — Ok, 1 — m) dont la rduction modulo p est du type de Cartier (voir dfinition
4.8 de [Kat89]) sur X x7 Ty, et un entier n des objets des catgories M" tus par p". Prcisment,
il s’agit, pour tout ¢ < r, des quadruplets :

(H'(Xa)syns O5), H'((Xa)syns T0)s 6, N)

o par dfinition X,, = X x¢ T,. On fait remarquer une fois de plus que le morphisme ¢,
n’est dfini que sur (X, i,)syn. Toutefois, I'criture predente du quadruplet est Igitime car on
dispose d’isomorphismes canoniques entre (H'((X,)syn, O5F) et (H'((Xp4r)syn, O5F) d’une part

et H((Xp)syns T) et H((Xpir)syms Ji) dautre part.

On commence par traiter le cas n = 1 (sous-partie [L.1]) : alors, 'lment de M" est tu par p

et peut-tre donc vu dans E . On procde ensuite par dvissage avant de passer un passage la
limite projective pour proposer une version entire (sous-partie [1.9).

4.1 En caractristique p

On se donne ici, un log-schma fin X; propre et log-lisse sur la base T} (voir paragraphe
B.1.3). En particulier, le morphisme structural X; — T; est log-syntomique. On suppose que
X est du type de Cartier et qu’il admet un relvement X, fin et log-lisse sur 75. Ce relvement
est automatiquement log-syntomique sur 75.

Le but, ici, est de prouver que le quadruplet (H*((X1)syn, O5), H (X1)syms Ji7), b, N) dfinit
un objet de la catgorie M" pour tout ¢ < r. On montre d’abord l’nonc quivalent avec la base
E, i.e. que le quadruplet (HZ((Xl)Syn,OSt) H((X1)sym, ), gb,,, N) dfinit un objet de M . Le
point le plus difficile est la libert du S-module H*((X1)syn, O*). Les deux paragraphes [L.1.]]

et y sont consacrs. Dans le paragraphe [L.T.3, on explique comment on termine la preuve
pour la base F avant d’en dduire dans le paragraphe [.1.4, le thorme sur la base Ej.

4.1.1 Des isomorphismes sur les faisceaux

On suit pratiquement la lettre la mthode initie par Fontaine et Messing ([FM81]) et dveloppe
par Breuil ([Bre9d]) dans le cas qui nous intresse. Pour tout entier s > 1, on note jl le noyau



) A O, — O . On note v : T = O 1a rduction modulo p

du morphisme compos Of

et on dfinit f, : j1<5> — O%t par f,(z) =y si ¢(z) = p*§ o § est une section (locale) du faisceau
st
s+1°

On dfinit ensuite F*O5' = imv, et F,0f = im f,. Ce sont deux sous-faisceaux d’anneaux
de O5*. On montre facilement que la suite (F*O5t) est dcroissante alors que la suite (F;O5) est
croissante. En outre, le morphisme f, se factorise en un isomorphisme :

fo: FSO O > RO /F,_, O

On note F{*OF' le sous-faisceau de Of*'-algbre de OF engendr par F*O3' et I, car st (resp.
FrO™) I'image de F¢*OF dans O (resp. dans O*). On note galement F*O*" la rduction de
F*O5t dans O®.

Soient O le faisceau structural sur le site (77)syn, et O sa rduction modulo 7. On a, en
reprenant les notations du paragraphe [, les descriptions locales suivantes :

O1(A%>, P>®) = A™® et O(A®, P®) = A®/T. (18)
On dispose de fiches naturelles O; — O, O — O ot O — O qui localement sur les

descriptions predentes sont donnes par I'lvation la puissance p. Ces flches se factorisent toutes
les trois par C.

Proposition 4.1.1. i) Pour tout entier s, on a F*O% = Jbl,
“) On a U Fcarost — O UseN Fcarost Ost et U Fcarost Ost

seN seN
ii1) Pour tout entier s, l'isomorphisme fs se factorise en des isomorphismes de faisceaux sur
(E)syn -
Ofar ®o, j[s]/j[s-l—l} Fscaroist/Fscizq Oist
@car ®01 j[s]/j[s-i—l} FSCGT@St/FSCEE@St
@car R0, j[s]/j[s—l—l} Fscar@st/Fscizq@st

Dmonstration. Elle est entirement analogue celle de la proposition 2.2.2.2 de [Bre9g]. Sig-
nalons toutefois une subtilit peut-tre insuffisamment souligne dans loc. cit. : une fois prouvs i)
et ii), on est amen valuer, pour le premier isomorphisme de iii), le produit tensoriel :

j[s} (Aoo’ Poo)

Ol (A P )®Aoo j[s-i-l](Aoo’Poo)

qui d’aprs les descriptions prcdentes s’identifie

Oiar(Aoov POO) @ Ao @ é * Yma (%) Yy (¢t)7mt+1(X)
S mi=s

Il faut alors se souvenir que chacun des facteurs du produit tensoriel est tu par u et tous les v,
de sorte que la structure de A*-module sur ces deux facteurs se factorise en une structure de
C-module. Ayant constat cela, le produit tensoriel se rcrit :

Oiar(Aoo> POO) Qe @ C_ *Yma (wl) o Ymy (’th)’}/mHl (X)
S mi=s



et donc vaut bien :

@ Oi:ar(Aoo’ POO) " Yma (’le) C Y (’th)’}/mHl (X)
S mi=s

comme annonc dans loc. cit. La fin de la preuve reste inchange. 0

Notons qu’au passage la preuve de [Bre9g] donne des descriptions locales explicites pour les
faisceaux F, qui sont (toujours en gardant les mmes notations) :

Fscaroit = @ B- Tpmo (ue)’)/pm1 (¢1) © Ypmy (wt)fypmtﬂ (X)
m; +vm-|(37€n§+ 1<s

Fscar@St = @ B Ypma (¢1) T Ypmye (wt)metH (X)
mi+-+me1<s

Fscar@St = @ B- Ypma (¢1) T Ypmye (wt)metH (X)

mi+-4+mip1<s

De ces descriptions explicites, on dduit le thorme suivant :

Thorme 4.1.2. Soit s < 2 un entier (sip = 2 et e = 1, on impose s = 0). On a alors des
isomorphismes de faisceauz sur le site (1%)syn

Owr @p JI ) FEHV Z Gear g Flsl j Flst1/e = Fearst

@car ®@ jls}/jl[ﬁ'l/e] = @Car ®@ j[s}/j[s—i-l/@] id(;d)s FscaT@St.

Dmonstration. Encore une fois, la preuve est identique celle du thorme 2.2.2.3 de [Bre9§].
Notons toutefois que la subtilit mentionne dans la preuve de la proposition prcdente apparat
nouveau ici. 0

Remarque. On dmontre de faon tout fait identique que I'on a galement les isomorphismes
suivants, pour s < 2 —1:

car S s+1 ~ car (")s

Ocar R0, jls}/jl[s"‘l} — Ocar R0, j[S]/j[S—i-l] id(;% Fscar@St

Ocar R0, jls}/jl[s"‘l} — (Ocar R0, j[S]/j[S—i-l] ~ Fscar@st.

id@ s

certainement plus proches de ceux de [Bre9g (rappelons que O% et O sont tus par 7).

Par ailleurs, si I'on ne se proccupe que de la version « [J; » et pas de la version « J », les
isomorphismes prcdents sont valables pour tout s < p — 1.



4.1.2 Des isomorphismes sur les groupes de cohomologie

Nous aimerions prsent dduire du thorme [L.1.9 des isomorphismes sur les groupes de coho-
mologie et, pour cela, nous allons projeter ces faisceaux sur le site tale : I'intrt est que sur ce
site le faisceau O (resp. O°) se rduit simplement S ®g)x O (resp. S @) O).

Soit X un log-schma fin localement de type fini sur une des trois bases E;, E ou E. On
dispose dans ces conditions d’un morphisme de topo :

—~—

[0 XSYN —>Xt

dfini de la faon suivante : si F est un faisceau sur Xgyy, on dfinit o, F comme la restriction de F
au site Xy, et on vrifie que I’on obtient ainsi un faisceau pour la topologie tale. Rciproquement si
F est un faisceau sur Xy, on dfinit a*F comme le faisceau associ (pour la topologie syntomique)
au prfaisceau F.

Si I'syn (resp. I'gy) dsigne le foncteur des sections globales pour la topologie syntomique
(resp. tale), on a videmment la relation I'syn = I'gp 0 ae d’0 RI'syn = RI'gp 0 Rov,. Ainsi pour
calculer la cohomologie syntomique d’un faisceau, il suffit de calculer le Ray de ce faisceau puis
de dterminer I’hypercohomologie tale du complexe obtenu. C’est ce que nous allons faire.

Calcul des Ra, de plusieurs faisceaux Pour calculer les Ro, des faisceaux prcdemment
introduits, on aimerait utiliser les rsolutions de Berthelot et Kato. Cependant, celles-ci sont
valables sur le site cristallin et non sur le site syntomique. Il nous faut donc faire un pont
entre cohomologie cristalline et cohomologie syntomique, pont qui passe par la cohomologie
cristalline-syntomique.

Soit X un log-schma fin localement de type fini sur une des trois bases Ej, E ou E. Reprenant
les notations de [Bre9§| auquel on aura besoin de se rfrer par la suite, on note T la base retenue.

On dfinit le site cristallin-syntomique sur X /Y en munissant la catgorie sous-jacente au
site cristallin sur X/ de la topologie syntomique : il s’agit donc d’une catgorie de couples
(U — T) et on convient quune famille de couples (U; — T;) recouvre (U — T) si les T;
forment un recouvrement syntomique de 71" et si les diagrammes :

U —T,

L

U——=T

sont cartsiens.

Bien entendu, selon que 1'on considre la catgorie sous-jacente au petit site cristallin sur X /T
ou au grand, on obtient respectivement les petit et grand sites cristallin-syntomiques sur X /7.
On les note (X/7T)syn-cris €t (X/YT)syn-cris. Par les rsultats de [Bre9d] (lemme 3.3.1), on a des
morphismes de topo entre les diffrents catgories de faisceaux sur les sites prcdents comme le
rsume le carr commutatif suivant :

()/(ﬁ )SYN-CRIS . ()/(7? )CRIS

Xsyn = Xy



Par ailleurs, il est possible de dfinir, comme en B.3.4, sur le site (X/Y)syn.cris (resp
(X /T )syneeris) des faisceaux O, O et O en posant O (U < T') = O (U) (o le deuxime
O est celui dfini prcdemment4) et des formules analogues pour les autres faisceaux. (Atten-

tion, dans [BTe9q], ces faisceaux sont nots respectivement O™ OEF1 of 051 ) De mme,
ces faisceaux vivent galement sur les sites (X/T)cris (resp. (X/T)eis) €t Xpp (resp. X).

Soit F un faisceau sur un des sites (X/Y)cris, (X/T)eris, (X/T)syn-cris 0w (X/T)synecris-
Pour tout 7" apparaissant dans un couple de la forme (U < T'), on sait que F dfinit un faisceau
Fyor sur T;. On dit que F est composantes quasi-cohrentes si tous les faisceaux Fjy—.p sont
des Op-modules quasi-cohrents.

On montre (en adaptant la preuve du lemme 3.3.2 de [Bre9d]) que si F est un faisceau
composantes quasi-cohrentes sur (X/T)syn.cris, alors R'v,F = 0 pour tout ¢ > 1. Autrement

dit Rv,F ~ v, F. De mme, par un calcul de Cech, on prouve (voir [Bre9§], appendice C.1) que
Rw,F ~ w,F (toujours en supposant que F est composantes quasi-cohrentes).

On dispose d’un rsultat de comparaison entre cohomologie log-cristalline et cohomologie de
de Rham (thorme 6.4 de [Kat89) qui donne avec les rappels predents le thorme suivant :

Thorme 4.1.3. Soit X un log—schma fin localement de type fini sur Y. On suppose que [’on
a une Y-immersion ferme X — Y avec'Y log-lisse sur Y. Soit D [’enveloppe auz puissances
divises de X dans 'Y (voir paragraphe 6.n de pour une dfinition). Alors, pour tout entier
S :

- 51 Y = T1 N
Ra*jf] J j[s ! R0y w31//T1 — j[[f_ﬂ Roy W%//T1 o
s T =T
-5 Y =T
Ro,J¥ = 75 — 757 @0, Wyr = 5 ®oy Wy =
et :
R = T1 N
s s—1] [s-2]
S s+1 j j j
(jl /jl i ]> j[s—i-l - j Qoy u’)1//T1 - j?s_u Qoy Wy, —
D D
Y
[s] [s—1] [s—2]
2151 ) 71s+1]) — _ID Ip Ip ~ 2
RO(* (\7 /\7 ) — ‘7[[;9"1‘1] — j[[f] ®OY Y/T — jg_l] ®OY wy/j" —
— s *="T:
21/ 7s gy I Ip "
Ra, (JV/Jt4) = g T 40 Doy wy/r ﬁ Doy Wyr =
D D

“Notez que si U — T est un objet de (X/Y)syn.cris, alors U — X est tale et donc en particulier log-
syntomique.



Remarque. En gardant les notations du thorme, si on suppose en plus X log-lisse sur T, on
peut choisir Y = X et alors J, g} =0Oxsis<0et J, g} = 0 sinon. Les expressions des Ro, se

simplifient alors considrablement. Par exemple, dans le cas o T = T, on obtient :

Ra*(j[s]/j[s-i-ﬂ):0—)-.-H0_>w§(/1_1_>0_>....

Retenons ces rsolutions que 'on sera amen rutiliser par la suite.

On peut montrer galement (voir appendice B de [Bre9§]) un raffinement du thorme predent
qui permet de tenir compte des faisceaux O :

Thorme 4.1.4. Soit X un log-schma fin localement de type fini sur Ty. On suppose que [’on
a une Ti-immersion ferme X — Y avec Y log-lisse sur T1. Soit D [’enveloppe aux puissances
divises de X dans Y. Alors, pour tout entier s :

+1
Ra* (Olcar ®(5511/N \71[8]/\71[8 ]
] -1 75
78 T 1 J, 2
Ofar ®(9X JDS+1 <Ocar Ox 5—[5]> ®OY wY/T <OCW Ox J§1]> ®(9y Wy/T1 —

0 « YN » signifie que l'on prend le faisceau associ au faisceau produit tensoriel pour la topologie

syntomique sur X. . )
On a d’autre part des versions analogues avec les bases T et T

Remarque. Si X est de plus du type de Cartier, le faisceau O sur X; s’identifie ¥ ®4), Ox
0 X est 'anneau de 1. Dans ce dernier cas, on obtient une rsolution plus simple.

_ Intressons-nous maintenant un analogue du thorme f.1.9 pour les faisceaux jl[q}, T et
T o g n’est pas forcment un entier. Soit ¢ € %N . Si X/7T est comme prcdemment un log-schma

fin, localement de type fini, on commence par dfinir des faisceaux J. )[f}r sur les sites (X/Y)cris
et (X/T)syn-cris en posant :

Ty =0’ Ty + T

si eq = es + J est la division euclidienne de eq par e. (On remarque que lorsque T = E, on a
u = 0 et donc le premier terme de la somme n’intervient que si 0 = 0).
On s’intresse particulirement au quotient 71*!/ 719, Par dfinition, on a immdiatement :

Jbl ) glst]
u&(j[s]/j[s—l—l])

oy Flal —

et une galit analogue pour les faisceaux J )[(}/T Du fait que Rv,F = v, F (resp. Rw,F = w,F)
si F est un faisceau composantes quasi-cohrentes, on dduit :

[s lq] [s] [q] Al A
(JX/T/j;/T> JX/T/J;/T (resp. Rw*< X/T/ X/T) = gl gy,

En vrifiant soigneusement que la dmonstration de ’appendice B de [Bre9§] s’applique encore
dans ce contexte, on obtient le thorme suivant :



Thorme 4.1.5. Avec les notations prcdentes, on a :

a, ( j[s} /) =
/ s+1] j[[f—l]/ [s] . j[;s 2]/ [s—1] )
(jl)s]/ S—l—l]) - ( [s 1 / ) ®OY wY/T - ( [s 2/ [s 1 ) ®OY wY/T —

et :

Rov, (@ R0, j[s} /7

; I T5 " ; Ip "1 T5 1
Ocar ®(9X - - - Ocar ®0X — - ®OY (,UY 7 —
u % /JD*”> W (Tp TS /

Remarque. Bien videmment, on a des versions analogues pour les bases 17 et T'. En outre, il est
possible d’crire des rsolutions de ce type pour beaucoup d’autres faisceaux. Cependant, pour
cet article, nous aurons seulement besoin de celle-ci.

Des isomorphismes la Deligne-Illusie On reprend les notations et les hypothses du dbut
de paragraphe [I.] : X; dsigne un log-schma propre, log-lisse et du type de Cartier sur 7} et on
suppose qu’il admet un relvement fin et log-lisse X5 sur 7T5.

Thorme 4.1.6. On garde les notations que l’on vient de rappeler. Alors, pour tout 0 < i < s <

B ona:
e

S @y H((X1) sy, T/ T H (X)) sy, OF)

1d@¢s

HY((X1) sy, T T D) —F H(X2) s OF)

S

et des versions quivalentes en remplaant « J » par « Jp ».

Dmonstration. Comme les deux faisceaux O et J! / Jlst1/el gont tus par m, le produit
tensoriel O ®¢, J/ T+l est isomorphe O @ J1¥/ Jls+1/el.

Comme X; est suppos du type de Cartier, le faisceau O sur le site (X1); s’identifie
S ®(6),k O. Dans ces conditions, le thorme assure que la flche canonique :

S~v ®(¢),k Ra*(j[s]/j[s—l—l/e]) - Ra*(@car ®O j[s]/j[s—l—l/e]) _ Ra*(@car ®(91 j[s}/j[s—l—l/e]) (19>

—~—

est un isomorphisme (« dsigne le morphisme de topo (X7)syn — (X1)s). Par le thorme f.1.9,
on a un nouvel isomorphisme :

Ra*(@car ®O1 j[s}/j[s-i—l/e}) ~ Ra*(Fscar@St). (20)

D’autre part, en combinant la proposition [.1.1] et le thorme 1.4, on obtient pour tout
entier ¢ :

R (FF O [ FE 0% ~ S @)k R (T TH) = S @) 1 w7 [—1]
0 X =X xp T. On en dduit que :

T 1 Rou (FFO") = rgy y Ra (F 0™)



et puis par une rcurrence immdiate :
car st car /st
T<s R (FE O ~ 7 Ro (FF* OY)

pour tout entier ¢+ > s. Le thorme dcoule alors de la proprit (J, Ftcar@St = Ot (proposition

E.1.1) et des isomorphismes ([9) et (B0).

On traite de manire exactement similaire le cas de « J; ». ]

Remarque. En utilisant I'isomorphisme donn par la remarque qui suit le thorme [[.1.2, on obtient
des isomorphismes analogues qui s’crivent :

S @6)01/p H((X1)oyn, TH/T 1)

id®gs Hi((Xl)Syn’ @:S[t)

K ®(¢)’OK/p Hi((Xl)syna j[s]/j[s—’_l])

id®d Hi((X1>Syn7 @§t>

0% = kous est vu comme une Og /p-algbre par la compose Ok /p — k — X, la premire
fiche tant la projection canonique et la seconde le Frobenius. En particulier, mis ensemble ces
isomorphismes impliquent que le morphisme naturel :

Hi((Xl)syna j[s}/j[s—l—l])

7151/ 7 — H'((X1)syn, T8/ FleH1/e]
u- Hi(X1)gyn, T8/ T ((X1)syn, T/ T )

est un isomorphisme pour tout ¢ < s < f.

4.1.3 Fin de la preuve

On garde les notations et les hypothses introduites au dbut du paragraphe f.1].

Au vu du thorme (.14, il reste prouver, pour s’assurer que le quadruplet :
(H'((X1)sym, O), H((X1)sym, ), 6, N)

est un objet de E , les deux choses suivantes :
1. la fiche canonique H((X1)syn, T — HI((X))syn, T/ T est surjective,
2. la fiche canonique H*((X1)syn, J) — H((X1)syn, O*) est injective,

les autres proprits de compatibilit tant claires.

Si F est un faisceau sur (Xi)syn, nous notons simplement H'(F) pour H*((X})syn, F) et si
ce dernier est un espace vectoriel de dimension finie sur &, nous notons h'(F) sa dimension.

Proprits de finitude. Pour la suite, nous aurons besoin de raisonner sur les dimensions de
certains groupes de cohomologie. Il nous faut donc prouver dans un premier temps qu’ils sont
de dimension finie. Nous commenons par donner un rsultat agrable sur les faisceaux u*O"' :

Proposition 4.1.7. Pour tous entiers k et i < £ (on imposei = 0 sip =2 et e = 1), les
k-espaces vectoriels H (u*O%) sont de dimension finie et gaur uFH'(O%).
Dmonstration. En premier lieu, on remarque que si k 2> p, tout est nul et donc la proposition

est trivialement vrifie. Montrons que H i(O*) est de dimension finie sur k. Le log-schma X =
X, ®@p, T est log-lisse sur T = E par changement de base et donc, par la remarque qui suit



le thorme [ET3, RO = Ox,p — wg,; — ---. Comme X est propre, les w =~ sont de

X/E X/E
dimension finie, et il en est donc de mme de H*(O®"). Le thorme [.1.q permet alors de conclure.

Prouvons dsormais la proposition par rcurrence sur i. En crivant la suite exacte longue
associe :

~ ~ —k ~
0 ukost Ost u? up—kost 0

et en appliquant I'hypothse de rcurrence, on prouve que la flche H (urO™) — HY(O%) est
injective. Ainsi H'(u*O") est de dimension finie car inclus dans H*(O®"). Par ailleurs, on vrifie
facilement que I'on dispose d’une suite exacte de faisceaux, pour tout entier k <p—1:

0—> up—l@st - uk@st _u uk—l—l@st — 0.
Par I’hypothse de rcurrence, la suite exacte longue associe prend la forme :
0 Hi(up—lést) Hz(uk@st) Hi(uk—l—l@st)

et fournit une ingalit sur les dimensions savoir h?(u*O%) < A (uFt1O%) 4+ hi(uP~1O). Or
uP~1O% ~ O, Ao en additionnant les ingalits predentes pour k variant de 0 p, on obtient
hi(O) < phi(O*). Or le thorme prouve qu'il y a en fait galit entre les deux nombres
predents. Cela implique que toutes les ingalits sommes sont des galits et par suite que 1'on a
des suites exactes courtes :

0 Hz’(up—l(/jst) Hi(uk@st) Hi(uk-i-l@st) 0.

Si k& < p, le morphisme de multiplication par u* se factorise par H'(O%) — H(u*O%') —
H'(O%). D’aprs ce qui prede, la premire fliche est surjective et la seconde est injective. On en
dduit le rsultat annonc. O

Intressons-nous prsent aux faisceaux u* 79 et commenons par un lemme qui les relie entre
eux :

Lemme 4.1.8. Soient k € {0,...,p—1} et q € %N. Notons s la partie entire de q. Alors on a
une suite exacte :

0 W ia iy A 4 UR g VD I L ) ——

Dmonstration. Commenons par prciser les flches qui apparaissent dans la suite exacte. La
premire uF 1 714 — yk Jlat1/el est simplement P'inclusion naturelle entre deux sous-faisceaux de
O®t. La seconde fiche est lgrement plus subtile. Remarquons en premier lieu, que si I’'on note K
le noyau de la projection (multiplication par «*) JB1 — #7541 on dispose d'un diagramme
comme suit :

k

0 K Tl 2k 7l

N

7lsl

La flche diagonale compose est nulle : en effet, d’aprs les descriptions locales, tout Iment de
K est un multiple de u (au moins dans O%) et donc s’annule lorsqu’on le projette dans J°l.



On en dduit un morphisme de faisceaux u* 70 — J! (qui correspond moralement la division
par u*). Par ailleurs, on dispose d’une inclusion Jlatv/e . 718 et la seconde fiche de la suite
exacte est la compose uk Jlati/el — gk glsl 5 Fls],

Il reste vrifier que la flche predente tombe en fait dans J [+t et que la suite obtenue ainsi
est bien exacte. Montrons dans un premier temps un rsultat analogue sur les faisceaux « J; »,
savoir que la suite :

0 ” jl[q} j1[4+1/ e j[s}

est exacte et que l'image de la dernire fiche est JE+. Notons f : uJ/? — JlT9 et ¢
j1[q+1/ d_ T les applications qui interviennent. Il est clair que f est injective et que go f = 0.
Notons ¢ = s + g avec 0 < § < e. En reprenant les notations du paragraphe B.J, un lment
de Jlat1/d(A> P>®) g'crit comme une somme de multiples de termes d’une des deux formes
suivantes :

i) uemoOFLyy i g X avec mg A+ - - Mgy > S

i) wfmogp™ - bt XM avee mg 4 - - -+ My = s+ L.

On vrifie directement que les Iments du premier type s’envoient sur 0 par g et que les Iments du
second type s’envoient dans J**1. Finalement I’application ¢ tombe bien dans j[sﬂ} comme an-
nonc. En outre, un lment de J# 4! s’crit comme une somme de multiples de Uemoy -+ -yt X
avec mg + - - -+ myy1 = s+ 1, et admet donc un antcdent par g.

11 ne reste qu’ vrifier lexactitude au milieu. Soit z € J17T9(A%, P=) tel que g(z) = 0. La
fiche uJ/® ) Fls+1 — gt/ 7141 rsultant de Dinclusion canonique est un isomorphisme et
donc, quitte modifier x, on peut supposer qu’il est Iment de j1[8+1}(A°°, P*>). Notons Z I'image
de z dans :

j[s—i—l](Aoo’ Poo)

Friae ey~ D B0t X)) ) ()

Le fait que g(z) = 0 implique que dans la somme directe prcdente, Z n’a des composantes
non nulles que sur les (B/(u® 1, ..., ¢y, X)) - w0 - - X™+1 avec mo > 0. 11 s’ensuit
v € ugF 4+ g cugl + g Quitte  faire une nouvelle modification, on peut donc
supposer r € jl[s+2](A°°,P°°), et par une rcurrence immdiate x € jl[Np ](AOO,POO) pour un

certain entier N qu’il reste choisir.
Par ailleurs, on dispose d'une dcomposition de Ot (A, P>°) (formule [[0)) :

Oit(Aoov POO) = @ B " Vpma (%) © Yy (¢t)fypmt+1(X>

m1,...,mi+1EN

et d'une dcomposition analogue de O%(A>® P>) :

O (A%, P>) = @ B - Yoy (V1) Ypm (V) Ypmasa (X).

mi,...,mi+1EN

On vrifie directement que g respecte ces dcompositions. On peut donc supposer que x est lment
de I'un des termes correspondant un uplet (mg,...,myyq) de la premire somme directe. De
plus comme x € j[Np](A‘X’, P>), on vrifie que si z # 0, alors m =mg+---+myyg = N —1—2.
Mais alors I'hypothse g(z) = 0 implique z € uJ,™ (A%, P=) C uJ{¥(A*, P>) si N est choisi
suffisamment grand.



Pour en dduire le lemme, on raisonne partir du diagramme commutatif suivant :

w jl[q] f jl[q+1/ e]
X
uk uk j[s]
=
uk 1 7l Tx uk Jlat1/el

o les multiplications par u* sont surjectives. On en dduit dans un premier temps im g, = im g =

JEH . Par ailleurs l'injectivit de la fiche f; et le fait que gj o f = 0 sont immdiats. Une chasse
au diagramme facile permet alors de conclure. O

En corollaire, on en dduit enfin la proposition suivante :

Proposition 4.1.9. Pour tout entier k, tout q € %N et tout entier i, [’espace vectoriel Hi(ukj[‘ﬂ)
est de dimension finie sur k.

Dmonstration. Pour k > p, Passertion est vidente puisque u* 7 = 0.

Par ailleurs, comme X = X; xp, T est log-lisse sur T = E, on a par la remarque qui suit le
thorme 1.9, R, J¥ =0 — .- - 0 — Wk wi—;r/lE — .-, et donc puisque X est propre
sur E, les groupes H'(J**1) sont de dimension finie pour tous entiers i et s. Si k < p — 1,
le lemme assure que H'(u*J4+1/¢) est de dimension finie si et seulement si H(uf+!714)
I’est. On se ramne ainsi k = p ou ¢ = 0. Le premier cas est trait prcdemment et le second par

la proposition (1.7 O

Surjectivit de H'((X1)syn, ™) — HI((X1)syn, J /T, On commence par prouver
un lemme :

Lemme 4.1.10. Soienti € N et ¢ € %N. Supposons 0 <1< q<Z (eti=q=0sip=2cet
e =1). On a des suites exactes courtes :

0 — H(O%) — H{(J4) — Hi(uJ4) —0.

Dmonstration. Montrons tout d’abord que la suite :

0 Ost Jla vy gl

est exacte. La premire flche rsulte de linclusion O% = wP=1O% < Jl et donc est injective.
La surjectivit est galement claire. Par ailleurs, le noyau de la multiplication par u sur O est
u?~1O%* et donc le noyau de J9 — w79 s'identifie (w?~10% N J) = w10,

En crivant la suite exacte longue associe la suite exacte courte prcdente, on obtient dj
I'exactitude au milieu dans la suite de I'nonc du lemme. Pour l'injectivit, on remarque que
d’aprs la proposition 1.4, on a H(O%) = u?~'H{(O*) et donc la fiche compose H'(O%) —
Hi(JW) — Hi(O%) est injective. Il en est donc de mme de la fiche Hi(O*) — Hi(J4). La
surjectivit dcoule de l'injectivit car les flches de bord sont nulles. O

La surjectivit de Hi(J") — Hi(J/JU+1/e) rsulte directement de la proposition plus
gnrale suivante :



Proposition 4.1.11. Soient i un entier et q € %N vrifiant 0 <i < qg<? (eti=q=0sip=2
et e =1). On a des suites exactes courtes :

0 —> Hi(j[qul/e]) . Hi(j[q]) - Hi(j[q}/j[qﬂ/e}) — 0.
En outre, si s dsigne la partie entire de q, on a galement un dbut de suite exacte :
0 Hs+1(j[q+1/e}) Hs+1(j[q}) . Hs+1(j[q]/j[q+1/e]) )

Dmonstration. La preuve rsulte d’un calcul de dimension. Prcisment, on va prouver que
pour tout 0 < i < ¢ < 2, on a hi(JW) = hi(Flatl/e) 4 pi(gld/glatt/el). On dduira alors la
proposition par une rcurrence immdiate sur <.

D’aprs le lemme predent, on a dj b (J) = h/(O*) 4 hi(uJ9). La formule ([J) montre
que la multiplication par u¢“=%) induit un isomorphisme entre les faisceaux J*! / Jlsti/el of
J ) Jlat1/e | Le thorme 1.4 implique alors hi(O%) = hi(J14/ Jl4+1/el) D’autre part, on a la
suite exacte (lemme [L1.§) :

0—>quJld o Flatl/e __ Fls+1l (.

Or, puisque Ra, J+! :_0 — =0 - w};’/% — wj—;fE — +-- (par la remarque qui~ suit le
thorme [1:3), on a H(JEHY) = 0 pour tout j < s. On en dduit HI(uJl) = HI(Fl/d)
pour tout j < s. En particulier h*(uJ") = h*(J+/¢l) ce qui conclut la dmonstration. O

Injectivit de H'((X1)syn, J™) — HI((X1)syn, O%). Commenons par noncer le lemme suiv-
ant :

Lemme 4.1.12. Pour tout i < 2, I'application H'(u?~*JW) — H(JW/) est injective.

Dmonstration. Par un raisonnement analogue celui utilis pour la preuve du lemme [L.I.§, on
montre que l'on a une suite exacte :

0> yp—ei Flil o Flp/el v, yei Flp/el

Il suffit donc de prouver que H Z'_1(ue"j [p/e]) = 0. Par le mme argument que celui utilis dans la
preuve de la proposition [EI.1T], on montre que H7 (u®JP/<ly = HI(Fl+P/) pour tout j < L et
donc a fortiori pour tout j < i. Posons ¢ =i + £ et notons s la partie entire de g. On a une
suite exacte :

0 gl Tl VARV C—

tale-localement, on peut relever X, et un log-schma Y7 log-lisse (auquel on tend les puissances
divises) sur E. Par les thormes et 1.9, 1a fiche R, T — R, (J1¥/ J19) s’crit explicite-
ment :

s s—1 s—2
‘7}&1] ‘7}[/1 } ®OX1 wﬁlfl/E ‘7)&1 ] ®OX1 w%/l/E o

| l |

s s+1 s—1 -2 s—1
7 gl g7k gl gl

W T W) W (2 2

1 2 >
®ox, Wy, /E Qox, Wy, /B



0 ¢ est le reste de la division euclidienne de p par e. Or, si j < i, ona s —j > 2 et donc

Ys—j(u) = 0. Il s’ensuit jg_ﬂ = 0. On montre de mme que j)[/‘:_i} est tu par u’. Ainsi HY(J¥)) =
Hi(JBl/ gy = 0 pour j < i et la fiche HY(J)) — H(T¥/T9) est un isomorphisme. La
nullit de H*~'(u®J®/¢) (et donc le lemme) rsulte alors d’une criture de la suite exacte longue
associe la suite exacte courte :

0 Fldl sl VSR —

OJ
Proposition 4.1.13. Pour tout i et ¢ € LN tels que ¢ < @ < r, Uapplication Hi(J) —
H{(J4)) est injective.
Dmonstration. Si p = 2, on a ncessairement ¢ =7 = r = 0 et le rsultat est vident. Supposons
donc p > 3.
On raisonne par rcurrence descendante sur ¢. Le rsultat est trivial pour ¢ = 7. Supposons-le

vrai pour un certain ¢ et dmontrons-le pour g — é On vrifie facilement que 1'on a des suites
exactes courtes de faisceaux :

~r. upfei

0 uei@st j[z} up—eij[i]

H ! !

0 WO s Flam1/e] W pei Flam1/e) )

0

qui donnent lieu de nouvelles suites exactes :

Hi(ucO™) Hi(up=ei i)

H l

0 Hi(uei@st> Hi(j[q—l/e}) Hi(up—eij[q—l/e})

Hi(J)
l

La deuxime suite est exacte gauche car la fiche compose H*(u®’O%) — H(J4~1ly — HI(O*)
est injective (voir preuve de la proposition [.I.7). On veut montrer que la fiche verticale du
milieu est injective, et une chasse au diagramme laisse au lecteur assure que pour cela, il suffit
de prouver que la flche verticale de droite 1'est.

Or, on peut former le carr commutatif suivant :

Hi(up—eij[i]) Hi(j[p/e})
v
Hi(J™)
v
Hi(up—eij[q—l/e]) - . Hl(j[fﬂ)

La flche du haut est injective d’aprs le lemme [L.I.17 et celles de droite le sont galement re-
spectivement d’aprs la proposition et I’hypothse de rcurrence. On en dduit que celle de
gauche l'est aussi comme on le souhaitait. O

On a finalement le thorme :
Thorme 4.1.14. Pour tout i < r, le quadruplet (H((X1)syn, O%), H((X1)syn, T), b1, N)
dfinit un objet de la catgorie E



Dmonstration. I restait prouver la surjectivit de H(J) — Hi(JU/Jl+1/el) et Iinjec-
tivit de H Z(j "y — H Z'(@St). Le premier point est une consquence immdiate de la proposition
[TTT). Pour le second point, on remarque que le morphisme H HTIY — HY(O%) se factorise par
Hi(JM) = HY(JW) — H(O*). La premire des deux fiches predentes est injective par la propo-
sition [L.T.T]] et la seconde est aussi injective par la proposition [.I.T3. Ceci clt la dmonstration.
[

4.1.4 Reformulation sur la base £,

On montre dans ce paragraphe que le quadruplet :
(H'((X1)sym, OF), H (X1 )sgn, T7), 61, N)

est un objet de la catgorie M" pour tout ¢ < r. Pour cela, on commence par recopier la lettre
les arguments des paragraphes f.1.9 et f.1.J pour obtenir un quivalent du thorme [.I.§ qui
s'nonce comme suit :

Thorme 4.1.15. Pour 0 < i < s < p—1 (et seulement pour i = s =0 si p=2), on a un
isomorphisme :

St @) kfuljue H((X1)syns T TET) —Zm HU((X)) gy, OFF) .

1dQs

Dans un premier temps, il nous faut montrer que H*((X1)syn, O5') est un S;-module libre
et pour cela il suffit de prouver que Hi((X))syn, 77/ T est un k[u] /uc-module libre par le
thorme [LI.13. C’est vident si e = 1. partir de maintenant et jusqu’ la fin de cette partie, on
suppose e = 2.

Dans ce cas, on est tent de comparer les deux faisceaux jlm / jl[rﬂ} et JU/ 7+ puisque la
version « ~ » a dj t tudie. Cependant, en regardant les descriptions explicites, on se rend compte
qu’il n’est pas vrai en gnral que ces deux faisceaux sont isomorphes; c’est le cas simplement
lorsque er < p —e.

La solution consiste introduire une nouvelle catgorie d’objets modulo u? et procder en
deux tapes : on passe des objets modulo u? aux objets modulo u?” puis de ces derniers aux
objets de M".

Les objets modulo u?” On rappelle que tout au long de ce paragraphe, on suppose e > 2.

On introduit une nouvelle catgorie, note Ez) dont la dfinition est trs proche des autres

catgories dj introduites On pose S k[u] /u*®. C’est un anneau muni d’un Frobenius 10)
semi-linaire envoyant u® sur uP et d’un oprateur de monodromie N k-linaire envoyant u' sur
—iu’. Un objet de ./\/l(2 est la donne de :

1. un S(g)-module M libre de rang fini;

2. un sous-module Fil” M de M contenant u*" M ;

3. une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil'M — M telle que I'image de ¢, engendre M en tant
que S(z)-module;

4. une application k-linaire N : M — M telle que :
— pour tout A € Sy et tout x € M, N (Az) = N (\) x + AN (z)

u*N(Fil" M) C Fil" M



— le diagramme suivant commute :

Fil"M —2 M

ueNl lc(z),er

Fil "M —2 M
0 ¢(2),» est la rduction de ¢ dans §(2).

Les morphismes de Ez) sont les applications S )-linaires qui commutent toutes les structures.

On prouve comme dans le paragraphe P.2 que les catgories M", ./\/l ) et E sont toutes les
trois quivalentes via les foncteurs de rduction modulo u?” et modulo up

Pour tout rationnel ¢ € %N, on dfinit sur le site (77)syn un faisceau j([g; par la formule :

(2) - j[q] N u2p@st ’

On dfinit galement @?5) = j([g Finalement, on vrifie que les applications ¢, et N passent au
quotient et dfinissent des oprateurs encore nots ¢4 et N sur ces nouveaux faisceaux.

Remarque. On peut vrifier que si I’'on note E la rduction de la base E; modulo u?”, on a :

7] _ g0 [ .7l _ o % [s]
\7(2)([]) = H ((U/E(2))Crls7 jU/E(z)) - H ((U/E(Q))CR187 jU/E(2))
pour tout entier s et tout log-schma U fin et localement de type fini sur 77. En outre, on a
galement :
Hi(Xsyn,j([g) = Hi(XSYN,g7([;)}) = Hi((X/E(Q))cr157\7)[;/]E(2)> = Hi((X/E(Q))CRIS’j)E/]E@))
pour tout entier iNet tout log—schma X fin localement de type fini sur F,. On a galement la
relation ‘7([;1)] = u‘sj([ + JJSH si eq = es + ¢ est la division euclidienne de eq par e.

Il est alors possible, de manire analogue ce que nous avons fait dans le paragraphe B.J, de
donner des descriptions locales trs explicites des faisceaux prcdents. On retiendra simplement
un quivalent de la proposition B.3.4 :

Proposition 4.1.16. Supposons r > 0. Sur le site (1) syn les projections canoniques induisent
des isomorphismes de faisceaux :

/j[r+2/€] /j [r+2/e] ot jl / [T+1] /j[?”rl] ‘

Dmonstration. Elle est tout fait analogue celle de la proposition B.3.4. Remarquons cepen-
dant que I'hypothse er < p — 2 est cruciale pour le premier isomorphisme. Le second, quant
lui, utilise la majoration moins fine (car on a suppos r > 0) er + e < 2p. ([l



Un objet de la catgorie EQ) Nous nous proposons de prouver, ici, que le quadruplet :
(Hi((Xl)syna @?;))a Hi((Xl)syna j([;)})’ Ors N)

est un objet de la catgorie Wz On suppose partir de maintenant que r > 0.
On recopie encore une fois les arguments des paragraphes [l.1.9 et [f.1.3 afin obtenir le thorme
suivant :

Thorme 4.1.17. Pour 0 <i < s < 2”—6_2 (pour i =s=0 sip=2), on a un isomorphisme :

& i S s+2/e ~ i s
5(2) ®(¢)7k[u]/u2 H ((Xl)syna ]/\7[ r / )WH ((Xl)syn7 O(é)) .

Comme predemment, pour simplifier, si F est un faisceau sur (Xi)syn, on note H*(F) pour
H'((X1)syn, F) et si cet espace est de dimension finie sur &, on note h'(F) sa dimension. On a

alors :
st

Thorme 4.1.18. Pour tout i < r, le groupe de cohomologie H( (2)) est libre de rang fini sur
5(2).

Dmonstration. D’aprs le thorme [-1.17, il suffit de montrer que H Z(j([g / j([;’;r?/ ) est libre
de rang fini sur k[u]/u® Or on a un 1somorphlsme ‘7([“ / ‘7([”2/ 4~ gl Fir+2/e (proposition
T1.16). 1 suffit donc de prouver que Hi(J/ JU+2/¢l) est libre de rang fini sur kfu]/u?.

Notons M = H'(O™), ¢’est un k[u]/uP-module libre de rang fini, disons d, d’aprs le thorme
f.1.14). Pour tout ¢ € %N, q = r, le morphisme H Z(j ) — M est injectif d’aprs les propositions
LTI et [LI.13. Notons Fil?M son image. On obtient ainsi une suite dcroissante de sous-S-
modules de M.

Puisque la multiplication par u se factorise par Fil”M — Fil"™*Y/*M — Fil"M, on a
uFil"M C Fil"™*Ye M. Par ailleurs, nouveau la proposition nous dit que le quo-
tient Fil” M /Fil"*/¢ M est un k-espace vectoriel de dimension d. Or il en est de mme de
Fil" M /uFil" M. 1l en rsulte que les k-espaces vectoriels Fil"*'/¢ M et uFil"M ont mme di-
mension. L’inclusion trouve prcdemment prouve alors qu’ils sont gaux.

De mme en remplaant r par r + 1/e (et en vrifiant que la proposition [l.I.11] s’applique
encore), on obtient Fil"*?/¢ M = uFil™/*M = 4?Fil" M. L’ingalit er < p — 2 et 'inclusion
u" M C Fil" M assurent que le quotient Fil" M /Fil"*?¢ M = Fil” M /u?Fil" M est libre de
rang d sur k[u]/u?.

Par ailleurs, on a une suite exacte longue :

Hi(j[r+2/e}) o Hi(j[r]) - Hi(j[r}/j[r+2/e]) - Hi+1(j[r+2/e}) - Hi+1(j[r})
et d’aprs la proposition [.1.17] les premire et dernire flches sont injectives. On en dduit que
Hi(Jr) gir+2/e) g'identifie au quotient Fil” M /Fil™*2/ M et donc qu'il est libre de rang fini
sur klu]/u?. O

Remarque. La preuve predente implique hi( ~f§)) = phi(JU+2/e ) gy = 2phi(glr+t/e ) gy =
2phi(O).

Avec cette dernire galit, on peut refaire la dmonstration de la proposition .1.7 et obtenir
ainsi :



Proposition 4.1.19. Pour tous entiers k et i < 2—@” (on impose i = 0 sip =e = 2), on a
H'(u*OF,) = u"H'(O)).

Sans surprise, on dispose d'un analogue de la proposition [[.I.T]] dans cette nouvelle situa-
tion :
Proposition 4.1.20. Soient i un entier et ¢ € TN vrifiant 0 <i < ¢ < E(2)+1 (eti=q=0
sip=2ete=1) o0 E(2) dsigne la partie entire de £. On a des suites exactes courtes :

0 Hz'(jg-l/el) Hz(jg})) Hz( /j[q+1/6]) 0.

En outre, si s dsigne la partie entire de q, on a galement un dbut de suite exacte :
s = 1/e s s 1/e
0 H—l—l(jg')"/}) H+1(j[q]) H+1(j[q] /j[4+ /])

Dmonstration. La dmonstration est trs proche de celle de la proposition [L.I.T1].

On commence par remarquer que puisque r > 0, on a e < p — 2 et E( ) + 1 < %

Cela implique que si s dsigne la partie entire de ¢, on a les identifications j / j q+1/ d~

/j [s+1/€] ~ js]/j [s+1/e] AlIlSl on obtient hz(‘7([41/‘7(q4-1/6) — z( s]/j[s-l—l/e) — hz(@st)
pour tout entier i. (La dernire galit rsulte du thorme [.1.6.)
Par ailleurs, une adaptation simple du lemme fournit la suite exacte :

0 o Hz(ost) . Hz(j[‘]] ) _) Hl(uj[q] ) o O

et donc 'galit h’(j ) = hi(u jgb + h{(0®). De mme en adaptant le lemme [[.T.g, on obtient
la suite exacte de falsceaux

0 qu j[q;rl/el L gl 0
et puisque R, JEt =0 — .. - 0 — w;’/% — w}Jr/zE — -+, on a H(J) = 0 pour

tout j s puis H’(uj sy = Hi(FYE), En particulier 2 (wJ®) = h(JF+/) d’o il vient
h’(j ) = hl(j lat1/ely hZ(J([q] / ‘7([q+1/ ). On termine alors la dmonstration en raisonnant par
rcurrence sur . O

On a finalement la proposition :
Proposition 4.1.21. Pour tout i < r, lapplication Hl(j(m) HZ(O% ) est injective.

Dmonstration. Il est possible d’adapter la dmonstration de la proposition [.1.T3, mais nous
pouvons galement dduire I'nonc de la proposition [f.1.13. En effet, on a le diagramme suivant :

Hi(urO%)) — HI(J () — HI(J")

H ) !

0 —— Hi(wO%)) —= H(O3) — H(O") —0

et la suite du bas est exacte d’aprs la proposition [.I.19 (notez que la multiplication par u? sur
@?g) identifie O et up@?;)). Par la proposition [.1.13, la flche verticale de droite est injective.
On vrifie facilement qu’il en est alors forcment de mme de la flche verticale centrale. D’o la
proposition. O

On en dduit finalement le thorme :



Thorme 4.1.22. Pour tout i < r, le quadruplet (H'((X1)syn, ~g)),lLI"((Xl)syn, j([g),qbr,]\f)
dfinit un objet de la catgorie MM@).

Un objet de la catgorie M” On veut ici enfin prouver que (H'(O%), H{(J"), ¢,, N) est
un objet de M" pour tout ¢ < r. Pour cela, on reprend nouveau les arguments prcdents.

On commence par prouver que H'(O5') est un module libre (de rang fini) sur S;. D’aprs
le thorme fLT1Y, il suffit de prouver que H'(J\/JI ™) est libre sur k[u]/uc. Or le fais-
ceau j ) 7 gidentifie NM T/ j([rﬂ} (proposition fET.1§) et il suffit donc de prouver que
H Z( / j TH) est libre de rang ﬁnl sur klu|/u®. Pour cela, on adapte facilement les argu-

ments de la preuve du thorme [LT.1§ en remplaant les rfrences aux propositions [L.1.11] et f.1.13
respectivement par des rfrences aux proposition f.1.2( et .T.21].

Lemme 4.1.23. Pour tous entiers i et s tels que 0 <@ < s < Z, la flche H'( by Hl(j([;)})
est surjective.

Dmonstration. On raisonne par rcurrence sur s. Pour le cas s = 0, on a les isomorphismes
suivants :

HI(OF) = Sy @ upue H(T /T

H'(O%) =~ S2) @)k H( ~([2ﬂ)/j([2i;r2/e})-
On vrifie que la flche H'(O5") — Hi(@St ) s'obtient partir de la projection S, — Sy et
le morphisme naturel H{(J /7 — H Z(j([’] /T [Hz/ 9. 1l suffit donc de prouver que ce

dernier morphisme est surjectif. Or, d’une part, le falsceau jl[i] / jl[Hl] s’identifie / ‘7([”1]
(proposition [L.1.1G) et, d’autre part, on a le diagramme commutatif suivant :

0——H(J (") ——=H'(T ) ——=H'(T /T () ——0

| | |

00— Hz(j£z+2/e ) —— Hl(jg)) . Hz(jg)/jé—i)ﬂ/e]) )

o les lignes sont exactes : I'injectivit provient de la proposition [l.1.2{ et la surjectivit provient
de I'injectivit analogue sur les H**! (toujours consquence de la mme proposition). On en dduit
directement la surjectivit de la flche verticale de droite, ce qui conclut le cas s = 0.

On procde ensuite par rcurrence sur s. On considre le diagramme commutatif :
HY(T ) ——= (T —— BT/ 7)
0——=H'(T ") —=H'(T (o) —= H'(T (/T )

La flche verticale de droite est un isomorphisme par la proposition [.I.1G. La flche verticale du
milieu est surjective par hypothse de rcurrence. Une chasse au diagramme prouve facilement
que la fiche verticale de gauche est aussi surjective, ce qui conclut. O

Remarque. Le lemme est galement vrai pour s € %N, 0<i<s<E(?)+1. Ce raffinement se
dmontre de manire analogue en choisissant un pas de é (au lieu de 1) dans la rcurrence.

On parvient finalement au but de tout ce paragraphe :



Thorme 4.1.24. Pour tout i < r, le quadruplet (H'((X})syn, O3, H/((X1) sy i), 60, N)
dfinit un objet de la catgorie M".

Dmonstration. Comme prcdemment, il ne reste plus qu’ prouver que la fliche H "(jl[r]) —
Hi(FN )T est surjective et que la fiche H(J\) — Hi(O) est injective.

Pour le premier point, on considre le carr commutatif suivant :

HY(J) — 13" /7

| |

il ~lr i ~lr Zlr+1
HU(T ) — H(T (/T (5 )

La flche de droite est un isomorphisme (proposition f.1.16). La flche de gauche est surjective
(lemme .T.23), et celle du bas 'est galement (proposition [.LI.20]). On en dduit que celle du
haut l'est aussi.

Pour le second point, on reprend les arguments de la preuve de la proposition [E.T.2]]. On
raisonne partir du diagramme suivant :

0—=K—J" —= J ) —=0
H l J
0—K o o 0

0 K = uPOf* et o les deux suites horizontales sont exactes. Il donne lieu un nouveau diagramme :

HI(K) ——= H(J) — HI(F)

H ! !

0——= H'(K) — H'(0}") — H'(O}))

La suite du bas est exacte gauche car, par le lemme [.1.23, la fiche H~1(O5') — H i‘l(@?g))
est surjective. Mais la flche verticale de droite est injective (proposition f.1.21). On en dduit
que la fiche verticale du milieu I'est galement. Ceci termine la preuve. O

4.1.5 Lecasr=0

Lorsque r = 0, la condition er < p — 2 est automatique et n'impose aucune borne sur e.
Pour obtenir le thorme [.1.24, dans ce cas, on a besoin d’introduire plus de catgories-tapes.

Plan de la preuve On reprend les constructions du dbut du paragraphe en remplaant
« (2) » par « (t) ».
Pour tout entier 1 <t < e, on commence par dfinir une catgorie Et) d’objets modulo .

On considre pour cela 'anneau Sy = k[u] /u’” que 'on munit d'un Frobenius ¢ semi-linaire
envoyant u' sur u”* et d'un oprateur de monodromie k-linaire envoyant u* sur —iu’. Un objet

de Et) est la donne de :

1. un S(t)-module M libre de rang fini;



2. un sous-module Fil” M de M contenant u" M ;
3. une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil”M — M telle que 'image de ¢, engendre M en tant
que Sy-module;

4. une application k-linaire IV : M — M telle que :
— pour tout A € Sy et tout x € M, N (Ax) = N (A\) x + AN ()
— u*N(Fil"M) C Fil" M

— le diagramme suivant commute :

Fil" M —2——~ M

ueNl lc(t),nN

Fil" M —2——~ M

0 (), est la rduction de ¢ dans S(t).

Les morphismes de Et) sont les applications g(t)—linaires qui commutent toutes les structures.

On prouve comme dans le paragraphe que les catgories Et) sont toutes quivalentes M"
via les foncteurs de rduction modulo u™.

D’autre part, pour tout rationnel g € éN , on dfinit sur le site (7})syn un faisceau j([tq)} par :

la _ Jldl
® j[q} N utp(’jst )

On pose @?If) = j([g} et on vrifie que les applications ¢, et N passent au quotient et dfinissent
des oprateurs encore nots ¢, et N sur ces nouveaux faisceaux.

On va prouver par rcurrence sur ¢ la proposition suivante (on rappelle qu’ici 7 = 0) :
Proposition 4.1.25. Pour tout t < e, le quadruplet (HO(@(stt)), HO(@E"’f)), b0, N) dfinit un objet

—90
de la catgorie M, et la suite :
0 HO(le-l/@) (j[‘ﬂ) HY(J [Q]/jfﬁ‘l/@) 0

est exacte pour q € %N, q < é
On dduira ensuite du cas ¢t = e un quivalent du thorme [L.1.24 savoir :

Thorme 4.1.26. Pour tout t < e, le quadruplet (H°(O5'), H*(O;Y), ¢, N) dfinit un objet de la
catgorie M°.

La rcurrence Le but de cette sous-partie est de prouver la proposition .1.25. Pour cela,
comme nous l’avons dj dit, on raisonne par rcurrence sur ¢ et on suit pas pas la dmonstration
de la partie Un objet de la catgorie EQ) du paragraphe ff.I.4. On redonne rapidement les
grandes tapes.

On considre un entier ¢ compris entre 2 et e. Les compatibilits entre les oprateurs ne posant
pas de problme, il suffit de montrer que H O(O ) est libre de rang fini sur S et que I'image

de ¢y engendre tout H 0( ) £ ). Or comme prcdemment, on dispose du thorme suivant :



Thorme 4.1.27. Avec les notations prcdentes, on a un isomorphisme :

Sy @) puue HU(OZ /T 1)) === HO(OF) -

id®¢o

Il suffit donc de prouver que H 0(@?5 / j([tt)/ ) est libre de rang fini sur klu]/u' et que la suite :
0 HO(qu/e) (j[Q]) HY(T [Q]/jq+1/6) 0

est exacte pour q € %N , ¢ < t. (On remarque que seule la surjectivit n’est a priori pas claire).

On dispose d'un quivalent de la proposition .1.1q qui se dmontre de faon tout fait analogue :

Proposition 4.1.28. Sur le site (T1)syn la projection canonique induit un isomorphisme de
faisceaux :

Ot/ Tt = Oy TSy -

Remarque. Pour la preuve de la proposition predente, on utilise U'ingalit ¢ < p(t — 1) qui est
bien vrifie lorsque ¢ > 2.

Lemme 4.1.29. Le module HO(@(SZ)) est libre de rang fini sur S

Dmonstration. Elle est assez semblable la preuve du thorme [L.T.T§.
Il suffit de dmontrer que. H 0((95t / \Y([tt)/ ) est libre sur k[u]/u'. Par ailleurs d’aprs la propo-

sition predente, le faisceau OF, / ‘7([15/ “ s'identifie O,/ ‘7(t/ “

On utilise ce niveau l’hypothse de rcurrence qui assure que M = H 0((9?;_1)) muni de ses
structures supplmentaires est un objet de Et_l). C’est en particulier un g(t_l)-module libre de
rang fini, disons d. Notons, pour q € %N, FiliM =H O(j([tqll)). Ils forment une suite dcroissante
de sous-S(;_1)-modules de M.

Par ailleurs, on a uM C Fil /¢ M, et encore ’hypothse de rcurrence fournit la suite exacte :

0—>F111/6M—>M—>H0( )/ TE ) —0.

Par ailleurs on vrifie que pour tout q € 1N q < =, la multiplication par u? induit un isomor-
phisme entre les faisceaux O )/ ‘7([1/ 9 et J e/ ‘7([‘”1/ 9. On en dduit :

dimy HO(OF_yy /T3 = —dlmk (O} )/ T3 =

la dernire galit tant une consquence du thorme @ appliqu pour ¢t — 1. D’autre part,
dim,(M/uM) = d d’o il vient Fil'/*M = uM. On montre de mme par rcurrence que
Fil“M = u*M pour tout ¢ € IN, ¢ < %

Finalement, on a une suite exacte longue :

0—= HOJ /) —= HO(O%_,)) —= HO}_ ) /T — HUT[[)) — HY(O},)) .
D’ aprs hypothse de rcurrence, toutes les fiches H' (.7, q+1)/ ‘Y—H 1(j ] )) sont injectives pour
q < =L et donc la fiche Hl(j(t/d ) — HY (O3 (i_1y) Vest aussi. On en dduit que H(Os o1 /‘7(t/e] )
S 1dent1ﬁe MJFilY M = M/u!M qui est un bien un kfu]/uf-module libre de rang fini (en
I'occurrence d). O

Les propositions [l.1.19 et [.1.20 ont des quivalents transparents dans ce nouveau contexte
qui se dmontrent de faon analogue. On conclut comme cela la rcurrence.




La fin de la preuve Pour dduire le thorme f.1.2 du cas t = e de la proposition [[.1.25, on
dgage tout d’abord le lemme suivant (preuve analogue celle de la proposition B.3.4) :

Lemme 4.1.30. Sur le site (11)syn la projection canonique induit un isomorphisme de fais-
ceaus :

s 11 ~ _ ~st A1
o1/ J" == 017 -

En combinant ce predent lemme au thorme [L1.15, on prouve la libert sur S; de H°(O3Y).
Par suite, on dmontre que la fiche H°(O5") — H 0(@?2)) est surjective en utilisant les mmes
arguments que ceux prsents dans 1'tape d’initialisation de la rcurrence du lemme f.1.23. Finale-
ment, en recopiant la premire partie de la preuve du thorme [.1.24, on parvient prouver la
surjectivit du morphisme HO(O5) — HO(O5t/7"). Cela conclut la preuve du thorme [L1.26.

4.2 Dvissages

Le but de cette partie est de dduire partir du cas n = 1 trait prcdemment le cas n
quelconque. Exactement, si X, dsigne un log-schma propre et log-lisse sur 7},, et que X; =
X, x1, T} est du type de Cartier (si n = 1, on suppose en outre que X; admet un relvement
propre et log-lisse sur 73), nous allons dmontrer le thorme suivant :

Thorme 4.2.1. Pour tout i < r et tout entier n, le quadruplet :
(H'((Xn)syns O3 H (X)) syms T3, 61 N)

dfinit un objet de la catgorie M".

Remarque. On rappelle que le morphisme ¢, n’est pas dfini sur (X,,)syn mais seulement sur
(Xntr)syn mais que cela n’est pas grave du fait des identifications canoniques H*((X,,)syn, O5F) ~

H (Xt )syns O5F) et HU((X)syns Ta ) o H((Xopir)syms Ti).

Dmonstration. On raisonne par rcurrence sur n. L’initialisation est donne par le thorme
[.1.24. Pour I'hrdit, on considre les suites exactes courtes suivantes :

0 g2 gt i 0
0 oy 05, ost 0.

Elles fournissent deux suites exactes longues de cohomologie qui s’insrent dans le diagramme
commutatif suivant :

HIW) —— 1 () —— H(F,) —— H'(F) —— HH(T))

n

R

H(O3) s H(OF) > H(O5y1) = HY(O7) —— H*1(0%)

o tous les groupes de cohomologie sont calculs sur le site (X, )sn. Par hypothse de rcur-
rence, les deux quadruplets (Hi='(O), H=Y(F), 6., N) et (H(O), H(F), ., N) sont
des objets de la catgorie M". Comme celle-ci est ablienne, il en est de mme de leur image
que 'on note (M’ Fil" M, ¢,., N). De mme, les deux quadruplets (H*(O), H"(j,w), ¢r, N) et



(Hi*+(O03), HH(F), ., N) sont des objets de M”, le premier en vertu de I’hypothse de rcur-
rence et le second par le thorme [1.1.24 Leur noyau (M”,Fil"M", ¢,, N) est donc aussi objet
de M".

En outre, on dispose d’un diagramme :

0 ——Fil"M' —— H(J!" ) — = Fil" M" ——0

n

Lo

0 M Hi(O,,) M 0

o les deux lignes horizontales sont exactes. Une adaptation directe du lemme 2.3.1.2 de [Bre9§]

entrane alors que (H'(O, ), Hi(jﬂl), ¢r, N) est un objet de M", ce qui achve la rcurrence.
0J

Remarque. 11 est fort probable que le thorme prcdent reste vrai lorsque ¢ = 7, mais ce cas
particulier chappe la preuve que 'on vient de donner.

Le cas entier

Aprs avoir obtenu un thorme modulo p™ pour tout entier n, il est tentant de passer la limite
projective. Prcisment, posons, au moins pour ¢ < r :

M = lm H'((Xy)sm, OF)
n>1
Fil'M = lim H'((X,)spn, T7).

n>1

Les applications ¢, et N passent la limite pour finir respectivement des applications Fil" M —
M et M — M que I'on note encore ¢, et N.

Soit Mo 'ensemble des lments de M tu par une puissance de p, et Mpee = M/ M.
On munit sans problme ces modules d'un Fil”, d'un ¢, et d’'un N, et en copiant les arguments
du paragraphe 4.1 de [Bre9g], on obtient le thorme suivant :

Thorme 4.2.2. i) Le module Mys muni des structures supplmentaires est un objet de M.

i) Le module M e muni des structures supplmentaires est un module fortement divisible®

5 Calcul de la cohomologie tale

On fixe toujours un entier r vrifiant er < p — 1. On se donne de plus X un schma (au sens
classique) propre et lisse sur K et on suppose que Xx admet un modle propre et semi-stable
X sur 'anneau des entiers Q. Le diviseur donn par la fibre spciale fait de X un log-schma
dfini sur la base T' = (Spec O, Ok \ {0}) propre, log-lisse, et dont la fibre spciale est du type
de Cartier. Nous sommes donc en situation d’utiliser les rsultats de la partie prcdente. En
particulier, si X,, = X xpT,, le thorme [L.2.]] s’applique et assure que pour tout n et pour tout
1 < r le quadruplet :

(H(Xn oy O, H (X )ons T, 61, N)

SPour une dfinition, on pourra se reporter [Bre9].




est un objet de M". D’autre part, par le thorme f.1.24, le rsultat demeure pour i = r lorsque
n=1.

Le but de cette partie est de dmontrer le thorme [, dont nous prcisons I'nonc :
Thorme 5.0.3. Pour tout entier v tel que er < p— 1, pour tout entier n et pour tout 0 < i <r
(et aussii =1 sin = 1), on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

Hi((XI_()hZ/an)(T)L) st*(Hi((Xn)symOizt)>Hi((Xn)syn> VET])aQSmN)-

Fixons avant tout quelques notations. Si L est une extension algbrique de K, dfinissons
Ty, = (Spec Op, O\ {0}) et si n est un entier et Y est un log-schma sur 7', posons Y,, = Y x1T),,
YL =Y XT TL et Yn,L = Yn XT TL = YL XT Tn

Le premier (et principal) ingrdient de la preuve est un rsultat de Kato et Tsuji qui s’'nonce
comme suit :

Thorme 5.0.4. Pour 0 < ¢ < s < p — 2, on a des isomorphismes canoniques compatibles
laction de Galois :

H (X, 8)e 0% (8)) —— H' (X&), Z/p"Z)(s) -

Dans le thorme prcdent, slr(fx_ (s) dsigne un certain complexe de faisceaux tales sur X, g con-
struit par Kato (voir [Kaf87]). Par ailleurs, Breuil dmontre (lemme 3.2.4.3 de [Bre9§ — la

dmonstration est crite dans le cas non ramifi, mais elle fonctionne de la mme faon dans le cas
gnral) le thorme suivant :

Thorme 5.0.5. Pour tout entier i, et tout s € {0,--- ,p— 1}, on a des isomorphismes canon-
1ques compatibles [’action de Galois :

h—H}Hi((Xn—ir&L)sym SZ) — Hi((anf)t’ Sifka(S))
L

o la limite inductive est prise sur toutes les extensions finies L de K.

Ici, §; dsigne un certain faisceau sur le site log-syntomique dont le rappel de la dfinition est
I'objet du paragraphe p.1. Forts de cela, il ne reste plus pour conclure qu’ prouver :
Proposition 5.0.6. Pour 0 < i < r (et aussi i = r lorsque n = 1), on a des isomorphismes
canoniques compatibles [’action de Galois :

i (Xt ) sy Si) = Dot (' (X sy O3), H (X sy Ta' ) 60, N) . (21)
L

La dmonstration de cette proposition est I'objet du paragraphe p.3. Finalement, le paragraphe
qui termine cette partie explique comment on dduit des rsultats predents le thorme [[.3.

5.1 Les faisceaux S}

On note TV le log-schma Spec O /p™ muni de la log-structure triviale. Comme on avait
dfini les faisceaux J° sur le site (T},)sn (voir paragraphe B2.), on dfinit sur le site (T0"")gyn

des faisceaux Jsl

T IU) = HOU T Verios T o) = H (U T )cns, T )

en posant :

pour tout U log-syntomique sur 7. On pose galement O = 7500,

Le morphisme naturel T,, — T est log-syntomique, et donc les faisceaux predents dfinis-
sent par restriction des faisceaux sur le site (7T}, )syn encore nots > et O On dispose de

descriptions explicites locales des faisceaux predents :



Proposition 5.1.1. En reprenant les notations (A%, P> et WerisPP( A% P>)) du paragraphe
[3.2.1, on a un isomorphisme canonique :

(/)127‘7,'3(14007 Poo) ~ Wncris,DP(Aoo’ Poo) )

Par ailleurs, cet isomorphisme respecte la filtration donne gauche par les J™! (A, P>) et
droite par la filtration canonique par les puissances divises.

Comme dans le cas « st », on dfinit pour s < p — 1, des applications ¢, : JF — ocris,
Finalement, on appelle S le noyau de 'application ¢, — id.

La proposition suivante runit deux suites exactes importantes propos des faisceaux intro-
duits prcdemment :

Proposition 5.1.2. Pour tous entiers n et s, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le
site (T0,) syn -

0 jncris,[s} jygs} N As—l} 0.
Pour tout entier n et tout s € {0,...,p— 1}, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le
site (Tnts)syn -
cris,[s s—id ;
0 S Firkl 2 geris 0.

Dmonstration. La premire suite exacte rsulte des descriptions predentes si ’on se rappelle

On pourra consulter la preuve de la proposition 3.1.3.1 de [Bre9§ pour plus de dtails.

Pour la seconde suite exacte, il suffit de prouver la surjectivit de ¢s — id et avec les de-
scriptions locales predentes, on construit explicitement un antcdent (local pour la topologie
log-syntomique) tout Iment de OT(A>, P>). Exactement, la preuve est identique celle de

Breds

la proposition 3.1.4.1 de [Bre9§, sauf le dernier argument qui est remplac par celui du lemme
P.3.0. ]

5.2 La preuve

Le but de ce chapitre est de donner une preuve de la proposition .0.6, ce qui est suffisant
comme nous ’avons expliqu, pour dmontrer le thorme [.T. On suit encore une fois de trs prs la
dmonstration de [Bre9§] valable pour le cas e = 1.

On note M = H'((X,,)syn, O5F). Pour tout entier s, on a un morphisme (pas ncessairement

injectif) H'((X,)syn, n[”) — M et on note Fil* M son image. On vrifie que 1'on obtient ainsi
une filtration admissible (voir dfinition P.3.3) sur M. Par dfinition (voir paragraphe P.3.3), le
membre de droite de I'isomorphisme PJ] s’identifie :

Fil"(Ay @5 M)%Z)
avec .

Fil"(Ay @5 M) = > _Fily Ay @5 Fil *~' M

t=0



o on rappelle que les Fil% sont dfinis par la formule (B]) et qu’ils sont plats sur S,. On rappelle

galement que I’'on dispose du lemme qui permet de voir le module Fil"(Ag ®g M) comme
le conoyau d’un morphisme.

~

La preuve de la proposition p.0.G passe par les calculs successifs des modules Fil"( Ay ®g M),
Fil”(flst ®s M) =0 et finalement Fil”(flst ®s ./\/l)}ﬁ\,’::o1 = Ty, (M). Ceux-ci sont traits respec-
tivement dans les paragraphes p.2.3, p.2.3 et p.2.4. Le paragraphe [.2.1, quant lui, rappelle
quelques prliminaires ncessaires pour la gestion des limites inductives.

5.2.1 Le foncteur j,

Dans ce paragraphe, on rappelle comment construire des faisceaux sur le site (X, )syn dont
la cohomologie s'identifie lim H'((Xy,1)syn, ey

Si L est une extension de K, on a un morphisme canonique j; : 7, — T. On montre
(lemme 3.1.1.1 de [Bre9q]) qu’il est log-syntomique et donc qu’il induit un morphisme de topo
(i:;)sw1 — (ﬁ)syn. Soit F un faisceau de groupes abliens sur (7}, )syn. Pour tout L, on considre
le faisceau jr,j;F et on remarque que si L’ est une extension finie de L, on a un morphisme
JrxJiF — juwjr,F. On pose finalement :

JF = thJL*Jz]:
L

C’est un faisceau sur (7),)syn €t on montre (corollaire 3.1.1.4 de [Bre9§]) que I'on a une identi-
fication canonique :

th Hi((XmL)sym jrgs]) = Hi((Xn)syn’ j*jrgs])
L

pour tout entier s.

5.2.2 Le calcul de Fil"(Ay ®g M)

Le but de ce paragraphe est de donner une description en terme de conoyau (analogue celle
du lemme P.3.6) de Fil"(Ay ®s M). Pour cela, on commence par rappeler que 'anneau Ay
admet une interprtation cohomologique incarne par I'isomorphisme canonique suivant :

Ag/p" = lim HO(Th,1)ogns OF)
L

o la limite inductive est prise sur les extensions finies L de K. Il existe aussi un isomorphisme
analogue pour dcrire la filtration sur Ay qui est :

Fllt(Ast/pn) = Fil tAst/pn - hgl HO((Tn,L)syna j,gﬂ)
L

Ces isomorphismes permettent de construire une application canonique :

Fil' A /p" @5, HO(Xa)syn, T2 ~") = i HO((Xo,2)sym, Ti) = HO((Xn)sym, 50 T3
L

et donc un morphisme de faisceaux :

P Filk Ay /p" ®s, TE — P Fil' Ay /p" ®5, TE — j.TL.

t=0 t=0

On a alors le lemme suivant, mettre en parallle avec le lemme :



Lemme 5.2.1. Pour tout entier s < r, on a un diagramme commutatif :

0 — @ Fitk Au/p" @5, H' (TS — @ Filk Au/p" @5, H'(TS ™) —— HI (1.7} —— 0
t=1 t=0

\ v \

0 —— P Fitk Au/p" ®s, Fil"T'TIM —— P Fitl Au/p™ ®5, Fil° TM ——> Fil*(Aqy ®5 M) — 0
t=1 t=0

o tous les morphismes respectent ’action de Galois, et o les deux lignes sont exactes et les
flches wverticales surjectives. (Notez que tous les groupes de cohomologie sont calculs sur le site

(Xn)syn-)

Dmonstration. Tout d’abord, prcisons les flches. Dans la suite exacte du haut, la premire flche
a dj t dfinie dans I'nonc du lemme P.3.6. La flche correspondante dans la suite exacte du bas a
une dfinition tout fait analogue. Les autres flches ne posent pas de problme, part a priori la
fiche verticale de droite. Cependant, elle n’en posera plus lorsque 'on aura prouv I'exactitude
des deux suites (puisque ce sera alors simplement la flche induite sur les conoyaux).

L’exactitude de la ligne du haut n’est autre que 1'objet du lemme R.3.G. Les surjectivits des
deux premires flches verticales sont immdiates. Il ne reste donc plus qu’ prouver 'exactitude
de la suite exacte du bas (de laquelle rsultera directement la surjectivit de la flche verticale de
droite).

On commence par prouver que la suite de faisceaux sur le site (75, )syn :

0— EPFilc Aw/p" @5, T — @Fill Ay /p" @5, TP — j.TH —0
t=1 t=0
est exacte. Par un dvissage, on se ramne dans un premier temps au seul cas n = 1. De plus,
en recopiant les arguments de la preuve de la proposition 3.1.2.3 de [Bre9§], on se ramne au
cas s = 0. Il s’agit donc de montrer que Ay /p" ®g, Ok ~ j,05. C’est nouveau un calcul local
pour la topologie log-syntomique, en tout point analogue celui men dans la dmonstration du
lemme 3.1.2.2 de [Bre9q]. O

5.2.3 Le calcul de FilT’(zle'E ®s M)n=0

Le but de cette partie est de dmontrer le lemme suivant qui constitue la deuxime tape de
la preuve.

Lemme 5.2.2. On a des isomorphismes de modules galoisiens :

h_H}Hi((Xn,L)sym chlris) = (Ast Xs M)NZO
L

lm H* (X 1) syns T —"— Fil" (A @5 M) n=o
L
Dmonstration. La dmonstration est identique celle du corollaire 3.2.3.5 de [Bre9§. Nous
redonnons simplement les grandes lignes. Tout d’abord, on montre comme dans le lemme 3.1.1.2
de [Bredg la nullit de li_r)nL Rijr. jzjf} d’o on dduit, partir de la premire suite exacte de la
proposition p.1.3, une suite exacte de faisceaux :

PR s pu— g 4L PSR (i pu—

de laquelle on dduit une suite exacte courte sur les groupes de cohomologie :

00— H'(ju T —= H (. T") = B (T ™) —=0



o tous les groupes de cohomologie sont calculs sur le site (X, )syn (I'argument est le mme que

@,

celui utilis pour la proposition 3.2.3.1 de [Bre9g]).

La suite de la preuve consiste reprendre le diagramme du lemme p.2-] et procder une tude
relativement fine des noyaux des flches verticales. Prcisment, si on note :

K' = ker (H(JY) — H(O)) = ker (H(TY) — Fil' M)
K' = ker (H'(j,JM) — Fil'(Ay ®g M))

on peut complter le diagramme de la faon suivante :

0 0 0
N . |
0 —— PFillAy/p" ®s5, KT PrFill Ay /p" ®s, K5° K® 0
t=1 \l/ t=0 ‘ll ‘ll
s S
0 —> P FillAs/p" 85, H (ILT ) — > P Fil As/p" @5, H(TE) — = HiGL I ——0
t=1 \l/ t=0 \ll \ll
s S
0 —> PFilk Aw/p" ®s, Fil'H "M — > P Fil i A /p™ ®5,, Fil ° P M — = Fil *(Agy ®5 M) —> 0
t=1 ¢ t=0 ¢ ¢
0 0 0

L’oprateur N induit un morphisme entre le diagramme prcdent et son quivalent lorsque 'on
remplace s par s — 1 (en particulier, il induit une application N : K, — K, ; pour tout
s € {0,...,r} en convenant que K_; = Kj). La suite exacte du haut implique en prenant s = 0
que Ky = 0. Par ailleurs, une tude un peu minutieuse de cette mme suite exacte (voir lemmes
3.2.3.3 et 3.2.3.4 de [Bre9§]) montre que 'application N : K, — K,_; est un isomorphisme.

En considrant la suite exacte de droite, ceci implique que pour s = 0 et s = r, on a des
isomorphismes :

HmH((Xp,1)sms Ti™F) = H((Xa)sym, juTy) —"— Fil*(Ay ©5 M)n=o
L

ce qui termine la preuve du lemme. 0]

5.2.4 Le calcul de Fil"(Ay @5 M)V,
Il n’est plus difficile prsent de terminer la preuve de la proposition p.0.6. En effet, la deuxime
suite exacte de la proposition p.1.9 nous fournit une suite exacte longue :

7 1 cris, [r ¢r—id 7 cris
o H(( Xt )syms ST) — H (X)) syns Tom= ) 228 HI(X, ) gymy OSFS) —— - -

s
n

et puis, comme le foncteur lim est exact (la limite est filtrante) on obtient une nouvelle suite

exacte longue :

L

¢r—id

= B H (X Jsyn, S5) — B (X )syn, T™0) = HmH (X )syn, OF) — -+
L L L

Par ailleurs, la fiche ¢, — id : lim = Hi((X,,)syn, Jo">1) — lim  H*((X5)syn, O5) s'identifie via
les isomorphismes du lemme @ la fiche :

Fil "(Ay ®5 M) n=o S

(Ast ®s M) =0



et on sait par le lemme P.3.9 que celle-ci est surjective. On en dduit que la suite exacte longue
se coupe en suites exactes courtes :

¢r—id

00— hngi((Xn+r)syn, S:L) — h_r>nHi((Xn)syn, j;;ris,[?“]) - - h_H}Hi((Xn)syna O;ris) 0
L L I

ce qui termine la preuve.

5.3 Une conjecture de Serre

On montre dans ce paragraphe comment la thorie dveloppe au long de cet article permet de
rsoudre compltement la conjecture de I'inertie modre de Serre formule dans le paragraphe 1.13

de [Fer7d).

Avant de rappeler I'nonc de la conjecture, faisons quelques prliminaires et profitons-en pour
fixer les notations (pour plus de preisions, voir le paragraphe 1 de [Ber7d]). Soit V' une F,-
reprsentation de dimension finie irrductible du sous-groupe d’inertie I de groupe de Galois
absolu de K. Par un rsultat classique de thorie des groupes, du fait que V' a pour cardinal un
multiple de p, le sous-groupe d’inertie sauvage (qui est un pro-p-groupe distingu) agit triviale-
ment. Ainsi 'action de I se factorise travers une action du groupe d’inertie modre I;.

Par ailleurs, puisque V' est suppose irrductible, 'anneau E des endomorphismes quivariants
de V' est un corps fini et V' hrite d’une structure d’espace vectoriel de dimension 1 sur ce corps.
La reprsentation de dpart fournit un caractre p : I, — E*. Notons ¢ = p" le cardinal de E et F,
le sous-corps de k form des solutions de I'quation 29 = 2. On dispose de I'application suivante
appele caractre fondamental de niveau h :

O, I — pg1(K)~ F;
g — 2
o 1 dsigne une racine (¢ — 1)-ime de 'uniformisante .

Les corps E et F, sont finis de mme cardinal et donc isomorphes (non canoniquement). Si
I'on compose ¢, par un tel isomorphisme f, on obtient une application 8, ¢ : I, — E* et on
montre facilement (voir la proposition 5 du paragraphe 1 de [Ser72]), que p = 6 ; pour un
certain entier n compris entre 0 et ¢ — 2. L’entier n dpend de I'isomorphisme f choisi mais les
chiffres de son criture en base p, eux, n’en dpendent pas. Ce sont par dfinition les exposants de

[inertie modre de la reprsentation V.

La conjecture de Serre s'nonce alors comme suit :

Thorme 5.3.1. Soit X un schma propre et lisse sur K rduction semi-stable sur O et soit r
un entier. Les exposants de l'inertie modre sur un quotient de Jordan-Hlder de la restriction au
groupe d’inertie de la reprsentation galoisienne H (Xg,7/pZ)" (0 «V » dsigne le dual) sont
compris entre 0 et er.

Dmonstration. On remarque dans un premier temps que le rsultat est vident si er > p —1
(des chiffres en base p sont ncessairement infrieurs ou gaux p — 1). On peut donc supposer
er < p— 1 et appliquer les rsultats de cet article.

Par le thorme [L.1, la reprsentation galoisienne V' = H! (X, Z/pZ) est dans I'image essen-
tielle du foncteur Ty,. Puisque cette image essentielle est stable par sous-objets et quotients
(thorme R.3.1]), tout quotient de Jordan-Hlder de V' est galement dans I'image essentielle de
Ty,. Par ailleurs, un tel quotient de Jordan-Hlder est par dfinition irrductible et donc ne peut
tre 'image par T, que d’un objet simple.



Le thorme rsulte ce niveau du thorme 5.2.2 de [[Cai. O

Remarque. On a un rsultat quivalent avec les groupes de cohomologie H! (X, Z/p"Z ) lorsque
i <reter<p—1(ouautrement dit lorsque i < E((p — 2)/e), E(-) dsignant la partie entire).
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