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HOMEOMORPHISMES DE CLASSE P, C" PAR MORCEAUX
(r >2) DU CERCLE CONJUGUES A DES ROTATIONS ET
REGULARITE DES MESURES INVARIANTES

ABDELHAMID ADOUANI ET HABIB MARZOUGUI

ABSTRACT. On donne une caractérisation des homéomorphismes f de classe P,
C" par morgeaux (r > 1) du cercle ayant un nombre fini de points de coupure
et de nombre de rotation irrationnel qui sont conjugués différentiablement
a des C7"- difffomorphismes, ceci conduit & la conjuguaison d’une classe de
tels homéomorphismes & des rotations d’apres [6]. Cette caractérisation étend
celle obtenue par I. Liousse pour les homéomorphismes affines par morceaux
du cercle ([10]). On montre que les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) f est conjugué & un C"-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme
de classe P quadratique par morgeaux.

ii) Le nombre de points de coupure de f™ est borné par une constante
indépendante de n.

iii) le produit des sauts de f aux points de coupures situés sur une méme
orbite vaut 1.

Nous obtenons aussi que si f est de classe P, C?1¢ par morceaux (e >0)
de nombre de rotation irrationnel et si les points de coupure de f sont sur une
méme orbite dont le produit des sauts de f en ces points n’est pas égal a 1
alors la mesure invariante py est singuliére par rapport & la mesure de Haar.
Ce résultat généralise le théoréme de Dzhalilov et Khanin ([3]).

1. INTRODUCTION

1.1. Préliminaire. On note S' = % le cercle et m : R — S' la projection
canonique. Soit f un homéomorphisme de S! qui préserve l'orientation. f se
releve en un homéomorphisme f : R — R croissant de R tel que 7o f = form.
Réciproquement, un tel homéomorphisme de R se projette en un homéomorphisme
de S' qui préserve l'orientation.

Soit = € S*. On appelle :

- orbite de x par f le sous-ensemble O (z) = {f"(x) : n € Z}

- orbite positive issue de x par f le sous-ensemble O;r(x) ={f"(z) :n € N}

- orbite négative issue de x par f le sous-ensemble O} (x) = {f"(z) : n € —N}

Un segment de l'orbite Of(d), contenant d est un sous-ensemble de la forme
{f*(d): =k < s <n—k}, noté [f~*(d),..., f*(d)], k, n € N.

Historiquement, 1’étude dynamique des homéomorphismes du cercle est initiée
par H. Poincaré ([13], 1886), il introduit le nombre de rotation d’un homéomorphisme
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du cercle. Il est définie par

p(f) = lim W

o m (mod1)
Poincaré montre que cette limite existe et ne dépend pas du choix du point x,
ni du choix du relevé de f.
Lorsque f est un C"-difféomorphisme avec (r > 2) et de nombre de rotation

irrationnel, A. Denjoy ([2]) montre:

Théoreéme 1.1. (Denjoy)([2]). Tout C”-difféomorphisme f avec (r > 2) et de
nombre de rotation p(f) irrationnel est topologiquement conjugué a la rotation

Ros)-

Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme croissant h de S! tel que f =
W=t o Ry o h.

Denjoy note que ce résultat s’étend (avec la méme preuve) a une classe plus large
d’homéomorphismes du cercle : la classe P.

1.2. Classe P

Définition 1.2. Soit f un homéomorphisme préservant 'orientation et de classe
C" (r > 1) par morgeaux du cercle.
On appelle point de coupure de f un point de discontinuité de sa dérivée Df.

f est dite de classe P si elle est de classe C” sauf sur un ensemble fini ou
dénombrable de points de coupure qui admettent des dérivées a droite et a gauche,
et sa dérivée Df : St — R’ a les propriétés suivantes :

- il existe deux constantes 0 < a < b < 400 telles que :

a < Df(x) <b,
pour tout x ou Df est définie,
a<Dfi(c)<b, et a<Df_(c) <benles points ¢ de coupure,

- logDf est & variation bornée sur S!

Le rapport oy(c) := % est appelée saut de f au point c.

Notons que les homéomorphismes de classe P forment un sous-groupe du groupe
des homéomorphisme préservant 1’orientation du cercle.

Comme exemple d’homéomorphismes de classe P, citons :
- les C2-difféomorphismes,
- les homéomorphismes affines par morgeaux (qui ne sont pas des C2-difféomorphismes).
Un homéomorphisme f du cercle, préservant l'orientation, est dit affine par
morgeauz si f est dérivable sauf en un nombre fini de points de coupure (¢;)1<i<p
de St et tel que Df est constante sur chaque ]c;, c;ji1[.

L’ensemble des homéomorphismes affines par morgeaux est un sous-groupe du
groupe des homéomorphismes de classe P et contient les rotations.
Cette classe a été bien étudié par Liousse dans [10], [11], [12].

Les homéomorphismes analytiques ne sont pas de classe P et ne constituent pas
un groupe. D’apres J.C. Yoccoz ([15]) ils vérifient la conclusion du théoreme de
Denjoy mais pas la théorie de Denjoy.
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Définition 1.3. Un homéomorphisme B de classe P, C" par morgeaux (r > 1) de
S1 avec exactement deux points de coupure xg et B(zg) est appelé un Boshernitzan
général de S*. Le point B(xg) est appelé point de coupure final. Lorsque B(xq) = 0,
on dit que B est un Boshernitzan standard de point de coupure final 0.

En conjuguant un Boshernitzan standard By de point de coupure final 0 par la
rotation R;,, ’homéomorphisme R, o Bgo R;(]l serait un Boshernitzan général
de point de coupure final B(zg) et inversement.

Le relevé By (mod 1) de By sur [0,1] est un échange général de 2 intervalles de
[0,1].

Les Boshernitzan affines correspondent a des échanges affines de 2 intervalles de
[0,1] et ont été considéré par exemple dans [9].

Notons que Boshernitzan fut le premier qui a étudié ces exemples dans le but
d’exhiber des homéomorphismes affines par morceaux dont les données sont ra-
tionnelles mais pas le nombre de rotation (cf. [1]).

On désigne par C(f) ensemble des points de coupure de f. Dans toute la suite,
on suppose que f n’a qu'un nombre fini de points de coupure.

Définition 1.4. On appelle connezion mazimale de ¢ un segment M = [f~P(c), ..., f4(c)]
de Porbite Oy(c) qui contient tous les points de coupure de f sur O¢(c) et tel que
f7P(c) (resp. fi(c)) est le premier (resp. dernier) point de coupure de f sur Oy(c).

L’orbite négative Oy (f~7(c))(resp. positive O}' (f4(c))) issue de f~P(c)(resp. de
f%(c)) ne contient alors aucun point de coupure de f.

Les propriétés suivantes sont triviales :

- Deux points de coupure de f sont sur la méme connexion maximale, si et
seulement si, ils sont sur la méme orbite.

- Deux connexions maximales distinctes sont disjointes.

Il y a un nombre fini de connexions maximales; notées
My =[N (c1),...,c1], e My = [fN2(cp), oy cp) OU €14y e € C(f).
On a alors la décomposition :

ot C;=C(f)AM;, i=1,..,p.

Définition 1.5. ([10]) On dit qu'un homéomorphisme f de classe P, C" par
morgeaux (r > 1) du cercle a la propriété D si le produit des sauts de f aux
points de coupure de f situés sur une méme orbite vaut 1.

Cela signifie que pour tout ¢ = 1, ..., p, le produit des sauts de f en les points de
Civaut 1 (i.e. [[ op(d)=1). Onaaussi [[ os(d) = ][ os(d).
deC; deC; deM;
A un homéomorphisme f de classe P, C" par morgeaux (r > 1) du cercle ayant
la propriété D on lui associe 'invariant :
P Nifl

m(f) =[] II epver(F ()

i=1 k=0
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ou N = max (N;).
1<i<p

Lorsque tous les points de coupure se trouvent sur une méme orbite, alors le

produit des sauts de f en ses points de coupure : [[ oy(c) = 7(f)
ceC(f)

Si f est un homéomorphisme affine par morceaux, le produit des sauts de f en
tous ses points de coupure vaut 1. Par conséquent, il satisfait la propriété D si tous
ses points de coupure sont sur une méme orbite.

On se propose d’étendre les résultats obtenus par Liousse dans [10] pour les
homéomorphismes affines par morgeaux au cas des homéomorphismes de classe P,
C™ par morgeaux (r > 1) du cercle.

2. ENONCE DES RESULTATS

Théoréme 2.1. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par mor¢eaux (r > 1)
du cercle ayant un nombre fini de points de coupure. Si f posséde la propriété D
alors :

i) si w(f) =1 alors f est conjugué & un C”-difféomorphisme du cercle par un
homéomorphisme affine par mor¢eaus.

it) st w(f) # 1 alors f est conjugué & un Boshernitzan général B (de point de
coupure final B(xo) tel que op(xo) Xop[B(xo)] = 1) par un homéomorphisme affine
par morgeaut.

Corollaire 2.2. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par mor¢eaux (r > 1)
du cercle ayant un mombre fini de points de coupure. Si les points de coupure
de f sont sur la méme orbite avec w(f) = 1 alors f est conjugué & un C"-
difféeomorphisme du cercle par un homéomorphisme affine par morceauz.

Corollaire 2.3. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par mor¢eauz (r >
1) du cercle ayant un nombre fini de points de coupure et de nombre de rotation
irrationnel. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est conjugué a un CT-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme
C' par morceaux.

i1) Le nombre de points de coupure de f™ est borné par une constante indépendante
de n.

i1i) [ posséde la propriété D.

i) f est conjugué a un Boshernitzan général (de point de coupure final B(xq)
tel que op(xo) X op[B(xo)] = 1) ou un C"-difféomorphisme du cercle par un
homéomorphisme affine par morceaut.

v) [ est conjugué a un CT-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme
quadratique par morgeau.

Corollaire 2.4. Sous les hypothéses du corollaire 2.3, si le nombre de points de
coupure de f" est borné par une constante indépendante de n alors f est con-
Jugué a un C"-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme quadratique par
MoT¢eaus.
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Il résulte du théoreme 2.1 :

Corollaire 2.5. ([11]) Soit f un homéomorphisme affine par morgeauz du cercle
de nombre de rotation irrationnel a. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est conjugué a la rotation R, par un homéomorphisme C! par morgeaur,
i1) Le nombre de points de coupure de f™ est borné par une constante indépendante
de n.
iii) f est conjugué a un Boshernitzan affine de point de coupure final 0 ou une
rotation de nombre de rotation o par un homéomorphisme affine par morceaut,
i) [ est conjugué a R, par un homéomorphisme C> (analytique) par mor¢eaut.

On rappelle qu’étant donné « irrationnel et 7 € R% , on dit que « est diophantien
d’ordre 7 > 0 §'il existe une constante C' > 0 tel que | o — % [> qz%, pour tout

P
2 eq.

Si « est diophantien d’ordre 0, « est dit du type constant; c’est équivalent a dire
que dans le développement en fractions continues de « :

1
a=ag+ ———r—,
ai + as+....

la suite (am)men est bornée.

Notons que ’ensemble des nombres réels de type constant est de mesure de
Lebesgue nulle bien que sa dimension d’Hausdorff vaut 1 alors que ’ensemble des
nombres a qui sont diophantien d’ordre 7 pour tout 7 > 0 est de mesure pleine.

Nous obtenons du corollaire 2.3 et d’apres le théoréme de Katznelson et Ornstein
([6]) le théoreme qui suit :

Théoréme 2.6. Soit & un nombre irrationnel diophantien d’ordre T > 0 et r > 7+2
un réel. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par mor¢eauz du cercle ayant
un nombre fini de points de coupure et de nombre de rotation « irrationel. Si le
nombre de points de coupure de f™ est borné par une constante indépendante de n
alors f est conjugué a la rotation R, par un homéomorphisme de classe O™ 177=¢
par morgeaux pour tout € > 0.

Notons que la conjuguaison est ici C' par morceaux.

Corollaire 2.7. Sous les hypothéses du Théoreme 2.6, si les points de coupure de
[ sont sur la méme orbite et w(f) = 1 alors f est conjugué a la rotation R, par un
homéomorphisme de classe C™~1=7=¢ par morgeaux pour tout € > 0.

Le corollaire 2.7 généralise un résultat antérieur de Dzhalilov et Khanin :

Théoréme 2.8. [3] Soit a un irrationnel de type constant et f un homéomorphisme
de classe P, C**¢ par morceaux (¢ > 0) du cercle de nombre de rotation o dont
les points de coupure de [ sont sur une méme orbite avec w(f) = 1. Alors [ est
conjugué a la rotation R, par un homéomorphisme de classe C'*¢ par morceauz.

D’autre part, on sait qu'un homéomorphisme f de classe P, C” par morgeaux
(r > 1) du cercle de nombre de rotation « irrationnel préserve une unique mesure f-
invariante sur S', notée p £, qui est de plus sans atome et & support total. Désignons
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par m la mesure de Haar sur S! (i.e. projetée de la mesure de Lebesgue). Comme i
est I'unique mesure f-invariante, elle est soit singuliere, soit absolument continue
par rapport & m. En fait, lorsque s est absolument continue par rapport a la
mesure de Haar m, elle est nécessairement équivalente & m comme conséquence de
Iergodicité.

Alors que certains résultats sur les C? diffSomorphismes du cercle (théoréme de
Denjoy, ergodicité par rapport a la mesure de Haar) sont valables pour la classe P,
d’autres ne le sont pas. Ainsi le théoréme d’Herman [5](voir aussi, [7], [8] et [14])
affirmant quun C2-difféomorphisme du cercle préservant I'orientation de nombre
de rotation irrationnel de type constant préserve une mesure équivalente a la mesure
de Haar, ne ’est plus en classe P:

- Pour les homéomorphismes affines par morgeaux, I. Liousse a montré :

Théoréme 2.9. ([11]) Soit f un homéomorphisme affine par morgeaux du cercle
de nombre de rotation irrationnel «.

i) Si les points de coupure de f sont sur la méme orbite alors la mesure jy est
équivalente a la mesure de Haar.

i1) Si les points de coupure de f ne sont pas sur la méme orbite avec « de type
constant et les logarithmes des pentes de f sont rationnellement indépendants alors
la mesure g est singuliere par rapport a la mesure de Haar.

- Pour les homéomorphismes de classe P ayant un seul point de coupure, Dzhalilov
et Khanin ont montré :

Théoréme 2.10. ([3]) Soit f un homéomorphisme de classe P, C**¢ (¢ >0) par
morceaur du cercle de nombre de rotation irrationnel.

Si f a un seul point de coupure alors la mesure uy est singuliére par rapport
la mesure de Haar.

- Pour les homéomorphismes de classe P ayant plus d’un point de coupure, nous
obtenons comme conséquence du corollaire 2.7:

Corollaire 2.11. Soit a un nombre irrationnel diophantien d’ordre 7 > 0 et r >
T+ 2 un réel. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par morgeauz du cercle
de nombre de rotation o ayant un nombre fini de points de coupure.

Si les points de coupure de f sont sur une méme orbite avec w(f) =1 alors la
mesure de probabilité f-invariante py est équivalente & la mesure de Haar m.

Lorsque les points de coupure de f sont sur une méme orbite avec 7(f) # 1; le
théoréme qui suit compléte le corollaire 2.11 (mais sans la condition diophantienne
du nombre de rotation) et généralise le théoreme 2.10.

Théoréeme 2.12. Soit f un homéomorphisme de classe P, C*T¢ par morceaux
(e > 0) du cercle de nombre de rotation irrationnel ayant un nombre fini de points
de coupure.

Si les points de coupure de f sont sur une méme orbite avec w(f) # 1 alors la
mesure [if est singuliére par rapport a la mesure de Haar.
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3. HOMEOMORPHISMES DE CLASSE P AYANT LA PROPRIETE D

Soit n € N. Notons C(f™) l'ensemble des points de coupure de f™. On a
C(f")y={f"ec), k=0,1,...n—1;c € C(f)}.

Siz ¢ C(f*),ona:

Df™(@) = Df(x) x Df(f(z)) x ... x DF(f*~}(x)).

Le saut de f™ en x est :
opn(x) = 0p(x) X op(f(2)) X oo X op (7).

Proposition 3.1. Soit f un homéomorphisme de classe P du cercle de nombre de
rotation o irrationnel ayant un nombre fini de points de coupure. Alors f posséde
la propriété D si et seulement si le nombre de point de coupure de f" est borné
par une constante Ny indépendante de n.

Proof. On suppose que le nombre de point de coupure de f™ est borné par une
constante Ny indépendante de n. Soit d un point de coupure de f et M =
[f~P(d), ..., f1(d)] la connexion maximale de d. Montrons que [] oy(d)=1":

deM
On a :
C(f" M) c{f ™) :ceC(f),0 <k <n},
et

gt [fTHd)] = op[fTH(D)] X oo x op [f7FH(@)]

Onpose: J, :={0<k<n :opmn[f*(d)] =1}

Par hypothese :

card({0 <k <n; opni[fF(d)]) # 1} < No.
D’ou
card(J,) >n+1— No.

Pour n > Ny + p, on a card(J,) > p+1 > card(J) ou J = {0 < k < p
o1 [f7F(d)] = 1}. Par suite, J, est strictement contenu dans J,. Soit K, :=
Jn — J et ky le plus petit élément de K,,. Puisque n — k, + 1 > card(K,) et
card(K,) > n— (No+p)alors p+ 1<k, <p+ Ny+1pour n>p+ Ny.

Comme 0 pni1[f 757 (d)] = of[f7P(d)] X ... x op[f""*»(d)] alors

o[ d)] x of[fPHHA)] X o x of[fUd)] = o s [ (d)]
pour tout n > p 4+ g + Ny. Par suite,

oplf7P(d)] x of[fPHH)] x ... x o [fU(d)] = L.

Réciproquement, on suppose que pour tout point de coupure d € C(f), le produit
des sauts de f en les points de coupure de la connexion maximale de d vaut 1.
Montrons que le nombre de points de coupure de f™ est bornée.

Soit n € N. Les discontinuités de Df™ sont les f~%(¢;), k =0,1,...,n + N; — 1,
i=1,...,p. Les sauts de f™ en ces points sont :

o fR(e) = op[f R ()] x o x op(ci) X oo X ap [T (e)].

Si k> N;etn—k—12>0 alors le segment d’orbite [f~*(c;)], ..., "1 (¢;)]
contient la connexion maximale de ¢;. Donc, O'fnf_k(cl‘) = 1. Ainsi, pour que
f7*(c;) soit une discontinuité de Df™, il faut que : 0 < k < N;oun —1 < k <
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n + N; + 1. Par conséquent le nombre de discontinuité de D f™ qui proviennent de
lorbite de ¢; est au plus 2N;. On en déduit que le nombre de discontinuité de D f™
est borné par 2(Ny + ... + N,). O

4. PREUVE DU THEOREME 2.1

Reprenons les notations concernant la partition de C(f) donnée dans la section
1.2:

C(f) = H C;
i=1

ol Ci =C(f)NM;,i=1,...,pet M; = [fNi(c;),...,c;] est la connexion
maximale de ¢;, ¢; € C(f).
Dire que f satisfait la propriété D signifie que [] os(d) = 1.

deC;
Case i) : n(f)=1.

Soit H I'homéomorphisme affine par morgeaux ayant les propriétés suivantes :

i) H(0) =0,

ii) les points f~*(¢;), i =1,....,p; k=0,..., N; — 1 sont les points de coupure de
H,

iii) les sauts de H sont données par :
o (f7F(ci) = opner(fF(c;)) ou N = mazx N;.
<i<p

Un tel homéomorphisme existe car

p
i=1

Posons G = H o f o H~!. A priori, les points de coupure de G sont :

- les points de coupure de H~' : H(f~*(¢;)),; k=0,...,N;—1,i=1,....p,

- les images par H des points de coupure de f : H(f %(c;))), k= 0,...,N;,
i1=1,..,p,

- les images par H o f~! des points de coupure de H : H o f~1(f7%(¢;))) =
H(f*(c;)) avec k=1,..., N;.

Il s’ensuit que les points de coupure éventuels de G seront parmi :

N;—

or(f* () =7(f) =1

k=0

H(f%(ci), k=0,..,N;, i =1,...,p.

Calculons les sauts de G en ces points:

oulf(fF(ei)] x op(f " (ci))
or(f~*(ci))

oc[H(f ()] =
eSik=1,.N;—1,ona:
o (f*(e)) = opna (F 7 (e)
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Puisque N > k alors :

N 0
opnar (f7(e) = 1_10 (70 e) H or(fi(c)) = [ or(f(ci))

s=—k s=—k
Par suite :
0
oulf(f e =oulf F e = [ or(F ()
s=—k+1

Do : ag[H(f*(c;))] = 1.

e Si k=0, on aura :

onu[f(ci)] x os(ci)
O'H(Ci)

Onaog[H(c;)] =1 car op(c;) = of(c;) et om[f(c;)] =1 (car f(c;) n’est pas un
point de coupure de H)

ocH(f*(c:))] = o[H (ci)] =

e Si k= N,;, on aura :

oulf(fNi(e)] x ap(fNi (i)
om(f~Ni(ci))

On a og(f~Ni(e;)) =1 (car f~Ni(c;) n’est pas un point de coupure de H).

oH(f~"(e)] = oc[H(f N (c:)] =

Aussi,
0
dlFEN exor (N e = T oslFe))xor(F () Hof () =1
s=—N;+1
car .
oulf(f M) =oulf Ve = [] or(fi(e)
s=—N;+1

il s’ensuit alors que : og[H(f~Vi(c;))] = 1.

On conclut alors que G n’a pas de point de coupure, c’est donc un C"-
difféomorphisme.

Case ii): «w(f) # 1.

On choisit un point ¢ tel que :

-C 7é f_k(ci)7 c 7é f(C), ¢ 7é fN+1(f_k(ci))7 i=1,..,p, k=0,..,N;.

Pour obtenir ’homéomorphisme affine par morgeaux H ayant les propriétés i),
ii), et iii), on doit ajouter un point de coupure ¢ & H de sorte qu'en ¢, on a :
JH(C) = ﬁ

Les points de coupure de H sont les : f~%(¢;), (i=1,...,p, k=0,...,N; —1) et
¢, et pour sauts en ces points :

o (5 (er) = opwn (F(er)), om(e) = —

n(f)’

Posons G = H o f o H™!. Les points de coupure éventuels de G seront parmi :
H(c), Ho f~1(c)y H(F5(c)) k=0, Niy i = 1, p.
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e Saut de G en H(c) :

oulf(e)] x ay(c)
slt(e) = DX

Ona:op(c)=1car c# f*c),i=1,...,p, k=0,..,N.

On a aussi og[f(c)] =1 car f(c) n’est pas un point de coupure de H ; en effet :

o) #e

- fle) # f7%(c)), k=0,...,N;—1 (sinon, ¢ = f~*(¢;), s = 1,..., N;, impossible
par hypothese.).

Il s’ensuit que : og[H(c)] = #(c) # 1. H(c) est donc un point de coupure de
G.

e Saut de G en Ho f~1(c) :

om(c) X os[f1(c)]

UG[Hofil(C)] - O'H[f_l(c)}

Ona: og[f !(c))=1car:

SfNe) Ao

- [ e) # [ (i) car

sinon, ¢ = f'*(¢;), k =0,..,N; — 1. Pour k = 1,..., N; — 1, c’est impossible
par hypotheése. Pour k = 0, ¢ = f(¢;) est également impossible car par hypothese,
c# fNTYf*(e)),i=1,...,p, k=0, ..., N;, en particulier pour k = N;, ¢ # f(c;).

Il s’ensuit que og[H o f~1(c)] = om(c) # 1.

H o f~*(c) est donc un point de coupure de G.

On conclut alors que G a exactement deux points de coupure :
xo:=Ho f~c) et G(xg) = H(c) avec og(xg) X 0g[G(20)] = 1. G est donc
un Boshernitzan de S! de point de coupure final H/(c).

5. LEMMES DE CONJUGUAISON

Lemme 5.1. Pour tout § > 0, & # 1, b € S, il existe un homéomorphisme
préservant 'orientation Hysyp, quadratique par morgeaur de S* de point de coupure
unique b tel que : op;,(b) = 0.

Proof. Posons
1-6 260

H;s(z) =
g ( ) (
1) = 1 et que Hy est un homéomorphisme croissant

—~ =

On vérifie que ﬁ(g(()) =0, Hs
de [0, 1] avec D(Hjs)+(0) = %
Soit ¢ € [0, 1] tel que €™ = b. Considerons I'application

Hsy(x) = Hs(z —t) +t, sizelt, 1+1[.
On l'étend & R en un homéomorphisme croissant, noté encore ﬁ&t en posant:

f{(;,t(x) = lfL;,t(x—k:), sixz € [t+k, t+k+1][, k € Z. ]~{5)t est alors un homéomorphisme
croissant de R vérifiant :

- ﬁg’t(m+1) :E[g’t(l')-f-:h ~
-t+k, k € Z sont les points de coupure de Hs,
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- O'H“(t—Fk) =4.
Par conséquent, IjL;’t induit par projection I'homéomorphisme Hs; quadratique
par morgeaux de S d’unique point de coupure b tel que o (b) = 4. ([

Lemme 5.2. Soit f un homéomorphisme de classe P, C" par mor¢eauz (r > 1) de
S de nombre de rotation irrationnel et ayant p+ 1 points de coupure xg, 1, ey Tp
(p > 1) situés sur la méme orbite. Alors il existe un homéomorphisme H quadra-
tique par morceauz de point de coupure unique x, tel que si F = Ho fo H~! alors:

a) s’il existe ig € {0,1,...,p} tel que f(x;,) = 1 alors :

a-1) C(F) ={y;, 1 =0,2,...,p} et 7(F) =n(f) si op(x1) X op(xi,) # 1.

w2) C(F) = {yis i = 0,2, pyi # o} et 7(F) = n(f) i 05(a1) X 7(ziy) = 1.

b) Si pour tout i = 0,1,...,p, f(x;) # 21 alors C(F) = {y;, i =0,1,2,...,p} et
7(F) = 7(f). De plus, si x1 = f*(xq), k > 2 alors 3y = FF1(yo).

Proof. D’apres le lemme 5.1, soit H ’homéomorphisme quadratique par morgeaux
de point de coupure unique z; tel que oy (z1) = op(z1).

Posons F'= H o f o H!. Les points de coupure éventuels de F sont :

H(x;), i=0,1,....p et Ho f~1(x).

e Les sauts de F' en ces points:

oulf(zi)] X of(z;)

O'H(l‘i)

or[H(zi)] =

Cas a-1): il existe ig € {0,1,...,p} tel que f(z;,) = z1 tels que oy(x1) X
Uf(xio) # 1.

Dans ce cas, f(x;) # x1 pour i # ig et H o f~*(x1) = H(z;,). Alors

b UF[H(xl)] O'f(l'i) 7é 1, pour ¢ 3& 17 1o

en effet, o (z;) = 1 car a; n’est pas un point de coupure de H, et oy [f(z;)] =1

car f(x:) # 1.

L O'F[H( )] 1

en effet, or{H{a)] = %Wv ou[f(z1)] =1 car f(x1) # z1 (21 nest
pas un point périodique) et ;f((fcll) -1
) O'F[H(mlo)]fa'j( )XO'f(xlO)#l
en effet, op[H(x;,)] = PO E0) o0,y = 1 car @y, # 21 et og(a) =

(7H(-7«'7‘,0)
of(r1).

On conclut alors que F' a p points de coupure :
Y = H(l‘l), = O7 2, ey P

situés sur l'orbite de .
De plus,

m(F)= ][] orw)=ocs(z1)xop(xi) 11 o(xi) = [[orla) ==(f).
=0

0<i<p,i#l 0<i<p,i#1,i#io
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Cas a-2): il existe ig € {0,1,...,p} tel que f(z;,) = x1 avec (1) X op(mi,) =
1.
Dans ce cas, on a comme dans le cas a-1, op[H (2;)] = of(x;) # 1, pour i # 1, i,
op[H(z1)] =1et op[H(xi,)] = op(z1) X op(xs,) = 1.
On conclut que F'a p— 1 points de coupure :
Yi = H('Il)a 0 < { Spal 7£ laiO

situés sur l'orbite de yy. De plus,

m(F) = H or(yi) = H op(wi) = Hfff(if/i) =n(f) car of(z1)xop(wi,) = 1.

0<i<p,i#1,i#io 0<i<p,i#1,i#io

Cas b): pour tout ¢ =0,1,...,p, f(z;) # 1.

eOna op[H(z)|=o0s(x;) #1:
en effet, o (z;) = 1 car x; n’est pas un point de coupure de H, et oy[f(z;)] =1

car f(x:) # 1.

o op[H(z1)]=1:

en effet, op[H(x1)] = W, oplf(z1)] = 1 car  f(z1) # 21 et
of(x1) =1
JH($1)

o oelfof @) =oule) A1

en effet, op[H o f~1(x1)] = UH(lez(Xf{fl((le))(M)), ou(f(z1)) =1 car f(z1) # 21
et op(f~Hz1)) =1car f~H(z1) # 2, i =0,1,...,p.

On conclut alors que F'a p+ 1 points de coupure :

1 = Ho f_l(xl)ayi = H(xl)a 1= 0727 e Py

satisfaisant :
p p
m(F)=][orw) =ou(z) ][] or@)=or@) [ or@)=]]os@)=x().
i=0 0<i<p,izl 0<i<p,i£l i=0

De plus, si 21 = f¥(20)(k > 2) alors y; = F¥~!(yo) car
= Ho [~ ) = Ho 4 (z0) = F¥(H(ao)) = F*(yo).
O

Corollaire 5.3. Soit B un Boshernitzan général de nombre de rotation irrationnel
et de point de coupure final v1 = B(zo).

i) si op(xo) X op(x1) = 1 alors B est conjugué & un C"-difféomorphisme par
un homéomorphisme quadratique par morceaux de point de coupure unique x1.

i1) si op(xo) X op(x1) # 1 alors B est conjugué a un homéomorphisme de classe
P ayant un unique point de coupure par un homéomorphisme H quadratique par
morgeaur de point de coupure unique xi.

Proof. Cela résulte du lemme 5.1, cas a) en prenant p = 1. O
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Corollaire 5.4. Soit B un Boshernitzan général de classe P, C**¢ par morceaux
(e > 0) du cercle de nombre de rotation irrationnel et de point de coupure final
x1 = B(zg). Siop(xo) X op(x1) # 1 alors la mesure up est singuliére par rapport
a la mesure de Haar m.

Proof. Ceci résulte du corollaire 5.3 et du théoreme 2.10. O

6. PREUVE DES COROLLAIRES 2.2, 2.3 ET THEOREME 2.12.

Preuve du corollaire 2.2.
Ceci résulte du fait que si tous les points de coupure de f sont sur une méme
orbite et que w(f) =1 alors f satisfait la propriété D.

Preuve du corollaire 2.3.

i) = ii). Si H est 'homéomorphisme C! par morgeaux qui conjugue f & la
rotation Ry : f = H 'oR,o0H alors f* = H 'oR,,0H. Comme H et H~! ont
méme nombre [ de points de coupure alors f™ a au plus 2{ points de coupure pour
tout n € Z.

1) = 14i1) est la proposition 3.1.

i1i) = iv) est le théoréme 2.1.

iv) = v) résulte du théoréme 2.1 et du corollaire 5.3.

v) = vi) est évident.

Preuve du théoreme 2.12.

La preuve se fait par récurrence sur le nombre des points de coupure de f :

- si f a un seul point de coupure alors d’apres le théoreme 2.10, la mesure py est
singuliére par rapport a m.

- On suppose que la propriété est vraie pour p points de coupure (p > 2). Soit
f un homéomorphisme comme dans le théoreme ayant p + 1 points de coupure
{an L1y ey xp}‘

D’apres le lemme 5.2, il existe un homéomorphisme H quadratique par morgeaux
de point de coupure unique z; tel que F' = H o f o H~! a I'une des propriété a)
ou b) du lemme. Dans le cas a), F' a alors p ou p — 1 points de coupure avec
m(F) = n(f) # 1. Donc, par hypothese de récurrence, la mesure pp est singuliere
par rapport & m, il en est ainsi pour jiy.

Dans le cas b), F' a p+ 1 points de coupure y;, i = 0,1,2,...,p tels que y; =
FE=1(yo) et 7(F) = w(f) # 1. En procédant comme dans le lemme 5.2, au bout
d’au plus (k — 1) étape, f serait conjugué par un homéomorphisme de classe P
quadratique par morceaux & un homéomorphisme G de classe P, C?*¢ par morceaux
(e > 0) du cercle de nombre de rotation irrationnel ayant au plus p + 1 points de
coupure z;, ¢ = 0,1,2,...,p tels que z1 = G(zp) et 7(G) # 1; auquel, G satisfait le
cas a) du lemme 5.2. Par conséquent, ug est singuliére par rapport & m, et il en
est ainsi pour piy.
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