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HOMÉOMORPHISMES DE CLASSE P , Cr PAR MORÇEAUX
(r ≥ 2) DU CERCLE CONJUGUÉS À DES ROTATIONS ET

RÉGULARITÉ DES MESURES INVARIANTES

ABDELHAMID ADOUANI ET HABIB MARZOUGUI

Abstract. On donne une caractérisation des homéomorphismes f de classe P ,
Cr par morçeaux (r ≥ 1) du cercle ayant un nombre fini de points de coupure

et de nombre de rotation irrationnel qui sont conjugués différentiablement

à des Cr- difféomorphismes et donc à des rotations d’après [6]. Cette car-
actérisation étend celle obtenue par I. Liousse pour les homéomorphismes

affines par morçeaux du cercle ([10]). On montre que les propriétés suivantes

sont équivalentes:
i) f est conjugué à un Cr-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme

de classe P quadratique par morçeaux.

ii) Le nombre de points de coupure de fn est borné par une constante
indépendante de n.

iii) le produit des sauts de f aux points de coupures situés sur une même

orbite vaut 1.
Nous obtenons aussi que si f est de classe P , C2+ε par morçeaux (ε > 0)

de nombre de rotation irrationnel et si les points de coupure de f sont sur une
même orbite dont le produit des sauts de f en ces points n’est pas égal à 1

alors la mesure invariante µf est singulière par rapport à la mesure de Haar

généralisant ainsi le théorème de Dzhalilov et Khanin ([3]).

1. Introduction

1.1. Préliminaire. On note S1 = R
Z le cercle et π : R −→ S1 la projection

canonique. Soit f un homéomorphisme de S1 qui préserve l’orientation. f se
relève en un homéomorphisme f̃ : R −→ R croissant de R tel que πof̃ = foπ.
Réciproquement, un tel homéomorphisme de R se projette en un homéomorphisme
de S1 qui préserve l’orientation.

Soit x ∈ S1. On appelle :
- orbite de x par f le sous-ensemble Of (x) = {fn(x) : n ∈ Z}
- orbite positive issue de x par f le sous-ensemble O+

f (x) = {fn(x) : n ∈ N}
- orbite négative issue de x par f le sous-ensemble O−f (x) = {fn(x) : n ∈ −N}
Un segment de l’orbite Of (d), contenant d est un sous-ensemble de la forme

{fs(d) : −k ≤ s ≤ n− k}, noté [f−k(d), ..., fn−k(d)], k, n ∈ N.

Historiquement, l’étude dynamique des homéomorphismes du cercle est initiée
par H. Poincaré ([13], 1886), il introduit le nombre de rotation d’un homéomorphisme
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du cercle. Il est définie par

ρ(f) = lim
n−→+∞

f̃n(x)− x

n
(mod1)

Poincaré montre que cette limite existe et ne dépend pas du choix du point x,
ni du choix du relevé de f .

Lorsque f est un Cr-difféomorphisme avec (r ≥ 2) et de nombre de rotation
irrationnel, A. Denjoy ([2]) montre:

Théorème 1.1. (Denjoy)([2]). Tout Cr-difféomorphisme f avec (r ≥ 2) et de
nombre de rotation ρ(f) irrationnel est topologiquement conjugué à la rotation
Rρ(f).

Cela signifie qu’il existe un homéomorphisme croissant h de S1 tel que f =
h−1 ◦Rρ(f) ◦ h.

Denjoy note que ce résultat s’étend (avec la même preuve) à une classe plus large
d’homéomorphismes du cercle : la classe P .

1.2. Classe P

Définition 1.2. Soit f un homéomorphisme préservant l’orientation et de classe
Cr (r ≥ 1) par morçeaux du cercle.

On appelle point de coupure de f un point de discontinuité de sa dérivée Df .

f est dite de classe P si elle est de classe Cr sauf sur un ensemble fini ou
dénombrable de points de coupure qui admettent des dérivées à droite et à gauche,
et sa dérivée Df : S1 −→ R?

+ a les propriétés suivantes :
- il existe deux constantes 0 < a < b < +∞ telles que :

a < Df(x) < b,

pour tout x où Df est définie,

a < Df+(c) < b, et a < Df−(c) < b en les points c de coupure,

- logDf est à variation bornée sur S1

Le rapport σf (c) := Df+(c)
Df−(c) est appelée saut de f au point c.

Notons que les homéomorphismes de classe P forment un sous-groupe du groupe
des homéomorphisme préservant l’orientation du cercle.

Comme exemple d’homéomorphismes de classe P , citons :
- les C2-difféomorphismes,
- les homéomorphismes affines par morçeaux (qui ne sont pas des C2-difféomorphismes).
Un homéomorphisme f du cercle, préservant l’orientation, est dit affine par

morçeaux si f est dérivable sauf en un nombre fini de points de coupure (ci)1≤i≤p

de S1 et tel que Df est constante sur chaque ]ci, ci+1[.

L’ensemble des homéomorphismes affines par morçeaux est un sous-groupe du
groupe des homéomorphismes de classe P et contient les rotations.

Cette classe a été bien étudié par Liousse dans [10], [11], [12].

Les homéomorphismes analytiques ne sont pas de classe P et ne constituent pas
un groupe. D’après J.C. Yoccoz ([15]) ils vérifient la conclusion du théorème de
Denjoy mais pas la théorie de Denjoy.
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Définition 1.3. Un homéomorphisme B de classe P , Cr par morçeaux (r ≥ 1) de
S1 avec exactement deux points de coupure x0 et B(x0) est appelé un Boshernitzan
général de S1. Le point B(x0) est appelé point de coupure final. Lorsque B(x0) = 0,
on dit que B est un Boshernitzan standard de point de coupure final 0.

En conjuguant un Boshernitzan standard B0 de point de coupure final 0 par la
rotation Rx0 , l’homéomorphisme Rx0 ◦ B0 ◦ R−1

x0
serait un Boshernitzan général

de point de coupure final B(x0) et inversement.
Le relevé B̃0 (mod 1) de B0 sur [0, 1[ est un échange général de 2 intervalles de

[0, 1[.

Les Boshernitzan affines correspondent à des échanges affines de 2 intervalles de
[0, 1[ et ont été considéré par exemple dans [9].

Notons que Boshernitzan fut le premier qui a étudié ces exemples dans le but
d’exhiber des homéomorphismes affines par morçeaux dont les données sont ra-
tionnelles mais pas le nombre de rotation (cf. [1]).

On désigne par Df l’ensemble des points de coupure de f . Dans toute la suite,
on suppose que f n’a qu’un nombre fini de points de coupure.

Définition 1.4. On appelle connection maximale de c un segment M = [f−p(c), ..., fq(c)]
de l’orbite Of (c) qui contient tous les points de coupure de f sur Of (c) et tel que
f−p(c) (resp. fq(c)) est le premier (resp. dernier) point de coupure de f sur Of (c).

L’orbite négative O−f (f−p(c))(resp. positive O+
f (fq(c))) issue de f−p(c)(resp. de

fq(c)) ne contient alors aucun point de coupure de f .

Les propriétés suivantes sont triviales :
- Deux points de coupure de f sont sur la même connection maximale, si et

seulement si, ils sont sur la même orbite.
- Deux connections maximales distinctes sont disjointes.

Il y a un nombre fini de connections maximales; notées
M1 = [f−N1(c1), ..., c1], ...,Mp = [f−Np(cp), ..., cp] où c1, ..., cp ∈ Df .
On a alors la décomposition :

Df =
p∐

i=1

Ci

où Ci = Df ∩Mi, i = 1, ..., p.

Définition 1.5. ([10]) On dit qu’un homéomorphisme f de classe P , Cr par
morçeaux (r ≥ 1) du cercle a la propriété D si le produit des sauts de f aux
points de coupure de f situés sur une même orbite vaut 1.

Cela signifie que pour tout i = 1, ..., p, le produit des sauts de f en les points de
Ci vaut 1 (i.e.

∏
d∈Ci

σf (d) = 1). On a aussi
∏

d∈Ci

σf (d) =
∏

d∈Mi

σf (d).

A un homéomorphisme f de classe P , Cr par morçeaux (r ≥ 1) du cercle ayant
la propriété D on lui associe l’invariant :

π(f) =
p∏

i=1

Ni−1∏
k=0

σfN+1(f−k(ci))
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où N = max
1≤i≤p

(Ni).

Lorsque tous les points de coupure se trouvent sur une même orbite, alors le
produit des sauts de f en ses points de coupure :

∏
c∈Df

σf (c) = π(f)

Si f est un homéomorphisme affine par morçeaux, le produit des sauts de f en
tous ses points de coupure vaut 1. Par conséquent, il satisfait la propriété D si tous
ses points de coupure sont sur une même orbite.

On se propose d’étendre les résultats obtenus par Liousse dans [10] pour les
homéomorphismes affines par morçeaux au cas des homéomorphismes de classe P ,
Cr par morçeaux (r ≥ 1) du cercle.

2. Enoncé des résultats

Théorème 2.1. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux (r ≥ 1)
du cercle ayant un nombre fini de points de coupure. Si f possède la propriété D
alors :

i) si π(f) = 1 alors f est conjugué à un Cr-difféomorphisme du cercle par un
homéomorphisme affine par morçeaux.

ii) si π(f) 6= 1 alors f est conjugué à un Boshernitzan général B (de point de
coupure final B(x0) tel que σB(x0)×σB [B(x0)] = 1) par un homéomorphisme affine
par morçeaux.

Corollaire 2.2. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux (r ≥ 1)
du cercle ayant un nombre fini de points de coupure. Si les points de coupure
de f sont sur la même orbite avec π(f) = 1 alors f est conjugué à un Cr-
difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme affine par morçeaux.

Corollaire 2.3. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux (r ≥
1) du cercle ayant un nombre fini de points de coupure et de nombre de rotation
irrationnel. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est conjugué à un Cr-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme
C1 par morçeaux.

ii) Le nombre de points de coupure de fn est borné par une constante indépendante
de n.

iii) f possède la propriété D.
iv) f est conjugué à un Boshernitzan général (de point de coupure final B(x0)

tel que σB(x0) × σB [B(x0)] = 1) ou un Cr-difféomorphisme du cercle par un
homéomorphisme affine par morçeaux.

v) f est conjugué à un Cr-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme
quadratique par morçeaux.

Corollaire 2.4. Sous les hypothèses du corollaire 2.3, si le nombre de points de
coupure de fn est borné par une constante indépendante de n alors f est con-
jugué à un Cr-difféomorphisme du cercle par un homéomorphisme quadratique par
morçeaux.
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Il résulte du théorème 2.1 :

Corollaire 2.5. ([11]) Soit f un homéomorphisme affine par morçeaux du cercle
de nombre de rotation irrationnel α. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est conjugué à la rotation Rα par un homéomorphisme C1 par morçeaux,
ii) Le nombre de points de coupure de fn est borné par une constante indépendante

de n.
iii) f est conjugué à un Boshernitzan affine de point de coupure final 0 ou une

rotation de nombre de rotation α par un homéomorphisme affine par morçeaux,
iv) f est conjugué à Rα par un homéomorphisme C∞ (analytique) par morçeaux.

On rappelle qu’étant donné α irrationnel et τ ∈ R?
+, on dit que α est diophantien

d’ordre τ ≥ 0 s’il existe une constante C > 0 tel que | α − p
q |>

C
q2+τ , pour tout

p
q ∈ Q.

Si α est diophantien d’ordre 0, α est dit du type constant ; c’est équivalent à dire
que dans le développement en fractions continues de α :

α = a0 +
1

a1 + 1
a2+....

,

la suite (am)m∈N est bornée.
Notons que l’ensemble des nombres réels de type constant est de mesure de

Lebesgue nulle bien que sa dimension d’Hausdorff vaut 1 alors que l’ensemble des
nombres α qui sont diophantien d’ordre τ pour tout τ > 0 est de mesure pleine.

Nous obtenons du corollaire 2.3 et d’après le théorème de Katznelson et Ornstein
([6]) le théorème qui suit :

Théorème 2.6. Soit α un nombre irrationnel diophantien d’ordre τ ≥ 0 et r > τ+2
un réel. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux du cercle ayant
un nombre fini de points de coupure et de nombre de rotation α irrationel. Si le
nombre de points de coupure de fn est borné par une constante indépendante de n
alors f est conjugué à la rotation Rα par un homéomorphisme de classe Cr−1−τ−ε

par morçeaux pour tout ε > 0.

Notons que la conjuguaison est ici C1 par morçeaux.

Corollaire 2.7. Sous les hypothèses du Théorème 2.6, si les points de coupure de
f sont sur la même orbite et π(f) = 1 alors f est conjugué à la rotation Rα par un
homéomorphisme de classe Cr−1−τ−ε par morçeaux pour tout ε > 0.

Le corollaire 2.7 généralise un résultat antérieur de Dzhalilov et Khanin :

Théorème 2.8. [3] Soit α un irrationnel de type constant et f un homéomorphisme
de classe P , C2+ε par morçeaux (ε > 0) du cercle de nombre de rotation α dont
les points de coupure de f sont sur une même orbite avec π(f) = 1. Alors f est
conjugué à la rotation Rα par un homéomorphisme de classe C1+ε par morçeaux.

D’autre part, on sait qu’un homéomorphisme f de classe P , Cr par morçeaux
(r ≥ 1) du cercle de nombre de rotation α irrationnel préserve une unique mesure f -
invariante sur S1, notée µf , qui est de plus sans atome et à support total. Désignons
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par m la mesure de Haar sur S1 (i.e. projetée de la mesure de Lebesgue). Comme µf

est l’unique mesure f -invariante, elle est soit singulière, soit absolument continue
par rapport à m. En fait, lorsque µf est absolument continue par rapport à la
mesure de Haar m, elle est nécessairement équivalente à m comme conséquence de
l’ergodicité.

Alors que certains résultats sur les C2 difféomorphismes du cercle (théorème de
Denjoy, ergodicité par rapport à la mesure de Haar) sont valables pour la classe P ,
d’autres ne le sont pas. Ainsi le théorème d’Herman [5](voir aussi, [7], [8] et [14])
affirmant qu’un C2-difféomorphisme du cercle préservant l’orientation de nombre
de rotation irrationnel de type constant préserve une mesure équivalente à la mesure
de Haar, ne l’est plus en classe P :

- Pour les homéomorphismes affines par morçeaux, I. Liousse a montré :

Théorème 2.9. ([11]) Soit f un homéomorphisme affine par morçeaux du cercle
de nombre de rotation irrationnel α.

i) Si les points de coupure de f sont sur la même orbite alors la mesure µf est
équivalente à la mesure de Haar.

ii) Si les points de coupure de f ne sont pas sur la même orbite avec α de type
constant et les logarithmes des pentes de f sont rationnellement indépendants alors
la mesure µf est singulière par rapport à la mesure de Haar.

- Pour les homéomorphismes de classe P ayant un seul point de coupure, Dzhalilov
et Khanin ont montré :

Théorème 2.10. ([3]) Soit f un homéomorphisme de classe P , C2+ε (ε > 0) par
morçeaux du cercle de nombre de rotation irrationnel.

Si f a un seul point de coupure alors la mesure µf est singulière par rapport à
la mesure de Haar.

- Pour les homéomorphismes de classe P ayant plus d’un point de coupure, nous
obtenons comme conséquence du corollaire 2.7:

Corollaire 2.11. Soit α un nombre irrationnel diophantien d’ordre τ ≥ 0 et r >
τ + 2 un réel. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux du cercle
de nombre de rotation α ayant un nombre fini de points de coupure.

Si les points de coupure de f sont sur une même orbite avec π(f) = 1 alors la
mesure de probabilité f-invariante µf est équivalente à la mesure de Haar m.

Lorsque les points de coupure de f sont sur une même orbite avec π(f) 6= 1; le
théorème qui suit complète le corollaire 2.11 (mais sans la condition diophantienne
du nombre de rotation) et généralise le théorème 2.10.

Théorème 2.12. Soit f un homéomorphisme de classe P , C2+ε par morçeaux (ε >
0) du cercle de nombre de rotation irrationnel ayant un nombre fini ou dénombrable
de points de coupure.

Si les points de coupure de f sont sur une même orbite avec π(f) 6= 1 alors la
mesure µf est singulière par rapport à la mesure de Haar.
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3. Homéomorphismes de classe P ayant la propriété D

Soit n ∈ N. Notons Dfn l’ensemble des points de coupure de fn. On a Dfn =
{f−k(c), k = 0, 1, ..., n− 1; c ∈ Df}.

Si x /∈ Dfn, on a :
Dfn(x) = Df(x)×Df(f(x))× ...×Df(fn−1(x)).
Le saut de fn en x est :

σfn(x) = σf (x)× σf (f(x))× ...× σf (fn−1(x)).

Proposition 3.1. Soit f un homéomorphisme de classe P du cercle de nombre de
rotation α irrationnel ayant un nombre fini de points de coupure. Alors f possède
la propriété D si et seulement si le nombre de point de coupure de fn est borné
par une constante N0 indépendante de n.

Proof. On suppose que le nombre de point de coupure de fn est borné par une
constante N0 indépendante de n. Soit d un point de coupure de f et M =
[f−p(d), ..., fq(d)] la connection maximale de d. Montrons que

∏
d∈M

σf (d) = 1 :

On a :
Dfn+1 ⊂ {f−k(c) : c ∈ Df, 0 ≤ k ≤ n},

et

σfn+1 [f−k(d)] = σf [f−k(d)]× ...× σf [fn−k−1(d)]
On pose : Jn := {0 ≤ k ≤ n : σfn+1 [f−k(d)] = 1}.

Par hypothèse :

card({0 ≤ k ≤ n ; σfn+1 [f−k(d)]) 6= 1} ≤ N0.

D’où
card(Jn) ≥ n + 1−N0.

Pour n > N0 + p, on a card(Jn) > p + 1 ≥ card(Jp). Par suite, Jp est strictement
contenu dans Jn. Soit Kn := Jn − Jp et kn le plus petit élément de Kn. Puisque
n − kn ≥ card(Jn) et card(Kn) ≥ n − (N0 + p) alors p + 1 ≤ kn ≤ p + N0 pour
n > p + N0.

Comme σfn+1 [f−kn(d)] = σf [f−p(d)]× ...× σf [fn−kn(d)] alors

σf [f−p(d)]× σf [f−p+1(d)]× ...× σf [fq(d)] = σfn+1 [f−kn(d)]

pour tout n > p + q + N0. Par suite,
σf [f−p(d)]× σf [f−p+1(d)]× ...× σf [fq(d)] = 1.

Réciproquement, on suppose que pour tout point de coupure d ∈ Df , le produit
des sauts de f en les points de coupure de la connection maximale de d vaut 1.
Montrons que le nombre de points de coupure de fn est bornée.

Soit n ∈ N. Les discontinuités de Dfn sont les f−k(ci), k = 0, 1, ..., n + Ni − 1,
i = 1, ..., p. Les sauts de fn en ces points sont :

σfnf−k(ci) = σf [f−k(ci)]× ...× σf (ci)× ...× σf [fn−k−1(ci)].
Si k ≥ Ni et n − k − 1 ≥ 0 alors le segment d’orbite [f−k(ci)], ..., fn−k−1(ci)]

contient la connection maximale de ci. Donc, σfnf−k(ci) = 1. ainsi, pour que
f−k(ci) soit une discontinuité de Dfn, il faut que : 0 ≤ k < Ni ou n − 1 < k ≤
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n + Ni + 1. Par conséquent le nombre de discontinuité de Dfn qui proviennent de
l’orbite de ci est au plus 2Ni. On en déduit que le nombre de discontinuité de Dfn

est borné par 2(N1 + ... + Np). �

4. Preuve du Théorème 2.1

Reprenons les notations concernant la partition de Df donnée dans la section
1.2 :

Df =
p∐

i=1

Ci

où Ci = Df∩Mi, i = 1, ..., p et Mi = [f−Ni(ci), ..., ci] est la connection maximale
de ci, ci ∈ Df .

Dire que f satisfait la propriété D signifie que
∏

d∈Ci

σf (d) = 1.

Case i) : π(f) = 1.

Soit H l’homéomorphisme affine par morçeaux ayant les propriétés suivantes :
i) H(0) = 0,
ii) les points f−k(ci), i = 1, ..., p; k = 0, ..., Ni − 1 sont les points de coupure de

H,
iii) les sauts de H sont données par :
σH(f−k(ci)) = σfN+1(f−k(ci)) où N = max

1≤i≤p
Ni.

Un tel homéomorphisme existe car

p∏
i=1

Ni−1∏
k=0

σH(f−k(ci)) = π(f) = 1

Posons G = H ◦ f ◦H−1. A priori, les points de coupure de G sont :
- les points de coupure de H−1 : H(f−k(ci)), ; k = 0, ..., Ni − 1, i = 1, ..., p,
- les images par H des points de coupure de f : H(f−k(ci))), k = 0, ..., Ni,

i = 1, ..., p,
- les images par H ◦ f−1 des points de coupure de H : H ◦ f−1(f−k(ci))) =

H(f−k(ci)) avec k = 1, ..., Ni.
Il s’ensuit que les points de coupure éventuels de G seront parmi :

H(f−k(ci)), k = 0, ..., Ni, i = 1, ..., p.

Calculons les sauts de G en ces points:

σG[H(f−k(ci))] =
σH [f(f−k(ci))]× σf (f−k(ci))

σH(f−k(ci))

• Si k = 1, ...Ni − 1, on a :

σH(f−k(ci)) = σfN+1(f−k(ci))
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Puisque N ≥ k alors :

σfN+1(f−k(ci)) =
N∏

s=0

σf (fs−k(ci)) =
N−k∏
s=−k

σf (fs(ci)) =
0∏

s=−k

σf (fs(ci)).

Par suite :

σH [f(f−k(ci))] = σH [f−(k−1)(ci))] =
0∏

s=−k+1

σf (fs(ci)).

D’où : σG[H(f−k(ci))] = 1.

• Si k = 0, on aura :

σG[H(f−k(ci))] = σG[H(ci)] =
σH [f(ci)]× σf (ci)

σH(ci)

On a σG[H(ci)] = 1 car σH(ci) = σf (ci) et σH [f(ci)] = 1 (car f(ci) n’est pas un
point de coupure de H)

• Si k = Ni, on aura :

σG[H(f−k(ci))] = σG[H(f−Ni(ci))] =
σH [f(f−Ni(ci))]× σf (f−Ni(ci))

σH(f−Ni(ci))

On a σH(f−Ni(ci)) = 1 (car f−Ni(ci) n’est pas un point de coupure de H).
Aussi,

σH [f(f−Ni(ci))]×σf (f−Ni(ci)) =
0∏

s=−Ni+1

σf (fs(ci))×σf (f−Ni(ci)) =
Ni∏
s=0

σf (f−s(ci)) = 1

car

σH [f(f−Ni(ci))] = σH [f−(Ni−1)(ci)] =
0∏

s=−Ni+1

σf (fs(ci))

il s’ensuit alors que : σG[H(f−Ni(ci))] = 1.

On conclut alors que G n’a pas de point de coupure, c’est donc un Cr-
difféomorphisme.

Case ii): π(f) 6= 1.

On choisit un point c tel que :
- c 6= f−k(ci), c 6= f(c), c 6= fN+1(f−k(ci)), i = 1, ..., p, k = 0, ..., Ni.
Pour obtenir l’homéomorphisme affine par morçeaux H ayant les propriétés i),

ii), et iii), on doit ajouter un point de coupure c à H de sorte qu’en c, on a :
σH(c) = 1

π(f) .
Les points de coupure de H sont les : f−k(ci), (i = 1, ..., p, k = 0, ..., Ni− 1) et

c, et pour sauts en ces points :

σH(f−k(ci)) = σfN+1(f−k(ci)), σH(c) =
1

π(f)
.

Posons G = H ◦ f ◦H−1. Les points de coupure éventuels de G seront parmi :
H(c), H ◦ f−1(c), H(f−k(ci)), k = 0, ..., Ni, i = 1, ..., p.
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• Saut de G en H(c) :

σG[H(c)] =
σH [f(c)]× σf (c)

σH(c)

On a : σf (c) = 1 car c 6= f−k(ci), i = 1, ..., p, k = 0, ..., Ni.
On a aussi σH [f(c)] = 1 car f(c) n’est pas un point de coupure de H ; en effet :
- f(c) 6= c
- f(c) 6= f−k(ci)), k = 0, ..., Ni−1 (sinon, c = f−s(ci), s = 1, ..., Ni, impossible

par hypothèse.).
Il s’ensuit que : σG[H(c)] = 1

σH(c) 6= 1. H(c) est donc un point de coupure de
G.

• Saut de G en H ◦ f−1(c) :

σG[H ◦ f−1(c)] =
σH(c)× σf [f−1(c)]

σH [f−1(c)]

On a : σH [f−1(c)] = 1 car :
- f−1(c) 6= c
- f−1(c) 6= f−k(ci)) car :
sinon, c = f1−k(ci), k = 0, ..., Ni − 1. Pour k = 1, ..., Ni − 1, c’est impossible

par hypothèse. Pour k = 0, c = f(ci) est également impossible car par hypothèse,
c 6= fN+1(f−k(ci)), i = 1, ..., p, k = 0, ..., Ni, en particulier pour k = Ni, c 6= f(ci).

Il s’ensuit que σG[H ◦ f−1(c)] = σH(c) 6= 1.
H ◦ f−1(c) est donc un point de coupure de G.

On conclut alors que G a exactement deux points de coupure :
x0 := H ◦ f−1(c) et G(x0) = H(c) avec σG(x0)× σG[G(x0)] = 1. G est donc

un Boshernitzan de S1 de point de coupure final H(c).

5. Lemmes de conjuguaison

Lemme 5.1. Pour tout δ > 0, δ 6= 1, b ∈ S1, il existe un homéomorphisme
préservant l’orientation Hδ,b quadratique par morçeaux de S1 de point de coupure
unique b tel que : σHδ,b

(b) = δ.

Proof. Posons

H̃δ(x) = (
1− δ

1 + δ
)x(x +

2δ

1− δ
), x ∈ [0, 1[.

On vérifie que H̃δ(0) = 0, H̃δ(1) = 1 et que H̃δ est un homéomorphisme croissant
de [0, 1[ avec D(H̃δ)+(0) = 2δ

1+δ

Soit t ∈ [0, 1[ tel que e2iπt = b. Considèrons l’application

H̃δ,t(x) = H̃δ(x− t) + t, si x ∈ [t, 1 + t[.

On l’étend à R en un homéomorphisme croissant, noté encore H̃δ,t en posant:
H̃δ,t(x) = H̃δ,t(x−k), si x ∈ [t+k, t+k+1[, k ∈ Z. H̃δ,t est alors un homéomorphisme
croissant de R vérifiant :

- H̃δ,t(x + 1) = H̃δ,t(x) + 1,
- t + k, k ∈ Z sont les points de coupure de H̃δ,t,
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- σH̃δ,t
(t + k) = δ.

Par conséquent, H̃δ,t induit par projection l’homéomorphisme Hδ,t quadratique
par morçeaux de S1 d’unique point de coupure b tel que σH(b) = δ. �

Lemme 5.2. Soit f un homéomorphisme de classe P , Cr par morçeaux (r ≥ 1) de
S1 de nombre de rotation irrationnel et ayant p + 1 points de coupure x0, x1, ..., xp

(p ≥ 1) situés sur la même orbite. Alors il existe un homéomorphisme H quadra-
tique par morçeaux de point de coupure unique x1 tel que si F = H ◦ f ◦H−1 alors:

a) s’il existe i0 ∈ {0, 1, ..., p} tel que f(xi0) = x1 alors :

a-1) DF = {yi, i = 0, 2, ..., p} et π(F ) = π(f) si σf (x1)× σf (xi0) 6= 1.
a-2) DF = {yi, i = 0, 2, ..., p, i 6= i0} et π(F ) = π(f) si σf (x1)× σf (xi0) = 1.

b) Si pour tout i = 0, 1, ..., p, f(xi) 6= x1 alors DF = {yi, i = 0, 1, 2, ..., p} et
π(F ) = π(f). De plus, si x1 = fk(x0), k ≥ 2 alors y1 = F k−1(y0).

Proof. D’après le lemme 5.1, soit H l’homéomorphisme quadratique par morçeaux
de point de coupure unique x1 tel que σH(x1) = σf (x1).

Posons F = H ◦ f ◦H−1. Les points de coupure éventuels de F sont :
H(xi), i = 0, 1, ..., p et H ◦ f−1(x1).

• Les sauts de F en ces points:

σF [H(xi)] =
σH [f(xi)]× σf (xi)

σH(xi)

Cas a-1): il existe i0 ∈ {0, 1, ..., p} tel que f(xi0) = x1 tels que σf (x1) ×
σf (xi0) 6= 1.

Dans ce cas, f(xi) 6= x1 pour i 6= i0 et H ◦ f−1(x1) = H(xi0). Alors
• σF [H(xi)] = σf (xi) 6= 1, pour i 6= 1, i0 :
en effet, σH(xi) = 1 car xi n’est pas un point de coupure de H, et σH [f(xi)] = 1

car f(xi) 6= x1.

• σF [H(x1)] = 1 :
en effet, σF [H(x1)] = σH [f(x1)]×σf (x1)

σH(x1)
, σH [f(x1)] = 1 car f(x1) 6= x1 (x1 n’est

pas un point périodique) et σf (x1)
σH(x1)

= 1
• σF [H(xi0)] = σf (x1)× σf (xi0) 6= 1:
en effet, σF [H(xi0)] = σH(x1)×σf (xi0 )

σH(xi0 ) , σH(xi0) = 1 car xi0 6= x1 et σH(x1) =
σf (x1).

On conclut alors que F a p points de coupure :

yi = H(xi), i = 0, 2, ..., p.

situés sur l’orbite de y0.
De plus,

π(F ) =
∏

0≤i≤p,i 6=1

σF (yi) = σf (x1)×σf (xi0)
∏

0≤i≤p,i 6=1,i 6=i0

σf (xi) =
p∏

i=0

σf (xi) = π(f).
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Cas a-2): il existe i0 ∈ {0, 1, ..., p} tel que f(xi0) = x1 avec σf (x1)×σf (xi0) =
1.

Dans ce cas, on a comme dans le cas a-1, σF [H(xi)] = σf (xi) 6= 1, pour i 6= 1, i0,
σF [H(x1)] = 1 et σF [H(xi0)] = σf (x1)× σf (xi0) = 1.

On conclut que F a p− 1 points de coupure :

yi = H(xi), 0 ≤ i ≤ p, i 6= 1, i0

situés sur l’orbite de y0. De plus,

π(F ) =
∏

0≤i≤p,i 6=1,i 6=i0

σF (yi) =
∏

0≤i≤p,i 6=1,i 6=i0

σf (xi) =
p∏

i=0

σf (xi) = π(f) car σf (x1)×σf (xi0) = 1.

Cas b): pour tout i = 0, 1, ..., p, f(xi) 6= x1.

• On a σF [H(xi)] = σf (xi) 6= 1 :
en effet, σH(xi) = 1 car xi n’est pas un point de coupure de H, et σH [f(xi)] = 1

car f(xi) 6= x1.

• σF [H(x1)] = 1 :
en effet, σF [H(x1)] = σH [f(x1)]×σf (x1)

σH(x1)
, σH [f(x1)] = 1 car f(x1) 6= x1 et

σf (x1)
σH(x1)

= 1

• σF [H ◦ f−1(x1)] = σH(x1) 6= 1 :
en effet, σF [H ◦ f−1(x1)] = σH(x1)×σf (f−1(x1))

σH(f−1(x1))
, σH(f−1(x1)) = 1 car f(x1) 6= x1

et σf (f−1(x1)) = 1 car f−1(x1) 6= xi, i = 0, 1, ..., p.

On conclut alors que F a p + 1 points de coupure :

y1 = H ◦ f−1(x1), yi = H(xi), i = 0, 2, ..., p,

satisfaisant :

π(F ) =
p∏

i=0

σF (yi) = σH(x1)
∏

0≤i≤p,i 6=1

σf (xi) = σf (x1)
∏

0≤i≤p,i 6=1

σf (xi) =
p∏

i=0

σf (xi) = π(f).

De plus, si x1 = fk(x0)(k ≥ 2) alors y1 = F k−1(y0) car

y1 = H ◦ f−1(x1) = H ◦ fk−1(x0) = F k−1(H(x0)) = F k−1(y0).

�

Corollaire 5.3. Soit B un Boshernitzan général de nombre de rotation irrationnel
et de point de coupure final x1 = B(x0).

i) si σB(x0) × σB(x1) = 1 alors B est conjugué à un Cr-difféomorphisme par
un homéomorphisme quadratique par morçeaux de point de coupure unique x1.

ii) si σB(x0)×σB(x1) 6= 1 alors B est conjugué à un homéomorphisme de classe
P ayant un unique point de coupure par un homéomorphisme H quadratique par
morçeaux de point de coupure unique x1.

Proof. Cela résulte du lemme 5.1, cas a) en prenant p = 1. �
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Corollaire 5.4. Soit B un Boshernitzan général de classe P , C2+ε par morçeaux
(ε > 0) du cercle de nombre de rotation irrationnel et de point de coupure final
x1 = B(x0). Si σB(x0)× σB(x1) 6= 1 alors la mesure µB est singulière par rapport
à la mesure de Haar m.

Proof. Ceci résulte du corollaire 5.3 et du théorème 2.10. �

6. Preuve des corollaires 2.2, 2.3 et théorème 2.12.

Preuve du corollaire 2.2.
Ceci résulte du fait que si tous les points de coupure de f sont sur une même

orbite et que π(f) = 1 alors f satisfait la propriété D.

Preuve du corollaire 2.3.
i) =⇒ ii). Si H est l’homéomorphisme C1 par morçeaux qui conjugue f à la

rotation Rα : f = H−1 ◦Rα ◦H alors fn = H−1 ◦Rnα ◦H. Comme H et H−1 ont
même nombre l de points de coupure alors fn a au plus 2l points de coupure pour
tout n ∈ Z.

ii) =⇒ iii) est la proposition 3.1.
iii) =⇒ iv) est le théorème 2.1.
iv) =⇒ v) résulte du théorème 2.1 et du corollaire 5.3.
v) =⇒ vi) est évident.

Preuve du théorème 2.12.
La preuve se fait par récurrence sur le nombre des points de coupure de f :
- si f a un seul point de coupure alors d’après le théorème 2.10, la mesure µf est

singulière par rapport à m.
- On suppose que la propriété est vraie pour p points de coupure (p ≥ 2). Soit

f un homéomorphisme comme dans le théorème ayant p + 1 points de coupure
{x0, x1, ..., xp}.

D’après le lemme 5.2, il existe un homéomorphisme H quadratique par morçeaux
de point de coupure unique x1 tel que F = H ◦ f ◦ H−1 a l’une des propriété a)
ou b) du lemme. Dans le cas a), F a alors p ou p − 1 points de coupure avec
π(F ) = π(f) 6= 1. Donc, par hypothèse de récurrence, la mesure µF est singulière
par rapport à m, il en est ainsi pour µf .

Dans le cas b), F a p + 1 points de coupure yi, i = 0, 1, 2, ..., p tels que y1 =
F k−1(y0) et π(F ) = π(f) 6= 1. En procédant comme dans le lemme 5.2, au bout
d’au plus (k − 1) étape, f serait conjugué par un homéomorphisme de classe P
quadratique par morçeaux à un homéomorphisme G de classe P , C2+ε par morçeaux
(ε > 0) du cercle de nombre de rotation irrationnel ayant au plus p + 1 points de
coupure zi, i = 0, 1, 2, ..., p tels que z1 = G(z0) et π(G) 6= 1; auquel, G satisfait le
cas a) du lemme 5.2. Par conséquent, µG est singulière par rapport à m, et il en
est ainsi pour µf .
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