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ZEROS DE FONCTIONS HOLOMORPHES ET
CONTRE-EXEMPLES EN THEORIE DES RADARS

GUSTAVO GARRIGOS, PHILIPPE JAMING & JEAN-BAPTISTE POLY

ABSTRACT. Nous montrons comment les solutions aux problémes de type
reconstruction de phase sont liées aux zéros de fonctions holomorphes. En
particulier, le probleme d’ambiguité radar se sépare en deux problemes
distincts.

Le premier, que nous appelons probléeme restreint, ne fait pas intervenir
les zéros de fonctions holomorphes et est entierement résolu dans [9].

Pour le second, nous apportons une réponse partielle via une discréti-
sation du probléme. On montre ainsi que les solutions qui ne sont pas déja
des solutions du probléme restreint sont rares, mais existent.

1. INTRODUCTION.

Les problemes de reconstruction de phase apparaissent dans de nombreux
domaines de la physique (optique, cristallographie, physique quantique... cf. [5]
[7], [11]). 1l s’agit de reconstruire un signal & partir de la seule donnée du module
de sa transformée de Fourier, la phase étant en général perdue quand on mesure
ces signaux. De tels problemes sont en général mal posés et, sans hypotheses
supplémentaires, ils ont une infinité de solutions.

11 se trouve que ’étude de zéros de fonction holomorphes entre en jeu dans la
description des solutions de tels probleémes (voir section 2.1).

Dans cet article, nous nous concentrons sur le probleme d’ambiguité radar ou,
plus précisément, sur une version en dimension finie de celui-ci:

N
Etant donné un polynéme trigonométrique f(t) = Z ane™, déterminer tous
=0
N n
les polynémes trigonométriques g(t) = Z bne™ tels que
n=0
(Pwn) |Af(k, )] = |Ag(k,t)] pour tout k € Z, t € R

ou Af(k,t) = Zanan,kemt.
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Notre principal résultat est que, pour N > 3, le probleme Py est bien posé
(i.e. qu’il n’a que des solutions triviales) & moins que les coefficients (ag, ..., an)
de f n’appartiennent & une certaine variété semi-algébrique réelle de CV+1 de
codimension réelle au moins 1. De plus, nous décrivons entierement cette variété
dans les petites dimensions (N = 3 et N = 4) et montrons qu’elle est de codimen-
sion réelle exactement 1. Enfin, des exemples de polynémes lacunaires montrent
que cette variété n’est pas vide des que N > 3.

Cet article est organisé comme suit : dans le prochain chapitre, nous décrivons
quelques problemes de reconstruction de phase, la section 2.3 étant consacrée au
probleme d’ambiguité radar. Le role de cette partie, qui reprend les résultats
du second auteur [9], est essentiellement introductif. Ensuite, nous expliquons
le passage du probleme d’ambiguité radar au probleme (Py). Les sections 4 et
5 sont respectivement consacrées a la description complete des solutions pour
N = 3 et N = 4. Enfin, nous concluons dans la section 6 par le théoreme
principal et sa preuve, le cas lacunaire étant exposé en 6.4.

2. PROBLEMES DE RECONSTRUCTION DE PHASE.

2.1. Le probléme général. Le plus simple des problemes de reconstruction de
phase, qui survient en optique, est le suivant:

Probléme 1. Soient u,v € L?(R) deux fonctions & support compact telles que
|Fu(z)| = |Fu(x)| pour tout x € R (F étant la transformée de Fourier). Peut-on
déduire v de u ?

Des solutions triviales & ce probleme sont v(t) = cu(t+a) et v(t) = cu(—t + a)
avec c € T et a € R, ou T désigne ’ensemble des nombres complexes de module
1. Toutefois, il peut y avoir d’autres solutions. Décrivons les brievement :

Comme u est a support compact, d’apres le théoreme de Paley-Wiener, Fu
est une fonction entiere d’ordre 1 de type fini. D’apres le théoreme de Hadamard,
Fu admet donc une factorisation de la forme:

%)
eag+a1zzm H <1 _ i) ez/zk
z
k=1 k

avec m € N, ag,a; € C et (z) les zéros complexes de Fu. Comme v est
également a support compact, Fv admet une factorisation de la méme forme.

Comme pour z réel:
12 po/zn 1 2 ee/zw
2k 2k
on en déduit facilement que (théoreme dit & Walther [12]):
Une fonction v € L*(R) a support compact vérifie |Fv(z)| = |Fu(z)| pour
tout © € R si et seulement s’il existe ¢ € T, a € R et un choix (; € {zx,Zx},
k=1,2,3,..., tels que pour tout z € C,

oo
Fu(z) = ce@Zerotorz,m H (1 - i) e*/ Sk
k
k=1

Le choix (i € {2z, Zx} sera appelé zero flipping.
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Dans ce théoreme, ¢, a ainsi que le choix (; = Zj pour tout k, correspondent
aux solutions triviales. On voit donc que, dés que Fu a au moins deux zéros non
réels et non conjugués, il existe des solutions non triviales pour le probleme 1.
On peut donc se demander si des conditions supplémentaires peuvent impliquer
I'unicité de la solution. Par exemple, ni la positivité de u, ni la régularité C*°,
ne suffisent & garantir Punicité (¢f. [9]).

2.2. Le probléme de Pauli. Une autre question de ce type survient par exem-
ple en mécanique quantique, ou Pauli a énoncé le probleme suivant :

Probléme 2. Soit u € L?(R). Déterminer I'ensemble des fonctions v € L*(R)
telles que |u(z)| = |v(x)| pour tout z € R et |Fu(§)| = |Fv(§)| pour tout £ € R.
Dans ce cas, on dira que v est un Pauli-partenaire de u.

Ici les seules solutions triviales sont v = cu avec ¢ € T.

La conjecture de Pauli était qu’il n’en existait pas d’autres. Ceci semblait
raisonnable étant donné que si v(x) = |v(z)[e**®), il ne reste plus qu’a déterminer
a(z) et il paraissait possible que 'information manquante se trouve dans | Fuv(x)|.
Des contre-exemples dus a Bargman montrent que ceci n’est pas le cas. Toutefois
ces contre-exemples sont encore des solutions triviales du probleme de recons-
truction de phase. Friedmann ([6]) avait conjecturé que tous les contre-exemples
étaient des solutions triviales du probleme de reconstruction de phase. La encore,
ce n’est pas le cas. Plus précisément, on a le théoréme suivant ([9]):

Théoréme 2.1. II existe u € L?(R) ayant une infinité non-dénombrable de
Pauli-partenaires qui ne sont pas des solutions triviales du probléeme de recon-
struction de phase pour u.

Preuve. La preuve se fait en utilisant une discrétisation du probleme. Soient
H € L*(R) a support dans [0, 1] et a une suite réelle dans ¢2. Soit F' définie par

—+oo —+oo
le produit de Riesz F(z) = H (1+iansin3"z) qu'on écrit F(x) = Z be't®,
n=0 k=—o00
+oo
Pour ¢ € {—1,1}", on définit de méme F°(z) = H(l + ienan sin3"x) et on
n=0
+oo .
écrit F°(x) = Z bie™. Alors
k=—oc0

+o00 too
u(t)= Y bH(t—k) et uc(t)= Y bLH(t—k)

k=—o0 k=—o0

sont des partenaires de Pauli. ([

Remarque : La construction utilisée dans cette preuve est une itération du
procédé suivant.
Soient G € L?(R/27Z) une fonction 27-périodique, qui peut donc s’écrire
G(z) =Y, Bre™™, H € L*(R) a support dans [0,1] et o # 0 un réel.
Soient Fy(z) = (1+4iacosz)G(3z) =3, b,(co)eikt
et Fi(z) =(1—iacosz)G(3z) =Y, b,(cl)eikt.
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Alors les fonctions ug et u; définies par u;(t) = >, b,(cj)H(t —-k) (j=0,1)
sont des partenaires de Pauli.

2.3. Le probléme d’ambiguité radar (version continue). Un radar émet
un signal v € L?(R) qui, apres réflexion sur une cible et modification par effet
Dopler, revient sur 'antenne du radar. La, ce signal est corrélé avec le signal
émis. Sous certaines conditions physiques sur le signal (u & bande étroite), le
radar mesure la quantité

—+oo

A(u)(z,y) = / u (t + g) u (t - %)emﬂytdt

appelée fonction d’ambiguité radar de wu.

Malheureusement, au moment de la mesure du signal, la phase de A(u) est
perdue, donc seul |A(u)| est mesuré. On est donc amené a se poser le probleme
de reconstruction de phase suivant :

Probléme 3. Etant donné u € L?*(R), quel est I'ensemble des v € L*(R) tels
que

(1) [Au) (2, y)| = |A(v)(z, )]

pour tout x,y e R?
Nous dirons alors que v est un partenaire d’ambiguité de u.

Des solutions triviales & ce probleme sont d’une part v(t) = ce™tu(t — a) et
d’autre part v(t) = ce™*u(—t —a) (c € T et a,w € R). Dans ce cas, nous dirons
que v est Heisenberg relié a u.

Pour plus de précision sur le role de la fonction d’ambiguité en théorie des
radars et sur les propriétés de cette fonction, nous nous référons & [13], [1] et [9)].
Remarque : A(u)(z,y) étant une transformée de Fourier dans la variable y, le
probléme d’ambiguité radar revient donc & résoudre une famille (continue) de
problemes de reconstruction de phase. Ce probleme étant entierement résolu
pour les fonctions a support compact, on pourrait penser que la résolution de
ce probléme est facile. La difficulté ici est de retrouver (apres zero-flipping) une
fonction d’ambiguité A(v). Or, n’importe quelle fonction sur R? ne peut pas
étre une fonction d’ambiguité. En guise d’illustration, citons les deux résultats
suivants:

— Si A(u) + A(v) est une fonction d’ambiguité A(h), alors v = Au (A € C) et

h = 1/1+ |\*u. Ce résultat, ainsi qu'un certain nombre d’autres résultats sur
la structure de I’ensemble des fonctions d’ambiguité, se trouve dans [1].

— Si le support de A(u) est de mesure de Lebesgue fini, alors u = 0 ([8],[10]).
Ce théoreme d’incertitude répond a une question de Folland et Sitaram et
généralise le théoreme de Benedicks: si f et sa transformée de Fourier ont tous
deux un support de mesure de Lebesgue fini, alors f = 0.

Nous allons ici résumer les travaux sur le probleme d’ambiguité radar pour
les fonctions & support compact de [9]. Notre premier lemme est un résultat de
jistabilité;; :
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Lemme 2.2. Soit u € L?*(R) a support compact. Soit v un partenaire d’ambi-
guité de u, alors v est également a support compact.

De plus, si le support de u est contenu dans un intervalle de longueur 2a,
alors le support de v est également contenu dans un intervalle de longueur 2a.

D’apres le théoreme de Paley-Wiener, A(u)(z,y) et A(v)(x,y) sont main-
tenant des fonctions entieres d’ordre 1 de type fini dans la variable y. Par le
théoreme de factorisation de Hadamard, pour x fixé, ces fonctions sont donc
presque caractérisées par leurs zéros. Toutefois, A(u) et A(v) peuvent avoir des
zéros distincts. L’étude de tels exemples fait ’objet des sections suivantes de cet
article.

Il est toutefois exclu de donner une caractérisation aussi simple des change-
ments de zéros autorisés que pour le probléme de reconstruction de phase. Ceci
nous conduit & considérer le probleme restreint suivant :

Probléme 4. Soit u € L*(R) a support compact. Quels sont les partenaires
d’ambiguité v de u tels que A(u) et A(v) aient mémes zéros 7
De tels v seront appelés partenaires d’ambiguité restreints.

Ce probleéme a été résolu dans [9], nous allons maintenant brievement exposer
sa solution. Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant sur le support de

A(u) :

Proposition 2.3. Soit u € L?(R) et S Iensemble des points de densité du sup-
port de u. Soit 2 I'ensemble des x tels que A(u)(z,.) ne soit pas identiquement
0, alors Q) est ouvert et 2 =5 — S.

Nous pouvons maintenant donner la solution du probleme d’ambiguité radar
restreint :

Théoréme 2.4. Soit u € L?*(R) une fonction & support compact et v un parte-
naire d’ambiguité restreint de u. Alors, il existe a € R, w € R, ¢ € T, ¢ point
de Lebesgue de u et ¢ une fonction localement constante sur ) a valeurs dans
T qui vérifie pour tous tg,t1,t2 € S

(2) Y(t2 —to) = Y(ta — t1) P(t1 — to)
tels que
(3) v(z) = ez —a — x0)e™u(z — a)

Inversement, toute fonction v de cette forme est un partenaire d’ambiguité
restreint de u.

Remarque : Sur ), la fonction i ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Comme Q = S — S, alors 0 est un point de 'ouvert 2 et (2) implique que
¥(0) =1, de sorte que ¢ = 1 sur la composante connexe Iy de £ qui contient 0.
Supposons que ¥ prenne une infinité de valeurs (w(tn _S”))n>o' Comme S xS
est compact, on peut extraire de la suite (¢, s,) une sous—suiteiconvergente que
nous notons encore (t,, s,). Mais alors, d’apres (2),

7/}(tn+1 - 5n+1) = 1/’(thrl - tn) 1/’(tn - Sn) 1/)(571 - 5n+1)
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or, pour n assez grand,

Y(tnyr — tn) = w(sn - Sn-‘rl) =1
de sorte que ¥(tn+1 — Snt1) = Y(tn — Sn), ce qui contredit 'hypothese.

3. DU PROBLEME CONTINU AU PROBLEME EN DIMENSION FINIE.

3.1. Le probleme discret. Nous nous intéressons maintenant a la construction

de fonctions u ayant des partenaires non triviaux. Dans [9], un tel exemple

a été construit, basé sur une méthode de discrétisation. Cette méthode est

actuellement développée dans des travaux en commun de A. Bonami, G. Garrigds

et P. Jaming [3]. Exposons brievement quelques uns des résultats déja obtenus:
Soit H € L*(R) & support dans [0,1], soit (a;)jez € ¢*(Z), et soit enfin

—+o0
u(t) = Z a;H(t — j), alors pour tout k € Z, lorsque k — % <xz<k+ %,

j=—o0

Aw)(a.y) = e [ 3 a;ae ™ | AH) (@ — k).
Jez
A partir de cette expression, dans [9], on construit deux suites (ag, a1, 0, a3, ayq)
et (bo, b1, 0, b3, bs) telles que les fonctions u et v correspondantes soient des parte-
naires d’ambiguité avec zero-flipping.
Ceci nous invite a définir la fonction d’ambiguité discrete associée a la suite
a = (a;)jez, € (*(Z) par

A(a)(k,y) = E ajaj_kez“rjy,
JEL
et a poser:

Probléme 5. Etant donné a € (*(Z), quel est I'ensemble des suites b € (?(Z)
telles que

(4) |AD)(k,y)| = |Aa)(k, )]

pour tout k € Z,y e R?
Si b est une telle suite, nous dirons que b est un partenaire d’ambiguité discret
de a et nous écrirons b >~ a.

Evidemment ~ est une relation d’équivalence. Pour a fixé, la classe d’équi-
valence de a contient :

(1) pour tout j € Z, b; = ca; avec c € T fixé,
(2) pour tout j € Z, b; = aj—; avec | € Z fixé,
(3) pour tout j € Z, b; = wla; avec w € T fixé,
(4) pour tout j € Z, b; = a_;,

et toute composition de telles transformations.

Dans ce cas, nous dirons que b est un partenaire d’ambiguité discret trivial
et nous écrirons b = a. Si b ~ a mais b # a, nous dirons que b est un partenaire
d’ambiguité discret étrange et nous écrirons b ~ a.
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Comme la suite de cet article est consacrée au probleme d’ambiguité dis-
cret, nous dirons simplement partenaires pour ~~, partenaires triviaux pour = et
partenaires étranges pour ~.

L’exemple dans [9] montre 'existence de suites finies a, b telles que b ~ a.
Remarque : Si a est une suite finie de longueur NN, alors a une transformée
(aj) — (aj—;) pres, on peut supposer que suppa C {0,...,N} avec ag # 0,
an # 0. Dans ce cas, nous écrirons a € S(V).

Lemme 3.1. Soit N € N. Alors, si a € S(N),

supp A(a) = {k : A(a)(k,y) ne soit pas identiquement 0} C {—N,..., N}
et A(a)(—N,y) = apan, A(a)(N,y) = anage*™Nv.

En particulier, si a € S(N) et b ~ a, alors il existe ¢ = b tel que ¢ € S(N).

3.2. La méthode de Bueckner. Nous allons maintenant étudier le probleme
discret en nous inspirant de la méthode de Bueckner [4] pour le cas continu.
Pour cela notons que, pour a € (3(Z),

2 _— y e
|A(CL) (k’ y)| = Z anan,kan/an/fkemﬂ'(” n')y
n,n’
= Z Z T a7 2imjy
- AnQp—Qnp'Qp' — e .
J n—n’'=j

Ainsi, b est un partenaire d’ambiguité de a si et seulement si
Z ApQpn—kGp/ Qn/ — = Z bpbp—kbpr by g
n—n'=j n—m'=j
pour tout (j, k) € Z2. Considérons donc cette quantité
Aj)k = Z ApQp—fQp Ayt — -
n—nm'=j
En posant n +n' =1+ k, on voit que sommer sur tous les n,n’ avecn —n’ = j
revient a sommer sur tous les [ de méme parité que j + k. De plus, comme
l+7+k l+j5—k , l—J+k , l—7—k
n=——— , nk=——  n=——— | n-k=—"++
2 2 2 2
si on pose, pour des entiers s et t,

dst:

)

as+tas—t S,t de méme parité,
2 2
0 sinon

il vient

Ajp =D digerdii—k-
1
Soit alors K, l'opérateur sur £2(Z) dont la matrice infinie est donnée par ds ;.

Son adjoint a pour matrice d; s et on voit que
Aje = (KoK )j—k. gt

Définition. L'opérateur K, est appelé opérateur d’ambiguité associé a a.
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K, est un opérateur de Hilbert-Schmidt. De plus a et b sont des partenaires
d’ambiguité si et seulement si KK, = K; K.
Remarque : Puisque ds ; = ds —¢, la matrice de K, est symétrique par rapport a
la colonne médiane.

3.3. Le probléme en dimension finie. Dans cet article nous allons plus par-
ticulierement nous intéresser au probleme pour les suites finies (ou de fagon
équivalent au probléme (P ) sur les problémes trigonométriques).

Soit a = (ag,...,an) et soit K, sa matrice d’ambiguité. Alors, les seuls
coefficients non nuls sont pour 0 < s+t < 2N et t = —N,..., N. Ainsi, K,
s’identifie a une application linéaire en dimension 2N + 1. En général, la matrice
de K, est donnée par

0 0 0 0 a? 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 apan —2 a? 0 0
0 apganN —1 0 0
apanN 0 a1anN —1 anao
0 a1an 0 0
0 0 azan a?\f—l 0 0
0 0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 a3 0 0 0 0o |

Nous donnerons plus bas la forme explicite de la matrice de K, pour N = 3 et
N = 4. En général,

(5) Card{je{0,....,N} : aj #0ouan_; #0} <rangK, < N +1.

En particulier, si a,, # 0 pour tout n € [0, N], le rang de K, est N 4+ 1, et nous
dirons alors que a est non lacunaire.
Le probleme auquel nous nous intéressons maintenant est donc:

Probléme 6. Etant donné une suite finie (ag,...,an), trouver toutes les suites
finies (b, ...,bn) telles que les matrices d’ambiguité associées vérifient

KK, = K{K,.

Notons par Ag, A1, ..., Aan les vecteurs colonnes de la matrice de K, et par
By, B1, ..., Ban ceux de la matrice de K;. Comme (A;, Aj) = (K3K, ),
(en particulier, (A;, A;) = 0 si 4, j sont de parité opposée), on peut évidemment
reformuler le probleme sous la forme suivante :

Lemme 3.2. Soient a,b € S(N). Pour que a et b soient des partenaires, il faut
et suffit que soient satisfaites pour tous 0 < i < 7 < N, i et j ayant la méme
parité, les conditions suivantes :

(i, 7) (Ai, A;) = (Bi, Bj).
Cette reformulation du probleme d’ambiguité va nous permettre de montrer

que la plupart des suites finies (ag,a1,...,an), de longueur N fixée, n’ont que
des partenaires triviaux.
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Utilisant les conditions (i, j), il résulte de quelques calculs simples que lorsque
N = 1,2, tout a € S(N) n’a que des partenaires triviaux. Désormais, nous
supposons N > 3 et nous nous proposons d’étudier I'ensemble E(N) des suites
a € S(N) qui possédent des partenaires étranges.

Pour cela, il est commode de disposer du lemme suivant :

Lemme 3.3. Soit a et b des partenaires dans S(N). Quitte a remplacer b par
un de ses partenaires triviaux, on peut supposer que

(6) AO = BO et A1 = Bl
ce qui équivaut a Pexistence d’un unique z € C* tel que
1 1
(7) b= (Za07za17b27---vbN727;aN71;;aN)-

Nous dirons alors que a et b sont des partenaires normalisés.
La preuve, comme la plupart des preuves qui vont suivre, repose sur la re-
marque suivante :

Remarque 3.4. Soit (a1, az, 31, 52) € C* tel que
ar+az =01+ 62 et araz = [,
Alors,

ou bien a1 = 61 et Qo = 62 ou bien a1 = 62 et ap = 61.

113

Ce choix possible entre deux solutions va remplacer le “zero-flipping” du premier
paragraphe.

Preuve du lemme 3.3. Rappelons les conditions

(0,0) |(IQ(IN| :|b0bN|,
(0,2) apanai1an—1 =bobnbiby_1,
(1,1) lagan 1 |* + |aran|® =|bobn—1]* + [brbn >

Supposons d’abord que ajay—1 # 0. Notons que la condition (0, 2) implique
que biby_1 # 0. D’apres la remarque 3.4, les conditions (1, 1) et (0, 2) impliquent
que |agan—1| = |boby—1| ou |agan—_1| = |b1bn|. Quitte & remplacer (bg,...,bn)
par son partenaire trivial (by,...,bg) (son symétrique), ce qui n’altére pas la
condition (0, 0), nous pouvons supposer que

|a0aN| = |b0bN| et |CLQCLN_1| = |b0bN_1|.

Posons agany = znboby et apan—1 = zny—1boby—1. Comme |zx| = |zy—1| = 1,
il existe u,v € T tels que zy = u?v" et zy_; = v?0N~!. Définissons 3 par
B; = wv’b; pour tout j € [0, N]. Alors 8 est un partenaire trivial de b, donc un

partenaire de a, et par construction, nous avons
2, N 2, N—1
(8)  Bofn =u vV boby = agan et [ofy-1=u 0" "bobn_1 = apan-—1.

Utilisant la condition (0,2) pour a et 8, la relation fy8y = apany implique
B18N—1 = aran—1, ce qui, compte tenu des égalités (8), implique

BiBn = aian
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de sorte que (3 est un partenaire normalisé de a.

Supposons maintenant que a3 = ay—1; = 0. Il résulte alors de (1,1) que
by = by—1 = 0. Grace a (0,0), il existe un complexe u de module 1 tel que
agany = u? boby. Alors, 3 = ub est un partenaire trivial de b et par construction
BoBn = ulbgby = agay, de sorte que 3 est un partenaire normalisé de a.

Enfin, quitte a remplacer a par son symétrique, on peut maintenant supposer
que a1 = 0, mais ay—1 # 0. Alors, il résulte de (0,2) que biby_1 = 0. Quitte
a remplacer b par son symétrique, ce qui n’altere pas la condition (0,0), nous
pouvons supposer que b; = 0. Ainsi, il ne reste plus que les conditions

|a0aN| = |b0bN—1| et |a0aN,1| = |b0bN,1|.

On en déduit que by_1 # 0. On peut alors reprendre la construction précédente
d’un partenaire trivial 8 de b vérifiant les relations voulues (8) qui assurent que
[ est un partenaire normalisé de a. ([l

Remarque : 11 découle des lemmes 3.1 et 3.3 que, pour déterminer tous les parte-
naires d’un signal donné a € S(N), il suffit d’en déterminer les partenaires
normalisés.

Remarque 3.5. Pour que a et b € S(N) soient des partenaires triviaux, comme
apan # 0et boby # 0, il faut et suffit que soit satisfaite I'une des deux conditions
suivantes

(Th) b, = uv™a, pour tout n € [0, NJ,
(T) b, = uwv"ay_, pour tout n € [0, N],
ot u,v € T.

Afin d’éviter des redites dans I’étude des cas N = 3, 4, nous donnons dans les
deux lemmes qui suivent quelques précisions sur ces conditions de trivialité (77)
et (TQ)

Lemme 3.6. Soit a € S(N) tel que a; ou an_1 sont non nuls. Alors, les
seuls partenaires normalisés b de a tels que a et b satisfassent les conditions de
trivialité (Ty) sont b = *a.

Preuve. Quitte a remplacer a par son symétrique, nous pouvons supposer que
a1 # 0. Les relations

bo = zagn = uag,

by, = za1 = wvaq,

by = %a Ny = wNay
impliquent successivement u = z, v = 1 et u = %, d’ott u? = 1, et les relations
(T1) entrainent b = =+a. O

Lemme 3.7. Soient a,b € S(N) des partenaires normalisés. Pour que a et b
satisfassent les relations de trivialité (T5), il est nécessaire que
. ap \N—2 ,AN—-1\N
(i) aran—1#0 et |agan—_1| = laran| et 2% = (a—) ( u )
N 1
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ou

(i4) ar=an_1=0 et |z]= '“—N .
Qg

Réciproquement, (i) ou (i) impliquent I'existence de u,v € T tels que soient
satisfaites les quatre relations (T5)

1) bp = zay = uan,
) by = zax = wuvan-_1,
(N-1) bv-1 = layo1 = wMNla,
(N) by = %aN = wvlNag.

Preuve. Supposons ajay—_1 # 0. Si a et b sont des partenaires normalisés satis-
faisant (7%), les conditions (1), (2) et (N-1) impliquent successivement

)

:ﬂ v = ajan ot 22: (E)N—2(G/N—1)N
an apaN—1 an a1

donc en particulier les conditions (7). Réciproquement, si les conditions (i) sont

anN Zag ajan .

—|. Alors, u = — et v = ———— ont bien pour

ao an apaN -1

module 1 et on vérifie aisément que les conditions (75) sont satisfaites.
Supposons ajany—1 = 0. Si a et b sont des partenaires normalisés satisfaisant

(T2), les conditions (2) ou (N-1) impliquent a; = ay—1 = 0. Il résulte de (1) que

satisfaites, on a |z| =

. . 2aq N . . .y ..
nécessairement u = —, d’ou (44). Réciproquement, si les conditions (4¢) sont
an

2
. . . . zZago a .
satisfaites, il existe u,v € T tels que u = — et vV = 2N2, ce qui assure les
an z%ag

conditions (7). O

Dans les deux sections qui suivent, nous commengons par I’étude exhaustive
des cas N = 3 et N = 4, déterminant tous les partenaires normalisés d’un signal
donné a € S(N), en précisant s’ils sont des partenaires triviaux ou étranges.
Nous montrerons ensuite que la plupart des résultats obtenus s’étendent au cas
oti N est quelconque.

Dans ces mémes sections,
— nous désignons par H 'union dans CN*! des hyperplans de coordonnées
H,={a,=0},n=0,...,N.

—si J = (j(1),5(2),...,4(p)) est un multi-indice strictement croissant &
valeurs dans [0, N, nous posons

p
Hy = U Hjy.-
k=1



Soit a = (ag,a1,az2,a3) € S(3), autrement dit agaz # 0. La matrice de

4. LEcAsS N =3

lopérateur d’ambiguité K, s’écrit
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0 0 0 a? 0 0 0
0 0 apal 0 apaq 0 0
0 apas 0 a% 0 apas 0
apas 0 a1as 0 a1as 0 apas s
0 aias 0 a% 0 aias 0
0 0 a2a3 0 aga3 0 0
| 0 0 0 a3 0 0 0 |
et, d’apres le lemme 3.3, les partenaires normalisés b de a sont les signaux
1 1
ou zeC*

b = (zap, za1, —ag, —as)
z Oz

qui satisfont les relations :

(1,3) Goaza_12 + 6L16L3CL_22 = bobza2 + blb352
(2,2) laga1|? + |aras|? + |asas|? = |bobi|* + |bib2|* + |bobs|?
(3,3) laol? + a1 |* + |az|? + |as|” = [bo|* + [b1]* + [b2]* + |bs/?

puisque sont trivialement satisfaites les conditions (0,0), (0,2) et (1,1).

4.1. Le cas non lacunaire. Soit a € C*\ H. Commencons par déterminer les
partenaires normalisés b de a autres que +a.
La condition (1, 3) s’écrit

1
—2 —2 _ -2 ——2 ——2
apaz2a1” + ajaszaz” =z apaz01” + —501a302
Z
et comme 22 # 1, il découle de la remarque 3.4 que
— 9
a1a3a N 2 a20G3
(9) 2% = 2 d’ott |z|” =
apa2ay apal

ce qui assure également la condition (2, 2).
Montrons que la condition (3,3) implique des conditions algébriques sur a.
Cette condition s’écrit :

Es

(laol” + a1 ") + (lazl* + las|*) = |21 (Jaol” + a1 |*) + —5 (Jaz|” + |as[*)

et il découle a nouveau de la remarque 3.4 que

— ou bien |z| =1, ce qui implique |aga;| = |azas],
— ou bien |az|* + |ag|* = |2 (|ao|* + |aa]*).
Dans ce dernier cas, comme |agas| = ’zanal , il résulte a nouveau de la
remarque 3.4 que

. as az .. .

— ou bien |z| = |—=| = |—=/|, ce qui implique |agaz| = |aias],
ag

. az as . .

— ou bien |z| = |—=| = |—|, ce qui implique |agas| = |ajaz|.
a1
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Afin de simplifier les énoncés qui suivent, introduisons les ensembles algébri-
ques réels de C* :

M = {laoa:1| = |asas|}

M> = {laoaz| = |aras|}

M; = {|aoas| = [a1az|}
L = {apaza1? = aa3az>}.

Notons que L est inclus dans M;. Avec ces notations, nous pouvons énoncer
le lemme suivant :

Lemme 4.1. Pour qu’un signal a € C*\ H posséde des partenaires normalisés
autres que =*a, il faut et suffit que

a € (MlUMgUM3) \ (LUH)
Ces deux partenaires normalisés sont les deux signaux définis par
1 1 9 a1 agag

(10) b = (zao, zas, ~ a2, ;0,3) oun z°= Tomsa 1.

Preuve. 1l suffit de montrer que les points b définis par (10) satisfont la condition

(3,3).
Cela est trivial pour a € My, puisque |z| = 1. Pour a € Ma, il suffit de
. 2 aza3 . .
remarquer que les relations |z|” = et |agaz| = |aias| impliquent alors
apay

as a2 y g . ;1 .

|z| = |—=| = |—=|, d’ou résulte immédiatement (3,3). Le cas a € M3 se traite
ao ay

de la méme fagon. O

Ces partenaires exceptionnels de a sont-ils des partenaires triviaux de a ?

Lemme 4.2. Soita € (M1 U M, UMg) \ (L UH). Pour que les deux partenaires
exceptionnels b de a définis par (10) solent triviaux, il faut et suffit que a € M.

Preuve. 11 résulte du lemme 3.6 que a et b ne peuvent satisfaire (77). D’apres

le lemme 3.7(i), si a et b satisfont (T%), alors |agaz| = |aias|, donc a € Ma.
— o
, . . . aijazay .
Réciproquement, si a € My, les relations |agas| = |ajas| et 22 = 3 im-
apa2ay

ag ,a
pliquent 22 = = (—2)3, ce qui d’apres 3.7(7) assure que a et b satisfont (T5) qui
a3 a

ici n’est autre que (T2). O

Compte-tenu des lemmes qui précedent, nous obtenons la

Proposition 4.3. L’ensemble des signaux non lacunaires a € C*\ H qui pos-
sédent des partenaires étranges est I'ensemble semi-algébrique ! réel de C*

5(3)\H:(M1UM3)\(LUM2UH)

LUne bonne introduction aux ensembles semi-algébriques se trouve par exemple dans [2].
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Remarque : L’ensemble £(3) \ H n’est pas fermé dans C*\ H. D’autre part
E(3)\ H est de codimension (réelle) 1.

Soit en effet a € L\ (MQ UH ) Alors a n’admet que des partenaires triviaux.
Considérons le cercle paramétré par a,, = (uag, a1, az,a3) ot u € T. Si u # +1,
alors a, € My \ (LUM,UH) et, d’apres la proposition 4.3, le signal a,, € £(3)\ H.
Comme lim,,_.1 a,, = a, nous obtenons bien la non fermeture annoncée.

4.2. Le cas lacunaire. Soit a € §(3) un signal lacunaire, i.e. agas # 0 mais
ajas = 0, et b un partenaire normalisé de a.

Si a; = az =0, les conditions (1,3), (2,2) et (3,3) se réduisent a
2 2 2 2, 1 2
(3,3) |aol” + las|” = [2["]aol” + F |as|™.
z

D’apres la remarque 3.4,
— ou bien |z| =1, soit |ag| = |bo| et |az| = |b3| et 'on en déduit aisément que
a et b satisfont (T1);

— ou alors |z] = ‘@ et a et b satisfont (T5), donc (%), cela d’apres le lemme

3.7(ii).

Quitte & remplacer a par son symétrique, supposons maintenant a; = 0, mais
ay # 0, alors b = (zap,0,Zas,Zaz) avec z € T. En effet, la condition (2,2)
s’écrit |agaz| = WMMBL de sorte que |z| = 1, ce qui assure la derniere relation

z

non triviale, & savoir (3,3). Il résulte des lemmes 3.6 et 3.7 que a posséde des
partenaires normalisés étranges, ceux qui sont définis par z € T, mais z # +1.

Notons que si z1 # *29, les partenaires by et by de a correspondants sont des
partenaires étranges. Autrement dit, dans le quotient S(3) / =, la classe [a] de
a admet comme partenaires étranges tous les points de ’arc défini par les classes
[(za0,0,Zag,Zag)] ot z =z +iy € T et y > 0.

Nous obtenons ainsi la proposition :

Proposition 4.4. L’ensemble des signaux lacunaires a € S(3) qui possédent
des partenaires étranges est I’ensemble semi-algébrique réel de C*

EB)NH = (Hy \ Hops) U (H2 \ Ho,,3)-

En rassemblant les propositions 4.3 et 4.4, nous obtenons en conclusion

Proposition 4.5. L’ensemble £(3) des signaux a € S(3) qui possédent des
partenaires étranges est un ensemble semi-algébrique de C* qui est de codimen-
sion (réelle) 1.
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5. LEcas N =4

Soit a = (ag, a1,a2,as,a4) € S(4), autrement dit apas # 0. La matrice de
lopérateur d’ambiguité K, s’écrit

0 0 0 0 a2 O 0 0 0 ]

0 0 apal 0 apaq 0 0 0

0 0 0 a% 0 apas 0 0

0 apas a1a2 0 aias 0 oa 0

apQy 0 0 a% 0 ajas 0 0Q4

0 a1ay asa3 0 asas3 0 1a4 0

0 0 asay 0 a% 0 asay 0 0

0 0 0 asag 0 asay 0 0 0
0o 0o 0 0 & 0 0 0 0 |

Si b est un partenaire normalisé de a, la condition
—2 —2
(0,4) apaqQo = a0a4b2

implique a3 = b3. Quitte & remplacer b par —b, ce qui n’altére pas les relations
de normalisation, on peut supposer que as = bs. Nous dirons alors que b est un
partenaire privilégié de a.

Les partenaires privilégiés b de a sont les signaux

1 1
b= (zao, zai, az, plcE ;(M)

avec z € C* qui satisfont les relations :

(1,3) apazaias + ajasazaz = bobgbiba + b1bybobs

(2,2) lagas|” + |aras|” + |agas]” = |boba|” + |b1bs|* + |babsl®

(2,4) aoazﬂb_l2 + &1a3a_22 + a2a4a_32 = bob2a2 + blb352 + b2b4g2

(3,3) |aoar|* + |aras|® + |agas|” + |azasl” = |bob1|? + [brba|® + |babs|? + [bsbal®
(44)  aol® + lax|* + |azf® + las|* + [aal® = [bo|* + [ba]* + [b2]* + [bs|* + [ba]?

puisque sont déja satisfaites les conditions (0, 0), (0,2), (0,4) et (1,1).
Comme nous suivons la méme démarche que dans le cas N = 3, nous nous
bornons ici & donner le schéma des démonstrations.

5.1. Le cas non lacunaire. Soit a € C°\ H. Nous commengons par déterminer
les partenaires privilégiés b de a qui sont différents de a, i.e. z # 1.
11 résulte de la condition (1,3) que, comme z # 1,
ajas agq

(11) z= 1 dou |z =

ai1a3 ag

a4

ao

Montrons que la condition (2,4) implique des conditions algébriques sur a. En
effet, cette condition implique

2 = 1, d’on successivement |z|° = 1, |z| = 1 et donc z = 1, ce que
nous avons exclu;

— ou 2z
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—9 2
2 az a4 .- . 3 aza4 ) N s .
— ou 2Z° = —5—, ce qui implique |z|” = | 5—| et d’apres (11), nécessai-
ai-ap aiago
as . . P
rement |—| = |—/|, de sorte que le point a doit satisfaire |agas| = |aia4].
an ay

Nous introduisons les ensembles algébriques réels suivants de C? :
M ={laoas| = |ara4|}
L ={apaza1 = ara4a3}
dont l'intersection est décrite par
MNL={a3 = ua; et ay = u?ap avecu € T}.
Avec ces notations, nous pouvons énoncer le lemme suivant :

Lemme 5.1. Pour qu’un signal a € C°\ H posséde des partenaires privilégiés
autres que a, il faut et suffit que

aeM\ (LUH).

L’unique partenaire exceptionnel de a est le signal défini par

1 1 . atas a1

(12) b = (zag, za1, a2, —ag, —as) ou z=— — #£1.
z z ajas ap

Preuve. 11 suffit de montrer que le point b défini par (12) satisfait les conditions

(2,4), (2,2), (3,3) et (4,4), ce qui résulte aisément de |2| = [ 2| = |22, O

ai

Cela dit, contrairement au cas N = 3, nous constatons que:
Proposition 5.2. Tout point a € C°\ H n’admet que des partenaires triviaux.

Preuve. 11 suffit de montrer que le partenaire exceptionnel b de a défini par (12)
satisfait (T%). Or, comme a € M, on s’assure aisément que

ap\2,0a3\4
= t 2 = (— -
laoas| = laras| etz (a4) (a1)
ce qui d’apres 3.7(i), montre que a et b satisfont (T)* avec u = 290 o g = 1194
Q4 apas
Mais, d’apres (12), on a uv? = 1, de sorte que a et b satisfont bien (7). O

5.2. Le cas lacunaire. Soit ¢ € §(4) un signal lacunaire, i.e. apas # 0 mais
ai1azaz = 0. On montre sans difficultés que si as # 0, alors a n’admet que des
partenaires triviaux.

Supposons donc az = 0. Soit b un partenaire privilégié de a, autrement dit
b = (zao, za1, 0, %ag,, %a4) ou z € C* satisfait les seules relations non triviales
(3,3) et (4,4) qui s’écrivent alors
(33 -
z|

) lagar|” + Jasas)® = |2|*|aoar|* + —5asas|’

1
4.4) (laol*+la1]*) + (las|*+ |aa|*) = [2[*(Jao|* + |a1|?) + Z—|2(|a3|2+ laq]?).
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Si a1 = az = 0, seule reste la condition

1
El
et on montre aisément que a et b sont des partenaires triviaux.

Supposons donc |a1|* + |as|” # 0. Il résulte de (3,3) que

— ou bien |z| =1, et alors (4,4) est satisfaite,

— ou bien |z| # 1, mais |zaga1| = |aszas|. Dans ce dernier cas, comme nous
avons écarté a; = az = 0, nécessairement, ajaz # 0, et on montre que (4,4) ne
peut étre satisfaite.

Ainsi, |z| = 1. En utilisant les lemmes 3.6 et 3.7(i), on montre alors que

a = (ag,a1,0,a2,a3) admet comme partenaires privilégiés étranges les points
2
. apa

b = (zag, zay, 0, %ag, %a4) avec |z| =1, mais z # +1 et de plus z # :I:—g7 cela
asay

(4,4) jao|* + |aal* = [2[*|aol* + —7]aa|”

dans le cas exceptionnel ou |ag| = |a4| et |a1| = |as| # 0.
En conclusion, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 5.3. L’ensemble £(4) des signaux a € S(4) qui possédent des
partenaires étranges est ’ensemble des signaux lacunaires

a € Hy\ (Hop,aNHoga)

lequel est un ensemble semi-algébrique réel de C® de codimension (réelle) 1.

6. LE CAS GENERAL
L’objet de cette section est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.1. L’ensemble £(N) est un ensemble semi-algébrique réel de CN 11
qui est de codimension (réelle) au moins 1 et qui est non vide dés que N > 3.

6.1. Semi-algébricité de E(N).

Proposition 6.2. L’ensemble £(N) est un ensemble semi-algébrique réel de
(CNJrl.

Preuve. Soit II 'ensemble des couples (a,b) € S(N) x S(N) qui sont des parte-
naires et soit ©; et O3 I'ensemble des couples (a,b) € CNF1 x CN*! qui vérifient
respectivement les relations de trivialité :

(Th) by, = uv™a, pour tout n € [0, N]
(T3) b, = uwv"ay_, pour tout n € [0, N]
ouu,v € T.

11 est clair que II est un ensemble semi-algébrique réel de CN*! x CN+!
puisqu’il est défini par agay # 0 et les égalités
(Ai, Aj) = (Bi, By)

pour tous 0 < ¢ < j < N, i et 5 ayant la méme parité.
Montrons que ©; est un ensemble semi-algébrique réel de CN+1 x CV+1. Pour
cela, soit 'y I'ensemble des points (u,v,a,b) € Ay =T x T x CN+1 x CN*+! qui
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vérifient les relations (77). L’ensemble I'; est une sous-variété algébrique réelle
lisse de A; comme graphe de I’application

(u,v,a) — (uag, wvay, ..., uv¥ay)

donc une sous-variété algébrique réelle lisse de Cx Cx CN*1 x CN*1. Comme ©;
est 'image de I'; par la projection (u,v,a,b) — (a,b), il résulte du théoreme de
Tarski-Seidenberg que ©; est bien un ensemble semi-algébrique réel du produit
CN+1 x CN*+1. De méme pour Os.

Comme E(N) est 'image de IT'\ (01 U O3) par la projection (a,b) — a, un
nouvel appel au théoréme de Tarski-Seidenberg montre que £(N) est bien un
ensemble semi-algébrique réel de CN+1, O

6.2. Rareté de E(N).

Proposition 6.3. L’ensemble £(N) est inclus dans un ensemble algébrique réel
de CN*1 qui est de dimension 2N + 1.

Preuve. Cela est clair pour N < 4, d’apres les descriptions explicites que nous
avons données plus haut de £(N). Nous supposons donc désormais N > 5.

Comme 'union H des hyperplans de coordonnées est un ensemble algébrique
réel de CV*1 de dimension 2NV, il suffit de montrer que £(N) \ H est inclus dans
un ensemble algébrique réel V de CV*1 de dimension 2N + 1, ce qu’on démontre
en trois étapes.

Soit @ € CN*1\ H un signal non lacunaire et b un partenaire de a que nous
pouvons supposer normalisé. Soit M 'entier défini par N = 2M si N est pair
et par N =2M — 1 si N est impair, de sorte qu’on a M > 3.

Premiére étape : identification des b,,.
Pour i =1,..., M, la relation (0, 2¢) s’écrit

apana;an—; = bobnbiby_;
d’ou grace a la normalisation
(13) a;an—; = bibn_;.
En particulier, aucun des b; n’est nul.

Pouri=2,..., M, la relation (1,2i — 1) s’écrit

AQAN—105—1AN—; + G1GNC; AN —i+1 =bobn_1bi—1bn—; + b1bnbibN_it1
(14) =apan—1bi—1bn_i + aranbiby i1
grace a la normalisation.

Mais alors (13) et (14) impliquent qu’on est dans I'un des deux cas suivants:

¢ ou bien

. ai—10N—; = bi_1bn_;
B.
(B:3) {aiaN—i-i-l = bibn_it1

qui est le cas le plus simple;
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© ou alors

a;—1aN—q

bibn—it1 (a]iil) (‘fl—]:)

anN—_1
AGaAN—i+1 = bi_le_i(g—;)(T).

Deuxiéme étape : Montrons que si b est un partenaire étrange de a, alors il existe
i € [2, M] tel qu’on ait (M.i).

Sinon, on aurait (B.i) pour ¢ = 2,..., M. Rappelons que par normalisation,
il existe z € C* tel que

(M.5)

1
(15) bl = zZa; et bN—i = —aN—;
z

pour ¢ = 0,1. En utilisant les relations (5.i), on montre de proche en proche
que les égalités (15) s’étendent & ¢ = 2,..., M. En particulier, si N = 2M est
pair, on obtient pour i = M
bM = ZzZapy = —ap
z

de sorte que z = +1 et donc b = *+a, ce qui contredit I’hypothese. Une preuve
similaire est valable si N = 2M — 1 est impair.

Cela étant, pour a € CN*+1\ H, si nous posons
(16) Pma)={beS(N) : b~a
et (M.i) se produit au moins une fois pour ¢ = 2,...,M}.

nous venons de montrer que si a appartient a £(IN) \ H, alors Paq(a) est non
vide.

Troisiéme étape : 1l reste donc a démontrer le

Lemme 6.4. L’ensemble des a € CNF1\ H tels que Paq(a) # () est inclus dans
un ensemble algébrique réel V- de CN*! qui est de dimension 2N + 1.

Preuve. La preuve nécessite de distinguer trois cas:
Cas 1: Supposons qu’il existe b € Paq(a) tel que (B.2) se produise.

Ainsi, on peut supposer qu’il existe 3 < j < M tel que (B.2),...,(B.j—1) et
(M.7) se produisent. On a alors:

ANjo1
o= e o<i<i-1 b= e
1 C_ et J
by_i = —an—i, 0<i<j—-1 by_i = Aj laN_"
‘ J My z N
De la condition (j,j) on déduit:
lagan—j1* + lajan | = [bobn—;|* + [bjbn|? .
Aj 2 AN 2
= ‘AAJ-J,I laoan —j|” + ’—A]] L |ajan]”
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)

En réarrangeant la somme, ceci nous conduit a:

)\.
Aj ’ 2 (1 - ”\’\jj’l 2
17 1- e e [0 .
(17) 5| ) v el
Ainsi, ou bien ’M’\il’ =1, ce qui implique [A ;| = [AoAj_1], et ceci définit

bien une variété algébrique V; de CN*+1 (qui est bien définie méme si j = 2). Ou

alors, % # 1, qui, apres simplification dans (17) conduit a:
AL a;jan 2 .
J = J ) solt |A1| = |Aj,1|.
)\0)\j_1 Ao N —j

L’hypothese 7 > 3 rend cette condition non vide, et permet donc de définir une
nouvelle variété algébrique de CV*1,
Pour compléter la preuve, il nous faut maintenant regarder les cas ol (M.2)

A2 |

se produit. On peut de plus supposer que | = i—i # 1, puisque I’équation

A2

2 =1 définit une variété algébrique.

Cas 2: Supposons que pour un certain b € Pp(a) (M.2) et (B.3) se produisent.
Alors:

/\/\1 )\>\1
bQ = — Za2 bg = Y %as3
2 et 2
by_—2s = ——an-s3. by—s = ———an—3s.
N—-2 /\/\12aN 2 N-3 )\)\IZGN 3

Ainsi, comme a1an_1G2aN—2 = b1by_1b2bn_2, la condition (2,4) se réduit a:

apaN—201GN—3 + a2aNT30N—1 = bobn_2b1bNn_3 + babnb3bN_1

_ﬁ ﬁ ana aia —f—& & asanasa
_AAl )\)\1 0UN 201N -3 )\2 AQ 20NU3UN -1 -

En réarrangeant la somme et en utilisant |Aa| # |A\g|, on obtient :

Ao |2 _ aganaG3aN_1 A2 (A3
W] s~ (5
Ceci implique A1 A2 = AgAs, ce qui définit une sous-variété algébrique propre W,
(& condition que N > 3).

agaN—2010N—3 Ao

Cas 3: Finallement, supposons que pour un certain b € Ppyq(a), (M.2) et (M.3)
se produisent. Alors:

A)\l )\2A1
b2 = TZGQ b3 = zas
2 et 2
byos = 2 ay_s. = s
N—2 oy 5 N2 bn-3 Non, 2 N
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A nouveau, la condition (2,4) se réduit i:

- X A3 .
apaN-2010N—3 + A2aANA3AN—1 = K W apaN —-2G1aN -3
1 1

A1 A2\
Y a2aNA3aN—1-
A2 A3
En réarrangeant, on obtient :
~ ~ Aides
L e e (1= ) 420 NTZAN T
- 0AN—201GN -3 = —————~— 20N A3AN—1-
Aol Aol? A1A2A3
)\()I)\()‘z

Ainsi, ou bien |A\g|® = |AA2)3], ce qui définit une variété algébrique propre
Vy. Ou alors |Ao|? # [A1A2)3], et donc:

MA2A3  acanTzaN—1 Ao (As)

XolXol>  aoan—s@ian—s Ao \ M1
Apres simplification ceci implique |[A;| = |Xo|, ce qui définit une nouvelle
variété algébrique propre Ws. Ceci établit le lemme. |
La preuve de la proposition 6.3 est donc complete. O

.....

aze = ok bo = Ay
a2k+1 = Aoy bort1 = oy
c’est a dire
2n+1 2n+1

n n
Z apz® = (1+ \z2) Z arz?* et Z bzt = N+ 2) Z a2k,
k=0 k=0 k=0 k=0

Un calcul élémentaire montre que
Ala)(2k,1) =(1+ [Ae™) A() (k. 2t)
A(b) 2k, 1) =(1AI* + ). A(a) (k, 2t)
A(a)(2k + 1,t) =A(D)(2k + 1,t) = MA(a)(k + 1,2t) + Xe A(a) (K, 2t)
de sorte que a et b sont des partenaires d’ambiguité.
Une application simple des lemmes 3.6 et 3.7 montre que, si |A| # 1 et
X N-1 # o 2
A on )

alors a et b sont des partenaires étranges.

En particulier, dans le cas n = 1, soit N = 3, ces conditions se résument a
a € Mz \ (M2 ULUH) et cet exemple généralise donc un des exemples du cas
N =3.
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Par ailleurs, si on prend une suite (ax)kg=o,...n telle que oy # 0 pour tout
k=0,...,n, cet exemple montre que:

Proposition 6.5. Si N > 3 est impair, alors E(N) \ H est non vide.

Le calcul précédent ne s’applique pas lorsque N est pair. De plus le résultat
pour N = 4 (proposition 5.2) anisi que les calculs que nous avons effectué sans
succes pour N = 2M nous ameneent a poser la conjecture suivante:

Conjecture. Soit N > 4 un entier pair, alors E(N) \ H est vide.

6.4. Le cas lacunaire. Nous allons montrer ici comment construire des suites
ayant des partenaires étranges. A nouveau, nous renverrons le lecteur a [3] pour
les preuves des résultats énoncés dans cette section.

Notre objectif est de présenter une méthode pour construire des partenaires
étranges basée sur les propriétés du produit de Kronecker. Rappelons que si
A = la; ;] € M, et B € M,,, alors le produit de Kronecker de A par B est la
matrice A ® B € M, définie par

ai1B a12B ... a1,B

a21B ax2B ... asn,B
A® B =

alnﬁlB a/n,QB . anﬁnB

Les propriétés essentielles pour nous seront alors:
i: (A® B)* = A* ® B*.
ii: (A® B)(C® D) =(AC)® (BD).
Le lemme clé sera le suivant :

Lemme 6.6. Soient a = (ag,...,an) et b = (by,...,byr) deux suites finies et
K,, Ky leurs matrices d’ambiguité respectives. Soit alors ¢ la suite finie définie
par

 fagh sii=k@M+1)+1, 0<k<N, 0<I<M
“=Y0 sinon

c’est a dire la suite donnée par:

Z cjzj = Z a; (22M+1)j (Z bjzj) .
J J
Alors,
K, K, = K..

En particulier, pour i = k(2M + 1)+l avec0 <k < N et 0 <l < N,
A(c)(i,y) = Ala)(k, ) AD) (L, y).
Dans la suite, on notera c =a ® b.
Proposition 6.7. Soient a = (ag,...,an) et b= (by,...,bar) deux suites finies.
Sia~aetf~b alorsa® [ ~a®b.

Inversement, si b € S(1), alors pour tout a € S(N), ¢~ a ® b si et seulement
s’il existe « € S(N) et B € S(1) telsquea~aet f~betc=a®p.
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Prewve. St o>~ a et =, alors KGK, = K;K, et KjK; = Ky K. Ainsi, en
utilisant le lemme précédent et les propriétés du produit de Kronecker, il vient :

(18) KropKags =(Ka ® Kp)* (Ko ® Kp)

(19) =(K; ® K3) (K, ® K) = (K K,) ® (K;Kp)

(20) =(K3K,) ® (K K,) = Kigp K e

Nous ne donnerons pas la preuve de la réciproque ici. (I

Concluons maintenant en montrant que cette proposition permet de construire
des partenaires étranges:
Soit a = (1,2), b= (1,2) et ¢ = (2,1), alors a ® b ~ ¢ ® b mais

a®b=(1,2,0,2,4)

alors que
c®b=(2,4,0,1,2)

et a ® b et ¢ ® b ne sont pas des partenaires triviaux. De plus, en remplagant
b= (1,2) par b = (1,2,0,...,0) € CM+1 cet exemple montre que &£(2M + 2)
est non vide pour M > 1. Ceci, joint & la proposition 6.5, montre que £(N) est
non vide des que N => 3.
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