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La structure différentielle de l’anneau des formes

quasi-modulaires pour SL2(Z).

Federico Pellarin

Résumé. Dans ce texte, nous déterminons explicitement les idéaux premiers dif-

férentiellement stables dans l’anneau des formes quasi-modulaires pour SL2(Z).

Les techniques introduites permettent de raffiner et généraliser des résultats de

Nesterenko dans [5] et [6].

1 Introduction

Soient E2(z), E4(z), E6(z) les développements en séries de Fourier complexes
des séries d’Eisenstein classiques de poids 2, 4, 6, convergentes pour |z| < 1 :

E2(z) = 1− 24
∞
∑

n=1

σ1(n)zn,

E4(z) = 1 + 240

∞
∑

n=1

σ3(n)zn, (1)

E6(z) = 1− 504

∞
∑

n=1

σ5(n)zn.

Nesterenko a demontré que pour tout nombre complexe q tel que 0 <
|q| < 1, le corps Q(q,E2(q), E4(q), E6(q)) a degré de transcendance au moins
3 (voir [4], [5] et [6]). L’ingredient cléf de sa preuve est l’estimation de
multiplicité qui suit (théorème 2.3 p. 33 de [5]).

Théorème 1.1 (Nesterenko). Il existe une constante c1 > 0 avec la
propriété suivante. Soit M un polynôme non nul de C[X1,X2,X3,X4], de
degré total au plus N . Alors, la fonction F (z) = M(z,E2(z), E4(z), E6(z))
s’annule en z = 0 avec une multiplicité au plus c1N

4.

Le théorème 1.1 s’obtient en utilisant en profondeur certaines propriétés
différentielles de l’anneau

R1 = C[z,E2(z), E4(z), E6(z)],

d’interêt indépendant : décrivons ci-après ces propriétés. On voit facilement
queR1, muni de la dérivation z(d/dz), est un anneau différentiel. On a d’une
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part z(d/dz)z = z, et d’autre part, les séries E2(z), E4(z), E6(z) satisfont au
système différentiel non linéaire (cf. théorème 5.3 de [2]) :

z
d

dz
E2 =

1

12
(E2

2 − E4),

z
d

dz
E4 =

1

3
(E2E4 − E6), (2)

z
d

dz
E6 =

1

2
(E2E6 − E2

4).

Un idéal P d’un anneau différentiel (A,D) est dit D-stable si pour tout x ∈ P
on a Dx ∈ P. Nesterenko démontre le résultat qui suit (cf. proposition 5.1
p. 161 de [6]), indispensable dans la preuve du théorème 1.1.

Proposition 1.1. Soit P un idéal premier non nul et z
d

dz
-stable de R1, tel

que pour tout F ∈ P on ait F (0) = 0. Alors z∆ ∈ P, où ∆ = E3
4 − E2

6 .

Nesterenko a déjà démontré des résultats de même nature, tout à fait
généraux, mais valides seulement en présence d’un système différentiel liné-
aire (cf. théorème 3 de [3]). Le système différentiel (2) n’etant pas linéaire, la
théorie de [3] ne s’applique pas ; Nesterenko donne alors une démonstration
ad hoc de la proposition 1.1 qui est élémentaire, mais difficile à adapter à
d’autres situations intéressantes du point de vue arithmétique.

La méthode de Nesterenko est, en citant l’auteur (p. 162 de [6]) “une
généralisation d’une idée utilisée par Siegel visée à classifier les solutions
algébriques des équations différentielles de Riccati” (cf. paragraphe 1 pp.
214-222 de [10], voir aussi le lemme 3 p. 211 of [9]).

La proposition 1.1 suscite la question naturelle de connâıtre et cara-
ctériser complètement tous les idéaux premiers z(d/dz)-stables de R, mais
la méthode de Nesterenko que nous avons mentionné ci-dessus ne semble
pas s’y prêter.

Dans ce texte nous donnons une réponse complète à cette question tout
en introduisant une approche nouvelle, essentiellement algébrique.

Soit K un corps algébriquement clos contenant Q, soient P,Q,R des
indéterminées indépendantes sur K, notons YK = K[P,Q,R]. Considérons
l’anneau différentiel (YK,D), où la dérivation D est déterminée par les rela-
tions

DP =
1

12
(P 2 −Q),

DQ =
1

3
(PQ−R), (3)

DR =
1

2
(PR−Q2),

et par l’égalité D(K) = (0). Nous nous proposons de caractériser tous les
idéaux premiers D-stables de YK.
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Notons que l’anneau YC, différentiellement isomorphe à R (et que nous
noterons plus simplement Y), est aussi isomorphe (différentiellement) à
l’anneau des formes quasi-modulaires pour SL2(Z) définies dans [1]. Nos
résultats en déterminent la structure différentielle : à travers la classification
de tous les idéaux premiers D-stables de cet anneau, nous caractérisons en
fait (par passage au quotient) tous les anneaux différentiels intègres (A,D′)
tels qu’il existe un morphisme différentiel surjectif :

(Y,D)→ (A,D′).

Avant de présenter nos résultats, nous donnons des exemples d’idéaux pre-
miers D-stables de YK. Posons Θ := Q3 −R2 ; on vérifie la rélation :

DΘ = PΘ, (4)

qui implique que l’idéal principal (Θ) est premier et D-stable.
Notons aussi P0 := (P 2 − Q,P 3 − R) et P∞ := (Q,R). Ce sont deux

idéaux premiers de codimension 2.
On vérifie sans aucune difficulté en utilisant (3) que l’idéal P0 est l’idéal

engendré par l’image de l’application D : YK → YK ; il est donc D-stable.
En ce qui concerne P∞, on voit facilement que c’est l’idéal engendré par

les polynômes nuls sur le lieu singulier de la surface affine d’équation Θ = 0.
En utilisant l’hypothèse D(Θ) ⊂ (Θ) et en combinant les théorèmes 2, 5 de
[8], on vérifie que P∞ est D-stable (1).

On vérifie par un calcul direct que si c ∈ K, alors l’idéal maximal (P −
c,Q− c2, R − c3) est D-stable.

Mais les idéaux ci-dessus ne couvrent pas le “spectre différentiel”, l’en-
semble de tous les idéaux premiers D-stables de YK. Pour d 6= 0, soit Pd

l’idéal engendré par Θ et les trois polynômes :

Fd = P 2Q + Q2 − 2PR + dR,

Gd = 2PQ2 − P 2R−QR− dQ2,

Hd = P 4 − 2P 2Q + Q2 + 4dPQ− d2Q.

Pour tout d 6= 0 l’idéal Pd est premier (cf. lemme 3.2 lorsque d 6= 0), contient
strictement Θ et est contenu strictement dans l’idéal (P,Q,R) ; il a donc
codimension 2 (2). De plus il est D-stable ; en effet, en utilisant les relations
(3), on vérifie les égalités :

DFd =
P

2
Fd +

1

2
Gd, (5)

DGd = −1

2
Θ +

2

3
QFd +

2

3
PGd

DHd = −1

3
(2P − d)Fd +

2

3
Gd +

P

3
Hd.

1On peut vérifier ces propriétés aussi par un calcul direct.
2La notation Pd suggère que, lorsque d = 0, un lien existe avec P0 ; on vérifie que

l’idéal Pd avec d = 0, qui n’est pas premier, est P0-primaire d’exposant 2.
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La liste d’idéaux premiers D-stables de YK est décrite par les diagrammes
suivants, paramétrés par c ∈ K et d ∈ K× ; ceci est le résultat principal de
cet article.

(P − c,Q− c2, R− c3) ← P0

տ
Pd ← (∆)

ւ ւ
(P,Q,R) ← P∞

Théorème 1.2. Soit P un idéal premier non nul D-stable de (YK,D) ; on
a les faits suivants.

• Si P a codimension 3 alors il existe un élément c ∈ K tel que P =
(P − c,Q− c2, R− c3).

• Si P a codimension 2 alors il existe d ∈ K ∪ {∞} tel que P = Pd.

• Si P est principal, alors P = (Θ).

Ce théorème permet de classifier tous les idéaux radicaux D-stables de
(YK,D) car d’après le théorème 1 de [8], ils sont tous intersection d’idéaux
premiers D-stables.

L’anneau

R2 := R1[log(z)] = C[z, log(z), E2(z), E4(z), E6(z)],

muni de la dérivation z(d/dz) (et pour un choix quelconque d’une détermi-
nation de log), est un anneau différentiel, car

z
d

dz
log(z) = 1

sur un ouvert de C ; de plus les fonctions log(z), z, P (z), Q(z), R(z) sont
algébriquement indépendantes sur C. On a le résultat suivant :

Théorème 1.3. Soit P un idéal premier non nul et z
d

dz
-stable de R2. Alors

z∆ ∈ P.

On en déduit un raffinement de la proposition 1.1.

Théorème 1.4. Soit P un idéal premier non nul et z
d

dz
-stable de R1. Alors

z∆ ∈ P.

Voici le plan de cet article. Dans les paragraphes 2 et 3 nous démontrons
le théorème 1.2. La structure de la preuve est en gros la suivante. Une
application des propriétés des crochets de Rankin permet de démontrer que
tout idéal premier non nul D-stable P de YK contient Θ.
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Considérons ensuite le quotient YK/(Θ) ; c’est un anneau différentiel
d’après la première formule (5). Le point crucial est que YK/(Θ) est es-
sentiellement un anneau de fonctions algébriques sur un corps de fonctions
rationnelles K(U). Ceci permet de décrire avec précision l’image de P dans
YK/(Θ), et le théorème 1.2 s’obtient ensuite en “relevant” les informations
obtenues. Pour pouvoir utiliser facilement ces propriétés, nous allons tra-
vailler d’abord dans un sur-anneau différentiel auxiliaire A ⊃ YK (étude
développée au paragraphe 2). La démonstration des théorèmes 1.3 et 1.4
sera traitée dans le paragraphe 4.

Ces deux derniers théorèmes peuvent être utilisés pour démontrer une
généralisation du théorème 1.1. On peut démontrer qu’il existe une con-
stante c2 > 0 avec la propriété suivante. Soit log la détermination principale
du logarithme. Pour tout polynôme F ∈ R2 non nul, de degré au plus N
en log(z), z, E2(z), E4(z), E6(z), et pour tout ξ ∈ B \ R≤0, où B désigne la
boule ouverte complexe de centre 0 et rayon 1, l’ordre d’annulation de F en
ξ satisfait :

ordξ(F ) ≤ c2N
5.

Si de plus F ∈ R1, alors pour tout ξ ∈ B, l’ordre d’annulation de F en ξ
satisfait :

ordξ(F ) ≤ c2N
4.

La démonstration de cette propriété apparâıtra ailleurs. Ce sont exactement
la suppression de l’hypothèse d’annullation dans la proposition 1.1, et le fait
que ∆ ne s’annule pas dans B\{0}, qui impliquent les majorations uniformes
de cette estimation de multiplicité.

Nous pouvons aussi étendre le théorème 1.1 au cadre de fonctions liées
à des groupes fuchsiens triangulaires co-compacts ; ce sujet sera développé
dans [7].
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2 Etude différentielle d’un anneau auxiliaire.

Il convient de travailler dans un anneau auxiliaire A un peu plus grand que
YK. D’après (3) on a les égalités suivantes :

D

(

R

Q

)

= −Q

2
+

PR

6Q
+

R2

3Q2

=
1

6

R

Q

(

P − R

Q

)

+
1

2

(

R2

Q2
−Q

)

,

DQ =
1

3
(PQ−R)

=
1

3
Q

(

P − R

Q

)

,

D

(

P − R

Q

)

=
P 2

12
+

5Q

12
− PR

6Q
− R2

3Q2

=
1

12

(

P − R

Q

)2

− 5

12

(

R2

Q2
−Q

)

.

En d’autres termes, si l’on pose :

X1 =
R

Q
, X2 = Q, X3 = P − R

Q
,

alors :

DX1 =
1

6
X1X3 +

1

2
(X2

1 −X2),

DX2 =
1

3
X2X3, (6)

DX3 =
1

12
X2

3 −
5

12
(X2

1 −X2).

Notons :
A = K[X1,X2,X3].

D’après les formules (6) c’est un anneau différentiel pour la dérivation D.
Cet anneau contient YK : en effet, R = Q(R/Q), P = P − (R/Q)+ (R/Q) ∈
YK d’où YK ⊂ A.

L’anneau (A,D) possède deux idéaux principaux premiers non nuls D-
stables car :

DX2 =
1

3
X2X3,

D(X2
1 −X2) =

1

3
(3X1 + X3)(X

2
1 −X2).

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante.
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Proposition 2.1. Soit P un idéal premier D-stable non nul de A ne con-
tenant pas X2. Alors P est l’un des idéaux premiers suivants :

(X2
1 −X2)

(X1 − c,X2 − c2,X3)

(X3,X
2
1 −X2)

(X2
1 −X2,X

2
3 + dX1),

pour c, d ∈ K×.

Le lecteur peut vérifier que tous ces ideaux sont premiers et D-stables
en utilisant (6). La proposition 2.1 s’obtient en combinant les propositions
2.2, 2.3 et 2.4 qui suivent, et qui classifient les idéaux premiers D-stables de
codimension respectivement 1, 2, 3.

L’anneau A est gradué en assignant à X1,X3 le poids 2 et à X2 le
poids 4. Un élément M de A est dit isobare de poids p(M) ∈ 2N s’il est
homogène de degré p(M) par rapport à cette graduation. Cette graduation
provient des poids des formes quasi-modulaires ; les poids de E2, E4, E6

sont respectivement 2, 4, 6. Si on assigne à P,Q,R les poids 2, 4, 6, alors
p(X1) = p(R)− p(Q) = 2, p(X2) = p(Q) = 4 et p(X3) = 2.

Un idéal I de A est dit isobare s’il admet un système de générateurs
isobares (de poids non nécessairement égaux). La dérivation D est isobare
(ou p-homogène) de poids 2 ; si X ∈ A est un élément isobare de poids
p(X), alors DX est isobare de poids p(X) + 2.

Sur A il existe une autre graduation q, qui est déterminée en assignant
à X1,X2,X3 les degrés q(X1) = 2, q(X2) = 4, q(X3) = 1 ; la dérivation D
n’est pas q-isobare mais on vérifie, en utilisant (6), que pour tout élément
q-homogène X ∈ A, il existe un unique élément Y ∈ C[X1,X3] qui est
q-homogène tel que q(Y ) = q(X) + 1, et tel que Y ≡ DX mod (X2

1 −X2).
La proposition 2.1 implique que si P est un idéal premier D-stable de

A de codimension 2, alors ou bien il est engendré par deux éléments p-
homogènes non nuls, ou bien il est engendré par un élément p-homogène
non nul et un élément q-homogène non nul, d’où l’interêt d’introduire la
graduation q.

2.1 Idéaux principaux D-stables.

Ici nous démontrons la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit H un polynôme non constant, irréductible de A =
K[X1,X2,X3] qui ne soit pas de la forme c(X2

1 −X2) avec c ∈ K× et tel que
DH = V H avec V ∈ K[X1,X2,X3]. Alors V = (1/3)X3 et (H) = (X2).
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Avant de démontrer la proposition 2.2, nous introduisons un anneau
différentiel quotient de A (de type “parabolique”) muni de deux graduations
compatibles avec la structure différentielle, et nous démontrons un lemme
qui caractèrise le corps des constantes de son corps différentiel de fractions
et ses idéaux principaux différentiellement stables.

On considère l’anneau A/(X2
1 −X2) et la projection

π : A → A/(X2
1 −X2).

Posons
Y1 := π(X1), Y3 := π(X3),

de telle sorte que Y 2
1 = π(X2) ; alors

A/(X2
1 −X2) = K[Y1, Y3].

Puisque (X2
1 − X2) est D-stable, l’anneau (K[Y1, Y3], δ) est un anneau dif-

férentiel, avec la dérivation induite δ = D+(X2
1−X2). De plus, δ◦π = π◦D

et on a les rélations :

δY1 :=
1

6
Y1Y3 (7)

δY3 :=
1

12
Y 2

3 .

Sur K[Y1, Y3] nous considérons deux graduations. La première graduation F
est induite par la graduation p sur A, de telle sorte que les degrés de Y1 et
Y3 soient égaux à 2. La deuxième graduation G est induite par la graduation
q en assignant à Y1 le degré 2 et à Y3 le degré 1 (noter que X2

1 − X2 est
q-homogène de degré 4).

Les éléments non nuls de K[Y1, Y3] de F-degré 0, tout aussi comme les
éléments non nuls de G-degré 0, sont tous et seulement les éléments de K×.

La dérivation δ a la propriété d’envoyer un élément F-homogène de degré
m sur un élément F-homogène de degré m + 2, et un élément G-homogène
de degré n sur un élément G-homogène de degré n + 1 ; en d’autres termes
δ est à la fois F-homogène de degré 2 et G-homogène de degré 1.

Lemme 2.1. Le corps des fractions différentiel (K(Y1, Y3), δ) (3) a pour
sous-corps des constantes C le corps K(Y1/Y 2

3 ). On a C ∩ K[Y1, Y3] = K.
Soit L ∈ K[Y1, Y3] \ K : on a que L divise δL dans K[Y1, Y3] si et seulement
si L est un polynôme de K[Y1, Y3] homogène par rapport à G. Dans ce cas,
δL/L = µY3 avec µ ∈ (1/12)Z.

3On considère l’extension naturelle de δ fournie par la règle de dérivation des fractions :
δ(a/b) = (b(δa) − a(δb))/b2.
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Démonstration. Noter que δ(Y1/Y 2
3 ) = 0, donc δF = 0 pour tout F ∈ C

d’après (7). Posons U = Y1/Y 2
3 , V = Y3 : on a K(Y1, Y3) = K(U, V ) et

δU = 0, δV = (1/12)V 2. Soit R ∈ K(U, V ) ; on a

δR =
∂R

∂U
(δU) +

∂R

∂V
(δV )

=
∂R

∂V

V 2

12
.

Donc δR = 0 si et seulement si ∂R/∂V = 0, d’où C = K(Y1/Y 2
3 ) ; on en

déduit que C ∩K[Y1, Y3] = K.
Soit L ∈ K[Y1, Y2] homogène de degré n par rapport à la graduation G ;

on peut écrire (ca,b ∈ K) :

L =
∑

2a+b=n

ca,bY
a
1 Y b

3 .

On a :

δL =
∂L

∂Y1

(δY1) +
∂L

∂Y3

(δY3)

=
1

6
Y3

(

Y1

∂L

∂Y1

+
Y3

2

∂L

∂Y3

)

=
1

6
Y3

∑

2a+b=n

ca,b(a + b/2)Y a
1 Y b

3

=
n

12
Y3L. (8)

Soit maintenant L ∈ K[Y1, Y3] tel que δL = ML avec M ∈ K[Y1, Y3]. Si
L 6∈ K, alors M 6= 0, car C ∩ K[Y1, Y3] = K. On peut écrire :

L = Lh + Lh+1 + · · ·+ Lk, M = Ms + Ms+1 + · · ·+ Mt (9)

avec Lh, Lk,Ms,Mt non nuls, Li F-homogène de degré i et Mj F-homogène
de degré j. On a :

δL = δLh + · · · + δLk = (Ms + Ms+1 + · · ·+ Mt)(Lh + Lh+1 + · · · + Lk),

d’où δLh = MsLh et δLk = MtLk. Comme δ est homogène de degré 2 par
rapport à F , on en déduit que Lh 6∈ K et s = t = 2. Donc δL = (λY1+µY3)L,
avec λ, µ ∈ K. Ecrivons L = Y l

3L′ avec L′ ∈ K[Y1, Y3] non divisible par Y3.
On a aussi :

λY1Y
l
3L′ + µY l+1

3
L′ = δL = δ(Y l

3L′)

= (l/12)Y l+1
3

L′ + Y l
3δL′.
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La définition de δ implique que Y3 divise δL′ (d’après (7) l’image de δ est
contenue dans l’idéal engendré par Y3). Donc Y3 divise λY1, ce qui implique
λ = 0 et

δL = µY3L. (10)

Ecrivons L = Li1 + · · · + Lir avec Lik non nul et homogène de degré ik par
rapport à la graduation G, les ik distincts et r ≥ 1. En appliquant (8) on
obtient :

δL = δLi1 + · · ·+ δLir

= Y3

(

i1
12

Li1 + · · ·+ ir
12

Lir

)

.

En combinant cette égalité avec (10) on trouve :

i1
12

Li1 + · · · + ir
12

Lir = µ(Li1 + · · · + Lir).

Si r > 1 on trouve une contradiction ; si r = 1 alors µ = i1/12 et L est
homogène par rapport à G.

Démonstration de la proposition 2.2.

Supposons que la relation DH = V H soit satisfaite et montrons l’homo-
géneité de V pour la graduation p. Ecrivons :

H = Hh + Hh+1 + · · · + Hk, V = Vs + Vs+1 + · · ·+ Vt

avec Hh,Hk, Vs, Vt non nuls et pour tout i, j, Hi isobare de poids i et Vj

isobare de poids j. On a :

DH = DHh + · · ·+ DHk

= (Vs + Vs+1 + · · ·+ Vt)(Hh + Hh+1 + · · ·+ Hk),

d’où DHh = VsHh et DHk = VtHk. On en déduit que s = t = 2. Donc
V = V2 = λX1 + µX3 (non nul car H n’est pas constant) avec λ, µ ∈ K.

Montrons ensuite que V = µX3 avec µ ∈ Q×. On a que π(DH) =
δ(π(H)) = π(V )π(H) dans K[Y1, Y3]. Posons L = π(H) et M = π(V ) :
on a δL = ML. D’après le lemme 2.1, L est G homogène de degré n et
V = λX1 + µX3 est congru à µX3 modulo (X2

1 − X2) avec µ = n/12 ;
comme il est de poids 2, V = µX3. En particulier, µ ∈ Q×. Ainsi :

DH/H = µX3, DX2/X2 = (1/3)X3

sont Z-linéairement dépendants, ce qui implique l’existence d’entiers α, β,
non tous nuls, avec HαXβ

2
∈ K×. Comme H est un polynôme irréductible

en X1,X2,X3, ceci implique (H) = (X2) et µ = 4/12 = 1/3.
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2.2 Idéaux D-stables de codimension 2.

Dans cette partie, nous démontrons la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit Q un idéal premier de A de codimension 2, D-stable,
ne contenant pas X2. Alors, soit Q = (X3,X

2
1−X2), soit il existe un élément

d ∈ K× tel que
Q = (X2

1 −X2,X
2
3 + dX1).

Pour démontrer cette proposition, nous allons distinguer deux cas, selon
que Q est isobare ou non. Si Q est isobare, alors le lemme 2.3 ci-dessous
implique que X2

1 −X2 ∈ Q. Si Q n’est pas isobare, alors le lemme 5.2 de
l’appendice implique que Q contient un idéal non nul, isobare principal et
D-stable, égal à (X2

1−X2) d’après la proposition 2.2. Dans tous les cas donc,
Q contient l’idéal (X2

1 − X2) et l’image de Q par π est un idéal principal
δ-stable non nul de K[Y1, Y3] que nous étudions ensuite, en appliquant les
résultats du paragraphe 2.1.
Nous démontrons le lemme qui suit, où nous utilisons les crochets de Rankin,
qui sont définis uniquement sur des polynômes isobares de A, mais pas sur
des polynômes quelconque. Le crochet de Rankin [U, V ] de deux polynômes
isobares U, V est défini par

[U, V ] = p(U)U(DV )− p(V )V (DU).

Voici les propriétés principales du crochet.

Lemme 2.2. Soient X,Y,M des éléments isobares de A.

• Si X ∈ A est de poids x et Y est de poids y, alors [X,Y ] = −[Y,X]
est isobare de poids x + y + 2.

• Si X,Y ont même poids, alors l’application dM (X) := [X,M ] satisfait
dM (X + Y ) = dM (X) + dM (Y ).

• On a dM (XY ) = dM (X)Y + XdM (Y ).

• Si I est un idéal de A qui est D-stable, et X ∈ I, alors dM (X) ∈ I.

Les premières deux propriétés sont triviales. Démontrons la troisième
propriété. On a :

dM (XY ) = [XY,M ] = p(XY )XY DM − p(M)MD(XY )

= (p(X) + p(Y ))XY DM −
p(M)M((DX)Y + XDY )

= (p(X)XDM − p(M)MDX)Y +

X(p(Y )Y DM − p(M)MDY )

= dM (X)Y + XdM (Y ).
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Démontrons la quatrième propriété. Si X ∈ I et M est isobare, alors DX ∈
I car I est D-stable. Donc XDM,MDX ∈ I, et dM (X) = p(X)XDM −
p(M)MDX ∈ I.

Lemme 2.3. Tout idéal premier isobare Q de A, D-stable et de codimension
2, ne contenant pas X2, contient l’idéal principal (X2

1 −X2).

Démonstration. Nous pouvons supposer que Q∩K[X2] = (0). En effet, si
Q∩K[X2] 6= (0) alors X2− a ∈ Q avec a ∈ K car Q est premier. Mais a = 0
car Q est isobare, d’où X2 ∈ Q et dX1

(X2) ∈ Q grâce au lemme 2.2, car Q
est D-stable. Or :

dX1
(X2) = 4X2DX1 − 2X1DX2

= 2(X2
1 −X2)X2

d’où le lemme dans ce cas car comme Q est premier, il contient un des
facteurs de (X2

1 −X2)X2.
Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’il existe un poly-

nôme isobare et non nul M ∈ Q ∩ K[X1,X2]. En effet, si Q ∩ K[X1,X2] =
(0), alors Q serait principal. Donc Q contient un élément non nul F de
K[X1,X2] ; écrivons F =

∑

i Fi avec Fi ∈ K[X1,X2] isobare de poids i.
Comme Q est isobare, Fi ∈ Q pour tout i (voir le lemme 5.2 de l’appendice),
d’où l’existence de M .

Remarquons que M dépend de X1 car Q∩ K[X2] = (0) : choisissons M
de degré minimal par rapport à X1.

A nouveau, grâce au lemme 2.2, on a dX2
(M) ∈ Q. On a :

dX2
(M) =

∂M

∂X1

dX2
(X1) +

∂M

∂X2

dX2
(X2) +

∂M

∂X1

dX2
(X1)

=
∂M

∂X1

dX2
(X1)

= − ∂M

∂X1

dX1
(X2)

= −2
∂M

∂X1

(X2
1 −X2)X2,

car ∂M/∂X1 = 0 et dX2
(X2) = 0. Comme Q est premier, on a soit

∂M/∂X1 ∈ Q, soit X2
1 − X2 ∈ Q car X2 6∈ Q. Si X2

1 − X2 ∈ Q nous
avons terminé. Sinon, on a M ′ = ∂M/∂X1 ∈ Q : comme M est de degré
minimal par rapport à X1, il faut que M ′ = 0. Dans ce cas, M ∈ K[X2]\{0},
mais ceci est impossible car nous avons supposé que Q ∩K[X2] = (0).
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Démonstration de la proposition 2.3.

Soit I un idéal de A ; on note Ĩ l’idéal engendré par les polynômes isobares
de I. D’après le lemme 5.2 de l’appendice, Q̃ est non nul, premier et D-
stable. Si Q n’est pas isobare, alors Q̃ est de codimension 1 donc principal
non nul et Q̃ = (X2

1 − X2) d’après la proposition 2.2. Si Q est isobare
alors le lemme 2.3 implique que Q contient X2

1 −X2. Dans les deux cas, Q
contient X2

1 −X2 et donc π(Q) est un idéal principal non nul et δ-stable de
(K[Y1, Y3], δ). Soit L un de ses générateurs ; d’après le lemme 2.1, L est G-
homogène. La projection π induit un isomorphisme K[X1,X3] ∼= K[Y1, Y3],
et puisque Q contient X2

1 −X2, on a que Q contient aussi un élément non
nul W ∈ K[X1,X3], q-homogène, tel que π(W ) = L.

La q-homogéneité de W implique :

W = Xs
3

t
∏

i=1

(αiX1 − βiX
2
3 ),

avec s ∈ {0, 1} et αi, βi ∈ K pour tout i = 1, . . . , t. Mais Q est premier, et
contient un facteur irréductible de W . Ainsi, il existe α, β ∈ K (non tous
nuls) tels que αX1 − βX2

3 ∈ Q. On en déduit dans ce cas que :

Q = (X1 −X2
2 ,X3), ou Q = (X2

1 −X2,X
2
3 + dX1) avec d ∈ K

×.

2.3 Idéaux D-stables de codimension 3.

La proposition suivante complète la description des idéaux premiers D-
stables de A ne contenant pas X2, et permet de terminer la preuve de la
proposition 2.1.

Proposition 2.4. Soit Q un idéal premier de codimension 3, D-stable de
A. Alors Q est égal à l’un des idéaux suivants :

Q = (X1 − c,X2 − c2,X3).

avec c ∈ K.

Démonstration. Ici, Q est un idéal maximal Q = (X1−u,X2−v,X3−w),
pour quelques u, v,w ∈ K. Pour que D(X1−u),D(X2− v),D(X3−w) ∈ Q,
il faut que ces polynômes s’annulent tous en (u, v,w). On doit résoudre les
équations :

uw + u2 − v = 0

vw = 0

w2 − 2(u2 − v) = 0,
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pour obtenir les nécessaires conditions de compatibilité sur u, v,w. On
trouve : u = c, v = c2, w = 0 avec c ∈ K. Mais pour ce choix, Q est
D-stable :

D(X1 − c) =
1

6
((c + X1 + X3)(X1 − c)− (X2 − c2) + cX3)

D(X2 − c2) =
1

3
(X3(X2 − c2) + c2X3)

DX3 =
1

12
(−2(c + X1)(X1 − c) + 2(X2 − c2) + X2

3 .

3 Démonstration du théorème 1.2.

Nous commençons avec deux lemmes préliminaires.

Lemme 3.1. Soit P un idéal premier de YK ne contenant pas Q : on a que
AP ∩ YK = P.

Démonstration. Posons T = AP ; on a clairement P ⊂ T ∩ YK. Soit
q ∈ T ∩ YK ; on a

q = a1p1 + · · · + asps (11)

avec ai ∈ A et pi ∈ P pour tout i. Il existe un entier l ≥ 0 tel que
ri := Qlai ∈ YK pour tout i. Donc

Qlq =
∑

i

ripi ∈ P.

Mais Ql 6∈ P et P est premier. Donc q ∈ P, d’où T ∩ YK ⊂ P.

Lemme 3.2. Si d ∈ K×, alors l’idéal Pd est premier de codimension 2,
et son lieu de zéros est la sextique affine lisse image de la paramétrisation
t 7→ (

√
−dt + t2, t4, t6).

Démonstration. On commence par déterminer le lieu des zéros de Pd dans
l’espace affine A3(K). Puisque Θ ∈ Pd et K est algébriquement clos, on se
ramène à déterminer les zéros de la forme (s, t4, t6) avec s, t ∈ K. Observons
que :

Fd(s, t
4, t6) = t4U, Gd(s, t

4, t6) = −t6U, Hd(s, t
4, t6) = UV,

avec

U = s2 + t4 − t2(2s − d)

V = s2 + t4 + t2(2s − d).
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Comme t ne divise pas V , on a Fd(s, t
4, t6) = Gd(s, t

4, t6) = Hd(s, t
4, t6) = 0

si et seulement si U = 0, c’est-à-dire :

s = ±
√
−dt + t2.

Puisque
√
−dt + t2 = −

√
−d(−t) + (−t)2, le lieu des zéros de Pd est égal à

la sextique affine lisse Cd image de la paramétrisation :

t 7→ (
√
−dt + t2, t4, t6)

(isomorphe à la droite affine). Comme Cd est irréductible, Pd est primaire.
Montrons que Pd est réduit ; il suffit de montrer que la matrice jacobienne

J des polynômes Θ, Fd, Gd,Hd par rapport aux inconnues P,Q,R a rang 2
partout dans Cd. Tout d’abord, on a :

det











∂Θ

∂P

∂Θ

∂Q

∂Fd

∂P

∂Fd

∂Q











= 4R(PQ−R),

det











∂Θ

∂P

∂Θ

∂R

∂Fd

∂P

∂Fd

∂R











= −6Q2(Q2 − PR).

Si (P,Q,R) 6= (0, 0, 0), ces deux mineurs de J ne peuvent pas être tous les
deux nuls sur Cd car cela reviendrait à dire que P = c,Q = c2, R = c3 pour
quelques c ∈ K× et Cd ne contient aucun point de cette forme si d 6= 0.

D’autre part, si (P,Q,R) = (0, 0, 0), le mineur de J :

det











∂Fd

∂Q

∂Fd

∂R

∂Hd

∂Q

∂Hd

∂R











= −(2P − d)(2P 2 − 2Q− 4Pd + d2)

vaut d3 6= 0, donc Pd est réduit.
Comme Pd est primaire et réduit, il est premier.

Nous pouvons compléter la démonstration du théorème 1.2. Supposons
que P soit un idéal premier D-stable de YK. Supposons d’abord que Q ∈ P ;
l’égalité DQ = (1/3)(PQ−R) implique que R ∈ P, et P a codimension ≥ 2.
Si la codimension de P est 2 alors P = (Q,R). Si la codimension de P est 3
alors P est un idéal maximal qui contient Q,R, donc il contient P − c pour
une constante c ∈ K. On vérifie facilement que c = 0 est le seul élément de
K tel que (P − c,Q,R) soit D-stable.
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Les seuls idéaux premiers non nuls D-stables de YK qui contiennent Q
sont donc :

(Q,R), (P,Q,R).

Supposons maintenant que Q 6∈ P. D’après le lemme 3.1, l’idéal T = AP
satisfait T ∩ YK = P ; il est de plus D-stable. Le lemme 5.3 de l’appendice
implique qu’il existe un idéal premier Q de A, D-stable, tel que Q∩YK = P
et donc Q est l’un des idéaux décrits dans la proposition 2.1 pour quelque c
ou d.

Pour terminer la preuve du théorème 1.2 il faut calculer, pour chaque Q
idéal premier de A décrit dans la proposition 2.1, l’idéal premier Q∩YK qui
est forçement D-stable ; nous considérons quatre cas.

(1). Comme Θ = X2
2 (X2 −X2

1 ), on voit tout de suite l’égalité (X2 −X2
1 ) ∩

YK = (Θ).

(2). En utilisant les égalités P = X3 + X1, Q = X2, R = X1X2 on vérifie
facilement que l’idéal (X1 − c,X2 − c2,X3) ∩ YK, qui est premier, contient
P − c, Q− c2 et R− c3. Comme l’idéal (P − c,Q− c2, R− c3) est maximal,
on trouve :

A(X1 − c,X2 − c2,X3) ∩ YK = (P − c,Q− c2, R− c3).

(3). En faisant comme au point (2), on vérifie aussi que l’idéal premier
(X2

1 −X2,X3)∩YK contient P 2−Q et P 3−R. Comme A(X2
1 −X2,X3)∩YK

est de codimension 2 et comme l’idéal (P 2 − Q,P 3 − R) est premier de
codimension 2, on a :

A(X2
1 −X2,X3) ∩ YK = (P 2 −Q,P 3 −R).

(4). Pour terminer la démonstration du théorème 1.2 nous devons encore
démontrer que, pour d un élément non nul de K, si l’on pose

Qd := (X2
1 −X2,X

2
3 + dX1) ⊂ A

alors Qd ∩ YK = Pd. On a les égalités :

Θ = X2(X
2
1 −X2),

Fd = X2(−(X2
1 −X2) + (X3 + dX1)),

Gd = X2((d−X1 − 2X3)(X
2
1 −X2)−X1(X3 + dX1)),

Hd = (X2
1 + 4X1X3 + 6X2

3 −X2 − 4dX3 + d2)(X2
1 −X2) +

(4X1X3 + X2
3 + 4X2 − dX1)(X3 + dX1),

ce qui implique Pd ⊂ Qd∩YK. Comme l’idéal premier Qd∩YK a codimension
2, le lemme 3.2 implique l’égalité Pd = Qd ∩YK. La preuve du théorème 1.2
est terminée.
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4 Démonstration des théorèmes 1.3 et 1.4.

Nous démontrons d’abord le théorème 1.3. On considère l’anneau de poly-
nômes en cinq indéterminées

N := C[L,Z, P,Q,R],

et ses sous-anneaux

Y = C[P,Q,R], L := C[L,Z].

Nous étudions la dérivation E sur N définie par :

ES =

=
1

12
(P 2 −Q)

∂S

∂P
+

1

3
(PQ−R)

∂S

∂Q
+

1

2
(PR−Q2)

∂S

∂R
+ Z

∂S

∂Z
+

∂S

∂L
,

pour S ∈ N . Les sous-anneaux Y,L, munis de la dérivation E , sont des sous-
anneaux différentiels. Puisque log(z), z, E2(z), E4(z), E6(z) sont des fonc-
tions algébriquement indépendantes sur C, on a l’isomorphisme d’anneaux
différentiels

(N , E) ∼=
(

R2, z
d

dz

)

(12)

défini en associant log(z) 7→ L, z 7→ Z,E2 7→ P,E4 7→ Q,E6 7→ R. Soit K

une clôture algébrique du corps des fractions de L. Sur

YK := K[P,Q,R] ⊃ N

nous avons la dérivation D définie par les relations (3) et par D(K) = 0.
Sur N nous avons aussi la dérivation D′ définie par D′(Y) = 0 et par les
relations D′Z = Z, D′L = 1. Clairement, pour S ∈ N , on a :

ES = DS + D′S.

Un élément de N est dit isobare de poids s s’il s’exprime comme une somme
de monômes

LaZbP t1Qt2Rt3

avec 2t1 + 4t2 + 6t3 = s.
Si F ∈ N alors nous notons p(F ) le plus grand poids d’un monôme de F ;

on a p(DF ) ≤ p(F )+2. D’autre part, pour F ∈ N non nul, on a clairement
degZ(DF ) ≤ degZ(F ) et degL(DF ) ≤ degL(F ). Nous démontrons le lemme
qui suit, qui généralise le lemme 5.2 p. 161 de [6].

Lemme 4.1. Soit P un idéal premier principal non nul de N qui est E-
stable. Alors P = (Θ) ou P = (Z).
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Démonstration. Soit M ∈ N un polynôme non nul et irréductible tel que

EM = FM, (13)

avec F ∈ N ; nous devons démontrer que soit M = cΘ, soit M = cZ, avec
c ∈ C×.

Comme p(EM) = p(F )+p(M), on a que p(F ) ≤ 2. Comme degZ(EM) =
degZ(F )+degZ(M) et degL(EM) = degL(F )+degL(M), on a que degZ(F ) =
degL(F ) = 0 et

F = λ1P + λ2 (14)

avec λ1, λ2 ∈ C. On a aussi F 6= 0 car M étant irréductible, il est non
constant, et d’après l’isomorphisme (12), le sous-corps des constantes du
corps des fractions de N pour la dérivation E est C.

Notre but est maintenant de montrer que λ1, λ2 ∈ Z dans (14). Nous
commençons par démontrer que λ1 ∈ Z.

Ecrivons
M = Mh + Mh+1 + · · ·+ Mk, (15)

avec 0 ≤ h ≤ k, Mi homogène de poids i et Mh,Mk non nuls.
Ecrivons également

Mk =

t
∑

j=1

cjVj ,

avec V1, . . . , Vt ∈ Y isobares de poids k, et cj ∈ L. On a

EMk =

t
∑

j=1

cjEVj +

t
∑

j=1

(Ecj)Vj .

En comparant les poids des termes isobares dans (13), on vérifie :

EMk = λ1PMk + λ2Mk + λ1PMk−1,

d’où :
DMk = λ1PMk. (16)

D’après la troisième affirmation du théorème 1.2, il existe un unique idéal
premier principal non nul et D-stable de YK qui est l’idéal (Θ). Donc tout
idéal principal non nul D-stable est de la forme (Θm) et Mk = cΘm avec
c ∈ K×, d’où l’égalité λ1 = m ∈ Z dans (14).

Montrons ensuite que λ2 ∈ Z dans (14). Nous pouvons supposer dans la
suite que Mh 6∈ Y car si Mh ∈ Y, λ2 = 0. Ecrivons maintenant

Mh =
t

∑

j=1

cjUj,
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avec U1, . . . , Ut ∈ Y isobares de poids h, et c1, . . . , ct ∈ L. Si h = 0, alors
Mh ∈ L. Si h > 0, on a

EMh =

t
∑

j=1

cjEUj +

t
∑

j=1

(Ecj)Uj .

Donc si h ≥ 0 (après comparaison des termes de même poids dans (13)) :

∂Mh

∂L
+

∂Mh

∂Z
= λ2Mh,

et
D′Mh = λ2Mh. (17)

On voit tout de suite que si Mh 6∈ Y, alors Mh dépend de Z. Ecrivons :

Mh =
∑

a,b≥0

ca,bL
aZb

=
∑

a,b>0

ca,bL
aZb +

∑

b>0

dbZ
b +

∑

a>0

eaL
a + f0, ca,b, db, ea, f0 ∈ Y.

On a :

D′Mh =
∑

a,b>0

(bca,b + (a + 1)ca+1,b)L
aZb +

∑

b>0

(bdb + c1,b)Z
b +

∑

a>0

(a + 1)ea+1L
a + e1 + f0.

Soit a0 maximal avec ca0,b0 6= 0 pour quelques b0 ≥ 0.
Si a0 = 0, alors Mh ∈ Y[Z]. Donc Mh = k0 + k1Z + · · · + krZ

r (kj ∈ Y
et kr 6= 0), et D′Mh = k1Z + · · ·+ rkrZ

r, d’où rkr = λ2kr et λ2 = r ∈ Z.
Si a0 > 0 alors b0 > 0 et :

b0ca0,b0 = b0ca0,b0 + (a0 + 1)ca0+1,b0

= λ2ca0,b0,

puisque ca0+1,b0 = 0. Donc λ2 = b0 et aussi dans ce cas, λ2 ∈ Z.
Terminons la démonstration du lemme. Nous avons montré que

EM = (λ1P + λ2)M

avec λ1, λ2 ∈ Z. De plus, EΘ = PΘ et EZ = Z. Donc

EM
M

= λ1

EΘ
Θ

+ λ2

EZ
Z

.

On en déduit que E(MΘ−λ1Z−λ2) = 0, d’où MΘ−λ1Z−λ2 ∈ C× (le corps
des fractions de N a C comme sous-corps des constantes pour la dérivation
E). L’irréductibilité de M implique M = cΘ ou M = cZ, avec c ∈ C×.
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Démonstration du théorème 1.3. Soit J un idéal premier de N . Si
J ∩Y[Z] = (0), alors J est principal et ne peut pas être E-stable d’après le
lemme 4.1.

Donc, si J est E-stable, alors J1 := J ∩Y[Z] est un idéal premier E-stable
non nul de Y[Z].

Si J1 ∩ Y = (0) alors J1 est principal, donc J1N est un idéal premier
principal E-stable de N , et le lemme 4.1 implique Z ∈ J .

Sinon, I = J1∩Y est un idéal premier D-stable non nul de Y ; il contient
Θ d’après le théorème 1.2 (avec K = C).

La preuve du théorème 1.3 se termine en considerant l’isomorphisme
différentiel (12).

Démonstration du théorème 1.4. Ce théorème est un corollaire du
théorème 1.3. Soit P un idéal premier non nul et z(d/dz)-stable de R1.
L’idéal T := NP est un idéal z(d/dz)-stable de N tel que T ∩ R1 = P.
Le lemme 5.3 de l’appendice implique qu’il existe un idéal premier z(d/dz)-
stable Q de N tel que Q∩R1 = P. Le théorème 1.3 implique que z∆ ∈ Q,
donc z∆ ∈ P.

5 Appendice : lemmes auxiliaires.

Soient X0, . . . ,Xs des indéterminées. On considère sur K[X0,X1, . . . ,Xs]
une graduation p déterminée par p(k) = 0 pour tout k ∈ K×, et en assignant
à Xi un degré p(Xi) = pi ∈ Z>0. Supposons que p0 soit égal au plus petit
commun diviseur de p1, . . . , ps. Nous démontrons deux lemmes.

Lemme 5.1. Soient F,G ∈ K[X0,X1, . . . ,Xs] deux polynômes p-homo-
gènes. Si le résultant R =RésX0

(F,G) ∈ K[X1, . . . ,Xs] est non nul, alors il
est p-homogène.

Démonstration. On écrit :

F = F0 + F1X0 + · · ·+ FmXm
0 , G = G0 + G1X0 + · · ·+ GnXn

0 ,

avec Fm, Gn non nuls, et Fi, Gj ∈ K[X1, . . . ,Xs] pour tout i, j. Il est bien
connu que le résultant R est homogène par rapport à chaque groupe de
variables (Fi)i=1,...,m et (Gj)j=1,...,n de degrés respectifs n,m. De plus,
d’après [11], théorème 6.1, R est “ν-homogène de dégré mn”, avec ν =
(0, 1, . . . , n, 0, 1, . . . ,m). Ceci veut dire que si le monôme

Mα,β = Fα0

0
· · ·Fαm

m Gβ0

0
· · ·Gβn

n

apparâıt avec un coefficient non nul dans l’expression de R, alors :

m
∑

i=1

iαi +

n
∑

j=1

jβj = mn. (18)
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La p-homogéneité de F,G implique que tous les Fi et Gj sont p-homogènes.
Il existe deux entiers k, h tels que p(Fi) = m + k − i et p(Gj) = n + h − j
pour tout i, j (on applique l’hypothèse sur p0).

Donc si le monôme Mα,β apparait avec coefficient non nul dans l’écriture
de R, alors il est p-homogène ; calculons son degré.

p(Mα,β) =

m
∑

i=0

αip(Fi) +

n
∑

i=0

βjp(Gj)

= (k + m)

m
∑

i=0

αi + (h + n)

n
∑

j=0

βj −
m

∑

i=1

iαi −
n

∑

j=1

jβj

= (k + m)n + (h + n)m−mn

= kn + hm + mn,

en appliquant (18). Ainsi, tous les monômes qui interviennent dans l’écriture
de R avec un coefficient non nul ont même p-degré kn + hm + mn, ce qui
implique que R est p-homogène de degré kn + hm + mn.

Soit I un idéal de K[X1, . . . ,Xs] et notons Ĩ l’idéal engendré par les
éléments p-homogènes de I. Soit D une dérivation p-homogène de poids d
sur K[X1, . . . ,Xs].

Lemme 5.2. Nous avons les propriétés suivantes.

1. Si I est D-stable, alors Ĩ est D-stable.

2. Si I est premier, alors Ĩ est premier.

3. Si I est premier et n’est pas principal, alors Ĩ 6= (0).

Démonstration. 1. Soit U ∈ Ĩ ; alors U = U0 + · · · + Uk pour certains
polynômes p-homogènes U0, . . . , Uk ∈ I. Pour tout j on a DUj ∈ I car I est
D-stable. De plus DUj est p-homogène, donc DU = DU0 + · · ·+ DUk ∈ Ĩ.
2. C’est bien connu : voir chapitre 7, paragraphe 2 de [12].

3. Notons, pour tout polynôme non nul F ∈ K[X1, . . . ,Xs] :

hF = X
p/p0

0
F

(

X1

Xp1

0

, . . . ,
Xs

Xps

0

)

∈ K[X0,X1, . . . ,Xs],

où p est le plus grand degré d’un monôme non nul de F par rapport à la
graduation p.

Il faut montrer que I contient un polynôme p-homogène non nul. Par
hypothèse il existe U, V ∈ I premiers entre eux ; donc hU et hV sont premiers
entre eux. Donc T := RésX0

(hU, hV ) ∈ A est non nul, et p-homogène d’après
le lemme 5.1. De plus T ∈ I car il existe A,B ∈ K[X0,X1, . . . ,Xs] tels que
T = AhU + BhV d’où, en prenant X0 = 1, T = aU + bV pour a, b ∈ A, on
obtient T ∈ I.
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Lemme 5.3. Soient B ⊂ A deux anneau noethériens, soit D une dérivation
de A telle que (B,D) soit un anneau différentiel. Soit T un idéal D-stable de
A tel que P := T ∩B soit premier. Il existe alors un idéal premier D-stable
Q de A tel que Q ∩ B = P.

Démonstration. D’après le théorème 1 p. 24 de [8], les idéaux premiers
Q1, . . . ,Qt associés de T sont D-stables, et T admet une décomposition
primaire :

T =

t
⋂

j=1

Tj

avec Tj qui est Qj-primaire, et D-stable, pour tout j. On a :

P =





t
⋂

j=1

Tj



 ∩ B =

t
⋂

j=1

(Tj ∩ B).

Donc il existe j tel que Tj∩B = P (tous les idéaux Tj∩B sont primaires). Soit
x ∈ B tel que xn ∈ Tj pour quelques n. Alors x ∈ P, d’où x ∈ Qj =

√

Tj.
Ainsi l’idéal Q = Qj , qui est premier et D-stable, satisfait Q∩ B = P.

Rémerciements. L’auteur souhaite rémercier S. David pour des commen-
taires très utiles, et F. Amoroso pour une relecture minutieuse du texte, et
pour m’avoir suggéré l’argument du résultant dans la preuve du lemme 5.2,
ce qui a apporté des simplifications par rapport à une version précedente.
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