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La structure différentielle de 'anneau des formes
quasi-modulaires pour SLy(Z).

Federico Pellarin

Résumé. Dans ce texte, nous déterminons explicitement les idéaux premiers dif-
férentiellement stables dans 'anneau des formes quasi-modulaires pour SLy(Z).
Les techniques introduites permettent de raffiner et généraliser des résultats de
Nesterenko dans [5] et [6].

1 Introduction

Soient Fs(z), E4(z), E¢(2) les développements en séries de Fourier complexes
des séries d’Eisenstein classiques de poids 2, 4, 6, convergentes pour |z| < 1 :

By(z) = 1-24) o1(n)2",
n=1

Ey(z) = 14240 o3(n)2", (1)

n=1

Bg(z) = 1-504) o5(n)2".
n=1

Nesterenko a demontré que pour tout nombre complexe g tel que 0 <
lg] < 1, le corps Q(q, E2(q), E4(q), E¢(q)) a degré de transcendance au moins
3 (voir [4], [5] et [6]). L’ingredient cléf de sa preuve est lestimation de
multiplicité qui suit (théoreme 2.3 p. 33 de [5]).

Théoréme 1.1 (Nesterenko). Il existe une constante ¢; > 0 avec la
propriété suivante. Soit M un polynome non nul de C[ X1, Xo, X3, X4], de
degré total au plus N. Alors, la fonction F(z) = M(z, E2(2), E4(2), Es(2))
s’annule en z = 0 avec une multiplicité au plus ¢; N*.

Le théoreme 1.1 s’obtient en utilisant en profondeur certaines propriétés
différentielles de I’anneau

R1 = Clz, Ea(2), Es(2), Es(2)],

d’interét indépendant : décrivons ci-apres ces propriétés. On voit facilement
que R, muni de la dérivation z(d/dz), est un anneau différentiel. On a d’une



part z(d/dz)z = z, et d’autre part, les séries Ea(z), E4(z), Fg(z) satisfont au
systeme différentiel non linéaire (cf. théoréme 5.3 de [2]) :

d 1

—FE, = —(F?-F

e 13 F2 — B,

g, - l(EE — Fs) (2)
dz 4 — 3 2494 6/

d 1

—FEs = =(EyEs— E?).

L 2( 2B = E3)

Un idéal P d’un anneau différentiel (A, D) est dit D-stable si pour tout z € P
on a Dz € P. Nesterenko démontre le résultat qui suit (cf. proposition 5.1
p. 161 de [6]), indispensable dans la preuve du théoreme 1.1.

d

Proposition 1.1. Soit P un idéal premier non nul et zd——stable de R1, tel
z

que pour tout F € P on ait F(0) = 0. Alors zA € P, ot A = E} — EZ.

Nesterenko a déja démontré des résultats de méme nature, tout & fait
généraux, mais valides seulement en présence d’un systeme différentiel liné-
aire (cf. théoréme 3 de [3]). Le systeme différentiel (2) n’etant pas linéaire, la
théorie de [3] ne s’applique pas ; Nesterenko donne alors une démonstration
ad hoc de la proposition 1.1 qui est élémentaire, mais difficile & adapter a
d’autres situations intéressantes du point de vue arithmétique.

La méthode de Nesterenko est, en citant 'auteur (p. 162 de [6]) “une
généralisation d’une idée utilisée par Siegel visée a classifier les solutions
algébriques des équations différentielles de Riccati” (cf. paragraphe 1 pp.
214-222 de [10], voir aussi le lemme 3 p. 211 of [9]).

La proposition 1.1 suscite la question naturelle de connailtre et cara-
ctériser complétement tous les idéaux premiers z(d/dz)-stables de R, mais
la méthode de Nesterenko que nous avons mentionné ci-dessus ne semble
pas s’y préter.

Dans ce texte nous donnons une réponse compléte a cette question tout
en introduisant une approche nouvelle, essentiellement algébrique.

Soit K un corps algébriquement clos contenant Q, soient P, @, R des
indéterminées indépendantes sur K, notons Vg = K[P,Q, R]. Considérons
Panneau différentiel (Y, D), ou la dérivation D est déterminée par les rela-
tions

1
DP = S(P*-Q),
DQ = L(PQ-R), 3)

DR = (PR-Q),

et par I'égalité D(K) = (0). Nous nous proposons de caractériser tous les
idéaux premiers D-stables de Jk.



Notons que 'anneau )¢, différentiellement isomorphe & R (et que nous
noterons plus simplement )), est aussi isomorphe (différentiellement) a
Panneau des formes quasi-modulaires pour SLo(Z) définies dans [1]. Nos
résultats en déterminent la structure différentielle : a travers la classification
de tous les idéaux premiers D-stables de cet anneau, nous caractérisons en
fait (par passage au quotient) tous les anneaux différentiels integres (A, D’)
tels qu’il existe un morphisme différentiel surjectif :

(V,D) — (A,D").

Avant de présenter nos résultats, nous donnons des exemples d’idéaux pre-
miers D-stables de YVk. Posons © := @3 — R? ; on vérifie la rélation :

DO = Pe, (4)

qui implique que l'idéal principal (©) est premier et D-stable.

Notons aussi Py := (P? — Q,P? — R) et Py = (Q,R). Ce sont deux
idéaux premiers de codimension 2.

On vérifie sans aucune difficulté en utilisant (3) que l'idéal Py est I'idéal
engendré par I'image de l'application D : Vg — Yk ; il est donc D-stable.

En ce qui concerne P, on voit facilement que c’est I'idéal engendré par
les polynomes nuls sur le lieu singulier de la surface affine d’équation © = 0.
En utilisant ’hypothese D(0) C (0) et en combinant les théoremes 2, 5 de
8], on vérifie que Py, est D-stable ().

On vérifie par un calcul direct que si ¢ € K, alors I'idéal maximal (P —
c,Q — 2, R — c3) est D-stable.

Mais les idéaux ci-dessus ne couvrent pas le “spectre différentiel”, ’en-
semble de tous les idéaux premiers D-stables de k. Pour d # 0, soit Py
I'idéal engendré par © et les trois polynomes :

F; = P?’Q+Q*—-2PR+dR,

Gy = 2PQ?—- P’R— QR —dQ?,

H; = P*—2P?Q+ Q*+4dPQ — d*Q.
Pour tout d # 01'idéal P, est premier (cf. lemme 3.2 lorsque d # 0), contient
strictement O et est contenu strictement dans I'idéal (P,Q, R) ; il a donc

codimension 2 (2). De plus il est D-stable ; en effet, en utilisant les relations
(3), on vérifie les égalités :

P 1
DF; = EFd + §Gd7 (5)
1 2 2
DGy = —=04+ =-QF;+ -PG
d 50+ 3Q et 5PGa
1 2 P
DH,; = —§(2P—d)Fd+§Gd—|— ng.

LOn peut vérifier ces propriétés aussi par un calcul direct.
2La notation Py suggere que, lorsque d = 0, un lien existe avec Py ; on vérifie que
I'idéal P4 avec d = 0, qui n’est pas premier, est Po-primaire d’exposant 2.



La liste d’idéaux premiers D-stables de Yk est décrite par les diagrammes
suivants, paramétrés par ¢ € K et d € K* ; ceci est le résultat principal de

cet article.
(P—c,Q—c2R—-c) « P

Py
7
(P,Q,R) — P

(A)

NT /S

Théoréme 1.2. Soit P un idéal premier non nul D-stable de (Vx, D) ; on
a les faits suivants.

e Si P a codimension 3 alors il existe un élément ¢ € K tel que P =
(P—c,Q—c% R—¢c%).

e Si P a codimension 2 alors il existe d € KU {oo} tel que P = Py.

e Si P est principal, alors P = (©).

Ce théoreme permet de classifier tous les idéaux radicaux D-stables de
(Vk, D) car d’apres le théoreme 1 de [8], ils sont tous intersection d’idéaux

premiers D-stables.
L’anneau

Ro := Ri[log(z)] = Clz,log(z), E2(2), E4(z), Es(2)],
muni de la dérivation z(d/dz) (et pour un choix quelconque d’une détermi-
nation de log), est un anneau différentiel, car
d
O log(z) =1

sur un ouvert de C ; de plus les fonctions log(z), z, P(z),Q(z), R(z) sont
algébriquement indépendantes sur C. On a le résultat suivant :

d

Théoréme 1.3. Soit P un idéal premier non nul et zd——stable de Ro. Alors
z

zA e P.

On en déduit un raffinement de la proposition 1.1.

d

Théoréme 1.4. Soit P un idéal premier non nul et zd——stable de Rq1. Alors
z

zA € P.

Voici le plan de cet article. Dans les paragraphes 2 et 3 nous démontrons
le théoreme 1.2. La structure de la preuve est en gros la suivante. Une
application des propriétés des crochets de Rankin permet de démontrer que
tout idéal premier non nul D-stable P de Yk contient ©.



Considérons ensuite le quotient Yk /(©) ; c’est un anneau différentiel
d’apres la premiere formule (5). Le point crucial est que Vk/(©) est es-
sentiellement un anneau de fonctions algébriques sur un corps de fonctions
rationnelles K(U). Ceci permet de décrire avec précision I'image de P dans
Vi /(0O), et le théoreme 1.2 s’obtient ensuite en “relevant” les informations
obtenues. Pour pouvoir utiliser facilement ces propriétés, nous allons tra-
vailler d’abord dans un sur-anneau différentiel auxiliaire A O Yk (étude
développée au paragraphe 2). La démonstration des théoremes 1.3 et 1.4
sera traitée dans le paragraphe 4.

Ces deux derniers théoremes peuvent étre utilisés pour démontrer une
généralisation du théoreme 1.1. On peut démontrer qu’il existe une con-
stante co > 0 avec la propriété suivante. Soit log la détermination principale
du logarithme. Pour tout polynéme F' € Ro non nul, de degré au plus N
en log(z), z, E2(z), E4(2), E¢(2), et pour tout { € B \ R<p, ou B désigne la
boule ouverte complexe de centre 0 et rayon 1, 'ordre d’annulation de F' en
& satisfait :

ordg(F) < caN®.

Si de plus F' € Ry, alors pour tout £ € B, 'ordre d’annulation de F' en &
satisfait :
ordg(F) < caN*.

La démonstration de cette propriété apparaitra ailleurs. Ce sont exactement
la suppression de '’hypothese d’annullation dans la proposition 1.1, et le fait
que A ne s’annule pas dans B\ {0}, qui impliquent les majorations uniformes
de cette estimation de multiplicité.

Nous pouvons aussi étendre le théoreme 1.1 au cadre de fonctions liées
a des groupes fuchsiens triangulaires co-compacts ; ce sujet sera développé

dans [7].



2 Etude différentielle d’un anneau auxiliaire.

Il convient de travailler dans un anneau auxiliaire A un peu plus grand que
Yk. D’aprés (3) on a les égalités suivantes :

(3) -

DQ =

Q PR R?

2760 T2

1R R 1 /(R?
i0(7-0)*2(z-9)
L(PQ - R)

1 R

e(r-g)

P2 5Q PR R?

12 712 6Q  3Q2

1 R\? 5 [/R?
ﬁ@”@)‘ﬁ(@

En d’autres termes, si ’on pose :

Xl - 57
Q
alors :
DX, =
DXy =
DX3; =
Notons :

X3:P—§,

X2:Q7 Q

1 1
X1 X34 = (X7 - Xo),

6 2
1

§X2X37 (6)
1 2 5 2

— X2 - 2 (X2 Xy).

1273 12( 1 2)

-’4 - K[XI,X25X3]'

D’apres les formules (6) c’est un anneau différentiel pour la dérivation D.
Cet anneau contient Yk : en effet, R = Q(R/Q),P = P— (R/Q)+ (R/Q) €

yK d’ou yK - .A

L’anneau (A, D) possede deux idéaux principaux premiers non nuls D-

stables car :
DX,

D(X? — X)

1
= XX

3 243,

1
— g(3X1+X3)(X12—X2).

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante.



Proposition 2.1. Soit P un idéal premier D-stable non nul de A ne con-
tenant pas Xo. Alors P est l'un des idéaux premiers suivants :

(X7 — X)

(X1 — ¢, Xy — 2, X3)
(X3, X7 — X)

(X? — Xo, X3 +dX1),

pour ¢,d € K*.

Le lecteur peut vérifier que tous ces ideaux sont premiers et D-stables
en utilisant (6). La proposition 2.1 s’obtient en combinant les propositions
2.2, 2.3 et 2.4 qui suivent, et qui classifient les idéaux premiers D-stables de
codimension respectivement 1, 2, 3.

L’anneau A est gradué en assignant a Xi, X3 le poids 2 et a X5 le
poids 4. Un élément M de A est dit isobare de poids p(M) € 2N s’il est
homogene de degré p(M) par rapport a cette graduation. Cette graduation
provient des poids des formes quasi-modulaires ; les poids de FEs, F4, Fg
sont respectivement 2,4,6. Si on assigne a P,Q, R les poids 2,4,6, alors
p(X1) = p(R) — p(Q) = 2,p(X2) = p(Q) = 4 et p(X3) = 2.

Un idéal 7 de A est dit isobare s’il admet un systéme de générateurs
isobares (de poids non nécessairement égaux). La dérivation D est isobare
(ou p-homogene) de poids 2 ; si X € A est un élément isobare de poids
p(X), alors DX est isobare de poids p(X) + 2.

Sur A il existe une autre graduation ¢, qui est déterminée en assignant
a X1, X2, X3 les degrés ¢(X1) = 2,q(X2) = 4,9(X3) = 1 ; la dérivation D
n’est pas g-isobare mais on vérifie, en utilisant (6), que pour tout élément
g-homogene X € A, il existe un unique élément Y € C[X7, X3] qui est
g-homogene tel que q(Y) = q¢(X) + 1, et tel que Y = DX mod (X7 — X3).

La proposition 2.1 implique que si P est un idéal premier D-stable de
A de codimension 2, alors ou bien il est engendré par deux éléments p-
homogenes non nuls, ou bien il est engendré par un élément p-homogene
non nul et un élément g-homogene non nul, d’ou l'interét d’introduire la
graduation q.

2.1 Idéaux principaux D-stables.

Ici nous démontrons la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit H un polynéme non constant, irréductible de A =
K[ X1, X2, X3] qui ne soit pas de la forme ¢(X? — X3) avec ¢ € K* et tel que
DH =VH avec V € K[X1, X2, X3]. Alors V =(1/3)X3 et (H) = (X2).



Avant de démontrer la proposition 2.2, nous introduisons un anneau
différentiel quotient de A (de type “parabolique”) muni de deux graduations
compatibles avec la structure différentielle, et nous démontrons un lemme
qui caracterise le corps des constantes de son corps différentiel de fractions
et ses idéaux principaux différentiellement stables.

On considere 'anneau A/(X? — X3) et la projection

T A— AJ(XT - Xo).

Posons
Y1 :=n(X1), Ys3:=m(X3),

de telle sorte que Y? = 7(X>) ; alors
A/(XT = X2) = K[Y1, Y3].

Puisque (X? — X5) est D-stable, 'anneau (K[Y7, Y3],d) est un anneau dif-
férentiel, avec la dérivation induite § = D+ (X? — X3). De plus, §om = moD
et on a les rélations :

1
1 2

Sur K[Y7, Y3] nous considérons deux graduations. La premiere graduation F
est induite par la graduation p sur A, de telle sorte que les degrés de Y7 et
Y3 soient égaux a 2. La deuxieme graduation G est induite par la graduation
q en assignant & Y7 le degré 2 et & Y3 le degré 1 (noter que X7 — X est
g-homogene de degré 4).

Les éléments non nuls de K[Y7, Y3] de F-degré 0, tout aussi comme les
éléments non nuls de G-degré 0, sont tous et seulement les éléments de K*.

La dérivation ¢ a la propriété d’envoyer un élément F-homogene de degré
m sur un élément F-homogene de degré m + 2, et un élément G-homogene
de degré n sur un élément G-homogene de degré n + 1 ; en d’autres termes
0 est a la fois F-homogene de degré 2 et G-homogene de degré 1.

Lemme 2.1. Le corps des fractions différentiel (K(Y1,Y3),0) (3) a pour
sous-corps des constantes C' le corps K(Y1/Y$). On a C NK[Y1,Y3] = K.
Soit L € K[Y1,Y3]\K : on a que L divise §L dans K[Y1,Ys] si et seulement
st L est un polynome de K[Y1,Ys] homogéne par rapport a G. Dans ce cas,
OL/L = uYs avec p € (1/12)Z.

30n considére I’extension naturelle de § fournie par la régle de dérivation des fractions :

5(a/b) = (b(6a) — a(db))/b>.



Démonstration. Noter que §(Y1/Y#) = 0, donc §F = 0 pour tout F € C
d’apres (7). Posons U = Y1 /Y2, V = Y3 : on a K(Y1,Y3) = K(U,V) et
SU = 0,0V = (1/12)V2. Soit R € K(U,V) ; on a
OR OR
R = %(5U)+W(5V)

ORV?
v 12
Donc R = 0 si et seulement si OR/OV = 0, d'ou C = K(Y1/Y$) ; on en
déduit que C NK[Y7,Ys] =K.

Soit L € K[Y7, Y2] homogene de degré n par rapport a la graduation G ;
on peut écrire (cqp € K) :

L= Z CapY{YY.

2a+b=n
On a
OL oL
0L = —(8Y] — (Y-
ayl( 1)+8Y§5( 3)
1 oL  Y; 0L
- IVily == 4 32
6 3( v, t 28Y3>
1 a
= ¥ D caplatb/2VYY
2a+b=n
n
= VL. (8)

Soit maintenant L € K[Y7,Y3] tel que 0L = ML avec M € K[Y7,Y3]. Si
L ¢ K, alors M # 0, car C NK[Y7,Y3] = K. On peut écrire :

L=1Ly+Lpy1+---+ Ly, M=DM;+ Mg+ + M, (9)

avec Ly, Ly, Mg, M; non nuls, L; F-homogene de degré i et M; F-homogene
de degré j. On a :

0L =0Lp+ -+ 0Ly = (Ms+ Mgy1+ -+ + My)(Lp, + Lpy1 + -+ + Ly),

d’ou 6Ly, = MLy et 0L = M;L;. Comme ¢ est homogene de degré 2 par
rapport a F, on en déduit que L, € Ket s =t = 2. Donc 0L = (AY1+uY3)L,
avec A, u € K. Ecrivons L = Y:rle’ avec L' € K[Y7,Y3] non divisible par Y3.
On a aussi :

WYL + YL =60 = 6(ViL)
= (J12)YiH L +visL.



La définition de ¢ implique que Y3 divise L' (d’apres (7) I'image de 6 est
contenue dans 'idéal engendré par Y3). Donc Y3 divise Y7, ce qui implique
A=0et

0L = pYsL. (10)
Ecrivons L = L;, +--- 4+ L;, avec L;, non nul et homogene de degré i, par

rapport & la graduation G, les ij distincts et » > 1. En appliquant (8) on
obtient :

11 Ty
= V(2L v ).
3@2“+ +U’J
En combinant cette égalité avec (10) on trouve :
i

1
_Li1_|_..._|__TL

Si r > 1 on trouve une contradiction ; si 7 = 1 alors p = i1/12 et L est
homogene par rapport a G. m

Démonstration de la proposition 2.2.

Supposons que la relation DH = V H soit satisfaite et montrons I’homo-
géneité de V pour la graduation p. Ecrivons :

H=Hy+Hpp1+--+Hp, V=VitVipit---+V

avec Hy, Hy, Vs, V; non nuls et pour tout 7, j, H; isobare de poids 7 et V;
isobare de poids j. On a :

DH = DHy+---+ DHy
(Vs + Vspr + -+ Vi))(Hp + Hp1 + - -+ + Hy),

d’ou DH; = VyHy, et DH = V;Hj. On en déduit que s = ¢t = 2. Donc
V =V, = AX; + X3 (non nul car H n’est pas constant) avec A, u € K.

Montrons ensuite que V = pX3 avec p € Q*. On a que n(DH) =
(m(H)) = n(V)r(H) dans K[Y1,Y3]. Posons L = n(H) et M = 7n(V) :
on a 0L = ML. Dapres le lemme 2.1, L est G homogene de degré n et
V = AX; + pX3 est congru & uXs modulo (X? — X3) avec p = n/12 ;
comme il est de poids 2, V = uX3. En particulier, u € Q*. Ainsi :

DH/H = ,qu, DXQ/XQ = (1/3)X3

sont Z-linéairement dépendants, ce qui implique 'existence d’entiers «, (3,
non tous nuls, avec H an € K*. Comme H est un polynéme irréductible
en X1, X, X3, ceci implique (H) = (X2) et p=4/12=1/3. 0

10



2.2 Idéaux D-stables de codimension 2.
Dans cette partie, nous démontrons la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit Q un idéal premier de A de codimension 2, D-stable,
ne contenant pas Xo. Alors, soit Q = (X3, X?—X>), soit il existe un élément
d e K* tel que

Q= (X? — Xy, X3 +dX1).

Pour démontrer cette proposition, nous allons distinguer deux cas, selon

que Q est isobare ou non. Si @ est isobare, alors le lemme 2.3 ci-dessous
implique que X7 — Xo € Q. Si Q n’est pas isobare, alors le lemme 5.2 de
I'appendice implique que Q contient un idéal non nul, isobare principal et
D-stable, égal & (X?— X5) d’apreés la proposition 2.2. Dans tous les cas donc,
Q contient I'idéal (X7 — X3) et I'image de Q par 7 est un idéal principal
d-stable non nul de K[Y7,Y3] que nous étudions ensuite, en appliquant les
résultats du paragraphe 2.1.
Nous démontrons le lemme qui suit, ot nous utilisons les crochets de Rankin,
qui sont définis uniquement sur des polyndmes isobares de A, mais pas sur
des polynémes quelconque. Le crochet de Rankin [U, V] de deux polynémes
isobares U,V est défini par

[U,V]=p(U)UDV) - p(V)V(DU).
Voici les propriétés principales du crochet.
Lemme 2.2. Soient X,Y, M des éléments isobares de A.

e Si X € A est de poids x et Y est de poids y, alors [X,Y] = —[Y, X]
est isobare de poids x + y + 2.

e Si X, Y ont méme poids, alors Uapplication dp;(X) := [X, M| satisfait
dy(X +Y) =dy(X) +du(Y).

e Ona dM(XY) = dM(X)Y + XdM(Y)
o SiT est un idéal de A qui est D-stable, et X € T, alors dpf(X) € Z.

Les premieres deux propriétés sont triviales. Démontrons la troisieme
propriété. On a :
dy(XY)=[XY,M] = p(XY)XYDM —p(M)MD(XY)

= (p(X) +p(Y))XYDM —
p(M)M((DX)Y + XDY)

= (p(X)XDM —p(M)MDX)Y +
X(p(Y)YDM — p(M)MDY)

= dy(X)Y + Xdy(Y).

11



Démontrons la quatrieme propriété. Si X € 7T et M est isobare, alors DX €
T car Z est D-stable. Donc XDM, MDX € I, et dpy(X) = p(X)XDM —
p(M)MDX €T. O

Lemme 2.3. Tout idéal premier isobare Q de A, D-stable et de codimension
2, ne contenant pas Xa, contient l'idéal principal (X? — X3).

Démonstration. Nous pouvons supposer que Q@ NK[Xs] = (0). En effet, si
QNK[X3] # (0) alors Xo —a € Q avec a € K car Q est premier. Mais a =0
car Q est isobare, d’ou Xo € Q et dx, (X3) € Q grace au lemme 2.2, car Q
est D-stable. Or :

dx,(X3) = 4X,DX; —2X, DX,
2(X?% — X)X,

d’ou le lemme dans ce cas car comme Q est premier, il contient un des
facteurs de (X% — X5)Xo.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, qu’il existe un poly-
noéme isobare et non nul M € Q NK[X}, Xs|. En effet, si Q NK[X1, Xa| =
(0), alors Q serait principal. Donc Q contient un élément non nul F' de
K[X1, Xo] ; écrivons F' = ). F; avec F; € K[X1, X»] isobare de poids i.
Comme Q est isobare, F; € Q pour tout i (voir le lemme 5.2 de ’appendice),
d’ou l'existence de M.

Remarquons que M dépend de X; car Q@ NK[X3] = (0) : choisissons M
de degré minimal par rapport a Xj.

A nouveau, grace au lemme 2.2, on a dyx,(M) € Q. On a :

oM oM oM
dx,(M) = —dx, (X —dx, (X —dx, (X
XQ( ) X, XQ( 1)+6X2 XQ( 2)+8X1 Xz( 1)
oM
- (X
oM
- 2 (x
oM
= —2—(X{ - X)X
6X1( i — X)Xy,
car OM/0X; = 0 et dx,(X2) = 0. Comme Q est premier, on a soit
OM/0X; € Q, soit X? — Xo € Q car Xo ¢ Q. Si X2 — Xy € Q nous
avons terminé. Sinon, on a M’ = OM/0X; € Q : comme M est de degré
minimal par rapport & X7, il faut que M’ = 0. Dans ce cas, M € K[X5]\ {0},

mais ceci est impossible car nous avons supposé que Q NK[Xs] = (0). 0O

12



Démonstration de la proposition 2.3.

Soit Z un idéal de A ; on note Z I'idéal engendré par les polynémes isobares
de Z. D’aprés le lemme 5.2 de Pappendice, Q est non nul, premier et D-
stable. Si Q n’est pas isobare, alors Q est de codimension 1 donc principal
non nul et Q = (X2 — X5) d’apres la proposition 2.2. Si Q est isobare
alors le lemme 2.3 implique que Q contient X7 — X5. Dans les deux cas, Q
contient X? — X5 et donc m(Q) est un idéal principal non nul et d-stable de
(K[Y1,Y3],d). Soit L un de ses générateurs ; d’apres le lemme 2.1, L est G-
homogene. La projection 7 induit un isomorphisme K[X7, X3] = K[V, Y3],
et puisque Q contient X? — X5, on a que Q contient aussi un élément non
nul W € K[X7, X3], ¢-homogene, tel que m(W) = L.
La ¢g-homogéneité de W implique :

t

W =X;3 H(%’X1 - BiX3),
i=1

avec s € {0,1} et oy, 5; € K pour tout ¢ = 1,...,¢t. Mais Q est premier, et
contient un facteur irréductible de W. Ainsi, il existe o, 3 € K (non tous
nuls) tels que aX; — BX§ € 9. On en déduit dans ce cas que :

Q= (X;— X3 X3), ou Q= (X?— Xy, X7+dX;) avec d € K*.

2.3 Idéaux D-stables de codimension 3.

La proposition suivante complete la description des idéaux premiers D-
stables de A ne contenant pas X5, et permet de terminer la preuve de la
proposition 2.1.

Proposition 2.4. Soit Q un idéal premier de codimension 3, D-stable de
A. Alors Q est égal a l'un des idéauz suivants :

Q = (X1-c¢Xy—c Xa).
avec ¢ € K.

Démonstration. Ici, Q est un idéal maximal Q = (X —u, Xo —v, X5 —w),
pour quelques u, v, w € K. Pour que D(X; —u), D(X2 —v), D(X3—w) € Q,
il faut que ces polynémes s’annulent tous en (u,v,w). On doit résoudre les
équations :

uw+u2—v =
rw =

w? —2(u? —v) = 0,
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pour obtenir les nécessaires conditions de compatibilité sur w,v,w. On

trouve : u = c,v = 2, w = 0 avec ¢ € K. Mais pour ce choix, Q est
D-stable :
D(Xi—¢) = (et Xa+Xs)(Xa— )~ (Xo — ) +eX)
D(Xy—c%) = %(Xg(XQ—&)Jrc?Xg)
DX; = 1—12(—2(c+X1)(X1—c)+2(X2—c2)+X§.

3 Démonstration du théoréeme 1.2.

Nous commencons avec deux lemmes préliminaires.

Lemme 3.1. Soit P un idéal premier de Vg ne contenant pas QQ : on a que

J47)[W J%K ::7).

Démonstration. Posons 7 = AP ; on a clairement P C 7 N Yk. Soit
geTNYg;ona
q=aip1 + -+ asps (11)

avec a; € A et p; € P pour tout i. Il existe un entier [ > 0 tel que
r; = Qlai € Yk pour tout ¢. Donc

Q'q=> ripieP.

7

Mais Q' ¢ P et P est premier. Donc g € P, d’ott 7 N Yk C P. O

Lemme 3.2. Si d € K*, alors l'idéal Py est premier de codimension 2,
et son lieu de zéros est la sextique affine lisse image de la paramétrisation

t s (v/—dt +t2,t4,15).

Démonstration. On commence par déterminer le lieu des zéros de Py dans
Pespace affine A3(K). Puisque © € P, et K est algébriquement clos, on se
ramene a déterminer les zéros de la forme (s, t4, t%) avec s,t € K. Observons
que :

Fy(s, t4,1%) = t*U, Gqa(s,t*,t%) = —t5U, Hy(s,t*,1%) = UV,
avec

U = s2+tt—t*(2s5 —d)
V o= $S2+tt+13(2s —d).

14



Comme ¢ ne divise pas V, on a Fy(s, t*,15) = Gy(s, t*,15) = Hy(s,t*,15) =0
si et seulement si U = 0, c’est-a-dire :

s = v/ —dt + 2.

Puisque v/—dt + t? = —/—d(—t) + (—t)?, le lieu des zéros de Py est égal &
la sextique affine lisse C; image de la paramétrisation :

t— (vV—=dt +t*,t4,19)

(isomorphe a la droite affine). Comme Cy est irréductible, Py est primaire.

Montrons que Py est réduit ; il suffit de montrer que la matrice jacobienne
J des polynoémes O, Fy, G4, Hy par rapport aux inconnues P, Q, R a rang 2
partout dans Cy4. Tout d’abord, on a :

00 90
OP  0Q

det == 4R(PQ_R)7
OF; OFy
OP  0Q
00 90
OP OR

det = —6Q*(Q* - PR).
OF; OFy
OP OR

Si (P,Q, R) # (0,0,0), ces deux mineurs de J ne peuvent pas étre tous les

deux nuls sur Cy car cela reviendrait & dire que P = ¢,Q = ¢*, R = ¢ pour

quelques ¢ € K* et C4 ne contient aucun point de cette forme si d # 0.
D’autre part, si (P,Q, R) = (0,0,0), le mineur de J :

OFs  OFy
0Q OR

det = —(2P — d)(2P* — 2Q — 4Pd + d*)
OHqy OHq
0Q OR

vaut d® # 0, donc Py est réduit.
Comme P, est primaire et réduit, il est premier. m

Nous pouvons compléter la démonstration du théoreme 1.2. Supposons
que P soit un idéal premier D-stable de Vx. Supposons d’abord que @) € P ;
Pégalité DQ = (1/3)(PQ — R) implique que R € P, et P a codimension > 2.
Si la codimension de P est 2 alors P = (@, R). Si la codimension de P est 3
alors P est un idéal maximal qui contient @), R, donc il contient P — ¢ pour
une constante ¢ € K. On vérifie facilement que ¢ = 0 est le seul élément de
K tel que (P — ¢, @, R) soit D-stable.
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Les seuls idéaux premiers non nuls D-stables de Yk qui contiennent )
sont donc :

(@ R), (P,Q,R).

Supposons maintenant que @ € P. D’apres le lemme 3.1, I'idéal 7 = AP
satisfait 7 N Yx = P ; il est de plus D-stable. Le lemme 5.3 de 'appendice
implique qu’il existe un idéal premier Q de A, D-stable, tel que QN Y = P
et donc Q est I'un des idéaux décrits dans la proposition 2.1 pour quelque ¢
ou d.

Pour terminer la preuve du théoreme 1.2 il faut calculer, pour chaque Q
idéal premier de A décrit dans la proposition 2.1, I'idéal premier Q N Yk qui
est forgement D-stable ; nous considérons quatre cas.

(1). Comme © = X2(X3 — X?), on voit tout de suite I'égalité (Xo — X7) N
Yk = (©).
(2). En utilisant les égalités P = X3 + X1,Q = X9, R = X7 X5 on vérifie
facilement que l'idéal (X7 — ¢, Xo — 2, X3) N Yk, qui est premier, contient
P—c, Q—c?et R—c3 Comme l'idéal (P —c,Q —c?, R — c?) est maximal,
on trouve :

AX] =, Xo =, X3) NV =(P—¢,Q — A R—-¢%).

(3). En faisant comme au point (2), on vérifie aussi que 1'idéal premier
(X2 — X2, X3)N Yk contient P2 —Q et P3— R. Comme A(X? — Xo, X3)N Yk
est de codimension 2 et comme l'idéal (P? — Q,P? — R) est premier de
codimension 2, on a :

AX? - X5, X3)N Yk = (P? - Q,P? — R).

(4). Pour terminer la démonstration du théoréme 1.2 nous devons encore
démontrer que, pour d un élément non nul de K, si I’on pose

Qy:= (X} — X9, X2 +dX;)C A
alors Qg N Yk = Py. On a les égalités :
0 = Xp(X?-Xy),
Fy, Xo(—(X? — Xo) + (X3 +dX,)),
Gy Xo((d — X1 —2X3) (X7 — Xo) — X1(X3 +dXy)),

Hy = (X?4+4X1X3+6X2 - Xy —4dX3 + d?)(X? — Xo) +
(4X1 X3 + X3 +4Xy — dX1)(X3 + dX1),

ce qui implique Py C Q4NYk. Comme I'idéal premier Q4N Yk a codimension
2, le lemme 3.2 implique ’égalité Py = Q4N Vk. La preuve du théoreme 1.2
est terminée. 0
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4 Démonstration des théoremes 1.3 et 1.4.

Nous démontrons d’abord le théoreme 1.3. On considére ’anneau de poly-
nomes en cing indéterminées

N :=C[L,Z,P,Q,R],
et ses sous-anneaux
Y =C[P,Q,R], L:=C[L,Z].
Nous étudions la dérivation £ sur N définie par :

ES =
1 a8

05 | 1 408 08

aq t2(PR- Q) Y25zt ar

pour S € N. Les sous-anneaux ), £, munis de la dérivation £, sont des sous-
anneaux différentiels. Puisque log(z), z, F2(2), F4(2), Es(z) sont des fonc-
tions algébriquement indépendantes sur C, on a l'isomorphisme d’anneaux
différentiels

+2(PQ- RS

WV, &) = (Rg,zdilz> (12)

défini en associant log(z) — L,z +— Z,Ey — P,E4; — Q,Eg — R. Soit K
une cloture algébrique du corps des fractions de £. Sur

Yk =K[P,Q,R| DN

nous avons la dérivation D définie par les relations (3) et par D(K) = 0.
Sur N nous avons aussi la dérivation D’ définie par D'()) = 0 et par les
relations D'Z = Z, D'L = 1. Clairement, pour S € A/, on a :

ES=DS+D'S.

Un élément de N est dit isobare de poids s 8’il s’exprime comme une somme
de monomes

Lo Zb PhQte Rts
avec 2t1 + 4ty + 6t3 = s.

Si F' € N alors nous notons p(F) le plus grand poids d’'un mondme de F ;
on a p(DF) < p(F)+ 2. D’autre part, pour F' € A/ non nul, on a clairement
deg,(DF) < deg,(F) et deg; (DF) < deg; (F'). Nous démontrons le lemme
qui suit, qui généralise le lemme 5.2 p. 161 de [6].

Lemme 4.1. Soit P un idéal premier principal non nul de N qui est E-
stable. Alors P = (0) ou P = (Z).
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Démonstration. Soit M € N un polynéme non nul et irréductible tel que
EM = FM, (13)

avec ' € N ; nous devons démontrer que soit M = ¢©, soit M = cZ, avec
ceC”.

Comme p(EM) = p(F)+p(M), on a que p(F') < 2. Comme deg,(EM) =
degy(F)+degz(M) et deg (EM) = degy (F)+deg (M), on a que degy(F) =
deg; (F) =0 et

F=MP+ X (14)

avec A1, A2 € C. On a aussi F' # 0 car M étant irréductible, il est non
constant, et d’apres l'isomorphisme (12), le sous-corps des constantes du
corps des fractions de N pour la dérivation £ est C.
Notre but est maintenant de montrer que Aj, A2 € Z dans (14). Nous
commencons par démontrer que \; € Z.
Ecrivons
M = My + My + -+ + My, (15)

avec 0 < h <k, M; homogene de poids i et My, My non nuls.

Ecrivons également
t

M= cV;,

j=1
avec Vi,...,V; € YV isobares de poids k, et ¢c; € L. On a

t

t
EM, = ciEVi+ > (Ec;)V;.

j=1 j=1
En comparant les poids des termes isobares dans (13), on vérifie :
EMy, = MiPMj, + oMy, + A\ PMj_,
d’ott :
DMj, = \ PMj. (16)

D’apres la troisieme affirmation du théoreme 1.2, il existe un unique idéal
premier principal non nul et D-stable de Yk qui est I'idéal (©). Donc tout
idéal principal non nul D-stable est de la forme (©™) et My = cO™ avec
c € K*, d’ou légalité \y = m € Z dans (14).

Montrons ensuite que A2 € Z dans (14). Nous pouvons supposer dans la
suite que My € Y car si My, € Y, Ao = 0. Ecrivons maintenant

t

M, = ZCjUj

J=1
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avec Uq,...,U; € Y isobares de poids h, et ¢1,...,¢; € L. Si h = 0, alors
Mpe L. Sih>0,ona

t

t
EMy = €U+ > (E¢))Uj.

J=1 J=1

Donc si h > 0 (apres comparaison des termes de méme poids dans (13)) :

oM,  OM,
Zh TR DM
oL oz =~ eMw
et
D' M, = Ay M, (17)
On voit tout de suite que si My, € ), alors M}, dépend de Z. Ecrivons :
M, = Z capl®Z?
a,b>0
= Y capl®Z+ > dZ" 4+ el + fo,  Caprdprcar fo € V.
a,b>0 b>0 a>0
On a
D'My = ) (beap+ (a+Veap1p)L7Z°+ D (bdy + 1) Z2° +
a,b>0 b>0
Z(a + 1)€a+1La +e1 + fo.
a>0

Soit ag maximal avec ¢, p, 7 0 pour quelques by > 0.
Siap = 0, alors My, € Y[Z]. Donc My = ko +ki1Z+ -+ k2" (kj €Y
et k. #0), et D'My, =k Z + -+ + 1k, Z", dou vk, = Aok, et Ay =1 € Z.
Siag > 0 alors by > 0 et :

bocao,bo - bocao,bo + (ao + 1)ca0+17b0
= )\QCao,bo7

puisque cq,+1,5, = 0. Donc Aa = by et aussi dans ce cas, Ay € Z.
Terminons la démonstration du lemme. Nous avons montré que

EM = (MP + M) M

avec A, Ao € Z. De plus, £60 = PO et £Z = Z. Donc

EM _, £0 | &z
M~ te Tz
On en déduit que E(MO™Z22) = 0, dott MO~ Z~*2 € C* (le corps
des fractions de A/ a C comme sous-corps des constantes pour la dérivation
&). Lirréductibilité de M implique M = ¢O© ou M = c¢Z, avec c € C*.
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Démonstration du théoréme 1.3. Soit J un idéal premier de N. Si
JNY[Z] = (0), alors J est principal et ne peut pas étre E-stable d’apres le
lemme 4.1.

Donc, si J est E-stable, alors J; := JNY|[Z] est un idéal premier E-stable
non nul de Y[Z].

Si J1NY = (0) alors J; est principal, donc JiN est un idéal premier
principal E-stable de NV, et le lemme 4.1 implique Z € J.

Sinon, Z = J1NY est un idéal premier D-stable non nul de ) ; il contient
© d’apres le théoreme 1.2 (avec K = C).

La preuve du théoreme 1.3 se termine en considerant l'isomorphisme
différentiel (12). O

Démonstration du théoreme 1.4. Ce théoreme est un corollaire du
théoréme 1.3. Soit P un idéal premier non nul et z(d/dz)-stable de R;.
L’idéal 7 := NP est un idéal z(d/dz)-stable de N tel que T N Ry = P.
Le lemme 5.3 de appendice implique qu’il existe un idéal premier z(d/dz)-
stable @ de NV tel que QN Ry = P. Le théoréme 1.3 implique que zA € Q,
donc zA € P. m

5 Appendice : lemmes auxiliaires.

Soient Xy, ..., X des indéterminées. On consideére sur K[Xg, X1,..., X{]
une graduation p déterminée par p(k) = 0 pour tout k € K*, et en assignant
a X; un degré p(X;) = p; € Z~o. Supposons que pg soit égal au plus petit
commun diviseur de pq,...,ps. Nous démontrons deux lemmes.

Lemme 5.1. Soient F,G € K[Xy, X1,...,Xs| deux polynémes p-homo-
génes. Si le résultant R =Résx, (F,G) € K[X1,...,Xs] est non nul, alors il
est p-homogeéne.

Démonstration. On écrit :
F:F()—{—FlXQ—{——FFngL, G:G0+G1X0+—|—GnX6L,

avec Fy,, G, non nuls, et F;,G; € K[X},..., X,] pour tout ¢,j. Il est bien
connu que le résultant R est homogene par rapport a chaque groupe de
variables (Fj)i=1,..m et (Gj)j=1,..n de degrés respectifs n,m. De plus,
d’apres [11], théoréeme 6.1, R est “v-homogeéne de dégré mn”, avec v =
(0,1,...,n,0,1,...,m). Ceci veut dire que si le monoéme

Mo = FE0 - Fn Gl - Gl

apparait avec un coefficient non nul dans I’expression de R, alors :
m n
Ziai + Z]ﬂj =mn. (18)
i=1 j=1
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La p-homogéneité de F, G’ implique que tous les F; et Gj sont p-homogenes.
Il existe deux entiers k, h tels que p(F;) =m+k —iet p(Gj) =n+h—j
pour tout 4,j (on applique ’hypothese sur py).

Donc si le monéme M, g apparait avec coefficient non nul dans ’écriture
de R, alors il est p-homogene ; calculons son degré.

pP(Mag) = > aip(F)+ Y Bip(G))
i=0 i=0

- (k—l—m)Zai + (h—i—n)Zﬁj - Zmi - Z]ﬂj
i=0 j=0 i=1 J=1

= (k+m)n+ (h+n)m —mn
= kn+ hm+ mn,

en appliquant (18). Ainsi, tous les monoémes qui interviennent dans I’écriture
de R avec un coefficient non nul ont méme p-degré kn + hm + mn, ce qui
implique que R est p-homogene de degré kn + hm + mn. m

Soit Z un idéal de K[X1,...,X,] et notons Z l'idéal engendré par les
éléments p-homogenes de Z. Soit D une dérivation p-homogene de poids d
sur K[Xq,..., X;].

Lemme 5.2. Nous avons les propriétés suivantes.

1. Si T est D-stable, alors I est D-stable.
2. Si T est premier, alors I est premier.

3. Si T est premier et n'est pas principal, alors I # (0).

Démonstration. 1. Soit U € 7 ; alors U = Uy + --- + Uy, pour certains
polynomes p-homogenes Up, ..., Uy € Z. Pour tout j on a DU; € T car I est
D-stable. De plus DUj est p-homogene, donc DU = DUy + --- + DU}, € 1.

2. C’est bien connu : voir chapitre 7, paragraphe 2 de [12].
3. Notons, pour tout polynéme non nul F' € K[X7,..., X{] :
Xq X,
X7 X

hF:Xé’“’“F( )eK[XO,Xl,...,XS],
ou p est le plus grand degré d’un monome non nul de F' par rapport a la
graduation p.

Il faut montrer que Z contient un polynéme p-homogene non nul. Par
hypothese il existe U, V € T premiers entre eux ; donc "U et "V sont premiers
entre eux. Donc T := Résx, ("U,"V) € A est non nul, et p-homogene d’apres
le lemme 5.1. De plus T' € 7 car il existe A, B € K[ X, X1,...,X;] tels que
T = AMU + B"V d’ou, en prenant Xy =1, T = aU + bV pour a,b € A, on
obtient T' € 7. m
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Lemme 5.3. Soient B C A deuzr anneau noethériens, soit D une dérivation
de A telle que (B, D) soit un anneau différentiel. Soit T un idéal D-stable de
A tel que P := T N B soit premier. Il existe alors un idéal premier D-stable
Q de A tel que QN B ="P.

Démonstration. D’apres le théoreme 1 p. 24 de [8], les idéaux premiers

Q1,...,9; associés de 7 sont D-stables, et 7 admet une décomposition
primaire :
t
T=(7,
j=1

avec 7; qui est Qj;-primaire, et D-stable, pour tout j. On a :

t t
P=|(T|nB=\(TnB).
=1 j=1

Donc il existe j tel que 7;NB = P (tous les idéaux 7;NB sont primaires). Soit
x € B tel que 2" € 7; pour quelques n. Alors x € P, d'ou z € Q; = /7.
Ainsi I'idéal Q = Q;, qui est premier et D-stable, satisfait Q9N B =P. O

Rémerciements. L’auteur souhaite rémercier S. David pour des commen-
taires tres utiles, et F. Amoroso pour une relecture minutieuse du texte, et
pour m’avoir suggéré 'argument du résultant dans la preuve du lemme 5.2,
ce qui a apporté des simplifications par rapport a une version précedente.
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