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Pénalisations de 'araignée brownienne
(Penalizations of Walsh’s Brownian motion)

Joseph Najnudel
16 juin 2005

Résumé : Dans cet article, nous pénalisons une araignée brownienne (A)¢>o
sur un ensemble fini E' de demi-droites, avec un poids égal & Z exp(an, Xt +vL¢),
ol t est un nombre positif, (ax)rep une famille de réels indexée par E, v un
parametre réel, X; la distance de A; a l'origine, N; € E la demi-droite associée
a Az, Ly le temps local de (As)o<s<t & lorigine, et Z une constante de normal-
isation. Nous montrons que la famille des mesures de probabilité obtenue par
ces pénalisations converge vers une mesure limite quand ¢ tend vers 'infini, et
nous étudions le comportement de cette mesure limite.

Abstract : In this paper, we penalize a Walsh’s Brownian motion (A;);>0
on a finite set E of rays, with a weight equal to Z exp(an, X: + vL¢), where ¢
is a positive number, (ay)rer a family of real numbers indexed by E, v a real
parameter, X; the distance from A; to the origin, N; € E the ray associated to
Ay, Ly the local time of (As)o<s<: at the origin, and Z a constant of normal-
ization. We show that the family of the probability measures obtained by these
penalizations converges to a limit measure as ¢ tends to infinity, and we study
the behaviour of this limit measure.

Mots-clé : pénalisation, temps local, araignée brownienne.
Key words : penalization, local time, Walsh’s Brownian motion.

classifications AMS : 60B10, 60J65 (60G17, 60G44, 60J25, 60J55).

1 Présentation du probleme et des résultats prin-
cipaux obtenus

Récemment, de nombreuses études de pénalisations du mouvement brownien
ont été effectuées, en particulier par B. Roynette, P. Vallois et M. Yor (voir [6],
(7], 18]).

Dans [8], les pénalisations étudiées sont fonctions de la valeur X; atteinte par
un mouvement brownien en un temps t, et du suprémum S; de ce mouve-
ment brownien jusqu’au temps t. Plus précisément, on considére une famille
de mesures de probablité (W®),5¢ sur C(R4, R) vérifiant, pour tout T'y ap-
partenant a la tribu F; engendrée par (X)sepo,g ((Xt)i>0 étant le processus



canonique de C(R4,R)) :

W(t)(rt) _ W[]‘th(Xta St)]

W[ (X, 5]
o S; est le maximum de X, pour s € [0,¢], W la mesure de Wiener, et f une
fonction de R? dans R..
B. Roynette, P. Vallois et M. Yor montrent alors que pour certains choix de la
fonction f, il existe une mesure de probabilité W) sur C(R.,R) telle que
pour tout s > 0 et tout ['y € F; :

w) Ts) — W) (T's)

t—o0o

Un des cas ou cette convergence a lieu est celui ot f(a,y) = exp(Ay + pa) avec
A peR.

Par un changement de mouvement brownien, les résultats de [8] peuvent alors
étre adaptés au cas ol Sy est remplacé par L; (temps local en 0 de (Xy)u<t),
et ol X; est remplacé par L; — | X;|; en effet, d’apres le théoreme d’équivalence
de LéVy : (St - Xt, St)tZO a méme loi que (|Xt|, Lt)tZO-

Dans ces conditions, les poids exponentiels étudiés dans [8] prennent la forme :
Z exp(a| X |++vL;) ol « et v sont des parametres réels et ot Z est une constante
de normalisation.

Le but de notre article est de généraliser 1’étude de ces pénalisations expo-
nentielles a toutes les araignées browniennes dont les trajectoires se situent sur
un nombre fini de demi-droites concourantes (voir [1] et [9] pour une description
de ces processus).

Soit (E, ) un espace de probabilité fini; on suppose p({m}) > 0 pour tout
me k.
On considere, sur I'espace Rp = {(0,0)} U (R} x E), la distance d définie par :

d((z, k), (y,1)) = |2 — y[lp=t + (x + y) Lz

Cette distance permet de considérer Cg, espace des fonctions continues de Ry
dans R, et de munir cet espace de la tribu 7g de la convergence uniforme.

(Ar = (X4, Ny))i>0 désigne alors le processus canonique (& valeurs dans Rp)
associé a l'espace (Cg,7g) et on note, pour tout ¢ € Ry, F; la sous-tribu de
T engendrée par (Ag)o<s<t, As étant donc une application de (Cg,7g) dans
(Rg,d) (muni de sa tribu borélienne).

Pour (z,k) € Rg, on peut alors considérer, sur Cg, la mesure de probabilité
W (E,u,2,k), sous laquelle (Ay)i>0 est une araignée brownienne & trajectoires dans
R, issue de (z, k), et telle que pour tous s, t, s < t, la loi de Ny sachant X; = 0
est p.

Rappelons (voir [1]) que cette araignée brownienne est un processus de Feller



qu’il est possible de caractériser par son semi-groupe (P;);>0; pour toute fonc-
tion f borélienne bornée :

Puf(t) =23 pon [ dypiat )y + [ dupute = 9) = el + 9)F ()
meFE Ri Ri

avec fi, = p({m}) et pi(a) = A==/,

Sous W (g, ,,,0,0), le processus (X¢)¢>0 est un mouvement brownien réfléchi (comme
on le voit directement avec le semi-groupe).

Soit 7 l’ensemble des intervalles d’excursion de (X¢);>0, V¢ est alors constant
sur chaque intervalle I € 7 : on peut donc poser N; = Ny pour ¢t € I. On montre
alors que conditionnellement & (X¢):>0, les (N1)rez sont des variables aléatoires
indépendantes et de loi p.

A présent, nous allons effectuer un changement de probabilité par rapport a
Paraignée brownienne, de la maniére suivante : pour a = (@;);c g une famille de
réels indexée par E, v € R et t € Ry, on pose

w e — exp(an, X¢ + vLy)

(Bp) W (g, ,0,0)[exp(an, X; +vL¢)] (F10.0.0)

ot L; est le temps local de (X¢)>o0 ¢

t

1

L; = liminf — 1x.<eds
e—0 2¢ 0 -

(en fait, la limite inférieure ci-dessus est presque stirement une limite). Dans ces

conditions, nous allons prouver les deux théorémes suivants :

Théoréeme 1 : Il existe une mesure de probabilité WEOEO:Y)’V) telle que pour
tout s € Ry et tout I'y € Fy :
W(ta%’Y)(FS) N W(OO@N)(FS)

(E,p) t—o00 (E,p)

De plus, pour tout s € R4, la restriction de WE?EO;?)’V) a Fs est équivalente a la

loi de laraignée brownienne sur [0, s] associée a (E, u) (nous en préciserons la
densité dans la suite de cet article).

Remarque : On voit clairement que si le théoreme 1 est vrai, la famille des
densités de WE?EO;)w par rapport & W (g, 0,0), conditionnellement & (F)s>0,
est une (F;)s>o-martingale sous la probabilité W g, 0.0)-

Théoréme 2 : Le processus canonique (A;);>o sous la mesure WE?EO;?)’V) peut
étre décrit de la maniere suivante :

- Siy > auy, pour tout m et v > 0, (X5)s>0 est la valeur absolue d’un processus
bang-bang de parametre v, ou encore : X; = S; — Y}, ot (¥;);>0 est un mouve-
ment brownien avec drift v et S; son suprémum sur [0,¢]; et (Ns)s>0 est con-
struit a partir de (X;)s>0 de la méme maniére que pour laraignée brownienne :



chaque excursion est sur la branche m avec probabilité p,,, indépendamment
des autres excursions (voir également [3]).

- Si @ = max(a) > v et @ > 0, (X;)s>0 est un processus dont la loi a une
densité égale a % exp(vLo) par rapport & la loi de la valeur absolue d’'un
mouvement brownien avec drift @ (dont Lo, est le temps local sur Ry), et
(Ns)s>0 est obtenu en effectuant la méme démarche que pour l'araignée ini-
tiale, puis en conditionnant le résultat par le fait que la derniere excursion de
(Xs, Ns)s>0 se situe sur une branche m vérifiant a,,, = @.

-Siy =0 et ay <0 pour tout m, (X, Ny)s>0 est une araignée brownienne
associée & (F, p).

- Si~y <0 et oy <0 pour tout m, on considere (Ys, Rs)s>o une araignée brown-
ienne, e une variable exponentielle de parameétre v indépendante de (Y, Rs)s>0,
Te l'inverse du temps local de (Y5)s>0 en e, (Z5)s>o un processus de Bessel de
dimension 3 issu de 0 et indépendant des variables précédentes, et M une vari-
able aléatoire (également indépendante des précédentes) définie sur E.

Sila loi de M est bien choisie (voir la section 4 pour plus de détails sur cette loi),
le processus (X5, Ny)s>0 a méme loi que (Xs,Ns)szo, avec (XS,NS) = (Ys, Rs)

pour s < Te, et (X5, Ns) = (Zs—r., M) pour s > 7.

Dans la suite de cet article, nous allons tout d’abord évaluer I’expression :
W (&, ,2,k) [€xp(an, X¢+vLt)], puis nous utiliserons cette évaluation pour démontrer
les deux théoremes annoncés.

2 Etude de I’expression W g, ;. 1 [exp(an, Xi+7Ly)]

(00,0,7)
(E,p)

une expression qui majore W g, » 1y[exp(an, X¢+7vL¢)] tout en étant équivalente
a cette quantité quand t tend vers I'infini.

Afin de prouver 'existence de W , nous allons commencer par chercher

Pour cela, nous allons tout d’abord effectuer une étude de deux quantités,
I(B,v,z,t) et J(B,x,t) (8,7 € R, x,t € Ry), définies de la maniére suivante :

I(Ba’y»w?t) = Em[exp(ﬁ|n| + ’th)]-TSt]
‘](ﬂv'rvt) = E:E [exp(ﬂ}/t)lT>t]

ot (Y;)i>0 est un mouvement brownien issu de z, L; est le temps local en zéro
de (Ys)o<s<t, et T =inf{s > 0,Y; = 0}.

Comme on le voit dans les expressions définissant I et J, I’étude de ces quantités
ne fait intervenir que des propriétés du mouvement brownien.

Etude de J(3,x,t) : Le principe de réflexion implique :
J(ﬂ, z, t) = Ez [eﬁYt ]-T>t] = Em[ef}YtlYt>0] - Ez [ef}YtlYt>0,T§t]

=E,[e""1y,50] — Ezle ™ "1y, <]



(e~ (@=9)? /2048y _ o= ((49)/20+8) g

- \2nt Y

Supposons § < 0 : On a la majoration immédiate :

2 2
o= (@=1)?/2t _ o~ (a+)*/2 o (z+y)° (@—y)?® 2ay

2t 2t t

J(B,x,t) < \/—x/ yePVdy = ?52

Par ailleurs, on a les encadrements suivants :

On en déduit :

1 (& —y)* v)* < e @E=9)?/2t £ 1 _ (z —y)? i (z—y)

2% = = 2 82
N P T Gt i k')
2% = = 2 8t2

La différence entre J(8,z,t) et son majorant donné précédemment est donc
bornée par :

4

A=l
o2 8t2

ou C(z) ne dépend que de z.

ePVdy = C(:E)tff’/2

On en déduit que :
2 x
Tt3 52
est a la fois un majorant et un équivalent de J(3,z,t) quand t — oo (x étant
fixé).

L(ﬁ,l’,t) =

Supposons =0 : On obtient ici

J(B,x,t) = "oy

Vort S,

expression admettant comme majorant et comme équivalent :

5= e

Supposons 5 > 0 : On a I’égalité suivante :

(e~ (=) /2048y _ o= ((49)*/2048) g

V2t

dze—(z2/2t)+ﬁz (eﬂm _ e—ﬁz) = 2sinh(ﬁ$)€t52/2

- \2nt

0
(e—((w—y)z/%)-i-ﬁy _ e—((w+y)2/2t)+ﬁy)dy — —J(—ﬁ, x,t)

1
V21t



D’ou I'égalité :
J(B,x,t) = J(—B,x,t) + 2sinh(fx)e'?" /2
On a donc le majorant et équivalent suivant :

2 x

— 94 t8%/2
L(B, x,t) = 2sinh(fz)et® /2 + e

On peut alors regrouper tous les cas possibles grace a 1’expression suivante :

2 x

/2 .
L(B,x,t) = ﬁ@lﬁ#o + Ewlﬁzo + 2sinh(fx) eXp(t62/2)15>0

Etude de la loi de (|Y|, L+)

Avant de procéder a I’évaluation de I(3,~, x,t), nous allons étudier la loi jointe
de (|Yi|, Lt), lorsque (Yi)¢>0 est un mouvement brownien issu de x et (L¢)i>o0
son temps local en zéro.

Plus précisément, nous allons prouver le lemme suivant :

Lemme : Avec les hypotheses précédentes, on a les deux résultats suivants :

-Pour z € Ry, P[Ly + V3| €dz, Ly > 0] =/ Z52(x + 2) exp (_%) dz.

|Y:
Li+|Yy]

- Conditionnellement au fait que L; > 0, ©; = est une variable uni-

forme sur [0, 1], indépendante de L; + |Y3|.

Preuve : Dans le calcul suivant, P, désigne la loi d’'un mouvement brown-
ien issu de y, (Y3)¢>0 est le processus canonique de C(R4,R), L; son temps
local, et T' = inf{t > 0,Y; = 0}.

Ona,pourycR;yetl>0:

P.(Vi| € dy, L, € dl) = / P,(T € ds1)Po(|Vi_y, | € dy)

s1+s2<t

Po( sup {u|Y, =0} €d(t—s2),Li—s, €dl|Yi—s,| =9)

0<u<t—s1

Par renversement du temps effectué sur le pont brownien :
P.(|Y:| € dy, Ly € dl)

= / P,(T € ds1)Py(T € dsa, Ly—s, € dl,|Yi—s,| € [0,dy])

s1+s2<t

= / P, (T € ds1)Py(T € ds2)Po(|Yi—s,—s,| € [0,dy], Li—s,—s, € dl)

s1+s2<t

2d
- / Y P, (T € ds1)P,(T € dsy)Po(Li—s, s, € dl|Yi_s,_s, = 0)
B 27(t — 81 — s2)
s1+s2<t



Or la loi du temps local d’'un pont brownien sur [0,¢ — $1 — $2] est connue :

c’est la loi de la racine carrée d’une variable exponentielle dont le parametre est
1

2(t751 752) :

On en déduit :

2le —12/2(t—s1—s2)

\/ t781782

P,(|Y;| € dy, L; € dl) = dydl

s1+52<t

T c dSl) (T c dSQ)

Pl(T (S d(t — 81 — 82))
d(t — 81 — 82)

= 2dydl / P, (T € ds1)P,(T € ds2)

s1+s2<t

= 2dydl / dsidsaDy(s1)Dy(s2)Di(t — s1 — s2)

s1+s2<t

= 2dydlDy * Dy * Di(t) = 2D g4y (t)dydl

]2 (I+z+y)?
= ms(l+z+y)exp < 57 dydl

D, (u) désignant la densité de T en u sous P,.
Ces égalités impliquent le lemme annoncé.

Remarquons que ce lemme est fortement 1ié au théoréme de Pitman (voir également

[5]).
Etude de I(8,7,x,t)

Le lemme précédent permet d’écrire la formule suivante :

\/:/ 2z + 2 exp< (;Z) +@z>dz]

ol @ est une variable uniforme sur [3,7].
Distinguons a présent plusieurs cas.

I(B,v,x,t) =

Supposons 3, vy < 0 : Dans ce cas, le théoreme de convergence monotone
prouve que E[[° z(x + z)e” (@+2)* /Qt)+¢zdz] croit vers E[[° z(z + 2)e®*dz]
quand ¢ tend vers l'infini.

Or pour ¢ € R*, fooo 2(a + z)e?*dz = T ﬁ

On en déduit que si 5 # 7 :

h A - ”(i i)
E[/0 z(x + 2)e dz]_'yﬂ/ﬁ ¢2+|¢|3 do



et que cette derniere égalité se prolonge en fait au cas ou § = 7.

On en déduit que I(3,7,z,t) admet comme majorant et comme équivalent :

2
K@ran =25 EEEy

Supposons =0, vy < 0: On a, pour tout z;

1—e7*

i} 1 0
Bt = g o=
Y

(® étant une variable uniforme sur [y, 0]).

D’ou :
I(B,7,z,t) |7|V ﬂ_t3/ (x4 2)e —(@t+2)*/2t g
Y ™ 0

o] LR . .
On a [;~(z + z)e™ < oo, donc le deuxiéme terme de I'expression ci-dessus,
3/2

négatif, est dominé par t~°/* quand ¢ tend vers l'infini.

Par ailleurs,

/Oo(x + z)e_(z+z)2/2tdz = [_te—(w+Z)2/2t T et/
0 0

admet ¢ comme majorant et comme équivalent quand ¢ tend vers I'infini.

Ces deux propriétés permettent d’en déduire que I(3,7,z,t) admet comme ma-

jorant et équivalent :
1 /2
K(/B’,Y7x7t>:_ —
Iy V

Supposons v =0, 3 <0 : On a évidemment par symétrie :

1 2
K(ﬁa’%xat) = m\/;

Supposons f=~v=0: Ona:

2 o0
18,7y, 2,t) = \/%/O 2+ 2)e= @+ /2 g,

2
=\ [—tzef(wrz /Qt +1/= / e~ (@t /2, — P (N > z/V1)
m

ot A est une variable gaussienne centrée réduite.
On peut donc prendre :

K(/8,77x7t>:1
Supposons 3 >0et 3>~v: Ona:

eﬁz _ ez

1 B
Dz ¢z _
B = 5 [ =G



(® uniforme sur [y, 4]).
On en déduit :

1 2 - —((z+2)? z
I(ﬁ,y,:c,t):ﬁ—_w/ﬁ/o (z+ 2)e ((@+2)*/20+82 4,

_% V % / a4 e g,
— 7V T Jo

l2 > —((z+2)? z
@/O (SC+Z)€ ((z+2)°/2)+¢ dz

2 oo 2 [

== {fte—<<z+z>2/2t>+¢z} o2 / o~ (@+2)? /20407 g,
Tt 0 7wt Jo
2 2y —pattd?)2 2 [% _(a—2)?/20)- 0=

=4/ —e€ + 2¢e — o\ — e dz
i 7t Jo

/oo o~ (@=22/20)97 4 < /°° e~y — X
0 0 )

Donc la quantité ci-dessus admet +/2/7t + 2¢€_¢I+t¢2/ 2 comme majorant et
comme équivalent.

On peut en particulier en déduire que le second terme de I(8,~,x,t), négatif,
est négligeable devant le premier quand ¢ tend vers U'infini (quel que soit le signe

de 7).

Pour tout ¢ >0 :

avec

Tout ceci permet de prendre :

1 2 2

Supposons v >0 et v > 3 : La symétrie permet d’obtenir immédiatement :

5 exp(—fx + t62/2)

2 2
——\/ =+
y=pVwt y-=p

Supposons y=0>0: Onaici:

2 o
I(B,7,2,t) =/ ﬁ/o 2z + 2)e” @+ /20472,

/Oo(z(x +2) — ytz — t)e” @+ /20477, — [ftze’((ﬂz)z/%)*w} =0
0 0

K(B,7,z,t) = exp(—yz + tv*/2)

Or

On en déduit :

[2 [ )
I(8,7,3,t) = E/ (yz + 1)e~(@+2)* /20472,
0



Par ailleurs, on a :

A /|2 /Oo e~ ((@+2)?/20)+7z2 g, _ 9o—va+ty?/2 _ /2 /OO o~ ((@=2)*/20)=yz g,
7wt Jo 7t Jo

. s 7 . . z_ . \ —_ 2
quantité équivalente et inférieure a 2e~7o+Y /2,

La quantité —yx,/ % fooo e~ ((@+2)°/20+72 4 est donc négative et équivalente a

—2ype VT2,

De plus, d’apres un calcul précédemment effectué, v,/ 2 [ (z+z)e(@+2)* /20472,

est équivalent et inférieur a v,/ % + 2t'er—W+t72/2 (voir I’étude du cas § > 0

et > 7).

En additionnant les trois termes évalués ci-dessus, on obtient :

/2t

On a donc le tableau suivant :

Conditions sur 8 et v | K(8,7,x,t) Equivalent le plus
simple quand t — oo
IRRT FE ) /(5
— 1 /2 1 /2
p=0,v<0 NV =t AV =
= 1 /2 1 /2
7=04<0 BV 7t RS
1 /2 4 28 —Bz+i8%/2 28 _—Bx+tp?/2
6>056>’y B— 7”5+B_We ﬁ_ve
1 2 2y ,—yz+ty?/2 2y —yztty?/2
v>0,v>0 o\ F + gt/ et/
7=p5>0 T2+ 2ty + 1)e 12 | 9pn2emretin?/2

A présent, nous avons obtenu des majorants et des équivalents pour les quantités
I et J et nous sommes en mesure d’évaluer I'expression W (g, » xy[exp(an, Xt +

vLt)].

En effet, on a :

W(E'.,,u.,z.,k) [eXp(OCN,,Xt + '}/Lt)] = Al + AQ

avec

A1 =W (g 2 plexplan, X +vLt)1r<i]
Ay = W (E p2.k) lexp(an, Xi + vL¢) 1754

ou T = inf{s > 0,X; = 0}. D’apres la propriété de Markov de l'araignée,
conditionnellement au fait que (X;)s>0 s’annule avant ¢, Ny est une variable de

10




loi p, indépendante de (X¢, L;). Dot :

Al = Z ,Uml(ama%wi

mek

Par ailleurs, si (X;)s>0 ne s’annule pas avant ¢, il est évident que Ly = 0 et
N, = k.
On a donc Ay = J(ay,z,t), et on en déduit :

W(Eaﬂam,k) [e(th Xt+’YLt] = Z /,LmI(Oém, Y5 Xy t) + J(O{k, xz, t)
meE

Cette égalité permet de prouver la proposition suivante :
Proposition : La quantité

Q(E,u)(aa’}/v'rv k7t) = Z MmK(O‘ma’vavt) + L(aka €T, t)
mer

ot K(am,,z,t) et L(ay,z,t) ont été définis précédemment dans cette section,
vérifie les propriétés suivantes :

W(E,u,m,k) [eXp(OéNtXt + ’th)] < Q(E,u) (05577:67 k7t)
W(E,,u.,z,k) [eXp(aNtXt + ’th)] t:oo Q(E,,u) (Oé, Yy Ty k, t)

(00,0,7)

3 Preuve de ’existence de la mesure W( B

On observe, tout d’abord, que quels que soient 3 et =, il existe C(3,7) tel
que pour tous x, t :

K(B,v,z,t) <C(B,7)(1+x)K(8,7,0,t)

(en fa'ita K(ﬁ,’y,l’,t) S K(ﬁa’)/aoat) des que Sup(ﬁa’)/) Z 0)

On en déduit I'existence de C(g (e, 7), tel que pour tous ¢, x :

>t K (0, v, 2,) < Cppy (0, 7) (L4 2) Y i K (am, 7,0, 1)

mek mekE

= C(E,u) (Oé, 7)(1 + z)Q(E,M) (Oé, Y Oa 07 t)
A présent, fixons 3 et v dans R, et supposons ¢t > 1.

Sig<0ety <0, L(B,z,t) = 1/%% et K(8,7,0,t) = #‘%ljv‘ll, ce qui
implique :
L(B,a.t) = T K(5.7,0.0
y Ly = Ta , Y, YU,
18]+ 1l

Sig<0ety=0, K(8,7,0,t)= ﬁﬂ/% > IT%\ W—ig,,et donc :

L%LUS%KWMQQ
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Sig<0ety>0,K(8,7,0, t)z—[ﬂ/% —ﬁ #,d’ofl:

on <o (15

Sig=0ety<0, L(B,z,t) =1/= :Eet K(38,7,0,t) = Wl %, d’ou :

> (8,7,0,1)

L(B,2,t) = |y[eK(B,7,0,1)

SifB=7=0,K(0,701t)=1>2> /2% et:

S

L(/B,:I:,t) S :I:K(ﬂ77507t)

Sig=0ety>0, K(8,7,0,t) > ﬁ %,d’oﬁ:

L(ﬂ,l‘,t)Sx(’Y*ﬂ)K(ﬂ,’y,O,t)
Sig>0ety<p, L(B,x,t) = ./md i + 2sinh(Bz)e t8%/2 ot K(8,v,0,t) >

1 2 268 _tB%/2
RV e T

On en déduit que :

L(B,x,t) < max (W,sinh(ﬁx)ﬂ g 7) K(83,7,0,t)
Orz < %ﬁﬂx), d’ou
L(B,,1) < max (5 o ﬂ—ﬁ”> sinh(f) K (8,7,0.1)

SiB3>0ety=0, onaK(ﬁ,%O,t)26,/%4—26“2/2.

On obtient donc :

L(B,x,t) < max (i

63,sinh(ﬁx)) K(83,v,0,t)

< max (% 1) sinh(82)K (8, 7,0, )

Sifg>0ety>p0, ona K(8,7,0,t) > —ﬁ ﬂg +—7— t8°/2 Qo
L(B,y.2) < max< 122 i) =7 ) K(3.7,0.1)
< max (”ﬁf , %) sinh(G2) K (8,70, 1)

12



Tout cela prouve que pour tous f3, v, il existe D(f3,v) tel qu’on ait, pour tout
t>1lettoutxz >0-:

L(B,2,t) < D(B,y)sinh((8" + 1)2)K(8,7,0,t)
Maintenant, posons (o) = max{o;},m € E}, yg,) = min{u,,m € E}
(g, > 0 puisque pi,, > 0 pour tout m € E), et D(a, ) = max{D(am,,7),m €

On obtient les inégalités :

L(ag, x,t) < D(ay,v)sinh((e + 1)2) K (ag, 7, 0,t)

< D(a,7)sinh((8(a) + D) Y -E K (0,7,0,1)
meFr (Evl")

D(a,v)
V(E,u)

<

sinh((6(a) + 1)2)Q g u)(a,7,0,0,1)
On en déduit :

D(a,7)

Qe (@ ys, bt §<
(B ( ) o

+ Gl (007) ) expl(6(0)+ Dl Qe 7,0.0,1)
inégalité valable des que t > 1, et que nous noterons :

Q(E,u) (Oé, Y5 Ty kv t) < H(E,;,L) (O[, 7) eXP(“/’W)@Q(E,M (Oé, s 07 05 t)

Cette inégalité nous permet de démontrer l'existence de la mesure cherchée. En
effet, si s > 0 et 'y € Fg, on a, pour tout t > s+ 1 :

(E,p)

) thNf,Xf+'YLt
W(t, ) [T.] = W (£,1,0,0) [ ]

1r
X L
T W (g 0,0 eVt T

W (50,0 [e*Ne X175

W (5,,0,0) [Nt 7B
= W(£,4,0,0) [11“3 0.0)

an, Xi+vy(Le—Ls)

Wz .00le
W (E,.0,0)
R(E,u) (o, 7, X, Ng, t — S):|
R(E,,u) (Oé, 7,0,0, t)
oll R(E,,U.) (aa YT, kv u) = W(E,;L,z,k) [eXp(aNuXu + 'YLU)]

L XS;NS]
=W 00 |1r.e7™"

[eaNtXt"l"YLt]

= W(g,1,00) [hs exp(yLs)

R (,7,Xs,Ns,t—s5)
R(p, ) (@,7,0,0,t)
quand t tend vers l'infini (Ls, X5, Ny étant fixés).

Q(E,[J.) (,7,Xs,Ns,t—s)
Qe (a,7,0,0,t)

On sait que exp(vLs) est équivalent & exp(yLs)

Or Q(E7M)(O[,’Y,I',k,u) = Z MmK(Oém,’}/,SC,U) + L(akv'rvu) pour tous €T, ka
meEkE

u, donc d’apres les estimations précédentes de K et L, on a les équivalents suiv-
ants :
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Conditions sur a, y

Equivalent de Qg ) (o, v, 2, k,u) pour u — oo

Y 2 o pour tout
m, ¥ = Qu Ssi m €
J, J sous-ensemble non
vide de E, et v > 0

meJ

Y > auy, pour tout m €
Eety>0

S 29pm | o—yatuy?/2
Y—am
meFE

am = max(a) = @&
ssi m € J (J sous-
ensemble non vide de
E),a>~vyeta>0

Jua? /2 (% ( > Mm) e~aT QSinh(aJJ)lkeJ)

meJ

¥y=0,a, =0sim €
J (sous-ensemble non
vide de E) et ay, < 0
sinon

meJ

v =0, a, < 0 pour
tout me FE

am =0sim € J (sous-
ensemble non vide de
E), am < 0 sinon, et
v <0

Q< 0 pour tout m €
Eetvy<0

v

latm [+]7] 1 Bm
B e e W D Dl e
mekE

meEkE

Re,w (,7,Xs,Ns,t—s5)

On en déduit aisément que l'expression exp(vyLs)

R(g,u)(@,7,0,0,t)

converge,

quand ¢ tend vers l'infini (& Ls, X, N, fixés) vers Mg ,(a,v, X5, Ns, L),

donné par le tableau suivant :

Conditions sur «, y

M(E.,,u) (O‘a'YaXsa Ng, Ls)

Y 2 o, pour tout m et
v>0

e'Y(Ls*XS)*S'YZ/Q

ay, = max(a) = @ ssi
meJ (JCEetdJ#
0),a>yeta>0

evLs—s6%/2 (eO‘XS t3 &Z_’me Sinh(dXs)lee.]>

meJ

am=0simeJ (JC
EetJ#0), an <0
sinon, et v < 0

e’YLS <1 + Z"YLm XSleSEJ)
meJ

Q< 0 pour tout m €
Eetvy<0

P M
~L, Ns meE
e 1+ S o om0 X

2 2
meE m
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Par ailleurs, comme ¢ — s > 1, on a les inégalités :

R(Ew)(a,'y, X57 Ns; t— 5) < Q(E,u)(aﬁ, Xs; N57t - S)

< H(Ew)(a,’y)ew(a)XSQ(E,u) (a,7,0,0,t — s)
et 1
Ripu(a,7,0,0,t) > §Q(E,u) (,7,0,0,t)
pour t assez grand (a a, vy, E, u fixés), puisque R(g ) (c,7,0,0,t) est équivalent
a Qg (a,7,0,0,t) quand ¢t tend vers I'infini.

De plus, pour t assez grand :

Q(E,,u.) (Oé, Y5 0,0,t— S)
Q(E,u) (Oé, e 0,0, t)

< 2Mgg y(@,7,0,0,0) < 2
On en déduit que pour ¢ supérieur a une valeur ne dépendant que de E, u, a,

et s, on a:

e'YLs R(Euu) (CY, v Xsa Ns, t— S)
R(g (a,7,0,0,1)

<4H g, ) (o, y) exp(¥(a) Xs + L)

Ce majorant étant intégrable sous W g ,, 0,0y, on en déduit, par le théoreme de
convergence dominée :

wben Ts) = W(g 00, M (e, v, Xs, Ny, Ls)]

(E,p) t—o0
On a donc prouvé l'existence d’une mesure WEOEOJY)V) vérifiant :
W(t,aﬂ)(r ) — W(OO@W)(F )
(Bp) V% 4 oo (Eop) s
des que I'y € Fs avec s > 0.
De plus, il existe, sous W g , 0,0y, une martingale (MS(E’”’O"V))SZO, notée plus

simplement (Mj)s>0, égale & Mg, ,y(a,v, X, N, Ls) et vérifiant (pour I's €
Fs) :

W70 = Wes wonlir, ME#o)

Ces dernieres propriétés correspondent exactement a 1’énoncé du théoreme 1,
qui vient donc d’étre démontré.

(00,0,7)

4 FEtude du processus associé a W(E )

L’étude du processus associé a WEOEO’;’V) se sépare en plusieurs cas, selon 1’ex-

pression de la martingale (M;)s>0 précédemment donnée; ces cas correspondent
a la distinction effectuée dans 1’énoncé du théoréme 2.
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Cas ol v > a,,, pour tout m et v >0

Sous W (g 10,0, (Zs = Ls — X)s>0 est un mouvement brownien. La densité de
la loi de (Zy)o<u<s sous WE?’:‘)’”, par rapport a celle d'un mouvement brown-
ien sur [0, s], est donc égale & My = exp(yZs — $72/2).

(Zs)s>0 est alors un mouvement brownien avec drift v sous WE?S’V), et on

retrouve (X;)s>0 & partir de (Z5)s>0 grace a 'expression : X = [ sup Z, | —
u€(0,s]
Z..

Autrement dit, (Xs)s>0 est la valeur absolue d’un processus bang-bang de
parametre .

Par ailleurs, Ns n’intervient pas dans ’expression de M, donc le processus
(Ng)s>0, conditionné & (X )s>0, est obtenu de la méme maniere sous WE?EO;?)’V)
que sous W g, 0,0y : on choisit (INy)ser pour chaque intervalle I d’excursion de

(Xs)s>0, indépendamment et avec la loi p.

Cas ot a, = max(a) =assimeJ (JCFEet J#D),a>veta>0

Avant de traiter ce deuxieme cas en général, nous allons tout d’abord sup-
poser J = {m} pour un m dans F, et v = 0.
On a alors :

-2 = 1
Ms — p—sa /2 <eaXs + — Sinh(o_zXS)].NS_m)
Hm

pour tout s > 0.

Considérons & présent un processus (Y, Ri)¢>0 sur Ry défini de la maniere
suivante :

- (Y3)1>0 est la valeur absolue d’un mouvement brownien avec drift &.

- Soit Z l'ensemble des intervalles d’excursion de (Y;)i>0. R: est alors défini
comme étant constant sur chaque intervalle I € Z (R; = Ry pour ¢ € I), avec
R; = m p.s. si I est P'unique intervalle d’excursion non borné de (¥;);>0, et avec
les autres (Ry)rez indépendants et de loi p.

(00,,0)

Montrons alors que W( B

est la loi du processus (Yi, R¢)>o0-

Pour cela, observons que la loi de (Y5, Rs)s<¢, conditionnellement a (Y, Ry) =
(x,k) € E, est égale & la loi de (X, Ns)s<¢ sous WE?’:‘)’O), conditionnellement
é. (XtaNt) = (ZC, k)

Ces deux lois conditionnelles sont en effet égales & la loi du processus (Zs, Ss)s<¢
défini de la maniere suivante :
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- (Zs)s<t est la valeur absolue d’un pont brownien de 0 vers z.

- (Ss)s<t est constant sur les intervalles d’excursions de (Z5)s<¢; si on note
7 lensemble de ces intervalles, et Sy = St pour s € I et I € Z, alors les vari-
ables (S7) ez sont indépendantes et de loi i, sauf pour Uintervalle I de la forme
[a,t] (a € [0,t]), pour lequel on a St =k p.s.

L’égalité des lois conditionnelles précédentes (assez simple & démontrer), en-
traine que si pour tout ¢, la loi de (Y, R:) est égale & celle de (X, N;) sous
W(oo,a,O)

: ;0,0 .
(E) alors le processus (Y, Rt)¢>0 a pour loi WEOEOP% ), comme annonce.

Effectuons donc le calcul de la loi de (Y, R:) :
P(Y; € dy, Ry = k) = E[ly,eayP (R = k|(Ys)ser,, )]

= E[ly,cay(le=mlvs>t,v.>0 + trlas>t,v,=0)]
=PY; € dy) 1= P (Vs > t,Y; > 0|V =y) + P (3s > £, Y, = 0|Y: = y))
Rappelons que Y; = |B£a)| ol (Bfa))tzo est un mouvement brownien avec drift

@. On a donc :
P(3s > t,Y, =0, =)

=P(3s > t, B = 0|B{*) = y)P(B{™) = y||B{"| = y)
+P(3s > t, B = 0|B{") = —)P(B{™) = —y||B{?| = y)

ay —ay —ay
—2ay € € e

— - 1.— — =
e 4 e~y + e 4+ e~  cosh(ay)

=€

et
e~ sinh(ay)
P(Vs>t,Y;>0Y;=y)=1— =
(vs 21, Ye=y) cosh(ay)  cosh(ay)

On en déduit :

sinh(ay) e v
(Yiedy, Ry =Fk)=P(YV; € y)( F=m cosh(ay) +”kcosh(6zy))
o inh(ay) e
W X d h ta/2 Ther Sin.
(E,1,0,0) (Xt € dy) cosh(ay)e k= cosh(ay) +ukCOSh(@y)

) o
= e_ta2/2W(E,u.,z,k) (Xt edy, Ny = k) (e_ay + . Sinh(ay)lk—m)

L’égalité des lois est donc démontrée.
Ainsi, nous avons traité le cas particulier o J = {m} (m € E) et v = 0.

On remarque que si E = {-1,1}, u3 = p—1 = 1/2 et m = 1, le processus
(X¢Ni)e>0, qui est un mouvement brownien sous W (£,4,0,0), €st un mouvement
(00,a,0)

(E,p)

Cela se vérifie aussi bien avec la martingale (M;)s>0 qu’avec la description du
processus (R, Y;):>0 que nous avons donnée ensuite.

brownien avec drift & sous W
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A présent, traitons le cas, plus général, ou J = {m} mais ou v n’est plus
nécessairement nul.

Dans ces conditions :
Qfbm

M, = exp(r L = 5a2/2) (% 4 ST (X, L

D’apres le cas particulier précédent, la loi sous WE%O’:‘)’O) du temps local L,
de (X, Ni)i>o0 est la méme que celle du temps local d’un mouvement brownien

avec drift & : Lo, est une variable exponentielle de parametre a.

On en déduit I'existence de la mesure de probabilité v, donnée par :

_ a—7 (c0,a,0)
v=— exp(’yLoo).W(E#)

(et sous laquelle Lo, est une variable exponentielle de parametre & — ).

Montrons que v est exactement la mesure WE?’:‘)’V) que nous étudions, celle-ci

étant donc absolument continue par rapport & WE?’:‘)’O).

Pour prouver ce résultat, fixons s > 0et I's € Fs. On a :

00,a,0 o — Y s co—DLs
v(Ty) :WEE”“) ) { = lpSeVL eV (Loo—L )]

o (00,,0) a—v s (00,0,0) o—Ls
=W [Tlfse% Wiz =" )|JTS]]

a—v —sa? —a L. v 00,4, -
= W(E,#,0,0) [—& 11“5@7L5 /2 (e Xs 4 /L_m smh(aXs)lNS_m) WEE,M) 0) [ev(LOc Ls)|].‘s]

On observe alors les faits suivants (valables sous WEC]’;’:‘)’O)) :

- Conditionnellement a Fs et au fait que X; ne s’annule pour aucun t > s,
Lo — L est nul.

- Conditionnellement a Fy et au fait que X; s’annule pour au moins un ¢ > s,
Lo — L est une variable exponentielle de parametre &.

Calculons maintenant la probabilité de chacun de ces deux cas, conditionnelle-
ment a Fg.

Pour cela, posons T = inf {t > s, X; = 0} et A € F, (T est un temps d’arrét).
Pourt > s,on a:
00,0, E, o,
WSO < t, A = W 0,0 M0 172, 14]

puisque {T" <t} et A sont Fi-mesurables.
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De plus, {T' < t} et A sont également Fr-mesurables, donc d’apres le théoreme
d’arrét : i
o0,a,0 0,0
WEE#) )[T <t Al =W(g 00 [MI(“/\tH )1T§t1A]
= W(Eg 4,00 [M}E’“’a’o)ngtlA]

Par convergence monotone :

WE;;?;’O) [T < 00, A] = W(E,,u,O,O) [Mj(ﬂE7M7a’0)1T<OO]_A]

= W (E,11,0,0) [M;E’#’ayo)lA]

puisque 17" < 0o p.s. sous W (g ,,.0,0)-
On a donc :

oo,a,0 E,u,a,0
W OT < 00, Al = W (5,100 [LaW (1,00 (M0 | 7]

E,u,a,0
_wiao [; WMy F)
— V(B A 21 Eo#00)

— W(OO,Ot,O) [IA

W (E,11,0,0) [e=(T=9)0%/2| F,]
(E,pn)

e—aX. 4 #L sinh(aXs)1n,=m

Or, conditionnellement & Fg, T — s est le temps d’atteinte de zéro d’'un mouve-
ment brownien issu de X, et indépendant de X;. On en déduit :

—(T—s)a? —a
W(E,,U.,O,O) [6 (T—s) /2|]:s] = e Xs
et
WO < oo, Al = W20 11, — -
(B,p) (B,p) e—aXs 4 % sinh(aX,)1n,=m

autrement dit :

—aX,

00,a,0
WO < ool F] =

e—axX, 4 t sinh(@X)1n,=m

Ceci permet d’écrire :
p

a ,—aXs 1 =
W (e0:2.0) [eV(L“_LS)U:] _ a—¢ + o sinh(aXs)1n.=m
(E,u) s e—aXs 4 HL sinh(aXs)1n.—m

compte tenu des lois conditionnelles de Lo, — Ly précédemment données.

Il en résulte :

v([s) = W (500 [hsevﬂsm”? <e”‘X$ + O;/: Y sinh(@Xs)le_m)]

= W (E,.,0,0) []_FSM‘gEyH,Ot.,'y)]

sH
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On a donc I’égalité cherchée :

_ (00,a,7y)
V=W

Nous venons donc de traiter le cas ou J est un singleton.

Le cas général est alors facile & étudier; en effet la loi de (Xy, N¢)i>0, dans le cas

général, est une moyenne des lois précédemment données, avec une pondération

Z‘:‘"Lk pour chaque m € J.

keJ

Autrement dit, le processus canonique sous WE?EO’S)’V) se décrit de la méme

maniére qu’avant, sauf que sa derniere excursion se situe sur une branche quel-
conque appartenant a J, choisie alétoirement a ’aide de la mesure pu.

Cas ou1 7 <0 et o, <0 pour tout me FE
Dans ce cas, on a :
M, = e+ (1 4+ 05, X,)
ou les (0r)rer, positifs, dépendant de «, sont tels que :
> by = |l
kEE

Nous allons tout d’abord supposer que 0y = H si k = m, m étant un élément

de E, et 0, =0 si k #m.

On a, dans ces conditions :
M, = evLs (1 + mele_m)
m

Considérons alors des réels positifs [ et s, une variable aléatoire F;,-mesurable
bornée Y (7, étant I'inverse du temps local de (X¢):>0 pris en 1), et une fonction
F mesurable bornée de C([0, s], Rg) vers R.

On a alors, lorsque ¢t > 0 (en utilisant le théoréme d’arrét pour la deuxiéme
égalité) :
WEESW) [lTZStYF((XﬂJruv NTeru)OSuSS)]

= W(E,M,O,O) |:Mt(f‘;u7aﬂ)lTZStYF((XTeruver+u)0§u§s):|
E,p,a,
= Wm0 [M((t+5>A<ZL)+s>1ﬂStYF (X7 Nn+u)O§ugs)}

= W(E,M,O,O) |:M7€1E+7lshaw)F((X‘rz+u; NTL+u)0§u§s)lrl§tY:|

La convergence monotone entraine alors (compte tenu du fait que 7, < oo p.s.
sous W(E,;,L,O,O)) :

W52 [y oo F((Xry s Nry)o<uss)]
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ele(E,;,L,0,0) |:6'Y(LTL+5—LTL) <1 —+ %XTH,S]_N”JFS_WL) F((X,,—H,u, NTZ+u)OSu§S>Y

m

D’apres la propriété de Markov de 'araignée, (X -, 44, Ny, 4 )o<u<s €st indépendant
de Fr, sous W (g ,0.0) et ala méme loi que (Xy, Ny)o<u<s-

On en déduit facilement :

WEOE(ZLO()W) [ILDOZZYF((X’FHH“ NTz+u>0Su§5>]

= evlwg?ﬁ)w [F(Xus Nu)o<uzs|W (5 1,00 Y]
En particulier, pour F' et Y égaux a 1, on obtient :

WE;’:;"Y)[LOO > [] = exp(v])

On a donc les caractéristiques suivantes :
- L est une variable exponentielle de parametre |v|.

- Conditionnellement & Lo, > I, (X, Ns)o<s<r, est une araignée brownienne
arrétée en 7y, et (X, 45, Nry1s)s>0 admet pour loi WE?EO;?)”Y) ; de plus, ces deux

processus sont indépendants.

On déduit de ce qui précede que conditionnellement & Lo =1, (X5, Ng)o<s<n,
est encore une araignée arrétée en 7, et (X, 4s, Ny, 45)s>0 st un processus de
loi W% conditionné par le fait qu’il ne s’annule qu’au temps zéro; les deux

(E.p) ’
processus étant encore indépendants.

Pour décrire le deuxieme processus, considérons s > 0, I's € F,, I > 0 et
t>s.0Ona:

W(Oovo‘v'Y) [FS) T S t] = W(E,,LL,O,O) [Mt(E”U“’ay’Y)]-FS 1T1St]

(E,p)
E,p,a,
= W(E»H»QO) [M‘I('L\/f ’Y)]-FS ]-Tlgt]
d’ou ;
WEOEO,;LQ)N)[FS’TZ < o] = W(g 400 [M7('L\/,£L,a77)1rs]

et donc :

00y s a E,p,a,

WEE,#)V)[FS’L‘X’ < l] = W(E,u,O,O)[(Ms(E’H’ v - M'ﬁlvg 7))11“5]

= W(E,.,00) KevLS (1 + 17—|X31N5—m) - e"’l) 1L5§11r3]

= Wz,00Ls < UW(g .00 [11“3 (e’YLS (1 * MXsle—m) - e’yl) |Ls < l]

Comme WE?’S)’V) [Loo <l]=1-¢" ona:

WA Lo < 1)
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W uo0lls <1
B 1—e7

Wt [t (e (1 ) - o) <

Hm
W Ly <1
= (E,;{,O,O)[’Yl = ]W(l) [hs (e"’Ls (1 + stlws—m) - evl)}
s o

ol VV(Z) désigne la loi de (X5, Ns)s>0 conditionnée par le fait que Lg <.

W L.<l
Quand ! tend vers zéro WwpoolbsSl pon g yers L, /2
’ 1—ev v\ ws

D’autre part, si l et L, tendent vers zéro a (X, N;) fixé, e7Ls (1 + %XSINS:m) —

e’ tend vers %XSINS:m.
m

Ceci permet de démontrer :

(00,0,7) _nl YR 2 X
Wiy | Lee = 0] = W(0) lhs —— le_m]

ott W(0) est la loi d'une araignée sur [0, s], conditionnée par sa non-annulation
en dehors du temps 0; on remarque que sous W (0), (Xu)u<s est un méandre
brownien.

On en déduit alors que sous WE;’S)’V), et conditionnellement au fait que Xz > 0
pour tout s > 0, (X;)s>0 est un processus de Bessel de dimension 3, et Ny =m
pour tout s.

On a donc la description de (X¢, N;)¢>0 dans le cas ol un seul des 6, précédemment
donnés est nul.

Le cas général est simple a étudier a présent; en effet, il suffit de faire une
moyenne pondérée des mesures précédemment décrites pour chacun des m € FE
(avec la pondération %)

Cas o1 v =0 et o, <0 pour tout me FE
Ce cas est le plus simple de tous : WEEO’:‘)’O) est exactement la loi d’une araignée

M§E,,u,a.,0)

brownienne, puisque est constante et égale a 1.

Nous avons maintenant étudié tous les cas possibles pour v et «, et il est facile
de vérifier que cette étude entraine le théoreme 2.

De plus, si v < 0 et a,, < 0 pour tout m, on a (pour tout m € E et avec
les notations du théoréme 2) :



si J ={m € E,a, =0} est non vide, et

o (4 5 )
keE

ag|+
D ,Uk| ko\(z 7]
kEE k

P(M=m)=

siJ=0.

Par ailleurs, on peut observer que (X, Ny)s>0 s’annule pour des valeurs ar-
bitrairement grandes de s ssi v > 0 et v > a,,, pour tout m.

Remarque 1 : Le théoreme 2, que nous venons de prouver, indique différents
comportements possibles pour le processus limite obtenu, selon les valeurs des
réels ayy, (m € E) et 7.

Cette distinction de cas généralise celle que 1'on obtient & partir des résultats
démontrés dans [8].

Par ailleurs, on observe que la distinction de cas donnée dans [8] est étroitement
liée & celle que Y. Harriya et M. Yor obtiennent dans [4]; ce lien peut vraisem-
blablement étre expliqué en comparant le comportement des quantités fot exp(2X;)ds
et exp(25:), (Xs)s>0 étant un mouvement brownien et S; son maximum sur [0, ¢].

On peut alors se demander s’il est possible de mettre en évidence des liens
analogues entre des pénalisations d’araignées browniennes.

Remarque 2 : Soit v une mesure de probabilité définie sur C(R4,Rg), dont
la densité par rapport & W g, 0.0), conditionnellement a F (s > 0), existe et
s’écrit sous la forme :

9(s, Xs, Ns) = eXp(*552/2)st (Xs)

avec f,, € C2(Ry) pour tout m € E, f,(0) ne dépendant pas de m (ce qui
permet de poser fy(0) = f,,(0)), et 8> 0.

9(s, Xs, Ns) est une martingale sous W g, 0.0)-
L’étude du générateur infinitésimal de l'araignée permet alors de montrer les
faits suivants :
2
M(s, x,m) =0.

- Pourtousz € R}, s >0et me E, %(s,x,m)qL%azz

- Pour tout s >0, > ,um%(s,O,m) =0.
mekE

La premiere égalité donne :

52 82%/2 1 B82/2 g1t
—e P () + e 2 f (@) = 0

soit f/ (x) = 3% fm ().
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On en déduit qu’il existe d,, et A\, € R tels que :

fm(x) = 0 exp(—Px) + Ay sinh(Bz)

pour tout z > 0.

De plus, comme g(s, X, N,) est une densité, son espérance sous W g, 0,0 est
1. En particulier, pour s = 0, on obtient g(0,0,0) = 1, donc fp(0) = 1, ce qui
implique f,,,(0) =1 et 6, = 1.

Par ailleurs, f,,(z) > 0 pour tout z > 0, donc A, > 0.

La deuxieme égalité & vérifier implique alors: > pp fr,(0) = 0,80t > pp (1—

meklE mek
Am) =0¢et > ppAm = 1.
mek

(

On en déduit que v est une moyenne pondérée des mesures W( O‘)’O) obtenues

0,
E.p
en prenant successivement, pour chaque m, a,, = 3 > «aj, (pour tout k # m),
la pondération étant fi,, Ay, .

Les processus obtenus sont en fait des généralisations du mouvement brown-
ien avec drift.
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