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Résumé

Ce rapport technique donne les détails de l'article [[l]]. Il s’agit de I'analyse de stabilité de
différents schémas aux différences finies pour les équations de Maxwell-Debye et de Maxwell—-
Lorentz. Ce travail donne un prolongement systématique et rigoureux a des travaux antérieurs de
Petropoulos [f.

1 Introduction

On s’intéresse a I'étude de la stabilité de schémas aux différences finies pour les modeles de
Maxwell-Debye et de Maxwell-Lorentz. Pour cela, on a sélectionné les mémes schémas que ceux
déja étudiés par Petropoulos [ff]. Mais celui-ci, apres avoir défini correctement les polyndmes car-
actéristiques associés a chacun des schémas, se contentait d’en calculer les racines a ’aide d’un algo-
rithme numérique. Ceci suppose de spécifier des valeurs pour les parametres physiques qui entrent en
jeu dans ces modeles ainsi que pour les pas de temps et d’espace choisis pour la discrétisation. Il faut
donc refaire ’analyse pour chaque nouveau matériau et chaque nouvelle discrétisation. Nous appliquons
ici une analyse de von Neumann sur ces polynomes caractéristiques dans leur forme littérale, ce qui
permet d’obtenir une fois pour toutes des conditions de stabilité valables pour tous les matériaux.

1.1 Modeles de Maxwell-Debye et Maxwell-Lorentz
Considérons les équations de Maxwell sans magnétisation
(Faraday) 0;B(t,x) = - rot E(t,x),
(Ampere) o;D(t,x) = % rot B(t, x), (1)

ot x € R?. Ce systéme est fermé par la loi constitutive du matériau

D(t,x) = eoec E(t,x) + 60/0 E(t — 7,x)x(7)dT, (2)

0l £ est la permittivité relative a fréquence infinie et x la susceptibilité linéaire. Si 'on discrétise
I’équation intégrale (f), on obtient ce que I'on appelle un schéma récursif (cf. par exemple [, [H]).
On peut également différentier I’équation (E) pour obtenir une équation différentielle en temps pour
D qui dépend de la forme particuliere de y. Pour un milieu de Debye, cette équation différentielle est

tr(?tD +D = tr606ooatE + €0€SE, (3)

ol t, est le temps de relaxation et 4 est la permittivité statique relative. On peut en écrire une forme
équivalente portant sur la polarisation P(¢,x) = D(¢,x) — epeac E(t, X), & savoir

O P + P =ep(es — e00) E. (4)



Pour un milieu de Lorentz a une fréquence de résonnance wi, on a de maniere similaire
O?D + vO;D + wiD = £0e. 07 + £0e0c VO, E + £0eswiE, (5)
ou v est un coefficient d’amortissement, et
OPP + vOP + WP = gy(gs — €00 )W E. (6)
En notant J la dérivée temporelle de P, le systeme de Maxwell ([[) se réécrit

oB(t,x) = —rot E(t,x),
ot E(tx) = — rot B(t,x) — J(t,x). (7)
Ho

1.2 Le schéma de Yee

Pour discrétiser les équations de Maxwell dans un matériau inerte (J = 0), on utilise le schéma
de Yee [fl], qui consiste & décaler les grilles de discrétisation spatiale et temporelle pour les différents
champs. On note ¢, = 1//€0ecfio la vitesse de la lumiere a fréquence infinie. Sile pas d’espace dx est
le méme dans toutes les directions et ot désigne le pas de temps, la condition CFL est co,dt/dz < 1 en
dimension N = 1 d’espace et co0t/dz < 1/+/2 pour N = 2 ou 3. En dimension 1, on peut ne considérer
par exemple que les champs £ = Ey et B = By, dont les équivalents discrets sont E7' ~ E(ndt, jox)

1
(avec des notations similaires pour D = D,) et B;L:%Q ~ B((n + 3)6t, (j + 1)dz). Le schéma de Yee

pour le systeme de Maxwell initial (f]) en les variables E, B et D s’écrit alors

1 nti n—2 1
—(B""z _p" 2 = —_—(E™ ., _ E"
6t( ]‘i’% ]+%) (le( 7+1 ) _])7 ) (8)
+3 +3
hop o) = e mh

De méme, pour le systéme de Maxwell (f]) en les variables E, B et J, on a la discrétisation de Yee

1 n+ n—% . 1

1
2 B

_ N @ D —
St (Bj+% j+%) 5351( AR IEJ ) ) ) ()
€0€00 +1 - n+s n+z n+42

50 (EJ" - E}) = _,uoéx(BH%Q — Bj—g) —J; R

Pour les équations du matériau, nous nous intéressons a des schémas dit “a intégration directe”
qui discrétisent les équations différentielles (§) & (B) (cf. B, B, H)-

Avant de décrire et d’analyser un & un ces schémas, nous donnons ci-aprés le principe de I’analyse
de von Neumann qui nous permet d’étudier leur stabilité.

2 Principes de 'analyse de von Neumann

2.1 Polynoémes de Schur et de von Neumann

Nous définissons deux familles de polynomes : les polynéomes de Schur et ceux de von Neumann
simples.

Définition 1 Un polynome est un polynome de Schur si toutes ses racines, r, satisfont |r| < 1.

Définition 2 Un polynome est un polynome de von Neumann simple si toutes ses racines r, appar-
tiennent au disque unité (|r| < 1) et toutes les racines de module 1 sont des racines simples.



Il peut étre difficile de localiser les racines d’un polynéme dont les coefficients sont compliqués. Par
contre, on peut ramener ce probleme difficile & la résolution de plusieurs petits problemes plus simples.
Pour cela, on construit une suite de polynomes de degré strictement décroissant. A un polynéme ¢
défini par

¢(2) = co+ec1z+ - 4¢P,

ou ¢, €1 ..., ¢p € Cet ¢, # 0, on associe son polynéome conjugué ¢* qui s’écrit
P (2) = cp+cpgz4 -+t
Etant donné un polynéme ¢q, on peut définir une suite de polynémes par la relation de récurrence

s (z) = En(08n(2) = n(0)d1(2)

z

Cette suite est finie car il est clair qu’elle est de degré strictement décroissant : degp,,+1 < degpy,, si
¢m Z 0. Par ailleurs, nous disposons des deux théoremes suivants.

Théoréeme 1 Un polynéme ¢, est un polynome de Schur de degré exact d si et seulement si Gpi1
est un polynome de Schur de degré exact d — 1 et | (0)] < |¢5,(0)].

Théoreme 2 Un polynéme ¢,, est un polynéme de von Neumann simple si et seulement si
Gmi1 est un polynome de von Neumann simple et |¢,,(0)] < |¢%,(0)],

ou
Gmi1 est identiquement nul et ¢, est un polynome de Schur.

Pour localiser les racines de ¢y dans le disque unité ou non, il suffit de vérifier des conditions a
chaque étape m (coefficient dominant non nul, |¢,,(0)| < [¢;,(0)], ...) jusqu’a obtenir une réponse par
la négative ou un polynome de degré 1.

Les preuves des résultats ci-dessus se basent sur le théoréme de Rouché et sont données dans [f].

2.2 Analyse de stabilité

Les modeles que nous considérons sont linéaires. Ils peuvent donc étre analysés dans le domaine
fréquentiel. Nous supposons ainsi que le schéma porte sur une variable Uj" dont la dépendance spatiale
est de la forme

Ul = U™ expli€ - §).

o £ et j € RV, N = 1,2,3. Soit G la matrice telle que U™ = GU™ dont on suppose qu’elle
ne dépend pas du temps, ni de dz ou 0t séparément mais uniquement du rapport dx/dt. Soit ¢g le
polynéme caractéristique de G, alors nous avons la condition suffisante de stabilité suivante.

Théoreme 3 Une condition suffisante de stabilité est que ¢g soit un polynéme de von Neumann
simple.

Cette condition n’est pas nécessaire. La stabilité est liée au fait que U™ = G"U° et correspond & la
bornitude des itérées G™ de la matrice G. Le cas des racines de module unité multiples peut donner
lieu & des itérées de G qui sont bornées (pour la matrice identité par exemple) ou non. Par exemple

10"_10b,t11"_1n born
0 1 = 0 1 ornee, e 0 1 = 0 1 non bornee.

Ces cas de figure ont lieu avec les schémas qui nous intéressent et ils doivent étre traités séparément,
sans ’aide de ’analyse de von Neumann, qui traite des polynomes caractéristiques et non des matrices
dont ils découlent, ce qui induit une perte d’information.



3 Milieux de type Debye

Pour les milieux de type Debye, nous étudions deux schémas. Le premier est di a Joseph et al.
[ et consiste & coupler les équations de Maxwell en les variables E, B et D avec le modele de Debye
reliant E et D. Le second est dit & Young [H] et couple les équations de Maxwell en les variables E, B
et J avec le modele de Debye reliant E, P et J.

3.1 Modele de Joseph et al.
3.1.1 Position du modele
Le systeme de Maxwell (§) est fermé par une discrétisation du modele de Debye (f), & savoir
ntl _ pn ntl n ntl _ pn n+l n
! P e A Ml W R (10)
ot 2 ot 2
Le systeme (§)-([L0) porte sur la variable

6Ogootr

1
nol
Ur = t(cOOBjJr;,E;-L,D;L/EQEOO) = t(BJ 1 75]n7Dn)

J
et s’écrit
n—l—% . n—% . COO(SZL/ n
Bj-i-% B]-f—% — (51’ ( 7+1 5] )a
ntl _pn __CocOt anits  pnds
D] D] - ST ( j+_ B % )
gntl _ Er + iﬁ(gnﬂ +EY = pntl _ DI + ﬁ(Dﬂ*‘l + D7)

J €00 2ty J 2t 7 7
On voit que cette formulation fait apparaitre les parametres sans dimension :

A = co0t/ox constante de CFL,

0 = ot/2t, pas de temps normalisé,

el = &5/ permittivité statique normalisée.

On réécrit ce systeme sous forme explicite :

n+ n—i
B = B'7 - AEL, &Y,
2

i+3 J+ J J
n—3 n—3 n n n
Dy = D - ABJ f B F)+ NER =281 + &),
(14 0e)EFTT = (1= 0e)EF + (L + )N (Efyy — 28] + Ef1)
1 1
N5 M3 n
1+ 6))\(Bj+% Bj i ) + 26D
d’ou la matrice d’amplification

1 —A(e® —1) 0
G = | _0+)A\d—eT®)  (1-de))+(1+6)N* (e’ —2+e~") 26

14-6¢’, ] ] 1+0¢el, 1+4-6¢’,
—A(1 — 7€) M2 (eit — 2 + e~ %) 1

On pose 0 = A(e€ — 1) et ¢ = |0]?> = —A2(e’€ — 2+ %) = 4\Zsin%(£/2). Avec ces notations G vaut

1 —0 0

G — (148)o*  (1—6el)—(1+8)q 25
- 1+0¢f, 1+0¢f, 1+d¢l, )

o —q 1

et on fera toujours dans la suite cette hypothese sans la justifier & nouveau.



3.1.2 Calcul du polynéme caractéristique

Le polynoéme caractéristique de G vaut

) Z -1 o 0
P(z) = I —(1_4;5)0* (1+55g)z—(1q—55;)+(1+5)q 2_351
_ 1 (1+0e)Z — (1 —deg) + (1 +d)g —20 146 =6
B 1+5ag<(z_1)‘ q ' Z—1‘Jr ‘ 1 Z—l‘)
= Hlégg ((Z—l){[1+5€;]ZQ— 2—(1+08)glZ + [1 — 6¢, — (1 = 6)q)}

+q{[1+0]Z—[1-0]}).
Le polynoéme caractéristique est proportionnel a

¢0(Z) = [1 +0el)Z3 — [3+ 5. — (1 +0)q)| Z% 4+ [3 — 0l — (1 — 8)q]Z — [1 — d<L].

3.1.3 Analyse de von Neumann

A partir du polynéme ¢, nous mettons en ceuvre la construction récursive qui assure que ¢q est
un polynéme de Schur. On définit donc

o5(Z) =1+ 6l — [3+0el — (1 +6)q]Z + [3 — dc.. — (1 — 8)q) 2% — [1 — 6€L) Z°.

La condition |¢g(0)] < [¢f(0)] est assurée. On définit ensuite par récurrence

1 *
$1(2) = —165(0)¢0(Z) — ¢0(0)45(2)}
= 20{2e[2% — [4e — (e{ + 1)q)Z + [2¢] — (e — V)al},
$1(2) = 26{2e] — [4e — (g + 1)) Z + [2¢] — (e — 1)q)1 27}
Comme &5 > €40, 01 a € > 1 et la quantité £, — 1 est positive. Si ¢ = 0 ou €, = 1, on a exactement
lp1(0)| = [¢7(0)], il faut donc traiter ces cas particuliers a part (cf. infra). Dans le cas contraire, la
condition |¢1(0)] < |¢7(0)| revient & (el —1)g < 4e.. Il est raisonnable de supposer que I’on n’obtiendra
pas un meilleur résultat qu’avec le schéma de Yee seul (A < 1) et donc ¢ € [0, 4]. Sous cette condition,

et en s’interdisant en outre la valeur ¢ = 0, on a bien |¢1(0)| < |¢7(0)|. Par ailleurs, le polynéme ¢;
est de degré 2. Enfin

5(2) = SB10)61(2) - 6:(0)65(2)
= 40%(e — V)a[(4ef — (ex = D@)Z — (4L — (L + 1)q)]-
Toujours dans le cas on g, > 1 et ¢ €]0,4], le coefficient dominant
el — (i —Dg=el(d—q) +q #0,
et le polynome ¢ est bien de degré 1. La racine de ¢4 est
Al — (el +1)q
el — (el — 1)

Cette racine de ¢9 est de module strictement inférieur a 1 si ¢ # 4 et alors ¢9 et donc ¢y sont des
polynémes de Schur d’aprés le théoreme [l. Si ¢ = 4, la racine de ¢o est —1 et ¢5 et donc ¢ sont des
polynomes de von Neumann simples d’apres le théoréeme fl. Dans les deux cas, nous obtenons donc la
stabilité sous la seule hypotheése A < 1, modulo le traitement des cas particuliers sus-cités.



3.1.4 Cas particulier ¢ =0

Le cas ot ¢ = 0 correspond au polynéme caractéristique
$0(2) = (Z = 1)*([1 +dei]Z — [1 — dey])

et n’est donc pas de von Neumann simple. Il faut donc étudier directement la matrice d’amplification
qui se simplifie alors en

1 0 0

G 1—d¢el 26
1+0el 14 €

0 0 1

On voit clairement que les vecteurs propres correspondant a la valeur propre 1 sont dans deux sous-
espaces propres stables. L’autre valeur propre est de module strictement inférieur a 1. Les itérées de
cette matrice sont donc bornées. Cette conclusion est valable indépendamment de € > 1.

3.1.5 Cas particulier ¢, =1

Le cas ou €, = 1 donne lieu & une violation de la condition |¢1(0)| < |¢7(0)]. Il faut donc étudier
directement la nature de ¢ sans espérer poursuivre les itérées. On a

01(Z2) = 46{Z®> —2—qlZ +1},

dont le déterminant vaut g(q — 4) et est donc strictement négatif si ¢ €]0,4[. Les racines de ¢; sont
donc complexes conjuguées, distinctes, et de module 1 (leur produit vaut 1). Le polynéme ¢; est donc
de von Neumann simple, tout comme ¢g.

3.1.6 Cas particulier ¢ =4

Le dernier cas & traiter est celui ot €, = 1 et ¢ = 4, pour lequel —1 est racine double de ¢1. C’est
aussi une racine double de ¢y qui vaut

$o(Z2) = (Z+1*([1+0)Z—[1-4]).

Il faut donc étudier directement la matrice d’amplification qui se simplifie alors en

1 —o 0

1-9 24

G=| 0 7% -9 7%
o* —q 1

Il n’y a aucun de découplage évident en sous-espaces propres distincts. On calcule alors les vecteurs
propres associés a la valeur propre —1. Pour cela on résout

2 —0 0 2 —o O
G+IV=| 0" 5-q¢ 25 |V=0«< [ 0 1 -1 |V=0
o —q 2 o* —q 2

et on ne trouve qu’une seule direction propre, celle de V = (¢, 2,2). C’est donc un sous-espace propre
minimal de dimension 2 qui est associé a la valeur propre —1 et les itérées G™ sont linéairement
croissantes en n. On conclut donc & l'instabilité si ¢ = 4 et e = 1.



3.1.7 Syntheése pour le modele de Debye—Joseph et al.

Le schéma (§)—(Id) pour les équations de Maxwell-Debye uni-dimensionnelles est stable sous la

condition
0t <O0x/coo Sl €5 > €00 €6 O < 0x/Co Sl €5 = €.

On a déja vu dans ce premier exemple différents types d’arguments permettant de conclure a la
stabilité : le cas général (q €]0,4[ et e, > 1) donne lieu & un polynéme de Schur via le théoreme [l les
cas ¢ €]0,4[ et e, =1 ou g =4 et € > 1 & un polynoéme de von Neumann simple via le théoreme J et
enfin, le cas ¢ = 0 & un polynéme de von Neumann, mais avec une valeur propre double agissant sur
des sous-espaces stables et distincts. Nous avons également rencontré un cas d’instabilité pour &}, = 1
et ¢ = 4 qui correspond néanmoins a un polynéme de von Neumann.

3.2 Modele de Young
3.2.1 Position du modéle

Le systeme de Maxwell ([) est fermé par deux discrétisations de ’équation de Debye (), & savoir

1 _1 1 _1
At S Rt .
tr 50 = - 5 + €o(es — €00) 7, (11)
et
+1 n
+l +l Em% =+ E"
trJJn 2= _Pjn 2 4 EO(Es - Ec>o)% (12)

1
Bien que 'on utilise J "2 dans la description du schéma, ce n’est pas une variable a part entiere et
ainsi le systeme (f)—([L1))—([[2) porte sur la variable

n_t n=3 pn phT3 HB T2 g P
Uj = (CoijJr%?Ej’Pj [20E00) = (BJ+%’€j’Pj )
et s’écrit
n+i n—1
i " Bf = AR ED,
+1 +1 +3
G 8 = MBL B+ 20P - a4 8,
n+ n—1 n+i n—%
Pj 2_Pj 2 _ _5(7)j 2_|_7?j 2)—}—25045?.

Dans ce systéme, outre les notations A, § déja définies, on a introduit le parametre sans dimension
a = el — 1 qui, comme nous I'avons déja vu, est un parametre positif (ou nul). On réécrit ce systeme
sous forme explicite :

n+ n—i
Bij%2 = Bj+%2 — A(E}‘H — EJ’»‘),
no1 nol
(1+0a)EMH = (1-da)e} - )\(Bj+§ — Bj_g) +AMED 28+ £ )
1-6 n—1 4520[
20——P. * o
IR T L R
ntl nol
(1+ 6)73j = (1- 6)73j 2+ 26045?,
d’ou la matrice d’amplification
1 —0 0
= o* (140)(1—=ba)+46%2a—(1+8)g  1-§ 25
- 1+6a (1+6)gl+6o¢) 1+6 1+0a
0 20a 1-6
1+0 I+4



3.2.2 Calcul du polynéme caractéristique

Le polynoéme caractéristique de G vaut

Z -1 o 0
. * (146)(1—8c)+46% a—(1+6) 1-6 26
P(Z) = _—15:5(1 A (1+0%5)(1+6Z) : - 1+6 T+éa
0 _ 2 7 1%
149 145

Pour alléger les calculs, posons Y = Z — 1, ce qui donne

(146)%(1+6a)P(Z)

Y o 0

= —(14+9d)0c* (14+6)(1+da)Y 4+ 20a(l —0) + (14 )q —26(1 =)
0 —20 (1+0)Y +26
Y o 0

= | 1 +6)0* (1+0)(1+0a)Y +(1+8)g (1+8)1-0)Y

On voit que (1 + ) est

(1+6)(1 + 6a)P

Le polynoéme caractéris

do(2)

0 —26a (1+08)Y +26

en facteur dans les deux membres, donc

(@) = Y10 ofa 146V +2 0 (1+8)Y +26

= Y{[1+8)1+6a)]Y?+[25(1 +a) + (1 +)qlY + [25q]}
+q(1+0) {[1 +0]Y + [20]}

= [(1+8)(1+6a)]Y?+[25(1 + ) + (1 +0)g]Y?
+[(1+38)q]Y + [25q].

1+60)Y +q (1-0)Y ‘ ‘1 —25(1 — §) ')

tique est proportionnel a

= [(140a)(140)]Z° — 3+ 6+ da + 36%°a — (1 + 0)q]Z*
+[3 =6 — o+ 30%a — (1 — 6)q]Z — [(1 — 6a)(1 — §)].

3.2.3 Analyse de von Neumann

La condition |¢(0)

0 (2) =

| < |p5(0)] est vraie sans aucune hypothese. On définit ensuite par récurrence

26{[2(1 + a)(1 + 6*a)]Z? — [4(1 + @)(1 + 6%*a) — (2 + a + §*a)q]Z
+2(1 + @) (1 + 6%a) — a(l — 6%)q]}-

Le cas ou 62 > 1 ne peut pas permettre de remplir la condition |¢;(0)| < |¢7(0)|. On supposera donc
pour 'analyse de von Neumann que § < 1, ce qui borne le pas de temps en fonction du retard t,.
Ceci est raisonnable du point de vue de la modélisation : on ne saurait bien approcher I’équation de
retard avec un pas de temps trop grand. On remarque qu’une telle hypothese n’était néanmoins pas
nécessaire pour le schéma de Joseph et al.

On voit que le cas d’égalité |¢p1(0)] = |¢3(0)| est obtenu lorsque ¢ = 0, @ = 0 (c’est-a-dire £, = 1) ou
6 = 1. Il nous faudra donc & nouveau traiter ces cas séparément.

Sia>0,¢g>0etd<1,alors |¢1(0)] < |#%(0)| équivaut & a(l — 62)g < 4(1 + a)(1 + §%a), ce qui est

clairement vérifié pour
Dans le cas général («

$2(2)

q €]0,4]. Par ailleurs, le polynéme ¢ est de degré 2.
> 0, ¢ €]0,4] et 6 < 1), on calcule ensuite ¢9 :

= 46%a(1 — *)q{[4(1 + a)(1 + 6%a) — a1 — 6%)q)Z
—[4(1+ )1 +6%a) — (2+ a + §%a)q]}].

8



On sépare 'étude suivant le signe de ¢2(0) (¢3(0) est clairement toujours positif) et dans les deux cas
|p2(0)| < |¢5(0)], pour ¢ €]0,4]. La racine de ¢ appartient donc & Uintervalle | —1, 1] et le polynéme ¢g
est de Schur. Nous obtenons ainsi la stabilité sous les hypotheéses A < 1 et § < 1, modulo le traitement
des cas particuliers sus-cités.

3.2.4 Cas particulier ¢ =0

Le cas ot ¢ = 0 correspond au polynoéme caractéristique

(1-6)(1 - éa)
(1+0)(1 + da)

$0(Z)=(Z - 1)*(Z - )

et n’est donc pas de von Neumann simple. La matrice d’amplification vaut

1 0 0
G — 0 (1+6)(1—da)+46%a  1—5 26
- (1+5)g1+5a) 1+6 T+da
0 20 1-4
144 1+

On voit clairement que les vecteurs propres correspondant a la valeur propre 1 sont dans deux sous-
espaces propres stables. Les itérées de cette matrice sont donc bornées. A nouveau cette conclusion
est également valable dans les cas limite § =1 et a = 0.

3.2.5 Cas particulier ¢, =1

On remarque que le polynéme ¢g est le méme que pour la méthode de Joseph et al. quand €} = 1.
Le polynome ¢y est donc de von Neumann simple pour g # 4 (cf. supra). La valeur de 0 ne joue ici
aucun role. Cela correspond a des matrices d’amplification différentes, qui portent sur des variables
différentes, le lien entre les deux formulations n’étant pas immédiat. Il faut donc refaire ’analyse du
cas g = 4.

3.2.6 Cas particulier ¢ =4

Si g =4, seul le cas a = 0 n’est pas traité par I’étude générale, et —1 est a nouveau valeur propre

double :

2 —0 0 2 —0 0
(G+IV =| 0* 2—q 26155 |V=0 < | o 2-q¢ 0 |V=0,
2 2
0 0 5 0 0 2

et la seule direction propre est celle de V = (a0, 2,0), ce qui donne lieu & des itérées G™ linéairement
croissantes et a des instabilités. Le fait que 4 = 1 ou non ne joue aucun role dans ce raisonnement.

3.2.7 Cas particulier § =1

Il nous reste & étudier le cas § = 1 pour ¢ €]0,4] et & > 0. On a alors Z = 0 comme racine évidente
de ¢g, qui s’écrit simplement

$0(Z) = 2(1 + a)Z{Z% — |2 — HLQ]Z +1}.

Le discriminant du polynéme restant est A = ﬁ(q —4(14«a)) < 0. On a donc deux valeurs propres

distinctes, complexes conjuguées, de module 1. Le polynéme ¢ est de von Neumann simple.



3.2.8 Syntheése pour le modele de Debye—Young

Le schéma ([)—(1))—([F) pour les équations de Maxwell-Debye uni-dimensionnelles est stable sous
la condition
Ot <min(dz/coo, 2ty) Sl €5 > €00 €6 0t < 02 /Cxo Si €5 = .

Si g5 > €00, la condition de stabilité est plus restrictive pour le schéma de Young que pour celui de
Joseph et al. La borne obtenue est également liée a la bonne discrétisation de 1’équation de Debye.

4 Milieux de type Lorentz anharmonique

Pour les milieux de type Lorentz, nous étudions trois schémas. Le premier est du a Joseph et al.
[Q] et consiste a coupler les équations de Maxwell en les variables E, B et D avec le modele de Lorentz
reliant E et D. Le deuxiéme et le troisieme sont dus & Kashiwa et al. [[] et & Young [§] respectivement
et couplent tous les deux les équations de Maxwell en les variables E, B et J avec le modele de Lorentz
reliant E, P et J. Ils different par le choix du temps de discrétisation de J.

On se restreindra ici au cas anharmonique pour lequel ’amortissement v est non nul. Le cas
harmonique (v = 0) se traite grace aux mémes schémas mais ’analyse s’avére beaucoup plus technique.
Pour ne pas nuire a la lisibilité des démonstrations dans le cas général, le cas harmonique est traité
dans un paragraphe ultérieur.

4.1 Modele de Joseph et al.
4.1.1 Position du modele

Le systeme de Maxwell (f) est fermé par une discrétisation de ’équation de Lorentz (f), & savoir

E;l‘i’l _ 2E;L _|_ E.;Lfl E]n+1 _ E}ﬂ,fl 2E}1+1 _|_ E.]T‘Lfl
€0€00 5 + VepEso By a— + e0Eswy ——
Dn+1 —9D"n _i_anl Dn+1 _ anl Dn+1 +Dn 1 (13)
_ T it Nt I g2 _
5t 20t ! 2

La version explicite de ce systéme (§)—([L3) n’utilise pas de maniere explicite la valeur de D;‘_l. On
peut en effet utiliser la formule explicite pour calculer D?“ - D;-L et la formule implicite d’origine

pour calculer D7 — D;Lil et ainsi le systeme porte sur la variable

_1 l
Ur = t(cOOB;L+%2,E;L,E;.L_ljD]n/EQEOO) = t(B" gn 1 Dn)

J ]+1 &g
et s’écrit

ntl n—l

Bt = B 7 - M-,
_1

Dy = D - MBI - BT 4 M - 2] 4 ),

(146 +wel)eftt = 287 + (1+5 WIN(EPy — 267 + &) — (1 = 6 +wel)EF !
1
—20\(B], 3o B ?)+2wDj.
2 2

Dans ce systéme, outre les notations A et € déja utilisées, on a noté

d = dtr/2 pas de temps normalisé,
w = wist?/2 carré de la fréquence normalisée.
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La matrice d’amplification du systéme est

1 -0 0 0
250 2—q(14+04w)  1-d4we] 2w
G = 14+04wel, 14+04wel, 1+04wel,  140+wel
0 1 0 0
o* —q 0 1

4.1.2 Calcul du polynoéme caractéristique

Le polynoéme caractéristique de G vaut

Z —1 o 0 0
__ 250* 7 _ 2—q(1+64w) 1—64wel _ 2w
P(Z) - 1+64wel, 1+64wel, 1+64wel, 1+64wel,
0 -1 VA 0
—o* q 0 Z -1
Ainsi
(1+d6+wel)P(2)
Z -1 o 0 0
_ | =200 (I40+we)Z-24(1+64w)g 1-0+we, —2w
0 -1 Z 0
—o* q 0 Z -1
zZ -1 0 0 zZ -1 o
= | =200* 1—-0+4we, —2w |+7Z| -2 (1+d+wel)Z—-2+(1++w)g
—o* 0 Z —1 —o* q

= (Z—-1)?1—-6+we

0
—2w
Z -1

+Z(Z - 1D){[(1+04wel)Z =2+ (146 +w)q][Z — 1] + 2wq} + qZ[26(Z — 1) + 2w)].

Le polynome caractéristique est proportionnel a

$0(Z) =
—[4—20+2wel — (1 -0+ w)q]Z + [1 — & + weL].

4.1.3 Analyse de von Neumann

On calcule successivement

01(Z2) = 26{[2(1 + wel)]Z® — [6 + dwe!, — (2 + w(1 + £1))q) 2>
+[6 + 2wel — 2¢]Z — [2 + w(el — 1)q]},
b2(Z) 46%w{[4e(2 + wel) — 4(el — 1)q — w(el — 1)2¢*) Z*
—[8e4(2 + wel) — 4((el — 1) — e4(2 + wep))g + 2(e — 1)¢°1Z
4y (2 + wey) — 4(el — D2 +wel)g + 2+ w(1 + &) (el — g’]},
3(Z) 6454w2(8g —1)(1 + wel)q(2 — q) x

La racine de ¢3 est

J =

{[4e(2 + wel) — (L — 1)(6 + 2wel))q + (L — 1)(1 + w)¢*] Z
—[4e4(2 + wel) — 2((eh — 1) + €L(2 + wey))g + (g5 — 1g’]}

(2 — @)(2e((2 + wel) — (g5 — 1)g)

(2 - @)(2e(2 +wel) = (¢ = 1)) +2(2 + wel)g + (el — (1 + w)g?’

11
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forme sous laquelle, on voit facilement que Z reste de module < 1 si ¢ €]0,2[, qui correspond a la
condition pour un schéma de Yee multidimensionnel (A < 1/4/2). On remarque d’ores et déja qu’il
faudra traiter les cas ¢ = 0 et ¢ = 2 a part car ¢3 = 0. Dans le cas général, il reste a vérifier les propriétés
intermédiaires. Tout d’abord, les polynomes ¢; et ¢o sont bien de degré 3 et 2 respectivement. Le
polynome ¢3 est degré 1 a condition que £/ > 1. Il faut & nouveau traiter le cas €, = 1 & part. Dans le
cas général (¢ # 0 et €} > 1), il reste a vérifier les estimations reliant

$o(0) = 1—10+weg,

o5(0) = 148+ wel,

¢1(0) = 26[ -2 —w(e, —1)q],

$1(0) = 20[2(1 + wey)],

$2(0) = 46%w[4el(2 +wel) — 4(el — 1) (2 + wel)g + (2 + w(l + &) (el — 1)¢?],
»5(0) = 452w[4€;(2 4 wel) —4(el — 1)g —w(el — 1)%q ]

Il est clair que pour ¢ €]0,2[, on a |¢o(0)] < |¢5(0)] et |$1(0)| < |¢7(0)]. Un simple calcul montre que

$2(0) = 48%w[(2—q)*2(L +w)(e — 1) + w(eh — 1)%) + 8 + 4w + dw(el — 1)q],
¢5(0) = 46%w[(2 - q)(4(ch — 1) + w(el — 1)%q) + 8 + 4w + 8w(el — 1)],

forme sous laquelle, on voit immédiatement que ces deux quantités sont positives. Par ailleurs
93(0) = 62(0) = 85%w(1 + wel)(e; — 1)a(2 — q) > 0.
On a donc bien vérifié toutes les hypotheses. Dans le cas général, ¢g est un polynéme de Schur.

4.1.4 Cas particulier ¢ =0

Le cas ¢ = 0 donne a nouveau lieu a une étude séparée. On a alors
¢0(Z) = (Z-12[(Z-1)°+6(Z*-1) +wel(Z® +1)].

La matrice d’amplification correspondante est

1 0 0 0

0 2 1—6+ wel 2w
1+0+wel  14+0+we, 1+6+we,

0 1 0 0

0 0 0 1

A nouveau 1 est valeur propre double mais dans deux sous-espaces stables. Il suffit de vérifier que le
reste du polynome caractéristique, a savoir

Vo(Z) = [1 + 8 +wel]|Z% —2Z 4+ [1 — 6 + wel],
est de Schur (ou de von Neumann simple). On a bien |19(0)| < |§(0)| et on calcule
1(Z) = 40{[1 + we | Z — 1}.

Les deux valeurs propres restantes sont donc de module strictement inférieur a 1 et les itérées de la
matrice d’amplification sont bornées. Ceci est vrai quel que soit ..
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4.1.5 Cas particulier g =2
Dans le cas particulier ¢ = 2, ¢g prend la forme particuliere :
do(Z) = [14+6+wel]Z =2+ 2w — 1)) 23 + [24 2wel] 2% — 2+ 2w(el — 1)]Z + [1 — 6 + wel]
(Z2 + D){[1+ 0+ wel]Z% — 242w, — 1) Z +[1 — 6 +wel]},

qui admet +¢ comme racines simples. C’est donc un candidat pour étre polynéme de von Neumann
simple. Il reste a étudier le polynéme restant

Vo(Z) =[1 + 6 +wel]Z? — 2+ 2w(e, —1)]Z 4+ [1 — 6§ + we']
dont +i ne sont clairement plus racine. On remarque que [1o(0)| < [1§(0)| et on calcule
P1(Z) = 46{[1 + wel]lZ — [1 + w(el — 1)]},
qui est un polynome de Schur pour tout €. Le polynome vy est donc de Schur et ¢y de von Neumann
simple.
4.1.6 Cas particulier ¢, =1
Si e} =1, le polynome ¢3 est identiquement nul et
02(Z) = 168°w(2+w){Z? - [2—q|Z + 1},
oh(Z) = 1668%w(2+w){2Z — 2 —q|}.

La racine de ¢} est bien de module < 1 si ¢ €]0,2]. Le polynome ¢g est donc de von Neumann simple.

4.1.7 Synthése pour le modele de Lorentz—Joseph et al.

Le schéma (§)-([d) pour les équations de Maxwell-Lorentz anharmoniques uni-dimensionnelles est
stable sous la condition

6t < 02/V2¢00
4.2 Modéle de Kashiwa et al.
4.2.1 Position du modele

Une version modifiée du systeme de Maxwell (fl) est fermée par une discrétisation de I'équation de
Lorentz (), & savoir

s s
GBI B = B,
%(Ef“ - E}) = I,uolM (B[P =B"7) - %(Pj’”l - P, 14
—(pntl _ pny _  Z/gntl n
%(Pj o 2(1;]j o wi(es — €00 )€ w?
(=T = D (T T+ S (BT B - (P P

Le systeme ([[4) porte sur la variable

n—

1 1
n __t n—s3 n n n ot 3 on n n
Uj' ="(coo B}, 1 B}, P} [e0200, 0L} [20800) = (B[, 7, €], P}, T}')
et s’écrit
B"""% _ Bn_% A(EP en
el T Pa T (€ — &),



1 ! +1
146+ §wes]5?

1 1
(140 — Sw(el = 2)E] + M(1+0 + Sw) (£ — 26 +£1)

AL+6+ 2w)(B'F — B F) 4 wP? — 7
SRR ICTE ST Rl /R
1 1 n—s n—2
144§+ §weé]73jn+1 = [1+6+ sw(e —2)P} — 5)\&)(6; - 1)(8].+%2 - Bj—g)
1
+w(eh — DEF + =Xw(el — 1)(Efy — 260 + &) + T,
Lo a1 Lo n / n—3 n—3
140+ 5(4)&@]@- = [1-0- 5(4)55]@- —dw(e; — 1)(Bj+% - B];% )
+2uw(eg — 1)EF + Nw(el — D&y — 28 + &) — 2wP},
d’ou la matrice d’amplification
1 —0 0 0
o*(D—gw(ei-1) (1-¢)D-(2—q)zw(ei-1) o —1
G - 1 lD D D
o*zw(es—1) (2—q)zw(ei—1) D-w 1
D D D D
D D D D
ou, en plus des notations précédentes, D =1+ 9 + %wag.
4.2.2 Calcul du polynéme caractéristique
Le polynoéme caractéristique de G vaut
Z -1 o 0 0
—0*(D—3w(el~1)) 7 _ (lfq)D*(2Bq)%w(€é*1) —g %
P(Z)=|  _olufe-1  @—qLwE-1) g _Dw 1
D D D D
—orw(ei—1) _ C—qw(e—1) 2w 7 — 2=D
D D D D
Ainsi, en posant X = D(Z — 1)
X Do 0 0
—o*(D — Lu(e — —alue — —
—o*sw(el — 1) —(2—-q)5w(el - 1) X 4w -1
—c*w(el —1) —(2—qw(el —1) 2w X +2(D-1)
X Do 0 0
_ —o*D X +qD X 0
T —ofqw(El 1) —2-q)iw(El - 1) X +w -1
0 0 —-2X X+42D
X +qD X 0 D X 0
= X|-2-q3wE-1) X+w -1 +¢D| sw(El-1) X+w -1
0 —-2X X+42D 0 -2X X+2D
1
= X{(X+¢D)(X +w)(X +2D)+ (2—q)=w(e, —1)X (X +2D) — 2X (X + ¢D)}

2

+gD{D(X +w)(X +2D) — 2DX — %w(sg ~1)X(X +2D)}

1
X4+[2D—2+w5é+(D—§w

5 3
(el —1))q] X3 + D[2wel + (3D — 2 + W §w€é)q]X2

+D?[(2D — 2 4 4w — wel)q] X + D32wq]
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1 5
= X*4204we)+ (1 +5+ iw)q]Xg + D[2wel + (1 + 306 + §w)q]X2
+D?[(26 + 4w)q] X + D3[2wq].

Le polynoéme caractéristique est proportionnel a
1 1
bo(Z) = [1+6+ §wg;]z4 —[4+20—(1+6+ 5w)q]z3 +[6 — wel, + (w — 2)q] 22

1 1
—[4-20—(1-6+ 5w)q]Z +[1-6+ §wsg].

4.2.3 Analyse de von Neumann

On calcule successivement

0(2) = z%m+wﬁ23—w+w¢—w2+§w%+4»dzl+w—wé—«z—wmz
~[2 — we, + (e, — al},

6a(2) = A58, — (&~ 1)(2 — wellg — gw(&, — 1)*) 22

1
—[16€] — 8elq + (e — 1)(1 — §w)q2]Z

+I8eL — (el = 16 + wel)a — (e~ (1 = qw)a?]},

$3(Z) = 46w (el — 1)q(4 — q)(2 + wel) x
x{[32e] — 16(c, — 1)q + (g, — 1)(2 + w)¢*]Z — [32¢] — 16elq + (; — 1)(2 — w)¢*]}-

On voit que les cas particuliers ¢ = 0 et €, = 1 qui annulent ¢3 devront étre traités & part. Le cas
général se traite en commencant par vérifier que |¢o(0)| < |¢§(0)], ce qui est clair. On remarque ensuite
que ¢5(0) > 0. La relation ¢1(0) < ¢5(0) équivaut & —w(el, — 1)g < 8, ce qui est toujours vrai. Quand
a la relation —¢1(0) < ¢1(0), elle se rééerit w(el, — 1)g < 4wel, qui est vérifié si ¢ < 4. On a donc
lp1(0)| < |¢7(0)] pour g €]0,4]. On continue en étudiant le signe de

¢3(0) = 8*wldel — (e5 — 1)g][8 + ({ — L)wq] > 0
et il reste a vérifier que ¢5(0) 4 $2(0) > 0 et #5(0) — ¢2(0) > 0
$3(0) + ¢2(0) = 26°w[(e} — Dwg® + 32+ 2(e; — 1)(4 - ¢)°] > 0,
$3(0) = $2(0) = 26°qu(el — 1)(2 + ew)(4 — q) > 0,
si ¢ €]0,4[. Enfin étudions ¢5 :
$3(0) = 46" (el — 1)a(4 — @)(2 + eiw)[32 + (L — 1)(2(4 — q) +wg®)] > 0,
65(0) + ¢3(0) = 86'w (el — 1)q*(4 — ) (2 + elw)[8 + w(el — 1)q] >0,
$3(0) = ¢3(0) = 85'w?(ef — 1)q(4 — q)*(2 + elw)[deg — (¢ — 1)g] > 0.

On montre ainsi que ¢3 et donc ¢y est un polyndéme de Schur pour ¢ €]0,4] et il reste le traitement
des cas particuliers.

4.2.4 Cas particulier ¢ =0

Le cas ¢ = 0 donne a nouveau lieu a une étude séparée. On a alors
2 1 2
%0(2) = (Z-1D[(Z-1)"+6(Z - 1) + wel(Z +1)°].
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La matrice d’amplification correspondante est

1 0 0 0
0 D—w(ef—1) w -1
D D D
0 we=l) D-w 1
D D D
0 (=D -2 2-D
D D D

A nouveau 1 est valeur propre double mais dans deux sous-espaces stables. Il suffit de vérifier que le
reste du polynome caractéristique, a savoir

1 1
Vo(Z) =146+ §weg]ZQ —R-we)Z+[1 -5+ §weg],
est de Schur (ou de von Neumann simple). On a bien |1)9(0)| < |§(0)| et on calcule

0i(Z) = 45{[1 + %wsg]Z . %weg]}.

Les deux valeurs propres restantes sont donc de module strictement inférieur & 1 et les itérées de la
matrice d’amplification sont bornées. Ceci reste vrai méme pour £/, = 1.

4.2.5 Cas particulier ¢ =4

Dans le cas ¢ = 4,
1 1
do(Z) = [1+0+ §w€g]Z4 + (20 + 2w Z3 + [-2 — wel + 4| Z? + [-26 + 2w Z + [1 — 6 + §w€g]

1 1 1
= (Z+D)H[1+0+ 5weg]ZQ —2l —w+ 5weg]Z +[1 -5+ §weg]}.

On a une racine double Z = —1. Il faut donc étudier la matrice d’amplification qui vaut :

1 —0o 0 0

o*(D—3w(el-1))  —3D4w(e—1) -1

G == * 1 D/ 1 D / B ﬁ

o sw(ei—1) —25w(el—1) D—w 1

D D D D

o*w(el—1) —2w(el—1) —2w  2-D

D D D D

Seul le vecteur {(c,2,0,0) est vecteur propre associé a la valeur propre —1, on a donc croissance des
itérées de G, indépendamment de I’étude du reste du polynome caractéristique. La valeur ¢ = 4 donne
donc lieu a des instabilités.
4.2.6 Cas particulier ¢, =1

Si e} =1, le polynéme ¢3 est identiquement nul et il reste a étudier ¢o pour g €]0,4] :

$2(Z) = 326%w{Z% — [2 — q|Z + 1}.

Ce polynéme admet deux racines complexes conjuguées distinctes de module 1. Le polynéme ¢» ainsi
que ¢g sont de von Neumann simples.
4.2.7 Synthése pour le modéle de Lorentz—Kashiwa

Le schéma ([[4) pour les équations de Maxwell-Lorentz anharmoniques uni-dimensionnelles est
stable sous la condition
0t < 0x/Coo-
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4.3 Modele de Young
4.3.1 Position du modele

Le systeme de Maxwell (f]) est fermé par une discrétisation de I’équation de Lorentz (f), & savoir

1
g(pj"Jrl —PP) = JU3,
170 Vool oael o, (15)

La version explicite du systeme ([§)—([[5) porte & nouveau sur la variable

Ujt = ’f(cooB;:f VBT, PP 206, 0] 7 JE0Ens) = t<5’:+_§ &P )
et s’écrit
B = B o MEn, £,
J+3 Jj+3
(L4016 = [146 = 2w(eg = DIEF + N*[1+3](Ef41 — 267 + €)= A(B;:%% - B:__f)
2Py~ [1- 8],
1+ = [0 = P 20l — D+ [1 =07
[1+ 5]7]”% = [1- 5]7]."_% +2w(el — 1)EF — 2P,

d’ou la matrice d’amplification

1 —0 0 0
o* (1—¢)(1+9) —2wa 2w _1-6
G = 140 146 —+6
0 2wa 1+6—2w 1-6
1+46 146 1+49
0 2wa —2w 1-6
1+6 +6 T+

4.3.2 Calcul du polynoéme caractéristique

Le polynoéme caractéristique de G vaut

Z —1 o 0 0
g 7 _ (1—q)(149) —2wa 2w 1—§
— 1+0 149 1
P(Z) - 0 _Zwonr 7 _ 1—¢5—2w _ir—é
1+9 146 1+9
0 _ 2wa 2w 7 _ 1-9
1+9 146 1+9

Ainsi, en posant X = (1+0)(Z — 1),

X (1+6)o 0 0
4 | —of(146) X+ (1+0)¢g+2wa 2w 1-96
(L+0)°P(2) = 0 2wa X+2w —(1-0)

0 —2wa 2w X +26
X (1+0)o 0 0

| —o*(140) X+ (1+)q X 0

N 0 —2wa X +2w —(1-9)
0 0 -X X+4+1+6
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X+(1+6¢ X 0

= X —2wa X+2w —(1-9)
0 -X X+1+6
1 0 0
+(146)%q| —2wa X +2w —(1-90)
0 -X X+1+6

= X{X3+[20 4 2wel + (1 +6)g]X? + [2(1 + O)wel +2(1 +6)(6 + w)q| X
+12(1 4+ 6)%wq]}  + (1 +6)2¢{X? +[2(0 + w)] X + [2(1 + 6)w]}
= X'+ X326 + 2wel + (1 + 8)q] + X3[(1 + 6)(2wel, + (1 + 36 + 2w)q)]
+X[(1 4 6)%q(26 + 4w)] + [2(1 + 6)3wq].

Le polynoéme caractéristique est proportionnel a

S

—[4 =25 — 2wel — (1 —8)q]Z +[1 —4].

0o(Z) = [146]Z* —[4+20 — 2wel — (1 +6)q)Z3 + 2[3 — 2wel, + (w — 1)q] 22

4.3.3 Analyse de von Neumann

On calcule successivement

01(2) = 46{Z° - [3 —wel, — q)Z% + [3 — 2we, + (w — 1)q]Z — [1 — wel]},
$2(2) = (40)°w{[el(2 — we)]Z? — [264(2 — wey) + (el(w — 1) — 1))g]Z
+[e(2 — weg) — (eg — Dal},
$3(2) = (40)'qw (el — D{[2e((2 — wel) — (ex — 1)a)Z
—[264(2 — wel) — (el — 1)g — (2 — wel)q]}-
On voit & nouveau qu’il va nous falloir traiter les cas ¢ = 0 et €, = 1 & part car ¢3 est alors

identiquement nul. Vérifions les différentes conditions dans le cas général. Tout d’abord, |¢o(0)| <
|#5(0)] est clairement vérifié ainsi que |¢1(0)] < |¢7(0)| sous la condition w < 2/el. Siel > 1et g # 0,
la condition [¢2(0)| < |¢5(0)| équivaut quant & elle &

(eh — 1)g < 2eL(2 — wel).

Si le pire des cas est ¢ = 2, on doit avoir (¢} — 1)2 < 2¢/(2 — wel), ce qui équivaut & w < (¢, +1)/el%
Si le pire des cas est ¢ = 4, on doit avoir (e} — 1)4 < 2e(2 — wel), ce qui équivaut & w < 2/6g2. On

attend I’étude de ¢3 pour choisir entre ¢ < 2 ou ¢ < 4. La racine de ¢3 est

2e((2 —weg) — (el — 1)g — (2 —weg)q

Z =
264(2 —weg) = (0~ 1)g

Le dénominateur est une quantité positive sous les contraintes trouvées pour ’étude de la condition
lp2(0)| < |¢5(0)]. Pour que |Z] < 1, la condition est donc

(2 — wel)q < 4el(2 — wel) — 2(el — 1)q.

Si le pire des cas est ¢ = 2, on doit avoir 2(2 — wel) < 4el(2 — wel) — 4(el — 1), ce qui équivaut &
w < 2/(2el — 1). Si le pire des cas est ¢ = 4, on doit avoir 4(2 — wel) < 4el(2 — wel) — 8(e, — 1), ce
qui équivaut & dwel (el — 1) < 0, ce qui est faux. On choisit donc de prendre g < 2 et les conditions
successives trouvées sont :
2 ee+1 2

w <

w < .
2 Y
A 2el —1

/
Eg e
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La condition la plus forte que nous avons rencontrée est w < 2/(2¢. — 1), c’est donc la condition de
stabilité finale avec q < 2, sous laquelle ¢g est un polynéme de Schur.

Regardons les cas limites & étudier. Les trois conditions ne sont équivalentes que si €, = 1. Dans
ce cas 14, si w prend la valeur limite w = 2 et ¢ sa valeur limite ¢ =2, on a ¢o(Z) =0. Siel #1, ¢ =2
et w = 2/(2e, — 1), alors la racine de ¢3 est de module 1, on conclut alors que ¢3 et donc ¢y est un
polynéme de von Neumann simple.

4.3.4 Cas particulier ¢ =0
Si g =0, le polynéme caractéristique admet 1 comme valeur propre double :

d0(Z2) = (Z —1)2((Z —1)* + 6(Z% — 1) + 2we'. 7).

La matrice d’amplification correspondante est

1 0 0 0
0 146 —2wa 2w _1-9
G = 1+6 1+46 146
- 0 2wa 1+6—2w 1—
1+0 146 1+
0 2wa —2w 1-0
1+0 1446 1+6

La valeur propre double agit donc a nouveau sur deux sous-espaces propres distincts. Il reste unique-
ment a étudier les valeurs propres du polynome restant

Yo(Z) = [1+ 62 — [2(1 — wel)]Z + [1 - 4].
On a clairement [1p(0)| < [1§(0)|. De plus, on calcule
P1(Z) = 40{Z — [1 - we]}.
On retrouve alors la condition w < 2/¢., sous laquelle on a un polynéme de Schur. Pour w = 2/, on
a un polynome de von Neumann simple (—1 est racine), ce qui convient également pour conclure.
4.3.5 Cas particulier ¢, =1

Dans le cas ¢, = 1, il n’est pas nécessaire de reprendre les calculs & zéro. Les seuls probleémes sont
la condition |¢2(0)| < |¢3(0)| et Pannulation de ¢3. Dans ce cas particulier,

$2(Z) = (40)°w(2 —w){Z% — 2 — q]Z + 1}.
Siw < 2/el, cest-a-dire w < 2, ce polynome est non nul, et
$5(2) = (40)°w(2 — w){2Z — [2 — ql}-

Le polynéme ¢} est un polynéme de Schur si ¢ €]0,2] et donc ¢g est de von Neumann simple.
Si w = 2, le polynéme ¢5 est identiquement nul et on calcule

$1(Z2) =46(Z + 1){Z* — 2 —q|Z +1}.

Pour ¢ €]0,2] les racines de Z2 — [2 — ¢]Z + 1 sont complexes conjuguées distinctes et de module 1.

4.3.6 Syntheése pour le modeéle de Lorentz—Young

Le schéma (f)—([[§) pour les équations de Maxwell-Lorentz anharmoniques uni-dimensionnelles est
stable sous la condition

5t < min | —2% 2
min , .
B V2o wiy/2¢] —1
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5 Milieux de type Lorentz harmonique

Les milieux de type Lorentz harmonique se traitent grace aux trois schémas déja rencontrés. Le
calcul des matrices d’amplification et des polynomes caractéristique reste donc inchangé. Le caractere
harmonique, v = 0, se traduit dans le parametre § = 0. Cet annulation rend ¢; identiquement nul
pour les trois schémas et ’analyse précédente s’écroule. Nous reprenons ci-dessous ’analyse pour les
trois schémas.

5.1 Modele de Joseph et al.
5.1.1 Cas général

Comme ¢; est identiquement nul, on veut appliquer le théoréme [ et étudier le polynome dérivé
du polynome ¢g, que ’on note :

Vo(Z) = [4 + 4wel] Z3 — [12 + 6wel — 3(1 + w)q] Z% + [12 + dwel, — 497 — [4 + 2wel, — (1 + w)q].

On remarque que ¥§(0) > 0 et 19(0) = —(4 — q) —w(2e}, — ¢) < 0 pour ¢ < 2. Il faut donc vérifier que
—1pp(0) < ¥5(0), ce qui équivaut & —(w+1)g < 2wel qui est toujours vrai. On a donc [1y(0)| < [¢§(0)].
Calculons maintenant

Vi(Z) = [dwe[(d+ 3wel) +4(1+w)(2+we)g — (1+w)*¢’] 2
+[—16wel (2 + wel) + 8(w?el — 2)g + 4(1 + w)¢*1Z
+[4wel (4 + wel) + 4(2 — wel 4 6w + 3w?el)q — 3(1 + w)?¢?.

On a a nouveau
7 (0) = dwel (4 + 3wel) + (1 + w)qd(2 + wey) — (1 +w)q] > 0.

Au lieu d’étudier le signe de 1(0), nous allons vérifier que —1(0) < ¥7(0) et 11(0) < ¥7(0). La
relation —1(0) < 7 (0) équivaut a

dwe((2+ weg) + (4 = @) (1 +w)’q + 4w (eg — 1)g > 0,
qui est clairement vrai. Il reste 11 (0) < 97(0) qui revient a
4w25;2 +dw(el =2 —wel) + (1 +w)?¢* > 0.

Sous cette forme il n’est pas facile de conclure, mais on peut I’écrire sous la forme d’une polynéme en
w :
w?(2eL — )% 4+ 2wq(2(el —2) + q) + ¢ > 0.

Le discriminant réduit de ce polynome vaut
A'=—8(eg — 1)g*(2 - q) <0,

si0 < g <2etel#1. Le polyndme en w est donc toujours strictement positif, ce que I'on recherchait.
On a donc |¢1(0)] < |¥7(0)| et on peut passer utilement au calcul de ¥2(Z) qui se factorise en

Va(Z) = 8[dw?e? + (dwe' — dw?e! — 8w)q + (1 + w)?¢?] x
><{[4w26g2 + 8wer, + (4 + dwey, + 8w)q — (1 + W)QQQ]Z
—[4w?e"? 4 8we! + (4 — 2wel)g — (1 + w)¢?]}
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On remarque que
8[4w28g2 + (dwe, — 4w?el — 8w)q + (1 + w)?¢?] = 8[(4l — Q)w — ¢]? + 16wq[4(cl — 1) + 2] > 0
et on simplifie par ce facteur en notant
o (Z) = [4w25é2 + 8wel + (4 + dw?el + 8w)g — (1 +w)?¢})Z
2
—[4w?el” + 8wel + (4 — 2wel)g — (1 + w)g?].
On voit que
- 9
¥3(0) = dw?[el” + (el — Da] + (1 + w)’g(4 —q) 2 0
et pour démontrer que [¢h2(0)| < [43(0)], il nous "suffit” donc de vérifier que ¥3(0) + 12(0) > 0 et
¥3(0) — 1¥2(0) > 0. On "remarque” que
¥3(0) +12(0) = wql(4el — @w +2(8 — q)] > 0,
¥3(0) —2(0) = [2weq + (1 +w)ql[(4e — @)w +2(4 — q)] > 0,

ce qui finit la preuve dans le cas général pour § = 0.

5.1.2 Cas particulier ¢ =0

Dans le cas ¢ = 0, outre 1 qui est racine double "ne posant pas de probleme”, ¢g admet comme
racines celles du polynome [1 + wel]Z2 — 27 + [1 + wel] qui sont complexes conjuguées distinctes et
de module 1, si ¢/, > 1.

5.1.3 Cas particulier ¢ =2

Il en est de méme pour le cas g = 2 et cette fois, outre les racines +4, on a les racines du polynoéme
1+ wel]Z? — 2[1 + w(el — 1)]Z + [1 + wel] qui admet deux racines complexes conjuguées distinctes et
de module 1, si €/, > 1.

5.1.4 Cas particulier ¢, =1

Finalement si e/, = 1 (et ¢ €]0,2[), il faut revenir au polynéme ¢y qui se factorise en
0o(Z2) =2 - (2—q)Z +1)[(1 +w)Z? —2Z + (1 + w)].

Chacun des deux polyndmes de degré deux admet deux racines complexes conjuguées distinctes. On
a donc un polynéme de von Neumann simple, sauf dans le cas particulier ou les deux polynémes sont
proportionnels et admettent les mémes racines, qui deviennent alors des racines doubles. Ce cas est
atteint si (2 —¢q) = 2/(1 +w), a savoir ¢ = 2w/(1 + w) ou de manieére équivalente w = ¢/(2 — ¢). Dans
ce cas, 'analyse de von Neumann n’est d’aucune utilité et il faut revenir a la matrice d’amplification :

1 —0 0 O

_ 0 —2¢g+2 -1 ¢
G = 0 1 0 0
o* —q 0 1

Les deux valeurs propres doubles de cette matrice sont (2 —g=+1i+/q(4 — q))/2 et il ne leur correspond
qu’un seul vecteur propre :

t<gq:m 44—q) 4B-q)Fi2-qa(l—q) —qiz«/q<4—q>>.

2 ’ 2 ’ 2
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A chaque valeur propre est donc associé un sous-espace propre stable minimal de dimension 2, ce qui
est un cas de non stabilité du schéma. On peut dire que le schéma est stable pour ¢ € [0, 2w/(1 4+ w)[.
Si on réécrit ceci en variables physiques, on a
2
) 62 5 €

402 sin%(2
Coos7 SN (2) <

2w ot?
2 + wist?

Si 622 < 4c? Jw?, ceci ne constitue pas une borne sur le pas de temps. Si 6z est suffisamment grand,
la borne sur le pas de temps est

S 2

2cs,  wi

5.1.5 Synthése pour le modeéle de Lorentz—Joseph et al. harmonique

Le schéma ()—([L3) pour les équations de Maxwell-Lorentz harmoniques uni-dimensionnelles est
stable sous la condition

ox o2

ot < Sleg > e €6 Ot <

N \/Ecoo

cette derniere condition n’ayant un sens que si 0z > 2c¢4o /wi. Il est donc raisonnable d’éviter d’utiliser
le schéma de Lorentz—Joseph et al. dans le cas harmonique pour &5 = g;n fty.

ﬁ—w—%81832800,
(o]

5.2 Modele de Kashiwa
5.2.1 Cas général

Le polynéme ¢; est a nouveau identiquement nul et on étudie le polynéome dérivé du polynome
¢g, que 'on note :

o(Z) = [4+ 2wel) Z% — [12 — 3(1 + %w)q]ZQ 12— 2wel — (4 —2w)qlZ — [4— (1 + %w)q].

La condition [19(0)| < |1§(0)| équivaut & (8 — ¢) + sw(4el — ¢) > 0 qui est vrai pour ¢ < 4. On calcule
ensuite

1
v1(Z) = [4(4 + wel)wel +4(2+w)g — (1 + §w)2q2]22
—[32we’, + (16 — 8w — 8we’, — 4w?el)q + (w? — 4)¢?]Z

1
+[4(4 — wel)wel + 4(2 — 2wel + 5w)q — 3(1 + ~w)?¢?).

2
On vérifie que
Pi(0) = 3[4@2; + (2 + w)q][16 + dwel, — (2 + w)q] > 0,
Ui0) +91(0) = q(4—q)(w+2) +4q(el — 1)’ +82((4 — q) + 8¢ > 0,
Yi0) = 1(0) = {4, — g — 20 +3290(c, ~ 1)} >0,

sous la seule condition ¢ € [0,4], ce qui assure que |1(0)| < [¢(0)]. Enfin on calcule ¥2(Z) qui se
factorise en

4a(2) = SHI(=8 + 4L + aw + 26 + 160(4 — ) }2(2)
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V2(Z) = [(2+w)*q(4 — q) +4((ef — Dw’q +2(eg — w4 — @) +8)]Z — [8 — (2 + w)q[4wel + (2 —w)q].

On vérifie que

¥3(0) > 0,
P3(0) +42(0) = qu[(6e5 — q)w +2(8 —q)] > 0,
P5(0) —2(0) = 2(4—q)[delw + (24 w)q] > 0.

Ces deux dernieres inégalités ne sont strictes que si g €]0,4], et on a alors |1)2(0)| < [¢)5(0)|. Le cas
el =1 n’est pas particulier dans cette étude générale.
5.2.2 Cas particulier ¢ =0

Pour traiter le cas particulier ¢ = 0, il faut revenir a I’étude de ¢g qui vaut ici
1 1174 3 1172 1 !
oo(Z) = [1+ gweS]Z —4Z° + 6 —we]Z° —4Z + 1 + Ewes]
1 1 1
= (Z-1D)*[1+ §w5;]22 —2[1 — iweg]Z + 1+ §weg]}.

La valeur propre double Z = 1 est la méme que dans le cas anharmonique et ne pose pas plus de
probleme (les sous-espaces stables minimaux sont toujours de dimension 1). Le polynéme restant admet
de manieére évidente deux racines complexes conjuguées distinctes de module 1. Cette configuration
correspond a un cas de stabilité du schéma.

5.2.3 Cas particulier ¢ =4

L’étude effectuée dans le cas anharmonique est valable ici. La valeur propre Z = —1 est double
et le sous-espace propre stable minimal associé est de dimension 2. Il y a donc croissance linéaire des
itérée de la matrice d’amplification et instabilité.

5.2.4 Synthése pour le modéle de Lorentz—Kashiwa harmonique

Le schéma ([[4) pour les équations de Maxwell-Lorentz harmoniques uni-dimensionnelles est stable
sous la condition
0t < 0x/Coo-
5.3 Modele de Young
5.3.1 Cas général

Encore une fois, le polynéme ¢ est identiquement nul et on étudie le polynéme dérivé du polyndéme
¢g, que 'on note :

Vo(Z) = 423 + [—12 4 6wel, + 3¢] Z% + [12 — 8wel, + 4(w — 1)q]Z + [—4 + 2w’ + ¢].

La condition [¢(0)] < [¢5(0)| équivaut & (4 — 2wel) + (4 — q) > 0, ce que nous supposons (w < 2/e,
et ¢ € [0,2]). On continue en calculant :

0i(Z) = [wel +q)(8 — (2wey + )] Z° + [(2we + ¢)(4(2weg + q) — 16 — 4wg) + 16wq)Z
+[(2wel + ¢) (8 — 3(2wel + q)) + 16wq].
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Sous cette forme, on voit immédiatement que 7 (0) > 0. Par ailleurs

YE0) +91(0) = 44w’ + 8wel + 4(w(el + 1) + 1)g — ¢*},
PE0) =91 (0) = 2{[2w — q)* + dw(el — 1)[g + w(el +1)}] >0,

Notons f(w) = —4w?e’? + 8we! + 4(w(el + 1) 4 1)g — ¢, on veut monter que cette quantité est positive
pour w €]0,2/(2¢/, — 1)]. On dérive pour obtenir f'(w) = —4elq — 8wel? + 8¢ + 4¢ qui s’annule en
w = (2" — (¢, — 1)q)/2¢/%. Cette annulation a lieu pour un w qui varie entre 1/¢/% (valeur pour ¢ = 2)
et 1/e (valeur pour ¢ = 0), ce qui se situe dans lintervalle ]0,2/(2e — 1)]. Cela correspond & un
maximum de la fonction f(w). Pour conclure, il suffit donc d’évaluer la limite de f(w) quand w — 0
et la valeur de f(w) en w = 2/(2¢. — 1). Si ces deux valeurs sont positives, f(w) sera positive sur tout
Pintervalle.

Egﬂw = 49-¢*>0
f(2/(2¢h = 1)) = (2cL —1)2(2—q) +2(2¢] — 1) +4(e/, — 1)(2¢. + 1) > 0,

Siel=1,¢g=2et w=2,o0n a](0) =—11(0). On traitera ce cas a part. On calcule enfin 1)2(Z) qui
se factorise en

P2(Z) = 8[(2wel, — q)* + Bw(el — 1)qJih2(2)

avec
Uo(Z) = [~4wel? + 8wl + 4(w(el + 1) + 1)g — ¢°]Z — [(2wel, + (1 — w)q)(—4 + 2wel, + q)].

On remarque que v, est identiquement nulle si e, = 1 et ¢ = 2we!, = 2w, qui est un cas qu’il faudra
traiter a part. Dans le cas contraire, on vérifie que

U300 = flw)>0,
U5(0) +12(0) = qu[8 —2we{ —q] >0,
U5(0) = 2(0) = [2we + q][8 — dwe + (w — 2)q].
La quantité 8 — 4wel + (w — 2)g est minimale si ¢ = 2 (car w < 2) et vaut alors 4 — 2w(2e] — 1).
Comme dans le cas anharmonique si w < 2/(2¢} — 1) cette quantité est strictement positive, et si
w = 2/(2e — 1) cette quantité est nulle. Or nous cherchons & montrer que 1y est de Schur et non de

von Neumann, il faut donc revenir & 1’étude de ¢p. On a également a nouveau le cas e, =1, ¢ = 2 et
w = 2 comme cas particulier.

5.3.2 Cas particulier ¢ =0
Dans le cas ou ¢ = 0, on revient a I’étude directe de ¢q :

0o(Z2) = Z* —[4—2wel)Z3 +2[3 — 2wel]Z* — [4 — 2wel]Z + 1
(Z —1)?[Z2% = 2(1 —wel)Z + 1],

qui admet donc Z = 1 comme racine double, ce qui ne pose pas plus de probleme que dans le cas
anharmonique. Les deux autres racines sont complexes conjuguées distinctes et de module 1 dés que
wel < 2.Siel=1et w=2, Z=—1 est également racine double. On a alors

2 —o 0 O
1 —
1

-2

1
2

G+Id: 1
1
1

O_*
0
0

S O N

qui admet uniquement (e, 2,0,0) comme vecteur propre (associé & 0). Ceci est source d’instabilité du
schéma.
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5.3.3 Cas particulier ¢ =2
Le cas g = 2 est traité par le cas général sauf si w = 2/(2¢, — 1). Dans ce cas 14 2wel, = 2+ w, d’on
p0(Z2) = Z*4wZP+2w—-1)Z2°+wZ+1
= (Z4+1)*(2*°-(2-w)Z+1).

Il faut ainsi étudier le sous-espace stable par la matrice d’amplification pour la valeur propre —1. On

a
2 —0 0 0
o w—2 2w -1
0 2—w 2—-2w 1

0 2—w —2w 2

G+1d =

dont le seul vecteur propre (associé a 0) est (0,2, —1,—2). On a donc 1a un cas d’instabilité.

5.3.4 Cas particulier ¢, =1

Il ne reste qu’a traiter le cas €, = 1, ¢ = 2w qui annule identiquement 1. On calcule ¢y qui vaut
Vo(Z) = (2% = 2[1 —w]Z + 1)

Les deux racines complexes conjuguées 1 — w + iy/w(2 — w) sont toutes deux doubles et de module
1. 11 faut donc étudier les sous-espaces propres stables associés. Les seuls vecteurs propres associés
sont !(o,w F iy/w(2 — w)) respectivement et donc les sous-espaces minimaux sont de dimension 1,
d’ou instabilité. Si €, = 1, il faudrait donc imposer ¢ < 2w, ce qui en variable physique s’écrit :
dxr > 2¢ /w1 ce qui ne constitue en rien une condition de stabilité. Il faut donc éviter d’utiliser le
schéma de Lorentz—Young dans le cas harmonique pour €5 = €4, quand g peut atteindre la valeur 2w,
c’est-a-dire si w > 1. Une autre fagon de voir cette condition est de donner w < 1 comme condition de
stabilité si e, = 1.

5.3.5 Synthése pour le modéle de Lorentz—Young et al. harmonique

Le schéma (f)-([L5) pour les équations de Maxwell-Lorentz harmoniques uni-dimensionnelles est

stable sous la condition
2 ox 2
) Slgg >es et Ot < min ( \/_> Si €5 = €50,

ox
0t < min , =
<\/§coo wiy/2el —1 V2¢s w1

6 Polynémes de base en dimension 1

Les calculs précédents nous amenent a définir des polynomes de base a associés a chacun des
schémas en dimension 1. Nous verrons que ces polynomes de base sont utiles dans les dimensions
supérieures.

Debye (Joseph et al.)
Ppj(Z) = [1+06e]23 - [346cl — (1 +8)q)Z> +[3 -6 — (1 —6)q|Z — [1 — 6¢]]
= [1+8l]Y? 4 206 4+ (1 + 0)q]Y? + [(1 + 38)q]Y + [20q].

Debye (Young)
Ppoy(Z) = [(1+46a)(1+6)]Z% - [3+40+da+30%a — (1+0)q| 2>
+[3 =08 —da+38%a — (1 —6)q]Z — [(1 — sa)(1 - 6)]
= [(1+8)(1+ )Y+ [20(1 + ) + (1 +6)g]Y? + [(1 + 38)q]Y + [2dq].
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Lorentz (Joseph et al.)

Prj(Z) = [1+06+we]Z* —[4+2042wel — (140 +w)qZ% + [6 + 2wel, — 2¢] 2>
—[4—20 +2wel — (1 =0 +w)q]Z + [1 — & + wel]
= [1+64+wel]V* 4120 4+ 2wel + (140 +w)q]V> + [2wel, + (1 + 36 + 3w)q] Y
+[2(0 + 2w)q]Y + [2wq].

Lorentz (Kashiwa et al.)

1 1
Prg(Z) = [1+6+ §weg]z4 —[A+20—-(1+6+ iw)q]Z?’ +[6 — wel + (w — 2)q) Z*
=25 (1= 6+ )2+ [ 5+ el

1 1
= 146+ §wsg]Y4 +[2(6 +wel) + (146 + 5w)q]Y?’

)
+[2wel + (1 + 36 + §w)q]Y2 + [2(0 4 2w)q]Y + [2wq].

Lorentz (Young)

Pry(Z) = [1+62Z* - [4+26 — 2wel — (14 6)q)Z3 + 2[3 — 2wel, + (w — 1)q] Z*
—[4—20 — 2wel, — (1 —0)q]Z + [1 — 4]
= [148Y* 420 4 2wel + (1 +0)q]Y3 + [2wel, + (1 4 35 + 2w)q|Y?

+[2(6 + 2w)q|Y + [2wq].

7 La dimension 2 d’espace

7.1 Equations de Maxwell

En dimension deux, le champ se découple en deux polarisations qui aboutissent a des schémas
différents et a un nombre de variables différent également. On utilise ici des notations similaires a celles
introduites en dimension 1, & savoir A; = coo0t/02, Ay = Coo6t/8Y, 04 = A (¥o—1), 0, = Ay (e — 1),
dz = |Jx|2 and g, = |Jy|2-

7.1.1 La polarisation (B, B,, E.)

La polarisation (B, By, E.) est également appelée polarisation transverse électrique T'F..

n+% n—% _ n n
,5,k+3 Bx,j,k-i—% = N (5z,j,k+1 5z,j,k) ’
1 1
n+5 n—z
B 2, —B 2 = M (ET — &
Y,j+3.k Y.j+3.k x ( z,j+Lk z’]’k) ’

n+2 n+2 n+ n+
pril_pro. = N\ (B 2, —B 2 -\ B 2, -8B 2 .
Z’J’k 27‘7’k z y7]+%7k‘ yv]_%vk Y Z‘,],k+% Z‘,],k‘—%
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7.1.2 La polarisation (B., E,, E,)

La polarisation (B, E;, E,) est également appelée polarisation transverse magnétique 7M.

ntl n—1
B B = A (s — € ) F (€ — )
nitgkts  Caitgkts R N VLIS AN TS NSRS WYL
1 1
n+l _ pn _ nt3 _ Rtz
Drgrin ™ Pajetn = ’M’<Baj+ék+% Bitia-i)
1 1
n+s5 n+s5
Dt =D = -\ (B2 -B 2 .
URNES ydk+s T\ 245 k4 zj—5.k+3

7.2 Modele de Debye, schéma de Joseph et al.
7.2.1 La polarisation (B, By, E)

En couplant la polarisation (B, By, E.) avec le modele de Debye de Joseph et al., on obtient la
matrice d’amplification

1 0 —0oy 0

0 1 Oy 0

G=| (4005  (48)0r (—=6D)—(14+6)(qutas) 26
TFoel T+oe, e T+oe]

o, —0y —(qz + qy) 1

1
. N . t n—§ n—§ n
associée a la variable ‘(B . B En.
( Z‘,]J{I-ﬁ-%’ y7j+%7k7 2,5k’

polynéme en dimension 1 pour le méme schéma avec la racine 1 comme racine supplémentaire :
00(Z) =Y Ppy(Z).

Dans le polynéme Pp(Z), la variable g signifie dans le cas bi-dimensionnel ¢ = ¢, + ¢,. Le polynome
obtenu ne dépend que de cette somme, et non des valeurs individuelles de ¢, et g,.

DQ ]k) Le polynome caractéristique est multiple du

Le cas général traité en dimension 1 conclut & un polynéme de Schur, on a donc ici un polynéme de
von Neumann. On voit également aisément sur la forme de la matrice dans le cas ¢ = 0 (une annulation
de g, seul ou de g, seul, ne constitue pas un cas particulier), que les sous-espaces propres associés a
la valeur propre 1 sont bien stables. Quant au cas particulier £, = 1, il donnait lieu & deux valeurs
propres conjuguées distinctes de 1 et on peut leur adjoindre maintenant cette nouvelle valeur propre.
La conclusion est donc la stabilité sous la condition ¢ = g, + g, < 4 soit si dz = dy, V2¢s00t < .

7.2.2 La polarisation (B., E,, E,)

En couplant la polarisation (B, E, E,) avec le modele de Debye de Joseph et al., on obtient la
matrice d’amplification

1 Oy 0 —0y 0
_ (48)ay  (1-8el)—(1+68)qy 25 (148)oz0; 0
14-0¢f, 140 14-0€l, 14-0¢}
G = —oy, —Qy 1 040, 0
(14+6)o (14+6)oroy 0 (1=6el)—(1496)qz 26
140¢f, 140¢f, 14-0¢f, 140¢
o 00y 0 —Qz 1
1
T2 n n n n

SRR . n . N
associée a la variable (B ). On obtient & nouveau un mul-

. . . D
zj+a ket Ttk T ik Tygkt s T vkt s
tiple du polynome obtenu en dimension 1 avec deux racines supplémentaires :

$0(Z) = Y[(1 4 dey)Y + 20¢(]Pp(Z),
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qui valent 1 et (1 — del)/(1 + d€.) respectivement et qui ne sont pas racines en dimension 1 dans le
cas général.

Seule la racine 1 pourrait poser des problemes de stabilité et on a vu que seul le cas ¢ = 0
la rendait multiple. La matrice G alors obtenue est diagonale par blocs, avec deux blocs de rang 2
identiques & celui obtenu dans le cas la dimension 1. La stabilité est & nouveau assurée sous la condition
q=qz+qy <4

7.3 Modele de Debye, schéma de Young
7.3.1 La polarisation (B, By, E.)

En couplant la polarisation (B, By, E.) avec le modele de Debye de Young, on obtient la matrice
d’amplification

1 0 —0oy 0
0 1 Oy 0
G = oy o (1+8)(1—60)+46%2a—(1+8)q  1-5 25
1+ 1+ (1+5)gl+5a) 1+ 1+
0 0 20 1-6
1+o 1+

.7 ~ . n77 n77
associée a la variable *(B~ 2 B 2 Er.
( 1’7]7k+%, y7]+%7k’ Z7j’k’

au méme polynome qu’en dimension 1 mais avec 1 comme valeur propre supplémentaire :

P, i)- Le calcul du polynome caractéristique aboutit

o0(Z) =Y Ppy(2).

A nouveau, on se ramene au raisonnement du cas de la dimension 1, la valeur propre double 1 du cas
q = 0 ne posant pas de probleme.

7.3.2 La polarisation (B., E,, E,)

En couplant la polarisation (B, E, E,) avec le modele de Debye de Young, on obtient la matrice
d’amplification

1 Oy 0 —0y 0
oy (148)(1-60)+45%a—(1+6)qy  1-6 26 0x0y 0
1+ (1+5)g1+5a) 1+ 1+ 1+da
G = 0 o = 0 0
- 1+6 1+6
oy oxoy 0 (148)(1-60)+45%2a—(1+6)qe  1-8 26
1+ 1+ (1+5)g1+5a) 1+ 1+
0 0 0 20c 1-§
1+46 1+
1 ble {(8" 2 leul du pol
PN . n mn n n O -
associée a la variable (Bz7j+%,k+% , Ex,j+%7k, LT gy,j,k+% ) Py,j,k‘Jr%)' Le calcul du polynéme car

actéristique aboutit au méme polynoéme qu’en dimension 1 mais avec deux valeurs propres supplémen-
taires :

0(Z) =Y[(1+0)(1 + )Y + 26(1 + a)]|Ppy (Z)

qui sont 1 et (1 —6)(1 —da)/(1 4+ 6)(1 + dc). A nouveau, on se rameéne au raisonnement du cas de la
dimension 1, la valeur propre triple 1 du cas ¢ = 0 ne posant pas de probleme.
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7.4 Modele de Lorentz, schéma de Joseph et al.
7.4.1 La polarisation (B, B,, E.)

En couplant la polarisation (B, By, E) avec le modele de Lorentz de Joseph et al., on obtient la
matrice d’amplification

1 0 —o, 0 0

0 1 O 0 0

G — 200, 260} 2—(1+0+w)q  1-d4we] 2w
14+-04wel, 14+04wel, (14+04wel) 1+04wel,  140+wel

0 0 1 0 0

oy —o —q 0 1

1 1
DN : trR" 2 n—3 n n—1 1yn
i 1 riabl , D™
associée a la variable (Bm7j,k+%,8y7j+%7k, vik i Dk

aboutit au méme polynéome qu’en dimension 1 mais avec 1 comme valeur propre supplémentaire :
00(Z) =Y Pr;(2).

La valeur propre triple 1 du cas ¢ = 0 ne pose pas de probléme.

). Le calcul du polynéme caractéristique

7.4.2 La polarisation (B., E,, E,)

En couplant la polarisation (B, E,, E,) avec le modele de Lorentz de Joseph et al., on obtient la
matrice d’amplification

1 oy 0 0 —0z 0 0
200y 2—(14+64+w)qy  1—64wel 2% ozop (1+5+w) 0 0
14+04we’, 14+0+wel, 14+04wel,  14+64wel 14+0+wel,
0 1 0 0 0 0 0
G = -0, —qy 0 1 050y 0 0
250% ooy (l1+6+w) 0 0 2—(14+0+w)qe  1—b6+wel 2w
14+04wel 14+-0+wel 14+0+wel 14+04wel,  14+64wel
0 0 0 0 1 0 0
o 0,0y 0 0 —Qz 0 1
1
RSN . n—s 1 n—1 ~
associée & la variable /(B 2 " e D s E D . Le polynéme
( 2+ 5kts ) itk Twgr gk’ T w gk Tkt Tkt y,J7k+%) POy

caractéristique est a nouveau un multiple du polynéme en dimension 1 :

p0(Z) = Y[(146+we)Y? +2(6 +wel)Y + 2wel|Pry(2Z)
= Y[(1+0+we)Z® 27+ (1 -6 +wel)|Prs(Z).

Dans le cas anharmonique, et par la technique de von Neumann, on vérifie aisément que
Vo(Z) = [1 + 0+ wel]Z% —2Z + [1 — 6 + wel)

est un polynome de Schur. Par ailleurs, la racine 1 qui est double si ¢ = 0 ne pose toujours pas de
probleme.

Dans le cas harmonique, ¥y(Z) admet deux racines complexes conjuguées distinctes et de module
1. Ce n’est pas un probléme en soit, sauf si e, = 1 auquel cas 1)y(Z) est aussi en facteur de Pr;(Z) :

%0(Z2) = (Z-D[A+we)Z® =27 + (1 +wel)|Prs(Z)
= (Z-D[(1+we)Z?-2Z + (1 +we)?[Z2 - (2—q)Z +1].

C’est déja le cas, ot nous avons repéré en dimension 1 des doublages de valeurs propres donnant lieu
& des instabilités pour ¢ = 2w/(1 + w). Mieux vaut éviter ce schéma dans le cas .
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7.5 Modele de Lorentz, schéma de Kashiwa et al.
7.5.1 La polarisation (B, By, E.)

En couplant la polarisation (B, By, E) avec le modele de Lorentz de Kashiwa et al., on obtient
la matrice d’amplification

1 0 —0oy 0 0
0 1 Oz 0 0
a JZ(Df%wa) _0;(D7%wa) (lfq)Df(qu)lwa w 1
D P 1, - D
o, swa _ opjwa (2—q) gwa D—w 1
D D D D D
Tywo _ gywa (2—q)wa 2w  2-D
D D D D D
. . £ n—2 N s
associée a la variable (ijiJr l,lS’y jj 1 g j7k77)2 j7k,j£j7k). Le calcul du polynome caractéristique
J 2 k2 27

aboutit au méme polynome qu’en dimension 1 mais avec 1 comme valeur propre supplémentaire :
$o(Z) =Y Pr(Z).

La valeur propre triple 1 du cas ¢ = 0 ne pose pas de probléme.

7.5.2 La polarisation (B., E,, E,)

En couplant la polarisation (B, E,, E,) avec le modele de Lorentz de Kashiwa et al., on obtient
la matrice d’amplification

1 o, 0 0 O 0 0
U*(D—lwa) (1—qy)D—(2—qy)%wa w 1 axay(D—%woz) 0 0
1D 1 D D D,
o, zwa (1—gy) swa D—w 1 20, W 0 0
y 12, D D D
_ oywa —qy wo — 2w 2—-D O'IO'yu)CV
G= D ) D ) D D D 0 0
0z (D—3wa) ooy (D—zwa) 0 0 (1-g2)D—(2—qz) gwa w 1
1D | D 1 D D
_ o swa OOy Zwa 0 0 (2fqz)§wa D—w 1
D D D D
_ gjwa Oxoywa 0 0 (2—qz)wa —2w 2D
D D D D D
(BE, L€ £
associée a la variable " " " " " Le calcul du
( 2,j +2,k+1’ T j+1k Py zj+3.k Y e i+t k Ty k4L ka+ jyjk+2)

polyndéme caractéristique aboutit & un polynéme multiple de celui en dlmensmn 1:
1
do(Z) = Y[1+65+ §wg;)y2 + (2(8 + wel))Y + (2wel)|PLi (Z)
1 1
= Y[(l—i—é—i—iwgg)Z (2 — wel, )Z+(1—5+ —wel)|PLr(Z).
Dans le cas anharmonique, et par la technique de von Neumann, on vérifie aisément que
1 / 2 / 1 /
vo(Z)=1[1+0+ §weS]Z —2—we]Z+[1 -6+ §w68]

est un polynéme de Schur. Par ailleurs, la racine 1 qui est double si ¢ = 0 ne pose toujours pas de
probleme.

Dans le cas harmonique, on a comme racines supplémentaires 1 et deux racines complexes conju-
guées distinctes de module 1, qui ne sont pas racines de Ppx(Z). La stabilité est donc assurée sous
les mémes conditions que dans le cas unidimensionnel.
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7.6 Modele de Lorentz, schéma de Young
7.6.1 La polarisation (B, By, E.)

En couplant la polarisation (B, By, E,) avec le modele de Lorentz de Young, on obtient la matrice

d’amplification

1 0 —0y 0 0
0 1 Oz 0 0
_ * +  (1+9)(1—q)—2wa 2w 1—-§
G=| oy —0q 176 it5 10
0 0 Z2wa I£6-2w 14
149 1195 1+9
0 0 2wa 2w 1=
149 1+5 1+6
TN . £ n—1i n n n—1i . e
associée a la variable (ijk+1’8y it wlin Pl jzj ). Le calcul du polynome caractéristique
gy 5 B 57 J W 2J

aboutit au méme polynéme qu’en dimension 1 mais avec 1 comme valeur propre supplémentaire :
oo(Z) =Y Pry(Z).
La valeur propre triple 1 du cas ¢ = 0 ne pose pas de probleme.

7.6.2 La polarisation (B., E,, E,)

En couplant la polarisation (B, E,, E,) avec le modele de Lorentz de Kashiwa et al., on obtient
la matrice d’amplification

1 oy 0 0 —o, 0 0
x  (1+9)(A-gy)—2wa 2w 1-8 *
—Ty 116 15 156 Taz0y 0 0
0 2wa 146—2w 1-6 0 0 0
%+6 1-12-6 %+§
_ W —2W —
G= 0 T Trs 176 ” 5)(10 s 0 0
* * + —Qz ) —2wo 2w 1-6
Oz 020y 0 0 T 1+s 1+8 T 145
0 0 0 0 2wa 1+0—2w 1-§
%Jr(s 1455 %Jrg
W —2W —
0 0 0 0 140 1+6 140
¢ =t el 1
A pY 3 2 n n 2 n n 2
associée a la variable (Bz,j+%,k+%’ T Px,j+%,k’ j‘,r’jJr%’k, Ty Pyg‘,k—k% , jw,, +%) Le calcul du

polynome caractéristique aboutit & un polynéme multiple de celui en dimension 1 :

$0(Z) = Y[1+6)Y?+ (26 +wel))Y + (2wel)|Pry (Z)
= Y[1+0)Z% - (2—-we)Z + (1 —-6)|Pry(2).

Dans le cas anharmonique, et par la technique de von Neumann, on vérifie aisément que
Yo(Z) = [1+6)1Z% — [2 — 2wel]Z + [1 — 6]

est un polynéme de Schur. Par ailleurs, la racine 1 qui est double si ¢ = 0 ne pose toujours pas de
probleme.

Dans le cas harmonique, on a comme racines supplémentaires 1 et deux racines complexes conju-
guées distinctes de module 1, qui ne sont pas racines de Pry (Z). La stabilité est donc assurée sous les
meémes conditions que dans le cas unidimensionnel.
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8 Conclusion

Nous avons étudié la stabilité de schémas numériques pour les équations de Maxwell-Debye et
de Maxwell-Lorentz en dimension 1 et 2 d’espace. En dimension 2, les polynémes caractéristiques
de chaque schéma et dans les deux polarisations s’averent étre des multiples des polynomes car-
actéristiques pour le méme schéma en dimension 1. Dans tous les cas, le passage en dimension
2 s’accompagne d’une racine 1 supplémentaire par rapport au cas unidimensionnel. C’est la seule
racine supplémentaire en polarisation T'E,. Pour la polarisation T'M,, il y a en plus une autre racine
supplémentaire pour ’équation de Debye et deux autres racines supplémentaires pour 1’équation de
Lorentz, toutes ces racines étant dans le disque unité. Pour le schéma de Yee appliqué aux équations
de Maxwell seule, la condition de stabilité est ¢ < 4 en dimension 1, 2 et 3, en rappelant que ¢ = g, +qy
en dimension 2 (¢ = max(gy + ¢y, ¢z + ¢z, ¢y + ¢-) en dimension 3). Les résultats sont regroupés dans
deux tableaux suivant que €5 = €4, ou non.

Modele Schéma dimension 1 dimension 2 (0z = 0y)

Debye | Joseph et al. q<4 ot < % ot < \fcoo

Debye Young g<4,0<1 ot < min(c‘s—x, 2t,) 0t < min( \/‘%xoo ,2ty)

Lorentz | Joseph et al. q<2 ot < \/_COO ot < 2‘?

Lorentz | Kashiwa et al. q<4 ot < c‘% ot < \/5600

Lorentz Young g<2, w< 255—1 0t < min( \/gioo, “’1\/%) ot < min(ﬁi, M\/%)

Harm. | Joseph et al. q<2 ot < \/—Cm ot < 2‘2”6

Harm. | Kashiwa et al. qg<4 ot < % ot < \/‘%ioo

Harm Young 9<2 C(;)uS f{l 0t < min( oz #) ot < mln(‘s— #)
| §<2, w< g Vees oo ]

TAB. 1 — Stabilité des schémas pour g5 > £.

Pour chacun des modeles, on a au moins un schéma dont la condition de stabilité est la méme que
pour les équations de Maxwell seules (¢ < 4). Dans les modeles de Young, les conditions supplémentai-
res correspondent & une discrétisation suffisante des équations de Debye et de Lorentz respectivement,

.. car ce n’est pas tout d’étre stable. Les applications a des matériaux classiques montrent que c’est
en général la condition provenant des équations des Maxwell et non celle provenant de 1’équation
constitutive du matériau qui s’avere la plus contraignante.

L’auteur laisse a qui voudra les entreprendre les calculs en dimension 3 qui sont de la méme veine
mais font intervenir des matrices de beaucoup plus grande taille. Bon courage ...
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