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INSTABILITÉ SPECTRALE SEMICLASSIQUE

D’OPÉRATEURS NON-AUTOADJOINTS II

par

Mildred Hager

Résumé. — Dans ce travail, nous considérons des opérateurs
(pseudo-)différentiels analytiques ainsi que des perturbations multipli-
catives aléatoires. Nous montrons pour les opérateurs perturbés qu’avec
une probabilité proche de 1, les valeurs propres dans un sous-ensemble
du pseudospectre se distribuent d’après une loi de Weyl.

Abstract. — In this work, we consider analytic (pseudo-)differential
operators as well as random perturbations. We show for the perturbed
operators that with probability almost 1, the eigenvalues inside a subdo-
main of the pseudospectrum are distributed according to a bidimensional
Weyl law.

1. Introduction

La notion de pseudospectre a été beaucoup étudié récemment (voir [3],
[15] et les références qui y sont indiquées), ce qui a permis une meilleure
compréhension des propriétés spectrales d’opérateurs non-autoadjoints.
Les pseudospectres sont les régions délimitées par les courbes de niveau
de la norme de la résolvante, et sont reliés aux valeurs spectrales possibles
pour l’opérateur perturbé par une petite perturbation.

Un des opérateurs les plus étudiés dans ce contexte est l’opérateur de
Schrödinger à potentiel complexe. En effet, de nombreux travaux sur les
résonances ([7], [13], [12] pour n’en citer que quelques uns) traitent les
problèmes d’estimation de la norme de la résolvente dans ce cadre. Davies

Classification mathématique par sujets (2000). — 34E10, 47G10, 47A75.
Mots clefs. — Pseudospectre, perturbation, opérateurs non-autoadjoints.



fait en ’99 une construction de ses quasimodes et analyse ainsi son pseu-
dospectre ([2]), Boulton étudie l’oscillateur harmonique non-autoadjoint
([1]), et Zworski étudie un conjugué non-autoadjoint de l’oscillateur har-
monique intervenant lors de l’étude des résonances en chimie quantique
([17]). Dans ce dernier travail, il constate aussi lors de calculs numériques
une migration des valeurs propres vers le bord du pseudospectre, ce qui
nous a entre autre motivé d’entreprendre ici une étude perturbative des
valeurs propres de l’opérateur de Schrödinger non-autoadjoint. Dans la
dynamique des fluides, on est conduit dans un certain cadre à l’opérateur
d’Orr-Sommerfeld ([9]) qui, après certaines simplifications, est réduit
aussi à un opérateur de Schrödinger à potentiel complexe.

Dans un cadre plus général, Zworski a mis en évidence la construc-
tion de Quasimodes pour des opérateurs h-pseudodifférentiels avec une
condition de commutateur de Hörmander ([16]). Dencker, Sjöstrand et
Zworski étudient dans ce cadre le pseudospectre semiclassique ([4]), et
mettent en évidence une région déterminée par des grandeurs classiques
où la norme de la résolvante de l’opérateur quantifié correspondant sera
≥ CNh

−N , ∀N , respectivement exponentiellement grande dans le cas
analytique. Notre approche est fortement basée sur leur travail.

Nous avons, dans le cas d’un opérateur-modèle perturbé par des noyaux
oscillants, trouvé une asymptotique de Weyl (bidimensionelle) pour le
nombre de valeurs propres (voir [6]). Ceci a été le point de départ pour
« généraliser » ce résultat.

Ici nous allons examiner le comportement spectral d’opérateurs
h-pseudodifférentiels à symbole analytique pair en ξ (notamment
l’opérateur de Schrödinger à potentiel analytique) sous des perturba-
tions mulitplicatives « aléatoires », et nous allons trouver qu’avec une
probabilité très proche de 1 le nombre de valeurs propres de l’opérateur
perturbé dans des domaines à l’intérieur du pseudospectre est donné par
une asymptotique de Weyl ; pour ce genre de perturbations il n’y aurait
donc pas forcément de migration des valeurs propres vers le bord.

Remerciements : Ce travail fait partie de la thèse de l’auteur préparée
sous la direction de J. Sjöstrand.

Nous commençons par préciser les hypothèses sur les opérateurs non-
autoadjoints que nous considérons.

Soit p ∈ S(R2, m) (donc p ∈ C∞ et p ainsi que toutes ses dérivées sont
bornés par la fonction d’ordre m, cf. Définition 2.3) indépendant de h.
Nous dénotons par P = pw son quantifié de Weyl, que nous considérons
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dans L2(R). Toutes les normes non-indexées seront des normes L2, res-
pectivement L(L2).

Définition 1.1. —

Σ := p(T ∗(R)) . (1.1)

Nous identifions partout T ∗(R) ≡ R2.

Définition 1.2 (Crochet de Poisson). — Pour f, g ∈ C∞(R2), le
crochet de Poisson est défini par

{f, g}(x, ξ) := (fξgx − fxgξ)(x, ξ) . (1.2)

Nous prenons la variable spectrale dans un domaine (c’est à dire un
ouvert connexe) relativement compact à l’intérieur de Σ :

z ∈ Ω ⊂⊂
◦
Σ . (1.3)

A partir de maintenant nous supposons

Hypothèse 1.3. — ∀z ∈ Ω nous avons

p−1(z) = {ρj
−(z), ρj

+(z), j = 1, ..., n}

où ± 1

2i
{p, p}(ρ±) = ±Im (pξpx)(ρ±) > 0 . (1.4)

Nous allons souvent poser n = 1 si le cas général se traite de manière
analogue.

Nous introduisons, pour Γ ⊂ Ω un ensemble,

Γ−+(Γ) = {ρj
−(z), ρj

+(z), j = 1, ..., n, z ∈ Γ} ⊂ (T ∗(R))2n . (1.5)

Si Γ est un domaine, Γ−+(Γ) est symplectique par rapport à la forme
symplectique

∑
j(dξj ∧ dxj − dηj ∧ dyj), et nous dénotons le volume

correspondant par |Γ−+(Γ)|, qui s’exprime aussi comme

|Γ−+(Γ)| =
∑

j

(vol({ρj
−(z), z ∈ Γ}) + vol({ρj

+(z), z ∈ Γ})). (1.6)

Hypothèse 1.4. — Soit m une fonction d’ordre sur R2, m ≥ 1.

Soit Ω̃ ⊂⊂ C un domaine, Ω ⊂ Ω̃. Soit (p−z) ∈ S(R2, m) indépendant
de h. Nous supposons que (p − z) est elliptique à l’infini uniformément

∀z ∈ Ω̃ :

∃C > 0 tel que ∀z ∈ Ω̃, |p(X) − z| > 1

C
m(X), ∀X ∈ R2, |X| > C ,
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et que ∃z0 ∈ Ω̃ tel que p− z0 est elliptique :

∃C > 0 tel que |p(X) − z0| >
1

C
m(X), ∀X ∈ R2 .

La condition m ≥ 1 garantit que (p − z) ∈ S(R2, m) ∀z ∈ Ω. L’ellip-
ticité à l’infini assure que ∃C tel que |ρ±(z)| ≤ C, ∀z ∈ Ω. L’ellipticité à
l’infini et l’ellipticité en un point impliquent que pw a, pour h assez petit,
un spectre purement discret dans Ω̃ (cf. Proposition 4.5).

Soit ensuite

Σ∞ := {z ∈ Σ : ∃(xj , ξj) ∈ T ∗(R) t. q. p(xj , ξj) → z, |(xj, ξj)| → ∞ } .
Alors nous avons pour p ∈ S(R2, m), Ω̃ un domaine,

∃z1 ∈ Ω̃ t. q. (p− z1) est elliptique à l’infini , z ∈ Ω̃ \ Σ∞

⇒ (p− z) est elliptique à l’infini.

∃z1 t. q. (p− z1) est elliptique à l’infini , z ∈ Ω̃ \ Σ

⇒ (p− z) est elliptique.

Pour le résultat final, nous avons besoin d’une hypothèse d’analyticité :

Hypothèse 1.5. — Soit p ∈ S(R2, m) indépendant de h comme dans
l’hypothèse 1.4. Nous supposons que ∃c > 0 tel que p est analytique dans
un voisinage tubulaire de R2

Sc = {X ∈ C2; |ImX| < c} (1.7)

et y remplit |p(X)| ≤ m(ReX).

Hypothèse 1.6. — Nous supposons que p(x,−ξ) = p(x, ξ) ; ceci im-
plique que 1

2i
{p, p}(x,−ξ) = − 1

2i
{p, p}(x, ξ) et donc on peut prendre

ρj
± = (xj ,±ξj). Nous supposons que xj 6= xk, j 6= k.

Il est connu pour p = ξ2 + V (x) ∈ S(R2, m) (voir [2], [16], [4]) que les
hypothèses 1.3, 1.4 impliquent que ∀z ∈ Ω, ∀j,

∃ ej
+ = ej

+(x, z; h) ∈ S , ‖ej
+‖ = 1, ‖(P − z)ej

+‖ = O(h∞), (1.8)

où ej
+ sera « concentré près de ρj

+ », et

∃ ej
− = ej

−(x, z; h) ∈ S , ‖ej
−‖ = 1, ‖(P ∗ − z)ej

−‖ = O(h∞), (1.9)

où ej
− sera « concentré près de ρj

− ». Dans la section 2 nous aurons l’oc-
casion de reétablir ce résultat. Remarquons aussi que dans le cadre de
l’hypothèse 1.5, nous pouvons remplacer O(h∞) par O(e−

1
Ch ) (voir [4]).
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Ceci implique que dans Ω, la norme de la résolvante sera ≥ CNh
−N , ∀N

(respectivement ≥ e
1

Ch pour un C > 0) : Ω est contenu dans le pseudos-
pectre semiclassique.

Finalement, dans le cadre de l’hypothèse 1.6, nous avons, en écrivant
Γf(x) := f(x), que

Γ(pw − z)Γ = (p(x,−ξ) − z)
w

= (p(x, ξ) − z)
w

= (pw − z)∗ (1.10)

donc (pw − z)∗Γej
+ = O(h∞) (car Γ2 = 1) et nous pouvons prendre

ej
+ = ej

−.

Exemple 1.7 (Opérateur de Schrödinger). — Examinons ces hy-
pothèses pour l’ opérateur de Schrödinger

p(x, ξ) = ξ2 + V (x) ∈ S(R2, m) , m(x, ξ) = ξ2 +mV (x) . (1.11)

On suppose que mV est une fonction d’ordre sur R. Alors m est une
fonction d’ordre sur R2. Nous avons p(x,−ξ) = p(x, ξ), et

1

2i
{p, p}(x, ξ) = −2ξImV ′(x) . (1.12)

Soit, pour U ⊂ C un ensemble, U ±R+ = {w = z ± r ; z ∈ U, r > 0} ;
alors l’hypothèse 1.3 devient :

Ω ⊂ (V (R) +R+) \ V (R); x ∈ V −1(Ω −R+) ⇒ ImV ′(x) 6= 0 , (1.13)

et nous avons ρj
± = (xj ,±ξj), (ξj)2 = Re (z−V (xj)) 6= 0, donc p remplit

bien l’hypothèse 1.6.
L’hypothèse 1.4 devient :

mV ≥ 1. ∃C > 0 tel que si |x| > C, alors pour

T = {z ∈ C; |Im z| ≤ − 1

C ′Re z} , (1.14)

nous avons V (x) /∈ Ω̃ + T et |V (x) − z| ≥ 1
C
mV (x), ∀z ∈ Ω̃. ∃z0 ∈ Ω̃ tel

que (V (R) − z0) ∩ T = ∅ et que V − z0 est elliptique dans S(R;mV ).
En fait, il suffit de considérer z0 = 0 en remplaçant p par p − z0. Si

ReV (x) ≥ 0, alors |p(x, ξ)| ≥ 1
C
m(x, ξ), car tous le termes sont positifs
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et V est elliptique. Si ReV (x) ≤ 0, alors

|p(x, ξ)|2 ≥ 1

2(C ′)2
(|ξ2|2 − |ReV (x)|2) + |ImV (x)|2

≥ 1

C2
|ξ2|2 +

1

C3
(|ReV (x)|2 + |ImV (x)|2)

≥ 1

C4
m(x, ξ)2 , (1.15)

donc p − z0 est elliptique. L’ellipticité à l’infini se démontre de manière
similaire. Ainsi la condition (1.14) implique l’hypothèse 1.4, et l’implica-
tion opposée se montre facilement avec p(x, 0) = V (x).

Considérons finalement le cas V (x) = cx2 où Re c, Im c > 0 par sim-
plicité. Cet « oscillateur harmonique non-autoadjoint » a été étudié en
détail par Davies [2], Boulton [1]. Nous voyons que

Σ(p) = {z; Im z ≥ 0,Re z ≥ Re c

Im c
Im z} . (1.16)

De plus 1
2i
{p, p} = −4Im cξx ne s’annule pas pour p(x, ξ) à l’intérieur de

Σ. p est elliptique à l’infini uniformément sur tout compact, donc il est

possible de choisir un domaine Ω ⊂⊂
◦
Σ, et Ω ⊂ Ω̃ avec Ω̃ ∩ Σc 6= ∅ tels

que les hypothèses 1.3 et 1.5 soient remplies.

Nous introduisons maintenant les perturbations que nous allons
considérer.

Pour les notions probabilistes nous renvoyons à la section 6.1. Soit
(M,A, P ) un espace de probabilité. Nous introduisons, pour M ⊂ M,
la probabilité inférieure de M

P [M ] := sup
A∈A;A⊂M

P [A] (1.17)

ainsi que la probabilité supérieure de M

P [M ] := inf
A∈A;M⊂A

P [A] , (1.18)

afin d’éviter les questions de mesurabilité.

Hypothèse 1.8. — Soit (M,A, P ) un espace de probabilité. Soit
σ(h) > 0,

M ∋ ω 7→ qω ∈ S
′(R) (1.19)

une application dépendant aussi de h > 0.
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Nous supposons que P [qω ∈ L∞] = 1, et qu’il existe M0, D > 0
indépendants de h et de σ(h) tels que

P [‖qω‖∞ ≤ 1] ≥ 1 −Dh−M0σ(h) . (1.20)

Si qω ∈ L∞, ‖qω‖∞ ≤ 1, nous définissons

Qu(x) := qω(x)u(x) , ‖Q‖ ≤ 1 . (1.21)

Pour p ∈ S(R2;m) remplissant les hypothèses 1.3, 1.5 et 1.6, soit

ej
− comme dans (1.9). Nous écrivons, pour u ∈ S ′, v ∈ S , 〈u, v〉 :=
〈u, v〉S ′,S (donc si u ∈ L2, nous retrouvons le produit scalaire L2). Nous
supposons qu’il existe κ ∈ R tel que ∀z ∈ Ω, ∀j, ∀t > 0,

P [ |〈qω, (ej
−)2(z)〉| ≤ t] ≤ t2

σ2hκ
. (1.22)

Soit finalement δ = δ(h) un paramètre de perturbation avec

e
− 1

D0h < δ <
1

C0
h

3
2 , (1.23)

où C0 > 0 et D0 > 0 sont assez grands.

Théorème 1.9. — Soit p ∈ S(R2;m) remplissant les hypothèses 1.3,
1.5 et 1.6, et soient q, δ comme dans l’hypothèse 1.8. Alors pour tout
domaine Γ ⊂⊂ Ω, ∂Γ ∈ C∞, ∃C > 0, ∃D′ > 0 tel que si h est assez
petit, nous avons avec une probabilité inférieure minorée par

1 −D′ (δ)
2
n

(ln 1
δ
)

1
2σ2h

3
n

+κ+ 1
2

−Dσ(h)h−M0 (1.24)

que

|#
(
Spec(pw + δQ) ∩ Γ

)
− 1

2πh
|Γ−+(Γ)|| ≤ C(

ln 1
δ

h
)

1
2 . (1.25)

Ici M0, D et κ sont les constantes de l’hypothèse 1.8.

Corollaire 1.10. — Soit p ∈ S(R2;m) remplissant les hypothèses 1.3,
1.5 et 1.6, et soit Γ ⊂⊂ Ω un domaine, ∂Γ ∈ C∞. Il existe 0 < ǫ0 << 1
tel que pour tout κ̃, ∃C > 0, ∃κ0 > 0 tel que ∀ 0 < ǫ < ǫ0 il existe
h(ǫ, κ̃) > 0 tel que si q, δ = e−

ǫ
h sont comme dans l’hypothèse 1.8 pour

σ(h) = hκ0, alors avec une probabilité inférieure minorée par 1 − O(hκ̃)
nous avons

|#
(
Spec(pw + δQ) ∩ Γ

)
− 1

2πh
|Γ−+(Γ)|| ≤ C

√
ǫ

h
, (1.26)
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pour h < h(ǫ, κ̃).

Nous généralisons ensuite ce résultat à une famille de domaines. Soit
pour C > 0, C ′ > 0,

F = {G ∈ C∞(Ω); |G| + |G′| + |G′′| ≤ C, |G| + |G′| > 1

C ′ ,

|G(z)| > 1

C ′ , z ∈ ∂Ω} , (1.27)

et soit

F̃ := {Γ ⊂ Ω; Γ = {G(z) ≤ 0}, G ∈ F}. (1.28)

Théorème 1.11. — Soit p ∈ S(R2;m) remplissant les hypothèses 1.3,
1.5 et 1.6, et soient q, δ comme dans l’hypothèse 1.8. Alors il existe
C > 0, D′ > 0 tels que si h > 0 est assez petit, alors avec une probabilité
inférieure minorée par

1 −D′ (δ)
2
n

(ln 1
δ
)σ2h

3
n

+κ+1
−Dσ(h)h−M0 (1.29)

nous avons (1.25) pour tout domaine Γ ∈ F̃ .

Le corollaire 1.10 s’adapte aussi ici.
Nous examinons ensuite un exemple pour la perturbation.

Hypothèse 1.12. — Soit m′ une fonction d’ordre sur R2 telle que
m′(x, ξ) ≥ 〈(x, ξ)〉α, ∀(x, ξ) ∈ R2, pour un α > 0. Soit P̃ = p̃w,
p̃ ∈ S(R2, m′) indépendant de h, un opérateur elliptique autoadjoint,

P̃ ≥ 1, qui admet une base orthonormée (dans L2) de fonctions propres
ql :

P̃ ql = Elql , (1.30)

où les El forment une suite croissante.
Soit N = N(h) = C

h
, C > 0 assez grand, et soit

q(x) :=
∑

l≤N

αlql(x) , (1.31)

où les αl sont des variables aléatoires complexes indépendantes identi-
quement distribuées selon une loi normale (centrée en 0) de variance
σ2 = σ2(h).

Soit finalement δ un paramètre de perturbation comme dans (1.23).

8



Remarquons que l’oscillateur harmonique p̃ = ξ2 +x2 +1 remplit cette
hypothèse pour α = 2.

Nous vérifions dans la section 6.5 que l’hypothèse 1.12 implique l’hy-
pothèse 1.8, donc le théorème suivant sera une conséquence immédiate
des théorèmes 1.9 et 1.11.

Théorème 1.13. — Soit p ∈ S(R2;m) remplissant les hypothèses 1.3,
1.5 et 1.6. Nous supposons que q, δ sont comme dans l’hypothèse 1.12
pour N(h) = N(h,Ω). Alors les conclusions des théorèmes 1.9 et 1.11
sont valables.

Dans ce travail, nous commençons par rappeler des résultats sur le cal-
cul h-pseudodifférentiel. Ensuite nous allons construire les quasimodes
avec erreur O(h∞) dans (1.8) et (1.9) à l’aide d’un théorème de fac-
torisation qui réduira pw microlocalement à l’opérateur modèle étudié
dans [6]. Ceci nous permettra de poser un problème de Grushin, qui
reliera le spectre de pw aux zéros d’une fonction. Nous examinons en-
suite le problème de Grushin pour l’opérateur perturbé par une petite
perturbation, et montrons qu’il reste bien-posé. Nous obtenons aussi un
développement perturbatif de la fonction dont les zéros déterminent le
spectre de l’opérateur perturbé.

Il s’agira ensuite de résoudre une équation ∂ pour construire une fonc-
tion holomorphe en z ayant les mêmes zéros, pour appliquer un théorème
sur les zéros d’une fonction holomorphe bornée par un poids sousharmo-
nique, et l’atteignant prèsque en certains points, déjà utilisé dans [6]. Ce
théorème nous permettra de retrouver le volume symplectique interve-
nant dans la loi de Weyl.

Finalement nous devons estimer la probabilité de pouvoir appliquer
l’analyse précédente à notre perturbation aléatoire, ce qui terminera la
preuve du théorème 1.9.

2. Quantification de Weyl, espaces de symboles et de Sobolev
« semiclassiques »

Tous les résultats cités ici se retrouvent par exemple dans [5], chap.7.
Les normes sans indice se réfèreront aux normes L2 (respectivement

L(L2)), et il sera sous-entendu que h ∈ (0, 1]. Nous utilisons la convention

〈u, v〉 =

∫
u(x)v(x)dx , u, v ∈ L2 , (2.1)
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pour le produit scalaire L2. Nous dénotons par C∞
b les fonctions lisses

bornées, ayant toutes les dérivées bornées.

2.1. Quantification dans S . —

Définition 2.1. — La h-transformation de Fourier est définie, pour
u ∈ S , par

(Fhu)(ξ) :=

∫
e−

i
h

ξxu(x)dx . (2.2)

La h-transformation de Fourier inverse est donnée, pour u ∈ S , par

(F−1
h u)(x) :=

1

2πh

∫
e

i
h

ξxu(ξ)dξ . (2.3)

Nous commençons par considérer des symboles dans S .

Définition 2.2 (Quantification de Weyl). — Pour p ∈ S , le
(h-) quantifié de Weyl est défini par

pwu(x) :=
1

2πh

∫∫
e

i
h
(x−y)ξp(

x+ y

2
, ξ)u(y)dydξ . (2.4)

C’est une application bien-définie, continue S ′ → S ; ceci se voit en
considérant le noyau de p donné par

K(x, y) =
(
(Fh,2)

−1p
)
(
1

2
(x+ y), x− y) ∈ S . (2.5)

où la transformation de Fourier agit uniquement sur la deuxième variable.
Pour p ∈ S

′ nous pouvons définir pw : S → S
′ qui est continu (envoie

toute suite convergente dans S sur une suite faiblement convergente dans
S ′).

Remarquons inversément que si A est un opérateur continu S → S ′,
alors son noyau de distribution K ∈ S ′ permet d’introduire le symbole

a(x, η) =

∫
e−

i
h

yηK(x+
1

2
y, x− 1

2
y)dy ∈ S

′ , (2.6)

et nous avons A = aw.
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2.2. Espaces de symboles, quantification, composition, conti-
nuité. — Nous écrivons 〈X〉 := (1 + |X|2) 1

2 .

Définition 2.3 (Fonction d’ordre et espaces de symboles)
Nous appelons m ∈ C0(Rn, (0,∞)) une fonction d’ordre, si ∃N > 0,

∃C > 0 tels que

m(X) ≤ C〈X − Y 〉Nm(Y ), ∀X, Y ∈ Rn . (2.7)

Nous introduisons l’espace de symboles

S(Rn, m) := {p ∈ C∞(Rn); ∀α ∈ Nn, ∃Cα t.q. (2.8)

|∂α
Xp(X)| ≤ Cαm(X) , X ∈ Rn } .

Remarquons que si m est une fonction d’ordre, alors 1
m

est une fonction
d’ordre aussi.
S(R2, m) est un espace de Fréchet.

Lemme 2.4. — S est dense dans S(R2, m) pour la topologie de
S(R2, m〈X〉ǫ), ǫ > 0.

Nous continuons par montrer qu’il existe un m̃ ∈ S(R2, m) tel que
m̃ ∼ m (ce qui veut dire : il existe C > 0 tel que 1

C
m ≤ m̃ ≤ Cm).

Soit Br(x) la boule ouverte de centre x et de rayon r. Considérons le
régularisé de m qui, pour χ ∈ C∞

c (B1(0); [0,∞)) avec
∫

B1(0)
χ = 1, est

défini par

m̃ := χ ∗m ∈ C∞(R2) . (2.9)

Alors ∃C ′
0 > 0 tel que

m̃(X) ≤
∫
χ(X − Y )〈X − Y 〉N0dY C0m(X) ≤ C ′

0m(X) ,

ainsi que

m̃(X) ≥
∫
χ(X − Y )〈X − Y 〉−N0dY C−1

0 m(X) ≥ (C ′
0)

−1m(X) ,

donc m̃ ∼ m et m̃ est une fonction d’ordre aussi.
Ceci implique que S(R2, m̃) = S(R2, m) et nous allons par la suite

uniquement considérer des fonctions d’ordre m avec m ∈ S(R2, m).

Proposition 2.5 (Continuité dans S ). — Pour h ∈ (0, 1] fixé, p ∈
S(R2, m), pw est continu S → S et S ′ → S ′.
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De plus, pour toute seminorme nk sur S , il existe des seminormes nj

sur S , ñl sur S(R2, m) telles que

nk(p
wu) ≤ Ckñl(p)nj(u) ∀p ∈ S(m), u ∈ S . (2.10)

Si p(x, ξ, h) dépend de h nous disons que p ∈ S(R2, m) si p(., h) est
uniformément borné dans S(R2, m) pour h ∈ (0, 1].

Soit Sk(R2, m) := h−kS(R2, m), S−∞(R2, m) =
⋂
Sk(R2, m).

Définition 2.6 (Equivalence asymptotique). — Pour a, ak ∈
S(R2, m), k ≥ 0 nous écrivons

a ∼
∑

k≥0

akh
k (2.11)

pour dire que

∀N ∈ N, a(x; h) −
∑

0≤k≤N

ak(x)h
k ∈ S−(N+1)(R2, m) . (2.12)

Lemme 2.7 (Resommation). — Si aj ∈ S(R2, m), j ≥ 0, alors il
existe un a = a(x; h) ∈ S(R2, m) (unique dans S(R2, m)/S−∞(R2, m))
tel que

a ∼
∑

k≥0

akh
k . (2.13)

Définition 2.8 (Symboles classiques). — Nous appelons symbole
classique un symbole dans S(R2, m) tel qu’il existe une suite (aj)j∈N ,
aj ∈ S(R2, m) indépendant de h, telle que

a ∼
∑

j≥0

hjaj dans S(R2, m) . (2.14)

Nous appelons a0 le symbole principal de a.
Soit Scl(R2, m) l’ensemble des symboles classiques dans S(R2, m).

Définition 2.9 (Support). — Pour p ∈ Scl(R2, m) , p ∼ ∑
j≥0 h

jpj

soit

Supp(p) :=
⋃

j

supp (pj) . (2.15)

Si p ∈ Scl(R2, m) et Supp(p) est compact nous avons p ∼ χp dans
S(R2, m), si χ ∈ C∞

c (R2) est indépendant de h avec χ = 1 dans un
voisinage de Supp(p).
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Définition 2.10 (Composition). — Il est possible de définir une ap-
plication bilinéaire

S(R2, m1) × S(R2, m2) → S(R2, m1m2)

(p1, p2) 7→ p1#p2 (2.16)

par prolongement continu de l’application (bilinéaire) S × S → S

(p1#p2)(x, ξ) := e
ih
2

σ(Dx,Dξ;Dy,Dη) (p1(x, ξ)p2(y, η)) |y=x,η=ξ . (2.17)

Nous avons l’équivalence asymptotique

(p1#p2)(x, ξ) ∼
∑

k≥0

1

k!
((
ih

2
(DξDy −DxDη))

kp1(x, ξ)p2(y, η))|y=x,η=ξ .

(2.18)

Théorème 2.11 (Composition). — Pour pj ∈ S(R2, mj), p
w
j : S →

S ,S ′ → S ′, j = 1, 2, nous avons

pw
1 p

w
2 = (p1#p2)

w : S → S ,S ′ → S
′ . (2.19)

Un résultat fondamental est le Théoréme de Calderón-Vaillancourt de
la continuité L2 :

Théorème 2.12. — Si p ∈ S(R2, 1) alors pw est borné uniformément
par rapport à h L2 → L2.

Définition 2.13 (Ellipticité). — p ∈ S(R2, m) est elliptique si ∃C >
0 indépendant de h tel que

|p(X)| ≥ 1

C
m(X) , ∀X ∈ R2 . (2.20)

Lemme 2.14 (Parametrix). — Si p ∈ S(R2, m) est elliptique, alors
il existe un q ∈ S(R2, 1

m
) tel que

p#q = 1 + r1 ∈ S(R2, 1), r1 ∈ S−∞(R2, 1) ,

q#p = 1 + r2 ∈ S(R2, 1), r2 ∈ S−∞(R2, 1) ,

donc

pwqw = 1 +R1 ∈ L(L2), ‖R1‖ = O(h∞) , (2.21)

qwpw = 1 +R2 ∈ L(L2), ‖R2‖ = O(h∞) ,
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Théorème 2.15 (Inverse). — Si p ∈ S(R2, m) est elliptique, alors il
existe un h0 > 0 tel que pour h ∈ (0, h0] il existe un q ∈ S(R2, 1

m
) tel que

p#q = q#p = 1 dans S(R2, 1) . (2.22)

Ceci implique
pwqw = qwpw = 1L2 . (2.23)

La preuve de ce résultat important repose sur le lemme de Beals (voir
par exemple [5]). Pour énoncer ce lemme, nous devons introduire, pour
A : S → S (et S ′ → S ′), B : S → S ′,la notation

adAB := [A,B] : S → S
′ . (2.24)

Lemme 2.16 (Lemme de Beals). — Soit Ah : S (R) → S ′(R), h ∈
(0, 1], tel que ∀N ∈ N, pour toute suite l1(x, ξ), ..., lN(x, ξ) de formes
linéaires sur R2 nous avons :

‖adl1(x,hD) ◦ ... ◦ adlN (x,hD)Ah‖L2→L2 = O(hN) . (2.25)

Alors ∃a = a(x, ξ; h) ∈ S(R2, 1) tel que Ah = aw(x, hD; h).

2.3. Espaces locaux. —

Définition 2.17. — Soit U un ouvert dans R2, et soit m une fonction
d’ordre. Introduisons l’espace « local »

S(U,m) = {p ∈ C∞(U); ∀α ∈ N2, ∀A > 0, ∃Cα,A tel que

|∂α
Xp|(X) ≤ Cα,Am(X), ∀X ∈ U, dist(X,U c) ≥ 1

A
}. (2.26)

Nous pouvons définir de manière analogue que dans le paragraphe
précédent les espaces Sk(U,m), ainsi que l’équivalence asymptotique, les
symboles classiques et le support (définition 2.9).

Le lemme 2.7 reste valable dans S(U,m).
De plus, avec (2.18), il est possible de définir une composition asymp-

totique

S(U,m1) × S(U,m2) → S(U,m1m2)/S
−∞(U,m1m2) .

Remarquons qu’elle est associative.

Définition 2.18 (Ellipticité à l’infini). — p ∈ S(R2, m) est ellip-
tique à l’infini si ∃C > 0 indépendant de h tel que

|p(X)| ≥ 1

C
m(X) , |X| ≥ C. (2.27)
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Lemme 2.19. — Si p ∈ Scl(R2, m) est elliptique à l’infini, alors il
existe un q ∈ Scl(R2 \ p−1

0 (0), 1
m

) tel que

q#p ∼ p#q ∼ 1 dans S(R2 \ p−1
0 (0), 1) . (2.28)

Démonstration. — Nous avons, avec 1
p
∈ S(R2 \ p−1

0 (0), 1
m

),

p#
1

p
= 1 − hr,

1

p
#p = 1 − hr̃ dans S(R2 \ p−1

0 (0), 1) ,

r, r̃ ∈ S(R2 \ p−1
0 (0), 1). (2.29)

Soit

S(R2 \ p−1
0 (0),

1

m
) ∋ q ∼ 1

p
#(
∑

k≥0

hkr#k

) , (2.30)

et

S(R2 \ p−1
0 (0),

1

m
) ∋ q̃ ∼ (

∑

k≥0

hkr̃#k

)#
1

p
. (2.31)

Alors p#q ∼ 1, q̃#p ∼ 1 et, par l’associativité de la compositon asymp-
totique, nous avons

q̃ ∼ q̃#(p#q) ∼ (q̃#p)#q ∼ q . (2.32)

2.4. Espaces de Sobolev « semiclassiques ». —

Définition 2.20 (Espace de Sobolev). — Soit hm > 0 tel que nw =
(mw)−1 existe pour h < hm (théorème 2.15). Pour h < hm, l’espace de
Sobolev (de base L2, correspondant à m) semiclassique est défini par

H(m) := (mw)−1(L2) ⊂ S
′ , (2.33)

que nous munissons de la norme

‖u‖m := ‖mwu‖ , u ∈ H(m) . (2.34)

Proposition 2.21 (Propriétés de H(m)). — (H(m), ‖.‖m) est un
espace de Banach, et S est dense dans H(m).

Démonstration. — Nous choisirons partout h assez petit.
mw est une isométrie surjective : H(m) → L2, donc H(m) est un

espace de Banach.
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Par densité de S dans L2 nous savons que ∀u ∈ L2, ∃uj ∈ S tel
que uj → u dans L2. Soit alors, pour v = (mw)−1u ∈ H(m), u ∈ L2,
vj = (mw)−1uj ∈ S . Nous avons alors que

‖v − vj‖m = ‖u− uj‖ → 0, j → ∞ . (2.35)

Pour des fonctions d’ordre m̃ ∼ m, nous avons, pour h < min{hm, hm̃},
que H(m) est égal à H(m̃) à une équivalence de normes près :

∀u ∈ H(m),
1

C
≤ ‖u‖m

‖u‖m̃
≤ C , (2.36)

où C est indépendant de h.
Remarquons aussi que m ≥ 1 implique que H(m) ⊂ L2.

Théorème 2.22. — Pour p ∈ S(R2, m), pw est continu H(m) → L2 .

Démonstration. — Observons que p#n ∈ S(R2, 1), donc son quantifié
de Weyl est continu L2 → L2. v ∈ H(m) s’écrit v = nwu pour un u ∈ L2

donc
pwv = (p#n)wu (2.37)

ce qui prouve le théorème avec la continuité L2.

De manière analogue, nous avons aussi :

Théorème 2.23. — Soit q une fonction d’ordre. Pour p ∈ S(R2, m),
pw est continu H(q) → H( q

m
).

Proposition 2.24. — L’espace dual de H(m) est H( 1
m

).

Démonstration. — Montrons d’abord que H( 1
m

) ⊂ H(m)∗.
Pour u ∈ S , w = mwf ∈ H( 1

m
), f ∈ L2 nous avons

〈w, u〉 = 〈f,mwu〉 ≤ C‖f‖‖u‖m (2.38)

donc tout w ∈ H( 1
m

) définit une forme linéaire continue (par rapport à
la norme ‖.‖m) sur S ⊂ H(m). Par densité, nous pouvons la prolonger
à H(m) entier de manière unique. Avec (2.36), ‖w‖ 1

m
= ‖( 1

m
)ww‖ est

uniformément équivalent à ‖f‖ = ‖(mw)−1w‖, et nous avons

‖w‖H(m)∗ ≤ C‖w‖ 1
m
. (2.39)

Pour montrer l’inclusion inverse soit φ ∈ H(m)∗. Alors pour v =
(mw)−1u ∈ H(m)

φ(v) = φ((mw)−1u) =: φ̃(u) (2.40)
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et φ̃ est une fonctionelle linéaire continue sur L2. Par le lemme de Riesz
il existe un f ∈ L2 tel que

φ̃(u) = 〈u, f〉 (2.41)

avec ‖f‖ = ‖φ‖H(m)∗ , donc

φ(v) = 〈v,mwf〉, mwf ∈ H(
1

m
) . (2.42)

De plus,
‖mwf‖ 1

m
≤ C‖f‖ = C‖φ‖H(m)∗ . (2.43)

2.5. Propriété Fredholm de pw. — Nous dénotons par R(P ) et
N(P ) l’image et le noyau de l’opérateur P .

Proposition 2.25. — Si p ∈ Scl(R2, m), p0 vérifiant l’hypothèse 1.4,

alors, pour h assez petit, (pw − z), z ∈ Ω̃ est une famille d’opérateurs de
Fredholm H(m) → L2 d’indice 0.

Démonstration. — Soit z0 comme dans l’hypothèse 1.4 : |p0−z0| ≥ 1
C
m.

Soit χ ∈ C∞
c (R2) tel que χ = 1 dans un voisinage de p−1(Ω̃). Soit

q(z) :=
χ

p0 − z0
+

(1 − χ)

p0 − z
∈ S(R2,

1

m
) . (2.44)

Alors

(p− z)#q(z) = χ
p0 − z

p0 − z0
+ (1 − χ) + hrd = 1 − (z − z0)

p0 − z0
χ + hrd,

q(z)#(p− z) = χ
p0 − z

p0 − z0
+ (1 − χ) + hrg = 1 − (z − z0)

p0 − z0
χ+ hrg ,

où rd, rg ∈ Scl(R2, 1). Pour h assez petit, nous pouvons invertir (1+hrw
d )

respectivement (1 + hrw
g ) en tant qu’opérateur L2 → L2, et le lemme

de Beals (lemme 2.16) nous dit que l’inverse est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole a ∈ S(R2, 1), respectivement b ∈ S(R2, 1). Soit
alors qd := q#a et qg := b#q. Ceci donne

(p− z)#qd = 1 −
(

(z − z0)

p0 − z0
χ

)
#a , (2.45)

qg#(p− z) = 1 − b#

(
(z − z0)

p0 − z0
χ

)
.
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Or

∂α(

(
(z − z0)

p0 − z0
χ

)
#a) → 0, |(x, ξ)| → ∞, ∀α ∈ N2 , (2.46)

donc son quantifié de Weyl est un opérateur compact L2 → L2 (voir par
exemple [?]).

De plus, étant donné que χ ∈ C∞
c (R2), b#

(
(z−z0)
p0−z0

χ
)

sera dans

S(R2, m̃) pour tout m̃, donc (rappelons que nw = (mw)−1)

∂α(m#b#

(
(z − z0)

p0 − z0
χ

)
#n) → 0, |(x, ξ)| → ∞, ∀α ∈ N2 , (2.47)

dont le quantifié de Weyl est un opérateur compact L2 → L2. Ceci im-

plique que b#
(

(z−z0)
p0−z0

χ
)

est compact H(m) → H(m).

Nous avons donc que (pw−z)qw
d = 1+K1, K1 compact, et qw

g (pw−z) =
1 +K2, K1, K2 compacts. Ceci implique que (pw − z) est Fredholm.

Pour z = z0 comme dans l’hypothèse 1.4, nous avons aussi que |p−z0| >
1

2C
m, uniformément en h pour h assez petit, donc (pw −z0) est inversible

(d’inverse bornée). Il en découle que ind(pw − z0) = 0. La continuité en
norme de

Ω̃ ∋ z → pw − z : H(m) → L2 (2.48)

donne alors ind(pw − z) = ind(pw − z0) = 0 pour tout z ∈ Ω̃.

3. Factorisation et quasimodes

Soit p ∈ Scl(R2, m), p0 avec les hypothèses 1.4 et 1.3. Nous omettons
dans la suite d’écrire l’indice j.

3.1. Théoréme de préparation de Malgrange. — Nous avons be-
soin du théorème de factorisation locale de Malgrange pour des fonctions
C∞ (qui est l’analogue du théorème de Weierstrass pour des fonctions
analytiques). Notons que la décomposition ne sera pas unique. Pour les
preuves nous renvoyons à [8], tome 1.

Proposition 3.1. — Soit U un entourage de 0 dans R2. Soit f ∈
C∞(U) avec f(0, 0) = 0 et ∂ξf(0, 0) 6= 0. Alors il existe un ouvert V ,
0 ∈ V ⊂ U tel que dans V nous avons la factorisation

f(x, ξ) = q(x, ξ)(ξ + g(x)), (3.1)

où g, q sont des fonctions C∞ avec q(0, 0) 6= 0, g(0) = 0.
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Ceci permettra déjà la factorisation des symboles principaux.

Théorème 3.2 (Théorème de préparation de Malgrange)
Soient f et U comme dans la proposition précédente. Alors il existe

un ouvert V , 0 ∈ V ⊂ U , tel que ∀f̃ ∈ C∞(U) il existe q ∈ C∞(V ),
a ∈ C∞(πx(V )) avec

f̃(x, ξ) = q(x, ξ)f(x, ξ) + a(x), (x, ξ) ∈ V . (3.2)

Proposition 3.3. — Soit p ∈ Scl(R2, m), p0 remplissant l’hypothèse
1.3. Soit z0 ∈ Ω, et soit z ∈ Ω dans un voisinage de z0. Soient U± des
entourages de ρ±(z0). Alors il existe un ouvert W (z0) contenant z0, des
ouverts V± ⊂ U± contenant ρ±(z), z ∈W (z0), et des symboles

q± ∼
∑

k≥0

q±,kh
k ∈ Scl(V±, 1) , g± ∼

∑

k≥0

g±,kh
k , g±,k ∈ C∞

b (πx(V±))

(3.3)
qui dépendent de manière C∞ de z ∈ W (z0) tels que

p(x, ξ; h) − z ∼ q+(x, ξ, z; h)#(ξ + g+(x, z; h)) dans S(V+, m) , (3.4)

p(x, ξ; h) − z ∼ (ξ + g−(x, z; h))#q−(x, ξ, z; h) dans S(V−, m) ,

avec q±,0(ρ±(z), z) 6= 0, g±,0(x±(z), z) = −ξ±(z), z ∈W (z0).

Démonstration. — Afin de simplifier les notations, nous omettons les
indices ±, et nous nous concentrons sur la première partie de (3.4).

Nous commençons par décomposer le symbole principal.
Avec p0(ρ(z))−z = 0 , (p0)

′
ξ(ρ(z)) 6= 0 (hypothèse 1.3), nous obtenons

dans un entourage V ⊂ U de ρ(z0) des fonctions q0 ∈ C∞(V ) et g0 ∈
C∞(πx(V )) telles que, dans V

(p0(x, ξ) − z0) = q0(x, ξ)(ξ + g0(x)) (3.5)

avec q0(x(z0), ξ(z0)) 6= 0, g0(x(z0)) = −ξ(z0). On peut rajouter z aux
variables et nous avons toujours une dépendance C∞ de z. Les equations
ci-dessus sont alors valables pour z ∈ W (z0).

Ensuite nous regroupons par ordre de h les termes provenant de la
formule de composition asymptotique :

pN(x, ξ) = q0(x, ξ)gN(x) + qN(x, ξ)(ξ + g0(x))

+ G̃N (q0, ..., qN−1, g0, ..., gN−1, x, ξ, z) . (3.6)
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Etant donné que q0(x, ξ) 6= 0, nous avons une équation de la forme

GN(x, ξ) =
qN(x, ξ)

q0(x, ξ)
(g0(x) + ξ) + gN(x) , (3.7)

oùGN ne dépend que des qj , gl pour j, l < N et de pN . Il est donc possible
de déterminer les qk, gk inductivement, car avec

g0(x(z)) + ξ(z) = 0, ∂ξ(g0(x) + ξ) = 1, (3.8)

le théorème de Malgrange nous prouve l’existence d’un ouvert V conte-
nant ρ(z0), des fonctions C∞ qN

q0
(ce qui donne qN ) et gN dans C∞ avec

les propriétés voulues. En prolongeant si nécessaire qN et gN à un ouvert
légèrement plus grand, nous pouvons obtenir le même ouvert V pour
chaque N .

En itérant la procédure pour chaque ordre de h, nous obtenons les
solutions formelles

q ∼
∑

k≥0

qkh
k , qk ∈ C∞(V ) (3.9)

et

g ∼
∑

k≥0

gkh
k , gj ∈ C∞(πx(V )) . (3.10)

La même procédure peut être appliquée pour obtenir une factorisation
à gauche, ce qui montre la deuxième affirmation.

Nous choisissons un représentant de g± ∈ C∞ et prolongeons g± dans
C∞(R) tel que

g±(y) = ∓ i

C±
(y − x±), |y| ≥ C , C± > 0 , (3.11)

et obtenons ainsi un représentant global.
Pour χ± ∈ C∞

c (V±), ceci donne

χ+#(p− z) ∼ (χ+#q+)#(ξ + g+) , (3.12)

(p− z)#χ− ∼ (ξ + g−)#(q−#χ−) ,

les compositions étant au sens asymptotique dans les espaces locaux.

3.2. Quasimodes. —
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3.2.1. Quasimode pour P−z. — Nous construisons d’abord une solution
de l’équation

(hDx + g+(x, z; h))e+ = 0 (3.13)

de la forme

e+(x, z; h) := a+(x, z; h)e
i
h

ϕ+(x,z) , ‖e+‖ = 1 , (3.14)

avec une phase ϕ+ ∈ C∞ indépendante de h, Imϕ+ ≥ 0, et une amplitude
admettant un développement asymptotique en puissances de h :

a+(x, z; h) ∼
∑

j≥0

a+,j(x, z)h
j dans C∞

b (R) , ∀z ∈ Ω . (3.15)

La phase doit remplir l’équation eikonale

ϕ′
+(x, z) + g+,0(x, z) = 0 . (3.16)

qui admet une solution unique si nous imposons ϕ+(x+, z) = 0. Etant
donné que ϕ′

+(x+) = ξ+, nous voyons que c’est le signe du crochet de
Poisson qui détermine le signe de la partie imaginaire de la phase près
de x+ :

Imϕ′′
+(x+, z) = −Im g′+,0(x+, z) =

1

2i|q+,0|2
{p0, p0}(ρ+) . (3.17)

Près de ρ+, le crochet est positif, donc la partie imaginaire de la phase
est positive ; grâce au choix du prolongement de g+, ceci restera vrai
globalement :

Imϕ+(x) ∼ 1

C+
(x− x+)2, |x| → ∞ . (3.18)

Ensuite, afin de déterminer l’amplitude, nous regroupons les termes du
même ordre de h et obtenons une série d’équations de transport :

a′+,0 = 0 , −ia′+,l +
∑

0≤j≤l−1

g+,l−ja+,j = 0, l > 0. (3.19)

Celles-ci déterminent les dérivées de a+,k récursivement, qui seront à
support compact, donc a+ sera constant en dehors du support de (g+ −
iIm g+,0). Il est ainsi possible de normaliser e+ dans L2, ce qui détermine
les constantes a+,j(x+) par la méthode de la phase stationnaire.

Remarquons que nous avons aussi

e+(x, z, h) = c(z; h)e
− i

h

R x
x+

g+(y,z,h)dy
=: c(z; h)e

i
h

ϕ+,h(y,z,h) , (3.20)

mais nous avons préféré rester proche du formalisme BKW.
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Lemme 3.4. — Il existe e+ ∈ S , ‖e+‖ = 1, tel que

‖(pw − z)e+‖ = O(h∞) . (3.21)

Pour prouver le lemme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5. — Pour toute fonction d’ordre m′ (et h < hm′), e+ ∈
H(m′) et pour tout χ ∈ C∞

c (R2), χ = 1 près de ρ+,

‖(1 − χ)we+‖m′ = O(h∞) . (3.22)

Preuve du lemme 3.4. — Par construction, e+ est normalisé dans L2.
Nous avons, avec le lemme 3.5,

(pw − z)e+ = (pw − z)χwe+ +O(h∞)

= χw(pw − z)e+ + [pw, χw]e+ +O(h∞) .

Le premier terme est O(h∞) avec la factorisation par construction. Pour
le terme de commutateur observons que

Supp(p#χ− χ#p) ⊂ suppχ′ , (3.23)

ce qui est disjoint d’un voisinage de ρ+. En appliquant le lemme 3.5, nous
voyons que ce terme sera aussi O(h∞).

Preuve du lemme 3.5. — Nous présentons ici une preuve de J. Sjöstrand.
Nous avons

hDx + g+ = (ξ + g+)w, ξ + g+ ∈ S(R2, 〈(ξ, x)〉) . (3.24)

Pour h assez petit, ξ + g+ est elliptique en dehors de ρ+. Puisque

(hDx + g+)e+ = 0, ‖e+‖ = 1 , (3.25)

nous avons

(hDx + g+)(hDx + g+)e+ = 0 . (3.26)

Soit Ψ ∈ C∞
c (R2, (0, 1)), Ψ = 1 près de ρ+. Soit

Qw = (hDx + g+)(hDx + g+) + Ψw . (3.27)

Alors

Q(x, ξ) = |ξ + g+,0|2 + Ψ +O(h) ∈ S(R2, 〈(ξ, x)〉2) (3.28)

est elliptique, h assez petit, et (avec le lemme 2.16), Qw admet, pour h
assez petit, un inverse borné Rw, R ∈ S(R2, 〈(ξ, x)〉−2). De plus, d’après
(3.26),

Qwe+ = Ψwe+ , (3.29)
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donc pour toute fonction d’ordre m′,

e+ = (R#Ψ)we+ ∈ H(m′) . (3.30)

Nous choisissons maintenant, pour χ comme dans le lemme 3.5, Ψ ≺ χ
(ce qui veut dire que supp (Ψ) ∩ supp (1 − χ) = ∅). Alors pour toute
fonction d’ordre m′,

(1 − χ)#R#Ψ = O(h∞) dans S(R2,
1

m′ ) , (3.31)

et ‖(1 − χ)we+‖m′ = O(h∞).

3.2.2. Quasimode pour (P − z)∗. — Nous construisons d’abord une so-
lution de l’équation

(hDx + g−(x, z; h))∗e− = 0 (3.32)

de la forme

e−(x, z; h) := a−(x, z; h)e
i
h

ϕ−(x,z) , ‖e−‖ = 1 , (3.33)

avec une phase ϕ− ∈ C∞ indépendante de h, Imϕ− ≥ 0, et une amplitude
admettant un développement comme dans (3.15).

La phase doit remplir l’équation eikonale

ϕ′
−(x, z) + g−,0(x, z) = 0 , (3.34)

qui admet une solution unique si nous imposons ϕ−(x−, z) = 0. Etant
donné que ϕ′

−(x−) = ξ−, nous voyons que c’est le signe du crochet de
Poisson qui détermine le signe de la partie imaginaire de la phase près
de x− :

Imϕ′′
−(x−, z) = Im g′−,0(x−, z) = − 1

2i|q−,0|2
{p0, p0}(ρ−) > 0 . (3.35)

Grâce au choix du prolongement de g−, nous avons :

Imϕ−(x) ∼ 1

C−
(x− x−)2, |x| → ∞ . (3.36)

Ensuite nous pouvons résoudre les équations de transport, et il est pos-
sible de normaliser e− dans L2, ce qui détermine les constantes a−,j(x−)
par la méthode de la phase stationnaire.

Lemme 3.6. — Il existe e− ∈ S , ‖e−‖ = 1, tel que

‖(pw − z)∗e−‖ = O(h∞) . (3.37)
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Démonstration. — Nous avons l’analogue du lemme 3.5, et pouvons uti-
liser la factorisation

χw
−(pw − z)∗ = (χ−#q−)w(hDx + g−)∗ +O(h∞) . (3.38)

Lemme 3.7. — Pour toute fonction d’ordre m′ (et h < hm′), et pour
tout χ ∈ C∞

c (R2), χ = 1 près de (x−, 2ξ−),

‖(1 − χ)w(e−)2‖m′ = O(h∞) . (3.39)

Démonstration. — Nous avons

(hDx + 2g−)(e−)2 = 2
(
(hDx + g−)e−

)
e− = 0 . (3.40)

Donc le lemme 3.5 s’applique aussi ici, et avec

|ξ + 2g−(x−)| ≥ 1

C
(|ξ − 2ξ−| + |x− x−|) , (3.41)

nous obtenons le lemme.

4. Enoncé et résolution asymptotique du problème de Grushin

4.1. Problème de Grushin. — La question d’inversibilité de P − z
peut être reformulée grâce au problème de Grushin associé.

Définition 4.1. — Soit

P =

(
pw − z R−
R+ 0

)
: H(m) ×C→ L2 ×C

où p ∈ S(R2, m) remplit les hypothèses 1.3 pour n = 1 et 1.4, et où

R+u := 〈u, e+〉 ,
R−u− := u−e− .

Proposition 4.2. — Supposons que P admet un inverse de la forme

E =

(
E E+

E− E−+

)
: L2 ×C→ H(m) ×C .

Alors pw − z admet un inverse borné ssi E−+ : C → C est inversible.

La preuve se trouve par exemple dans [6].
Explicitons comment on peut généraliser cette proposition au cas d’un

nombre n de couples ρ± : pour chaque ρj
± nous obtenons une fonction ej

±
associée comme dans les lemmes 3.4, 3.6.
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Définition 4.3. — Soit

P =

(
pw − z R−
R+ 0

)
: H(m) ×Cn → L2 ×Cn

où p ∈ S(R2, m) remplit les hypothèses 1.3 et 1.4, et où

(R+u)j := 〈u, ej
+〉 ,

R−u− :=
∑

k

uk
−e

k
− .

Alors la proposition 4.2 reste valable et E−+ sera une matrice n× n :
l’inversiblité de pw − z sera donc équivalente à detE−+ 6= 0.

Une fois que l’inverse du problème de Grushin est construit, le
problème spectral est réduit à déterminer les zéros de det(E−+).

Dans notre cas, la construction de l’inverse du problème de Grushin
va être facilitée grâce à la proposition 2.25 et au résultat suivant.

Proposition 4.4. — Si (pw − z), pour (p − z) ∈ Scl(R2, m), est une

famille d’opérateurs de Fredholm d’indice 0, ∀z ∈ Ω̃, alors P ≡ P(z) est

aussi un opérateur de Fredholm d’indice 0, ∀z ∈ Ω̃.

Ainsi l’existence d’un inverse à droite de P impliqe l’inversibilité de P.

Démonstration. — Considérons pour t ∈ [0, 1]

P t =

(
P − z tR−
tR+ 0

)
: H(m) ×Cn → L2 ×Cn

Pour t = 0 , P0 est un opérateur de Fredholm et indP0 = ind(pw−z) = 0.
Etant donné que R+ et R− sont des opérateurs de rang fini, P t est un
opérateur de Fredholm, et ind(P t) est constant pour t ∈ [0, 1], donc
ind(P) = ind(P1) = 0.

Proposition 4.5. — Soit p ∈ Scl(R2, m), p0 remplissant les hypothèses

1.3 et 1.4. Alors pw a un spectre purement discret dans Ω̃, consistant de
valeurs propres (isolées) de multiplicité finie.

Démonstration. — Nous suivons [7].

Soit, d’après l’hypothése 1.4, z0 ∈ Ω̃ tel que pw − z0 est inversible.

Soit z1 ∈ Ω̃. Nous savons que (pw−z1) est Fredholm, ind(pw−z1) = 0 ;
soit N = dim N(pw − z1) = dim R(pw − z1)

⊥. Considérons le probléme
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de Grushin

Pz :=

(
pw − z R−
R+ 0

)
: H(m) ×CN → L2 ×CN

où R+ et R− sont de rang maximal et

R+|N(pw−z1) est bijectif ,

R(R−) ⊥ R(pw − z1) .

Alors Pz1 est bijectif avec un inverse borné E(z1), donc dans un voisinage
V (z1) de z1, Pz aura un inverse borné E(z) dont les entrées dépendent
holomorphiquement de z. Donc soit detE−+(z) est identiquement nul
∀z ∈ V (z1), soit ses zéros dans V (z1) forment un ensemble discret.

Nous pouvons maintenant prolongerE−+(z) le long d’un chemin reliant
z1 à z0 (en écrivant le problème de Grushin dans un nombre fini de disques
recouvrant ce chemin). Etant donné que detE−+(z0) 6= 0 (car pw −z0 est
inversible), detE−+(z) ne peut être identiquement nul dans aucun des
disques utilisés lors de la prolongation (par identité sur l’intersection des
disques).

Ceci étant valable pour tout z1 ∈ Ω̃, les zéros de detE−+ (corres-
pondant au spectre de pw) sont isolés. Pour prouver que l’espace propre
correspondant à z1 est de dimension finie, nous renvoyons à [7].

4.2. Résolution des problèmes locaux. — Nous posons n = 1, mais
etant donné que nous énonçons des résultats locaux, tout se généralisera
à n > 1.

4.2.1. Parametrix. — Commençons par la construction d’une parame-
trix sur R2 \ {ρ+, ρ−}, où p est elliptique : les zéros de p0 − z se situent

précisément en ρ± et p− z est elliptique à l’infini, z ∈ Ω̃. Il est donc pos-
sible d’appliquer le lemme 2.19 pour obtenir M ∈ S(R2 \ {ρ+, ρ−}, 1

m
)

tel que
(p− z)#M ∼ 1 dans S(R2 \ {ρ+, ρ−}, 1) . (4.1)

4.2.2. Résolution pour P = hDx + g+(x). —

Proposition 4.6. — Pour P = hDx + g+(x), v ∈ L2(R) , v+ ∈ C le
problème {

Pu = v
R+u = v+

(4.2)

avec
R+u := 〈u, e+〉 (4.3)
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admet une solution unique

u = Fv + F+v+ ∈ Hsc = H(〈(x, ξ)〉) , (4.4)

F+v+ := v+e+, et nous avons

‖F‖L2→Hsc
= O(h−

1
2 ) , (4.5)

‖F+‖C→Hsc = O(1) .

Démonstration. — La preuve est similaire à celle dans [6]. Nous repre-
nons les étapes non-techniques.

L’équation homogène {
Pu = 0
R+u = v+

(4.6)

admet la solution unique

u = F+v+ , (4.7)

alors que {
Pu = v
R+u = 0

(4.8)

admet la solution

u = Fv := (1 − F+R+)F̃ v , (4.9)

avec R+u = 0 et où F̃ sera defini par la suite.
En supposant x+ = 0 pour alléger les notations, F̃ admet un noyau

intégral

k(x, y) =
i

h
e−

i
h

R x

y
g+(x̃)dx̃ 1{x+≤y≤x} − i

h
e−

i
h

R x

y
g+(x̃)dx̃ 1{x≤y≤x+} ,

et PF̃v = v. Par le lemme de Schur (cf. [8], tome 3) la norme L2 de F̃
est majorée par

(
sup

x

∫
|k(x, y)|dy

)1
2
(

sup
y

∫
|k(x, y)|dx

)1
2

. (4.10)

En utilisant et adaptant les estimations de la preuve dans [6], nous avons,
en utilisant aussi l’identité (hDx + g+)F̃w = w ,

‖F̃‖ ≤ C√
h
, ‖xF̃‖ ≤ C ′

√
h
,

‖hDxF̃‖ ≤ ‖1 − g+(x)F̃‖ ≤ ‖F̃‖ + C‖xF̃‖ ≤ C ′′
√
h
. (4.11)

27



Avec ‖F+R+‖ = O(1), nous avons les mêmes estimations pour F , ce qui
implique

‖F‖L2→Hsc
= ‖F‖ + ‖hDxF‖ + ‖xF‖ ≤ C̃√

h
. (4.12)

Lemme 4.7. — (Non-propagation des supports)
Pour ψ1, ψ2 ∈ S(R2, 1) indépendants de h et à supports disjoints nous

avons
ψw

1 Fψ
w
2 = O(h∞) dans L(L2, Hsc) . (4.13)

Ceci implique que nous avons le même résultat pour ψj ∈ Scl(R2, 1)
tels que Suppψ1 ∩ Suppψ2 = ∅, car nous pouvons, en chaque ordre de h,
appliquer le lemme précédent.

Démonstration. — Soit P = hDx + g+(x) = pw.
Soient χ , χ̃ ∈ C∞

c (R2), χ ≺ χ̃, χ = 1 près de ρ+. Considérons

P χ̃wFχwv = [P, χ̃w]Fχwv + χwv +O(h∞)v , (4.14)

‖R+χ̃
wFχwv − R+Fχ

wv‖ = O(h∞)‖v‖. (4.15)

Supp(p#χ− χ#p) est disjoint de ρ+. Comme dans la preuve du lemme
3.5, nous avons

|ξ + g+,0|2 ≥
1

C

(
(ξ − ξ+)2 + (x− x+)2

)
, (4.16)

donc il existe q ∈ S(R2\ρ+,
1

〈(x,ξ)〉) tel que

p#q ∼ 1 dans S(R2\ρ+, 1) . (4.17)

Soit q#(1 − χ) un représentant du composé asymptotique, et soit

F ′ := (q#(1 − χ))w + χ̃wFχw − (q#(p#χ̃− χ̃#p))wFχw . (4.18)

Alors

PF ′v = v + r1(v) , ‖r1‖ = O(h∞) ,

R+F
′v = r2(v) , ‖r2‖L2→C = O(h∞) . (4.19)

L’unicité dans la proposition 4.6 implique alors que

F ′v = Fv + Fr1(v) + F+r2(v) =: Fv −R3v , (4.20)

où R3 : L2 → Hsc, ‖R3‖L2→Hsc
= O(h∞).

Nous avons donc, pour ψ1, ψ2 ∈ S(1) à supports disjoints

ψw
2 Fψ

w
1 = ψw

2 F
′ψw

1 +O(h∞) (4.21)
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et il suffit de montrer l’affirmation pour F ′.
Le premier terme dans F ′ est un opérateur pseudodifférentiel à symbole

dans S(R2, 1
〈(x,ξ)〉), donc

ψw
2 (q#(1 − χ))wψw

1 = O(h∞) : L2 → Hsc (4.22)

Pour les deux termes restants, nous distinguons les cas :
ρ+ /∈ suppψ2 : alors ψw

2 χ̃
w = O(h∞) et ψw

2 [P, χ̃w] = O(h∞) pour χ̃
assez localisée, donc ψw

2 F
′ψw

1 = O(h∞) : L2 → Hsc (car F = O( 1√
h
) :

L2 → Hsc).
ρ+ /∈ suppψ1 : alors χwψw

1 = O(h∞) pour χ assez localisée, donc
ψw

2 F
′ψw

1 = O(h∞) : L2 → Hsc.

4.2.3. Résolution pour P = hDx + g−(x). — Ici nous avons la situation
analogue pour l’adjoint formel.

Proposition 4.8. — Pour P = hDx + g−(x), v ∈ L2 le problème

Pu+R−u− = v , (4.23)

avec

R−u− := u−e− , u− ∈ C ,

admet une solution unique dans Hsc ×C, donnée par

u = Gv , (4.24)

u− = G−v := 〈v, e−〉 , (4.25)

avec

‖G‖L2→Hsc
≤ C√

h
. (4.26)

Démonstration. — Pour x ≤ x− nous avons la solution à (hDx+g−)u = ṽ

u1(x) =
i

h

∫ x

−∞
e−

i
h

R x
y

(g−(x̃)−z)dx̃ṽ(y)dy =: G̃1ṽ(x) ,

alors que pour x ≥ x− nous avons

u2(x) =
i

h

∫ x

∞
e−

i
h

R x
y

(g−(x̃)−z)dx̃ṽ(y)dy =: G̃2ṽ(x) ,

les deux exposants étant décroissants (à partie réelle strictement négative
loin de x−) dans le domaine d’intégration .
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Afin d’obtenir une solution continue, il faut imposer que

0 = u1(x−) − u2(x−) =
i

h

∫ ∞

−∞
e−

i
h

R x−
y

(g−(x̃)−z)dx̃ṽ(y)dy ,

=
i

ha−(x−, z; h)
〈ṽ, e−〉 (4.27)

donc, avec

u− = G−v ,

on peut prendre ṽ = v −R−u−, car par construction

〈v − R−u−, e−〉 = 0 .

Nous avons alors la solution

u = Gv = G̃(I − R−G−)v ,

u− = G−v ,

où G̃ est donné par G̃1/2 dans les zones correspondantes.

En observant que G̃ a le noyau intégral

k(x, y) =
i

h
e−

i
h

R x
y

g−(x̃)dx̃ 1{y≤x≤x−} − i

h
e−

i
h

R x
y

g−(x̃)dx̃ 1{x−≤x≤y} ,

qui s’estime de la même manière que le noyau intégral de F (en remar-
quant que Im g′+(x+) ∼ −Im g′−(x−)) nous pouvons utiliser les estima-
tions du paragraphe précédent pour trouver que

‖G̃‖L2→L2 ≤ C√
h

(4.28)

ainsi que

‖G‖L2→Hsc
≤ C√

h
. (4.29)

Lemme 4.9. — (Non-propagation des supports)
Pour ψ1, ψ2 ∈ S(1) indépendants de h et à supports disjoints nous

avons

ψw
1 Gψ

w
2 = O(h∞) dans L(L2, Hsc) . (4.30)

La preuve est analogue à celle du paragraphe précédent.
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4.3. Recollement des morceaux et inverse. — La prochaine étape
sera de recoller les solutions afin d’obtenir un inverse à droite approxi-
matif sur tout l’espace.

Soient U± ⊂ R2 des entourages de ρ± à adhérences disjointes ,

χ± ∈ C∞
c (U±) indépendantes de h, χ± = 1 près de ρ± , (4.31)

et χ := (1 − χ+ − χ−) ∈ S(R2, 1).
Nous décomposons L2 ∋ v ∼ χw

+v + χw
−v + χwv pour résoudre le

problème de Grushin grâce aux inverses des paragraphes précédants.
Soient χ± ≺ χ̃± ∈ C∞

c (U±), χ ≺ χ̃ ∈ S(R2, 1), χ̃ = 0 près de ρ±, et
soient T± ∈ Scl(U±, 1) tels que

Q+#T+ ∼ 1 dans S(U+, 1) , (4.32)

T−#Q− ∼ 1 dans S(U−, 1) . (4.33)

Nous désignons par

T+#χ+ ∈ C∞
c (U+) , (4.34)

χ̃−#T− ∈ C∞
c (U−) , (4.35)

des représentants à support compact des composés asymptotiques. Ceci
implique qu’ils seront continus L2 → H(n) pour toute fonction d’ordre
n.

Soit M la parametrix dans la zone elliptique, et soit M#χ un
représentant du composé asymptotique dont le support est contenu dans
un entourage du support de χ.

Proposition 4.10. — Soit P comme dans la définition 4.1, où p rem-
plit les hypothèses 1.3 pour n = 1 et 1.4. Soit

E0 :=

(
E0 F+

G− 0

)
, (4.36)

où

E0 = (χ̃#M#χ)w+χ̃w
+F (T+#χ+)w+(χ̃−#T−)wGχw

− = O(
1√
h

). (4.37)

Alors

PE0 = 1 −K (4.38)

avec K = O(h∞) dans L(L2 ×C, L2 ×C).

31



Démonstration. — L’estimation de norme de E0 découle directement des
estimations établies pour les problèmes locaux.

Commençons par :

(p− z)#χ̃#M#χ = χ̃#(p− z)#M#χ + r = χ+ r′ . (4.39)

Nous avons r ∈ S−∞(1), car

Supp((p− z)#χ̃− χ̃#(p− z)) ⊂ supp χ̃′ (4.40)

est disjoint de supp (M#χ). Ceci implique, avec χ̃#χ ∼ χ dans S(1),
que nous avons aussi r′ ∈ S−∞(1). Il en découle que r′w = O(h∞) dans
L(L2).

Ensuite, en utilisant le lemme 4.7 et la remarque d’après,

(P − z)χ̃w
+F (T+#χ+)w = [P, χ̃w

+]F (T+#χ+)w + χ̃w
+(P − z)F (T+#χ+)w

= O(h∞) + (χ̃+#Q+)w(hDx + g+(x))F (T+#χ+)w

= χw
+ +O(h∞)

dans L(L2).
Finalement, en utilisant le lemme 4.9 et que G− ∼ G−χ−,

(P − z)(χ̃−#T−)wGχw
− +R−G−

= (hDx + g−(x))(Q−#χ̃−#T−)wGχw
− +R−G− +O(h∞)

= (hDx + g−(x))Gχw
− +O(h∞) +R−G−χ

w
−

= χw
− +O(h∞)

dans L(L2).
Au total

(P − z)
(
(χ̃#M#χ)w + χ̃w

+F (T+#χ+)w + (χ̃−#T−)wGχw
−
)

+R−G−

= 1 +O(h∞) (4.41)

dans L(L2).
Ensuite, le lemme 3.4 implique

(P − z)F+ = O(h∞) ,

R+F+ = 1 .

Grâce au lemme 3.5

R+

(
(χ̃#M#χ)w + χ̃w

+F (T+#χ+)w + (χ̃−#T−)wGχw
−
)

= R+χ̃
w
+F (T+#χ+)w +O(h∞)

= R+F (T+#χ+)w +O(h∞) = O(h∞)
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et la proposition est prouvée.

Il est possible, pour h assez petit, de trouver un inverse à droite exact
de P en inversant 1 −K avec une série de Neumann :

E := E0

∑

j≥0

(K)j . (4.42)

On trouve alors un inverse à droite E de P. D’autre part, P est Fredholm
d’indice 0 d’après les propositions 2.25 et 4.4. Donc E est aussi un inverse
à gauche. On obtient :

Corollaire 4.11. — Il existe

E =

(
O( 1√

h
) O(1)

O(1) O(h∞)

)
: L2 ×C→ H(m) ×C

tel que PE = 1L2×C, et EP = 1H(m)×C.

Les estimations de norme découlent immédiatement de la série de Neu-
mann, de la forme de E0 et des estimations établies pour le problèmes
locaux.

Considérons maintenant le cas n > 1 : soient U j
± ⊂ R2 des entourages

de ρj
± à adhérences disjointes,

χj
± ∈ C∞

c (U j
±) indépendantes de h, χj

± = 1 près de ρj
± , (4.43)

et χ := (1 −∑j(χ
j
+ + χj

−)) ∈ S(1).
Ceci nous permet de résoudre les problèmes « locaux » de manière

analogue qu’avant, et nous introduisons T j
±, χ̃j

± et M comme avant.
Nous avons aussi

|〈ej
±, e

k
±〉| ≤ δjk +O(h∞) . (4.44)

Théorème 4.12. — Soit P comme dans la définition 4.3, où p remplit
les hypothèses 1.3 et 1.4. Soit

E0 =

(
E0 F+

G− 0

)
, (4.45)
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où

E0 = (χ̃#M#χ)w +
∑

j

(
(χ̃j

+)wF j(T j
+#χj

+)w + (χ̃j
−#T j

−)wGj(χj
−)w
)
,

F+v+ :=
∑

k

vk
+e

k
+ ,

(G−v)k := 〈v, ek
−〉 . (4.46)

Alors

PE0 = 1 −K (4.47)

avec K = O(h∞) dans L(L2 ×Cn, L2 ×Cn).

Nous avons aussi l’analogue du corollaire 4.11.

4.4. Cas analytique. —

Lemme 4.13. — Soit p ∈ S(R2, m) indépendant de h avec les hy-

pothèses 1.3 et 1.5. Alors ∀j = 1, ..., n il existe ej
+ = aj

+(x, z; h)e
i
h

ϕj
+(x,z) ∈

S , ‖ej
+‖ = 1, tel que

‖(pw − z)ej
+‖ = O(e−

1
Ch ) . (4.48)

Nous avons de plus que Imϕj
+ ∼ (x− xj

+)2.

Pour la preuve, nous renvoyons à [4].

Lemme 4.14. — Soit p ∈ S(R2, m) indépendant de h avec les hy-

pothèses 1.3 et 1.5. Alors ∀j = 1, ..., n il existe ej
− = aj

−(x, z; h)e
i
h

ϕj
−(x,z) ∈

S , ‖ej
−‖ = 1, tel que

‖(pw − z)∗ej
−‖ = O(e−

1
Ch ) . (4.49)

Nous avons de plus que Imϕj
− ∼ (x− xj

−)2.

Nous avons

|〈ej
±, e

k
±〉| ≤ δjk +O(e−

1
Ch ) . (4.50)

Proposition 4.15. — Soit p ∈ S(R2, m) indépendant de h, vérifiant
les hypothèses 1.3 et 1.5, et soit

P =

(
pw − z R−
R+ 0

)
: H(m) ×Cn → L2 ×Cn ,
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où

(R+u)j := 〈u, ej
+〉 ,

R−u− :=
∑

k

uk
−e

k
− .

Alors P admet un inverse de la forme

E =

(
E E+

E− E−+

)
=

(
E0 +O(h∞) F+ +O(e−

1
Ch )

G− +O(e−
1

Ch ) O(e−
1

Ch )

)
, (4.51)

où E0 = O( 1√
h
) est comme dans (4.46) et

F+v+ :=
∑

k

vk
+e

k
+ ,

(G−v)k := 〈v, ek
−〉 . (4.52)

Démonstration. — Nous commençons par montrer que E−+ = O(e−
1

Ch )

et que E+v+ = F+v+ +O(e−
1

Ch )|v+|. Nous cherchons (u∗, u∗−) tel que
{

(P − z)u∗ +R−u
∗
− = 0

(R+u
∗)j = δjk

. (4.53)

Alors u∗ = E+ek où ek ∈ Cn, (ek)j = δjk et u∗− = [E−+]k où [A]k désigne
la k-ième colonne de la matrice A.

Nous avons, en utilisant |〈ej
+, e

k
+〉| ≤ δjk +O(e−

1
Ch ),

{
(P − z)ek

+ = O(e−
1

Ch )

(R+e
k
+)j = δjk +O(e−

1
Ch )

. (4.54)

Le corollaire 4.11 nous dit que pour la solution (u, u−) de
{

(P − z)u+R−u− = v
R+u = v+

, (4.55)

nous avons √
h‖u‖ + |u−| ≤ C(‖v‖ +

√
h|v+|) . (4.56)

Ceci implique que
√
h‖u∗ − ek

+‖ + |u∗−| ≤ O(e−
1

Ch ) , (4.57)

donc E+ek = ek
+ + O(e−

1
Ch ) et |[E−+]k| = O(e−

1
Ch ). En sommant sur k,

nous obtenons donc que E+v+ =
∑

k v
k
+e

k
+ + O(e−

1
Ch )|v+| et que E−+ =

O(e−
1

Ch ).
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Nous montrons ensuite que (E−v)k = 〈v, ek
−〉+O(e−

1
Ch )‖v‖. Pour ceci

soit (u∗, u∗−) la solution de
{

(P − z)u∗ +R−u
∗
− = v

R+u
∗ = 0

, (4.58)

donc u∗− = E−v. Nous avons

〈(P − z)u∗ +R−u
∗
−, e

k
−〉 = 〈v, ek

−〉 . (4.59)

Donc

〈(P − z)u∗, ek
−〉 = 〈u∗, (P − z)∗ek

−〉 = O(e−
1

Ch )‖u∗‖ , (4.60)

et grâce à |〈ej
−, e

k
−〉| ≤ δjk +O(e−

1
Ch ) nous obtenons

(u∗−)k +O(e−
1

Ch )(‖u∗‖ + |u∗−|) = 〈v, ek
−〉 . (4.61)

En utilisant (4.56), nous avons

(E−v)k = (u∗−)k = 〈v, ek
−〉 +O(e−

1
Ch )‖v‖ . (4.62)

5. Perturbation

5.1. Problème de Grushin perturbé. — Nous considérons p ∈
S(R2, m) avec les hypothèses 1.3 et 1.5.

Nous considérons une perturbation δQ, où Q : L2 → L2 avec ‖Q‖ ≤ 1,

et δ <<
√
h est un paramètre de perturbation.

Proposition 5.1. — Soit, pour p et δQ comme ci-dessus,

Pδ =

(
pw − z + δQ R−

R+ 0

)
: H(m) ×Cn → L2 ×Cn .

Alors il existe E δ de la forme

E δ = E0 +

( ∑
j≥1E(δQE)j

∑
j≥1(EδQ)jE+)∑

j≥1E−(δQE)j
∑

j≥1E−(δQE)j−1(δQE+)

)
(5.1)

=

(
O( 1√

h
) O(1)

O(1) O(
√
h)

)

tel que PδE δ = 1L2×Cn, E δPδ = 1H(m)×Cn.
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Démonstration. — Nous avons PδE = 1 +K où

K =

(
δQE δQE+

0 0

)
, (5.2)

et

‖K‖ < Cδ‖Q‖‖E‖ << 1 . (5.3)

Alors nous obtenons la série de Neumann

E δ = E(1 +K)−1 = E
∞∑

j=0

(−K)j . (5.4)

Nous avons immédiatement le

Corollaire 5.2. —

E δ − E0 =

(
O( δ

h
) O( δ√

h
)

O( δ√
h
) O(δ)

)
. (5.5)

Nous obtenons aussi un développement perturbatif de l’hamiltonien
effectif :

Eδ
−+ = E0

−+ + δE
(1)
−+ +O(

δ2

√
h

) . (5.6)

De plus, en utilisant aussi la proposition 4.15,

(E
(1)
−+)ij = −Ei

−QE
j
+ = −〈Qej

+, e
i
−〉 +O(e−

1
Ch ) . (5.7)

Nous supposons alors que δ2
√

h
> e

− 1
D0h , pourD0 assez grand, ce qui résulte

de l’hypothèse 1.8.
Ceci implique que

detEδ
−+ = δn

∑

π∈Sn

(
∏

j

〈Qeπ(j)
+ , ej

−〉(sign(π)) +O(
δn+1

√
h

) . (5.8)

En écrivant ∂z(PE) = 0, nous obtenons

∂zE−+ = −E−+(∂zR+)E+ −E−(∂zR−)E−+ . (5.9)
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Le déterminant de E−+ n’est pas holomorphe, mais remplit (pour
detE−+ 6= 0) l’équation ∂z suivante :

∂z detE−+ = tr
(
(∂zE−+)E−1

−+

)
detE−+ (5.10)

= −tr ((∂zR+)E+ + E−(∂zR−)) detE−+

=: −k(z) detE−+ ,

en utilisant la cyclicité de la trace. Pour l’opérateur non-perturbé, ceci
implique

∂z detE0
−+ = −(

∑

j

(〈ej
+, ∂ze

j
+〉 + 〈∂ze

j
−, e

j
−〉) +O(e−

1
Ch )) detE0

−+

=: −k0(z) detE0
−+(z) . (5.11)

Nous choisissons alors une solution l0 de l’équation

1

h
∂zl0 = k0 (5.12)

dans un voisinage de Ω et nous obtenons une fonction holomorphe

e
l0
h E0

−+.

Lemme 5.3. — Pour h assez petit, et en dénotant L(dz) = dRe z ∧
dIm z,

(∆Re l0(z) + O(h))L(dz) =
∑

j

(dξj
− ∧ dxj

− − dξj
+ ∧ dxj

+) , (5.13)

et Re l0 est strictement sousharmonique :

∆Re l0(z) > 0 . (5.14)

Démonstration. — En utilisant la proposition 4.15 et (5.10), nous avons

1

h
∂zl0 = −

∑

j

(〈ej
+, ∂ze

j
+〉 + 〈∂ze

j
−, e

j
−〉) +O(e−

1
Ch ) . (5.15)

Nous omettons l’indice j. Soit ehol
+ tel que ‖(P−z)ehol

+ ‖ = O(e−
1

Ch )‖ehol
+ ‖,

∂ze
hol
+ = 0, de la forme

ehol
+ = a+(x, z; h)e

i
h

ϕ+(x,z) , (5.16)

avec a+, ϕ+ holomorphes en z. Une telle fonction peut se trouver locale-
ment en z. Nous avons p(x, ϕ′

+) = z, ce qui implique

ϕ′
+(x+) = ξ+, Imϕ′′

+(x+) > 0, ∂zϕ
′
+(x+) =

1

pξ(x+)
. (5.17)
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Donc x+ est le seul point réel où ϕ′
+ est réel, et Imϕ+ y a un point

critique non-dégénéré. Soit

Φ+(z) = sup
x∈voisR(x+)

(−Imϕ+(x, z)) = −Imϕ+(x+(z), z) . (5.18)

Alors Φ+ est sousharmonique en tant que supremum de fonctions har-
moniques. De plus, grâce à (5.17),

κ : (x,−∂xϕ+(x, z)) → (z, ∂zϕ+(x, z)) (5.19)

est une transformation canonique complexe, et

κ(R2) = ΛΦ+ := {(z, 2
i
∂zΦ+(z))} (5.20)

est une sousvariété IR au sens de [10], donc Φ+ est strictement soushar-
monique. En fait, en utilisant que x+ est un point critique de Imϕ+ et
que ϕ+ est holomorphe,

2

i
∂zΦ+(z) =

2

i
∂z(−Imϕ+(x+(z), z)) = −(

2

i
∂zImϕ+)(x+(z), z)

= (∂zϕ+)(x+(z), z) , (5.21)

et κ(x+(z),−ξ+(z)) = (z, 2
i
∂zΦ+(z)). Ceci implique que

−dξ+ ∧ dx+ = dζ ∧ dz|ΛΦ+
= (

2

i
∂z∂zΦ+)dz ∧ dz

= (4∂z∂zΦ+)
1

2i
dz ∧ dz = ∆Φ+L(dz) , (5.22)

et Φ+ est strictement sousharmonique.

Ensuite nous avons e+ =
ehol
+

‖ehol
+ ‖e

− i
h

θ+(z), où θ+(z) est réel. Etant donné
que

Re ∂z〈e+e
i
h

θ+(z), ∂ze+e
i
h

θ+(z)〉 = Re ∂z〈e+, ∂ze+〉 − Re (
i

h
∂z∂zθ+)

= Re ∂z〈e+, ∂ze+〉 , (5.23)

θ+ ne contribuera pas à ∆Re l0 et nous pouvons supposer que θ+ = 0.
Donc

〈e+, ∂ze+〉 = 〈 ehol
+

‖ehol
+ ‖ , ∂z(

ehol
+

‖ehol
+ ‖)〉 . (5.24)

Or

2(∂z‖ehol
+ ‖)‖ehol

+ ‖ = ∂z‖ehol
+ ‖2 = 〈∂ze

hol
+ , ehol

+ 〉 , (5.25)
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donc

∂z
1

‖ehol
+ ‖ = −1

2

〈∂ze
hol
+ , ehol

+ 〉
‖ehol

+ ‖3
. (5.26)

Ceci implique que

〈e+, ∂ze+〉 =
1

2‖ehol
+ ‖2

(〈ehol
+ , ∂ze

hol
+ 〉) =

1

2
∂z(ln ‖ehol

+ ‖2) . (5.27)

En utilisant la méthode de la phase stationnaire, nous avons que

‖ehol
+ ‖2 ∼ A(z; h)e−

2
h
Im ϕ+(x+,z) , (5.28)

donc

h〈e+, ∂ze+〉 = h
1

2
∂z(−

2

h
Imϕ+(x+, z))+lnA) = ∂zΦ+(z)+

h∂zA

2A
. (5.29)

Ceci implique que

4∂zh(〈e+, ∂ze+〉)L(dz) = (4∂z∂zΦ+(z) +O(h))L(dz)

= −dξ+ ∧ dx+ +O(h)L(dz) . (5.30)

Pour 〈∂ze−, e−〉 = −〈e−, ∂ze−〉 nous nous ramenons à eahol
− tel que

‖(P − z)∗eahol
− ‖ = O(e−

1
Ch )‖eahol

− ‖, avec ∂z(e
ahol
− ) = 0. Nous obtenons le

résultat similaire. En rassemblant les termes, nous avons donc que

(∆Re l0(z) +O(h))L(dz) =
∑

j

(dξj
− ∧ dxj

− − dξj
+ ∧ dxj

+) , (5.31)

et Re l0(z) est strictement sousharmonique.

Pour l’opérateur perturbé, nous avons

∂z detEδ
−+ = −tr

(
(∂zR+)Eδ

+ + Eδ
−(∂zR−)

)
detEδ

−+ (5.32)

=: −kδ(z) detEδ
−+ .

En utilisant le corollaire 5.2 et (5.10), on trouve

|kδ − k0| ≤ O(
δ

h
3
2

) . (5.33)

Alors nous pouvons aussi construire une solution lδ = l0 + (lδ − l0) de
l’équation 1

h
∂zl

δ = kδ, avec

|lδ − l0| = O(
δ√
h

) , (5.34)

et ∂z(e
lδ

h detEδ
−+) = 0.
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6. Preuve des théorèmes 1.9, 1.13 et 1.11

Nous commençons par rappeler quelques notions probabilistes.

6.1. Rappels de notions probabilistes. — Soit (M,A, P ) un es-
pace de probabilité.

Une variable aléatoire réelle est une application mesurable

X : M → Rn . (6.1)

Il est possible de considérer une variable aléatoire complexe en identifiantC à R2 (x+ iy ≡ (x, y)). La distribution de X est la mesure PX (l’image
directe de la mesure P par l’application X) ; si elle est absolument conti-
nue par rapport à la mesure de Lebesgue :

PX = f(x)L(dx) , (6.2)

alors f est appelée la densité de distribution de X (c’est le seul cas que
nous allons considérer ici). Si

f(x) =
1

(2πσ2)
n
2

e−
x2

2σ2 , (6.3)

alors nous disons que X est distribué selon une loi normale (centrée en
0, de variance nσ2).

Si X est P -intégrable, nous définissons l’espérance

E[X] :=

∫
XdP =

∫
xf(x)L(dx) . (6.4)

Si X est de carré sommable, nous définissons la variance

σ2(X) := E[(X −E[X])2] . (6.5)

Considérons maintenant m variables aléatoires Xi. Les Xi sont appelés
indépendants si leur distribution jointe se décompose en produit :

P⊗Xi
= PX1 ⊗ ...⊗ PXm . (6.6)

Considérons, dans le cas où lesXi sont des variables indépendantes réelles
(complexes), leur somme : la distribution sera

PX1+...+Xm = PX1 ∗ ... ∗ PXm . (6.7)

Il en découle que si Xi est distribué selon une loi normale centrée en 0
de variance σ2

i , ∀i = 1, ..., m, alors la somme des Xi sera distribué selon
une loi normale centrée en 0 de variance

∑
i σ

2
i .
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6.2. Analyse des zéros d’une fonction holomorphe. — Pour ter-
miner la preuve du théorème 1.9, nous avons besoin d’une proposition
concernant les zéros d’une fonction holomorphe.

Soit f une fonction holomorphe dans une domaine Ω ⊂⊂ C et Γ ⊂⊂ Ω
un domaine de bord γ = ∂Γ ∈ C∞. Si γ n’intersecte pas de zéros de f ,
alors le nombre de zéros de f dans Γ est donné par

N(Γ, f) =
1

2πi

∫

γ

f ′

f
. (6.8)

Proposition 6.1 ([6]). — Soient Γ, γ et Ω comme ci-dessus. Soit

φ ∈ C∞(Ω,R) , (6.9)

soit f une fonction holomorphe dans Ω avec

|f(z; h)| ≤ e
φ(z)

h , ∀z ∈ Ω , (6.10)

et nous supposons qu’il existe zk ∈ Ω, 0 < rk, ǫk ≪ 1, k ∈ J tels que

B(zk, 3rk) ⊂ Ω et γ ⊂
⋃

k∈J

B(zk, rk) (6.11)

avec
|f(zk; h)| > e

1
h
(φ(zk)−ǫk) . (6.12)

Alors nous avons

N(Γ, f) =
1

2πh

∫

Γ

∆φL(dz) +
∑

k∈J

O(
r2
k + ǫk
h

) . (6.13)

Pour la preuve, voir [6].

6.3. Preuve du théorème 1.9. — A partir de maintenant, nous sup-
posons partout que q ∈ L∞, sans perte sur les estimations de probabi-
lités : pour M ⊂ M,

P [{q ∈ L∞} ∩M ] = P [M ] . (6.14)

Lemme 6.2. — Soient p, q et δ comme dans le théorème 1.9. Il existe
D̃ > 0 tels que si zk, k ∈ J sont des points dans Ω, alors pour h assez
petit

P
[
‖q‖∞ ≤ 1 et |e lδ

h detEδ
−+(zk)| > e

Re l0(zk)

h δn+1 , ∀k ∈ J
]

≥ 1 −Dh−M0σ(h) − (
D̃δ

h
3
2

)
2
n
n|J |
σ2hκ

. (6.15)
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Démonstration. — Supposons que ‖q‖∞ ≤ 1. Alors, avec δ‖Q‖ ≤ δ et
(1.23), les résultats de la section 5 s’appliquent.

Reprenons (5.8). En utilisant ej
+ = ej

− ∈ S , et en étendant le produit
scalaire 〈u, v〉, u ∈ L2, v ∈ S , à u ∈ S ′, nous avons

det(Eδ
−+) = δn

∑

π∈Sn

(
∏

j

〈q(x), eπ(j)
− ej

−〉)sign(π) +O(
δn+1

√
h

)

= δn
∏

j

〈q, (ej
−)2〉 + δnO(e−

1
Ch ) +O(

δn+1

√
h

) , (6.16)

car ei
−e

j
− = O(e−

1
Ch ), i 6= j. Ceci implique, en utilisant aussi (5.34) et

l’hypothèse 1.8, qu’il existe D̃ tel que

|e lδ

h detEδ
−+| > e

Re l0
h δn(

∏

j

|〈q, (ej
−)2〉| − D̃

2

δ

h
3
2

) . (6.17)

Si
∏

j |〈q, (ej
−)2(zk)〉| > D̃δ

h
3
2
, alors |(e lδ

h detEδ
−+)(zk)| ≥ e

Re l0(zk)

h δn+1, donc

(en posant t := ( D̃δ

h
3
2
)

1
n )

P
[
‖q‖∞ ≤ 1 et |e lδ

h detEδ
−+(zk)| > e

Re l0(zk)

h δn+1 , ∀k ∈ J
]

≥ P
[
{‖q‖∞ ≤ 1}

⋂

k∈J

{
∏

j

|〈q, (ej
−)2(zk)〉| > tn}

]

≥ P
[
{‖q‖∞ ≤ 1}

⋂

k,j

{|〈q, (ej
−)2(zk)〉| > t}

]

≥ P [‖q‖∞ ≤ 1] −
∑

k,j

P
[
|〈q, (ej

−)2(zk)〉| ≤ t
]

≥ 1 −Dh−M0σ(h) − (
D̃δ

h
3
2

)
2
n
n|J |
σ2hκ

, (6.18)

en utilisant l’hypothèse 1.8 pour la dernière inégalité.

Preuve du théorème 1.9. — Supposons que ‖q‖∞ ≤ 1. Nous voulons ap-

pliquer la proposition 6.1 à f := e
lδ

h Eδ
−+ qui est holomorphe, où φ = Re l0.
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En utilisant (6.16) et en développant lδ = l0 + O( δ√
h
) nous avons la

majoration (6.10) dans Ω :

|e lδ

h Eδ
−+| ≤ δn|e

l0
h |(1 +O(

δ

h
3
2

)) ≤ e
Re l0

h , (6.19)

car δ < 1
C0
h

3
2 .

Ensuite nous choisissons un ensemble de points zk ∈ Ω, k ∈ J , |J | =
O( 1√

h ln 1
δ

), tel que pour le domaine Γ du théorème 1.9 nous avons

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

B(zk,

√
h ln

1

δ
) . (6.20)

Soit ǫk := (n + 1)h ln 1
δ
, ∀k ∈ J (donc e−

ǫk
h = δn+1). Alors la condition

(6.12) devient

|e lδ

h detEδ
−+(zk)| ≥ e

Re l0(zk)

h δn+1 , ∀k ∈ J . (6.21)

Donc si ‖q‖∞ ≤ 1 et que (6.21) est valable, la proposition 6.1 implique

#
(
Spec(pw + δQ) ∩ Γ

)
=

1

2πh

∫
∆Re l0(z)L(dz) + |J |O(

h ln 1
δ

h
)

=
1

2πh
(|Γ−+(Γ)| +O(

√
h ln

1

δ
)) , (6.22)

en utilisant (5.13) pour la dernière égalité. En utilisant le lemme 6.2,
nous pouvons minorer la probabilité inférieure d’avoir (6.22) par

P
[
‖q‖∞ ≤ 1 et |e lδ

h detEδ
−+(zk)| > e

Re l0(zk)

h δn+1 , ∀k ∈ J
]

≥ 1 −Dh−M0σ(h) − (
D̃δ

h
3
2

)
2
n
n|J |

2σ2hκ

≥ 1 −Dh−M0σ(h) −D′(
δ

h
3
2

)
2
n

1√
h ln 1

δ
σ2hκ

. (6.23)

6.4. Preuve du théorème 1.11. —

Preuve du théorème 1.11. — Nous voulons adapter la preuve du
théorème 1.9 à tous les domaines Γ ∈ F̃ .
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La proposition 6.1 est valable uniformément pour l’ ensemble F̃ : nous
reprenons ici les étapes à généraliser dans la preuve de cette proposition
dans [6] (proposition 8.1).

Puisque |G| > 1
C′ sur ∂Ω, nous savons que d(Γ, ∂Ω) > 0. Nous savons

aussi qu’il existe D > 0 tel que L(∂Γ) ≤ D, ∀Γ ∈ F .
Avec ∂Γ = {G(z) = 0}, |G| + |G′| > 1

C′ , et pour r assez petit, z ∈ Ω,
d(z, ∂Γ) ≤ r

2
, nous pouvons parametriser ∂Γ∩B(z, r) soit par x : y = y(x)

avec |y′(x)| ≤ C̃, soit par y : x = x(y) avec |x′(y)| ≤ C̃. Nous obtenons

alors que r
2
≤ L(∂Γ ∩ B(z, r)) ≤ C̃r.

Donc si nous choisissons un réseau de points zk ∈ Ω de maille r
2

tels
que

Ω ⊂
⋃

k∈J

B(zk,
r

2
), |J | ≤ C

r2
, (6.24)

et que si

J̃Γ = {zk; d(zk, ∂Γ) <
r

2
} , (6.25)

alors ∃C ′′ > 0 tel que

|J̃Γ| ≤ C ′′1

r
, ∀Γ ∈ F̃ , (6.26)

et ∂Γ ⊂ ⋃k∈J̃Γ
B(zk, r).

Nous pouvons alors appliquer les résultats locaux dans B(zk, r). Jus-
qu’à l’équation (8.21) dans [6], nous avons travaillé indépendamment de
Γ. Nous utilisons alors que L(∂Γ ∩ B(z, r)) ≤ C̃r, et en utilisant les
paramétrisations ci-dessus, nous voyons que

var arg∂Γ∩B(z,r)(w − w∗) ≤ 2π, ∀Γ ∈ F̃ , w∗ ∈ Ω \ ∂Γ . (6.27)

Le théorème de Stokes s’applique aussi avec un contour C2, donc la

proposition 6.1 est valable ∀Γ ∈ F̃ avec un reste uniforme.

Posons maintenant r =
√
h ln 1

δ
. Il existe C̃ > 0 tel que si ‖q‖∞ ≤ 1 et

que (6.21) est valable ∀k ∈ J , alors ∀Γ ∈ F̃

|#
(
Spec(pw + δQ) ∩ Γ

)
− 1

2πh
|Γ−+(Γ)|| ≤ |J̃Γ|C̃

h ln 1
δ

h

≤ C̃C ′′

√
h ln 1

δ

h
. (6.28)
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En utilisant le lemme 6.2, nous avons donc avec une probabilité
inférieure minorée par

P
[
‖q‖∞ ≤ 1 et |e lδ

h detEδ
−+(zk)| > e

Re l0(zk)

h δn+1 , ∀k ∈ J
]

≥ 1 −Dσ(h)h−M0 − (
D̃δ

h
3
2

)
2
n
n|J |

2σ2hκ

≥ 1 −Dσ(h)h−M0 −D′(
δ

h
3
2

)
2
n

1

h ln 1
δ
σ2hκ

(6.29)

que (6.28) est valable ∀Γ ∈ F̃ .

6.5. Preuve du théorème 1.13. — Nous montrons dans ce para-
graphe que l’hypothèse 1.12 implique l’hypothèse 1.8.

Commençons par rappeler que si P̃ est comme dans l’hypothèse 1.12,
alors le nombre de valeurs propres El de P̃ dans un intervalle [α, β] est
donné par

Nh(α, β) =
1

2πh

∫∫

p̃−1([α,β])

dxdξ +O(1) , (6.30)

(Théorème 12.3 dans [5]), donc si N(h) = C
h
, alors EN(h) = O(1).

Lemme 6.3. — Soit q comme dans l’hypothèse 1.12. Alors il existe M0

tel que

P [q ∈ L∞ et ‖q‖∞ ≤ 1] ≥ 1 − h−M0

√
πσ2

2
. (6.31)

Démonstration. — Nous avons

‖q‖∞ ≤
∑

l≤N

|αl|‖ql‖∞ , (6.32)

et {∑l≤N |αl|‖ql‖∞ ≤ 1} ∈ A donc

P [‖q‖∞ ≤ 1] ≥ P [{
∑

l≤N

|αl|‖ql‖∞ ≤ 1}] . (6.33)

Ensuite nous avons

P [
∑

l≤N

|αl|‖ql‖∞ ≤ 1] ≥ 1 − P [
∑

l≤N

|αl|‖ql‖∞ > 1]

≥ 1 − E[
∑

l≤N

|αl|‖ql‖∞] ≥ 1 −
∑

l≤N

‖ql‖∞
√
πσ2

2
. (6.34)
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Nous montrons que ∃C ′ > 0 tel que

‖ql‖∞ ≤ C ′

h2
, l ≤ N(h), (6.35)

ce qui termine la preuve avec N(h) = C
h
.

En fait, nous avons pour M assez grand, avec (p̃w)−M = (p−M)w,
p−M ∈ S(R2, 〈(x, ξ)〉−Mα),

1

EM
l

‖ql‖∞ ≤ sup
x

|(p̃w)−Mql|

≤ 1

2πh
sup√

hx

|
∫
e

i(x− y√
h
) ξ√

h (p−M(
x
√
h+ y

2
, ξ))ql(y)dydξ|

≤ 1

2π
√
h

sup√
hx

∫ ( ∫
〈(x

√
h+ y

2
, ξ
√
h)〉−2Mαdy

)1
2dξ‖ql‖

≤ 1

2πh
1
4

sup√
hx

∫ ( ∫
h−Mα〈(x+ y

2
, ξ)〉−2Mαdy

)1
2dξ

≤ C ′′h−
Mα
2

− 1
4 .

Il suffit de choisir M tel que Mα ≥ 3, donc pour l ≤ N(h), et en utilisant
la remarque après (6.30),

‖ql‖∞ ≤ C ′′

h2
(EN(h))

3
α ≤ C ′

h2
. (6.36)

Lemme 6.4. — Il existe κ tel que ∀z ∈ Ω, ∀j, t > 0,

P
[
|〈q, (ej

−)2(z)〉| ≤ t
]
≤ t2

2hκσ2
.

Démonstration. — Nous avons

P
[
|〈q, (ej

−)2(z)〉| ≤ t
]

= P
[
|
∑

l

αl〈ql, (ej
−)2(z)〉| ≤ t

]
.

Soit βl := 〈ql, (ej
−)2(z)〉 ; la variable aléatoire

∑
l αlβl est distribuée

d’après une loi normale (complexe, centrée en 0) de variance σ2
∑

l |βl|2,

47



donc

P
[
|〈q, (ej

−)2(z)〉| ≤ t
]

= 1 − exp
{
− t2

2σ2
∑

l |βl|2
}

≤ t2

2σ2
∑

l |βl|2
. (6.37)

Nous montrons que ∃κ tel que ∀z ∈ Ω, ∀j, ∑l≤N |βl|2 ≥ hκ, ce qui
terminera la preuve du lemme.

Soit U ⊂⊂ R2 un ouvert tel que
⋃

j

{(xj
−(z), 2ξj

−(z)); z ∈ Ω} ⊂ U , (6.38)

et soit f ∈ C∞
c (R; [0, 1]) telle que f = 1 sur p̃(U). Nous fixons (en

utilisant la remarque après (6.30))

N(h) := min{l ; supp (f) ⊂ [0, El]} = O(
1

h
) . (6.39)

Avec le calcul fonctionnel (voir [5], chapitre 8),

f(p̃w) = Fw, F ∈ S(R2, (m′)−k) ∀k , (6.40)

et F (x, ξ) = 1+O(h∞) si (x, ξ) ∈ U . En fait, F (x0, ξ0) ne dépend que de
p̃ et de ses dérivées au point (x0, ξ0) = ρ0 (modulo O(h∞)). Soient U1, U2

des voisinages de ρ0 ∈ U , U1 ⊂ U2 ⊂⊂ U , et soit χ ∈ C∞
c (U2), χ = 1

sur U1. Soit p̂ = p(x, ξ)χ + p(x0, ξ0)(1 − χ). Alors f(p̂w) = 1. De plus,
F (x, ξ) est égal au symbole de f(p̂w) près de (x0, ξ0), modulo O(h∞),
donc F (x0, ξ0) = 1 +O(h∞).

Ceci et le lemme 3.7 impliquent que ∀z ∈ Ω, ∀j
Fw(ej

−)2(z) = (ej
−)2(z) +O(h∞) dans L2 . (6.41)

Nous avons donc, pour l ≥ N(h),

〈(ej
−)2(z), ql〉 = f(El)〈(ej

−)2(z), ql〉 +O(h∞) = O(h∞) . (6.42)

De plus

〈(ej
−)2(z), ql〉 = 〈(p̃w)N(ej

−)2(z), (p̃w)−Nql〉 ≤
C

(El)N
√
h
. (6.43)

Observons qu’il existe K tel que

El ≥ (hl)
1

2K . (6.44)
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En fait, si K est assez grand,
∑

l

E−2K
l = ‖(pw)−K‖2

HS ∼ 1

2πh

∫
|p(x, ξ)|−2Kdxdξ ≤ C

h
, (6.45)

donc (en utilisant que les El forment une suite croissante)

lE−2K
l ≤

∑

k

E−2K
k ≤ C

h
. (6.46)

Ceci implique
∑

l≤N

|βl|2 =
∑

l≤N(h)

|〈(ej
−)2(z), ql〉|2

= ‖(ej
−)2(z)‖2 −

∑

l>N(h)

|〈(ej
−)2(z), ql〉|2

≥ 1√
h
−O(h∞) ≥ 1

C
. (6.47)
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