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INSTABILITE SPECTRALE SEMICLASSIQUE
D’OPERATEURS NON-AUTOADJOINTS II

par

Mildred Hager

Résumé. — Dans ce travail, nous considérons des opérateurs
(pseudo-)différentiels analytiques ainsi que des perturbations multipli-
catives aléatoires. Nous montrons pour les opérateurs perturbés qu’avec
une probabilité proche de 1, les valeurs propres dans un sous-ensemble
du pseudospectre se distribuent d’apres une loi de Weyl.

Abstract. — In this work, we consider analytic (pseudo-)differential
operators as well as random perturbations. We show for the perturbed
operators that with probability almost 1, the eigenvalues inside a subdo-
main of the pseudospectrum are distributed according to a bidimensional
Weyl law.

1. Introduction

La notion de pseudospectre a été beaucoup étudié récemment (voir [3],
[15] et les références qui y sont indiquées), ce qui a permis une meilleure
compréhension des propriétés spectrales d’opérateurs non-autoadjoints.
Les pseudospectres sont les régions délimitées par les courbes de niveau
de la norme de la résolvante, et sont reliés aux valeurs spectrales possibles
pour 'opérateur perturbé par une petite perturbation.

Un des opérateurs les plus étudiés dans ce contexte est 'opérateur de
Schrodinger a potentiel complexe. En effet, de nombreux travaux sur les
résonances ([7], [13], [12] pour n’en citer que quelques uns) traitent les
problemes d’estimation de la norme de la résolvente dans ce cadre. Davies

Classification mathématique par sujets (2000). — 34E10, 47G10, 47TAT75.
Mots clefs. — Pseudospectre, perturbation, opérateurs non-autoadjoints.



fait en '99 une construction de ses quasimodes et analyse ainsi son pseu-
dospectre ([2]), Boulton étudie 1'oscillateur harmonique non-autoadjoint
([1]), et Zworski étudie un conjugué non-autoadjoint de I'oscillateur har-
monique intervenant lors de 1’étude des résonances en chimie quantique
([17]). Dans ce dernier travail, il constate aussi lors de calculs numériques
une migration des valeurs propres vers le bord du pseudospectre, ce qui
nous a entre autre motivé d’entreprendre ici une étude perturbative des
valeurs propres de l'opérateur de Schrodinger non-autoadjoint. Dans la
dynamique des fluides, on est conduit dans un certain cadre a I'opérateur
d’Orr-Sommerfeld ([9]) qui, apres certaines simplifications, est réduit
aussi a un opérateur de Schrodinger a potentiel complexe.

Dans un cadre plus général, Zworski a mis en évidence la construc-
tion de Quasimodes pour des opérateurs h-pseudodifférentiels avec une
condition de commutateur de Hérmander ([16]). Dencker, Sjostrand et
Zworski étudient dans ce cadre le pseudospectre semiclassique ([4]), et
mettent en évidence une région déterminée par des grandeurs classiques
ou la norme de la résolvante de I'opérateur quantifié correspondant sera
> Cnh™N, VN, respectivement exponentiellement grande dans le cas
analytique. Notre approche est fortement basée sur leur travail.

Nous avons, dans le cas d'un opérateur-modele perturbé par des noyaux
oscillants, trouvé une asymptotique de Weyl (bidimensionelle) pour le
nombre de valeurs propres (voir [6]). Ceci a été le point de départ pour
« généraliser » ce résultat.

Ici nous allons examiner le comportement spectral d’opérateurs
h-pseudodifférentiels & symbole analytique pair en ¢ (notamment
l'opérateur de Schrodinger a potentiel analytique) sous des perturba-
tions mulitplicatives « aléatoires », et nous allons trouver qu’avec une
probabilité tres proche de 1 le nombre de valeurs propres de 'opérateur
perturbé dans des domaines a l'intérieur du pseudospectre est donné par
une asymptotique de Weyl; pour ce genre de perturbations il n’y aurait
donc pas forcément de migration des valeurs propres vers le bord.

Remerciements : Ce travail fait partie de la these de 'auteur préparée
sous la direction de J. Sjostrand.

Nous commencons par préciser les hypotheses sur les opérateurs non-
autoadjoints que nous considérons.

Soit p € S(R%,m) (donc p € C™ et p ainsi que toutes ses dérivées sont
bornés par la fonction d’ordre m, cf. Définition 2.3) indépendant de h.
Nous dénotons par P = p“ son quantifié de Weyl, que nous considérons



dans L*(R). Toutes les normes non-indexées seront des normes L2, res-
pectivement £(L?).
Définition 1.1. —
S = (T (R)) . (1.1)
Nous identifions partout 7*(R) = R2.

Définition 1.2 (Crochet de Poisson). — Pour f,.g € C®(R?), le
crochet de Poisson est défini par

{f:93(2,8) = (fego = fage) (2, €) - (1.2)

Nous prenons la variable spectrale dans un domaine (c’est a dire un
ouvert connexe) relativement compact a l'intérieur de X :

eQC T, (1.3)

A partir de maintenant nous supposons

Hypothése 1.3. — Vz € Q nous avons

) = {L(2), P (2), G=1,m)
ol + Z{p,ﬁ}(/}i) = £Im (pepz)(p+) > 0. (1.4)

Nous allons souvent poser n = 1 si le cas général se traite de maniere
analogue.
Nous introduisons, pour I' C {2 un ensemble,

(D) ={p (2), P, (2),5 =1,..,m, z€T} C (T*(R))™ . (L5)
Si T' est un domaine, I'_, (I") est symplectique par rapport a la forme
symplectique > .(d§; A dx; — dn; A dy;), et nous dénotons le volume
correspondant par |I'_, (T")|, qui s’exprime aussi comme

P (D) = Y (vol({p’(2), z € I}) +vol({#)(2), 2 € T})).  (L.6)
J
Hypothése 1.4. — Soit m une fonction d’ordre sur R2, m > 1.
Soit @ cC C un domaine, Q C Q. Soit (p—z) € S(R2, m) indépendant
de h. Nous supposons que (p — z) est elliptique a l'infini uniformément
VzeQ:

1
—m(X), VX € R? |X|>C,

3C > 0 tel que Vz € Q, [p(X) — 2| > o



et que dzg € O tel que p — 2y est elliptique :
1
3C > 0 tel que |p(X) — 2| > 5m(X), VX € R?.

La condition m > 1 garantit que (p — z) € S(R?,m) Vz € Q. Lellip-
ticité a 'infini assure que 3C' tel que |p+(2)] < C, Vz € Q. Lellipticité a
U'infini et I'ellipticité en un point impliquent que p* a, pour h assez petit,
un spectre purement discret dans € (cf. Proposition 4.5).

Soit ensuite

Yo ={2€X : Iz;,§) € T"(R) t. q. p(z;,&5) — 2, [(%;,§)| — o0 }.
Alors nous avons pour p € S(R?,m), Q un domaine,
3z € 0 t. q. (p — z1) est elliptique & U'infini |, z € O \ Yoo
= (p — 2) est elliptique a I'infini.
32 t. q. (p — 21) est elliptique a linfini , z€ Q\X
= (p — 2) est elliptique.
Pour le résultat final, nous avons besoin d’une hypothese d’analyticité :

Hypotheése 1.5. — Soit p € S(R?, m) indépendant de h comme dans
Uhypothése 1.4. Nous supposons que dc > 0 tel que p est analytique dans
un voisinage tubulaire de R?

S, ={X eC*|ImX|<c} (1.7)
et y remplit [p(X)| < m(Re X).
Hypotheése 1.6. — Nous supposons que p(x,—&) = p(z,§); ceci im-

plique que 5-{p,p}(x,—§) = —5{p.D}(x,&) et donc on peut prendre
Pl = (27, £&7). Nous supposons que 2/ # x*, j # k.

Il est connu pour p = &2 +V(z) € S(R? m) (voir [2], [16], [4]) que les
hypotheses 1.3, 1.4 impliquent que Vz € §2, Vj,
3, = (wzh) €, ] =1, (P2, = 0™,  (1.8)
ol ¢/, sera « concentré prés de ph », et
3e = (z,zh) e, ||é || =1, |(P*=2) || =0(h>®), (1.9)

ot ¢/ sera « concentré pres de p’ ». Dans la section 2 nous aurons loc-
casion de reétablir ce résultat. Remarquons aussi que dans le cadre de
Phypothése 1.5, nous pouvons remplacer O(h™) par O(e~cr) (voir [4]).



Ceci implique que dans €, la norme de la résolvante sera > Cyh™, VN
(respectivement > ech pour un C' > 0) : Q est contenu dans le pseudos-
pectre semiclassique.

Finalement, dans le cadre de I’hypothese 1.6, nous avons, en écrivant

Lf(x) = f(x), que

T(p* = 2T = (p(z, =€) —2)" = (p(x,§) —2)" = " —2)"  (1.10)

donc (p* — 2)*Te’. = O(h™) (car I'? = 1) et nous pouvons prendre
i o
6+ = €e_.

Exemple 1.7 (Opérateur de Schrodinger). — Examinons ces hy-
potheses pour I’ opérateur de Schrodinger

p(e.§) =&+ V(z) € SR, m) , m(z,§) =& +my(x). (111

On suppose que my est une fonction d’ordre sur R. Alors m est une
fonction d’ordre sur R% Nous avons p(z, —§) = p(x, £), et

%{p,p}(x,g) — 26T V'(z) . (1.12)

Soit, pour U C € un ensemble, U £+ Ry ={w=z+r; z € U,r > 0};
alors I’hypothese 1.3 devient :

QCc (V(IR)+R)\V(R); 2€ VI (Q-Ry) =ImV'(z) #0, (1.13)

et nous avons g = (27, +£7), (/)2 = Re (2 — V(27)) # 0, donc p remplit
bien I'hypothese 1.6.

L’hypothese 1.4 devient :
my > 1. 3C > 0 tel que si || > C, alors pour

1
T={2€C; |Imz| < —aRez} , (1.14)

nous avons V(z) ¢ Q4T et |V (x) — z[ > Zmy(z), Vz € Q. Iz € Q tel

que (V(R) — z0) N T =0 et que V — z est elliptique dans S(R;my ).
En fait, il suffit de considérer zy = 0 en remplacant p par p — zy. Si

ReV(z) > 0, alors |p(z,&)| = Fm(x,§), car tous le termes sont positifs



et V est elliptique. Si Re V(x) <0, alors

2 1 212 2 2
(e > 5 (€ — [Re V) + [1m V()
> Ci2|52\2 n C%(\Revw I V(2)[?)

> (a6 (1.15)

donc p — 2 est elliptique. L’ellipticité a I'infini se démontre de maniere
similaire. Ainsi la condition (1.14) implique ’hypothese 1.4, et I'implica-
tion opposée se montre facilement avec p(x,0) = V().

Considérons finalement le cas V(z) = cx? oit Rec,Imc > 0 par sim-
plicité. Cet « oscillateur harmonique non-autoadjoint » a été étudié en
détail par Davies [2], Boulton [1]. Nous voyons que

R
X(p) ={z;Imz>0,Rez > Tmo eCImz} ) (1.16)
mec

De plus %{p,]‘?} = —4Im c€x ne s’annule pas pour p(x, &) a intérieur de
Y. p est elliptique a I'infini uniformément sur tout compact, donc il est

possible de choisir un domaine €2 CC X, et Q C Q avec QN ¥° # () tels
que les hypotheses 1.3 et 1.5 soient remplies.

Nous introduisons maintenant les perturbations que nous allons
considérer.

Pour les notions probabilistes nous renvoyons a la section 6.1. Soit
(M, A, P) un espace de probabilité. Nous introduisons, pour M C M,
la probabilité inférieure de M

P[M]:= sup P[4] (1.17)

T A€A;ACM

ainsi que la probabilité supérieure de M

P[M]:= inf P[A], (1.18)

AcA;MCA
afin d’éviter les questions de mesurabilité.
Hypotheése 1.8. — Soit (M, A, P) un espace de probabilité. Soit
o(h) >0,
M>3wq, € 7 (R) (1.19)

une application dépendant aussi de h > 0.



Nous supposons que Plq, € L™ = 1, et qu’il existe My, D > 0
indépendants de h et de o(h) tels que

P[||gu]ls < 1] >1— Dh 0o (h) . (1.20)
Si gy € L, ||qulloo < 1, nous définissons

Qu(z) := qu(z)u(z) , Q] <1. (1.21)

Pour p € S(R?;m) remplissant les hypothéses 1.3, 1.5 et 1.6, soit

e’ comme dans (1.9). Nous écrivons, pour u € S v € %, (u,v) :=

(u, V) o (donc siu € L*, nous retrouvons le produit scalaire L?). Nous
supposons qu’il existe k € R tel que Vz € Q, Vj, Vi > 0,

2

P g, (L) ()] <1 < (1.22)
Soit finalement 6 = 6(h) un paramétre de perturbation avec
1 1
e Do < § < a)h% : (1.23)

ou Cy >0 et Dy > 0 sont assez grands.

Théoréme 1.9. — Soit p € S(R?*;m) remplissant les hypothéses 1.3,
1.5 et 1.6, et soient q, 6 comme dans ’hypothése 1.8. Alors pour tout
domaine I' CC Q, o' € ¢, AC' > 0, dD" > 0 tel que si h est assez
petit, nous avons avec une probabilité inférieure minorée par

2

| _p— ) — Do(h)h~Mo (1.24)

(In %)%JQh%J””%

que
1
ln 3

=)

(NI

#(Spec(p” +6Q) NT) — ——|P_.(T)|| < C( (1.25)

2mh
Ici My, D et k sont les constantes de [’hypothese 1.8.

Corollaire 1.10. — Soit p € S(R?*;m) remplissant les hypothéses 1.5,
1.5 et 1.6, et soit I' CC Q un domaine, OU' € C°. Il existe 0 < ¢g << 1
tel que pour tout K, 3C > 0, kg > 0 tel que V 0 < € < ¢y il existe
h(e, &) > 0 tel que si q, 6 = e~ sont comme dans I’hypothése 1.8 pour
o(h) = h*, alors avec une probabilité inférieure minorée par 1 — O(h®)
nous avons

#(Speclr” +6Q) 1) — ST < 0¥ (126)



pour h < h(e, k).

Nous généralisons ensuite ce résultat a une famille de domaines. Soit
pour C' >0, C" > 0,

_ 1
F={Ge Q) |G|+ ¢ + 6" < C, |G| +]G"] > =,

G(2)] > Ciz €00} | (1.27)

et soit

F={lcI'={G(z) <0},G e F}. (1.28)

Théoréme 1.11. — Soit p € S(R?;m) remplissant les hypothéses 1.3,
1.5 et 1.6, et soient q, 6 comme dans [’hypothese 1.8. Alors il existe
C >0, D >0 tels que si h > 0 est assez petit, alors avec une probabilité
inférieure minorée par

(9)"

1D i
(In $)o2hutrett

— Do(h)h™ Mo (1.29)

nous avons (1.25) pour tout domaine I' € F.

Le corollaire 1.10 s’adapte aussi ici.
Nous examinons ensuite un exemple pour la perturbation.

Hypothése 1.12. — Soit m' une fonction d’ordre sur R? telle que
m/(x,&) > ((x,6)*, V(z,&) € R2, pour un a > 0. Soit P = p*,
p € S(R?,m') indépendant de h, un opérateur elliptique autoadjoint,
P > 1, qui admet une base orthonormée (dans L?*) de fonctions propres
q ~

Pq = Eq , (1.30)
ou les By forment une suite croissante.

Soit N = N(h) = %, C > 0 assez grand, et soit

q(z) == Zazm(ﬂ?) ; (1.31)

ot les oy sont des variables aléatoires complexes indépendantes identi-
quement distribuées selon une loi normale (centrée en 0) de variance
0% = o2(h).

Soit finalement 6 un parametre de perturbation comme dans (1.23).



Remarquons que l'oscillateur harmonique p = &2 + 22 + 1 remplit cette
hypothese pour o = 2.

Nous vérifions dans la section 6.5 que I’hypothese 1.12 implique 1’hy-
pothese 1.8, donc le théoreme suivant sera une conséquence immédiate
des théoremes 1.9 et 1.11.

Théoréme 1.18. — Soit p € S(R?*; m) remplissant les hypothéses 1.3,
1.5 et 1.6. Nous supposons que q, 6 sont comme dans [’hypothése 1.12
pour N(h) = N(h,Q). Alors les conclusions des théorémes 1.9 et 1.11
sont valables.

Dans ce travail, nous commencons par rappeler des résultats sur le cal-
cul h-pseudodifférentiel. Ensuite nous allons construire les quasimodes
avec erreur O(h*) dans (1.8) et (1.9) a l'aide d’un théoreme de fac-
torisation qui réduira p* microlocalement a l'opérateur modele étudié
dans [6]. Ceci nous permettra de poser un probléme de Grushin, qui
reliera le spectre de p* aux zéros d’une fonction. Nous examinons en-
suite le probleme de Grushin pour l'opérateur perturbé par une petite
perturbation, et montrons qu’il reste bien-posé. Nous obtenons aussi un
développement perturbatif de la fonction dont les zéros déterminent le
spectre de l'opérateur perturbé.

Il s’agira ensuite de résoudre une équation 0 pour construire une fonc-
tion holomorphe en 2z ayant les mémes zéros, pour appliquer un théoreme
sur les zéros d’une fonction holomorphe bornée par un poids sousharmo-
nique, et latteignant presque en certains points, déja utilisé dans [6]. Ce
théoreme nous permettra de retrouver le volume symplectique interve-
nant dans la loi de Weyl.

Finalement nous devons estimer la probabilité de pouvoir appliquer
I’analyse précédente a notre perturbation aléatoire, ce qui terminera la
preuve du théoreme 1.9.

2. Quantification de Weyl, espaces de symboles et de Sobolev
« semiclassiques »

Tous les résultats cités ici se retrouvent par exemple dans [5], chap.7.
Les normes sans indice se réfereront aux normes L? (respectivement
L(L?)), et il sera sous-entendu que h € (0, 1]. Nous utilisons la convention

(1, v) = / w(@)o(@)de , uve L? (2.1)



pour le produit scalaire L2 Nous dénotons par Cg° les fonctions lisses
bornées, ayant toutes les dérivées bornées.

2.1. Quantification dans .%. —

Définition 2.1. — La h-transformation de Fourier est définie, pour
u €., par

(Fau)(€) = / e y(2)da (2.2)

La h-transformation de Fourier inverse est donnée, pour u € ., par

(Fiu)a) = 5 [ eru()de. (2.3)

Nous commencons par considérer des symboles dans .¥.

Définition 2.2 (Quantification de Weyl). — Pour p € &, le
(h-) quantifié de Weyl est défini par

prue) = 5o [ [l Qutgds . @2

C’est une application bien-définie, continue ./ — . ; ceci se voit en
considérant le noyau de p donné par

Ky = (Fa) ™) Gatpe-nes. @5

ol la transformation de Fourier agit uniquement sur la deuxieme variable.

Pour p € . nous pouvons définir p* : . — ¢/ qui est continu (envoie

toute suite convergente dans . sur une suite faiblement convergente dans
.

Remarquons inversément que si A est un opérateur continu . — ¢/,

alors son noyau de distribution K € .’ permet d’introduire le symbole

i 1 1
a(z,n) = /e_Fy”K(x + ST = §y)dy c. (2.6)

et nous avons A = a¥.
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2.2. Espaces de symboles, quantification, composition, conti-
nuité. — Nous éerivons (X) := (1 + | X|?)z.

Définition 2.3 (Fonction d’ordre et espaces de symboles)
Nous appelons m € C°(R", (0,00)) une fonction d’ordre, si AN > 0,
3C' > 0 tels que

m(X) < C(X -Y)m(Y), VX, Y € R" . (2.7)
Nous introduisons l’espace de symboles
S(R",m) :={p e C*(R"); Va € N, 3C, t.q. (2.8)
05p(X)] < Com(X) , X € R" }.
Remarquons que si m est une fonction d’ordre, alors % est une fonction

d’ordre aussi.
S(IR?,m) est un espace de Fréchet.

Lemme 2.4. — . est dense dans S(R?,m) pour la topologie de
S(R%,m{X)°), € > 0.

Nous continuons par montrer qu'il existe un m € S(R? m) tel que
m ~ m (ce qui veut dire : il existe C' > 0 tel que gm < m < Cm).
Soit B,.(z) la boule ouverte de centre x et de rayon r. Considérons le
régularisé de m qui, pour x € C°(B;(0);[0,00)) avec fBl(O) X = 1, est
défini par

m = x*m € C°(R?) . (2.9)
Alors 3C] > 0 tel que

M(X) < / V(X = V)X — YYMdY Com(X) < Clm(X) |
ainsi que
(X 2 [ XX = V)X =) MY Cyhm(X) 2 (G m(X)
donc m ~ m et m est une fonction d’ordre aussi.

Ceci implique que S(R?,m) = S(R? m) et nous allons par la suite
uniquement considérer des fonctions d’ordre m avec m € S(R? m).

Proposition 2.5 (Continuité dans .). — Pour h € (0,1] fizé, p €
S(R%,m), p¥ est continu ./ — . et S — .

11



De plus, pour toute seminorme ny, sur ., il existe des seminormes n;
sur &, iy sur S(R?, m) telles que

nk(p¥u) < Cyry(p)ni(u) Vp € S(m), ue .7 . (2.10)
Si p(x,&,h) dépend de h nous disons que p € S(R?,m) si p(.,h) est

uniformément borné dans S(R?,m) pour h € (0, 1].
Soit S*(R%,m) := h™*S(R? m), S™°(R? m) = [ S*(R?,m).

Définition 2.6 (Equivalence asymptotique). — Pour a,ay €
S(R?,m), k > 0 nous écrivons

an~ Zakhk (2.11)

pour dire que

VN €N, a(x;h) — Z ap(z)h* € S~WF(R2 m) . (2.12)

0<k<N

Lemme 2.7 (Resommation). — Si a; € S(R* m),j > 0, alors il
existe un a = a(x;h) € S(R* m) (unique dans S(R?* m)/S™°(R?* m))
tel que

a~ Y aght (2.13)

Définition 2.8 (Symboles classiques). — Nous appelons symbole
classique un symbole dans S(R* m) tel qu'il existe une suite (a;)jen ,
a; € S(R?, m) indépendant de h, telle que

a~ Z ha; dans S(R?, m) . (2.14)
Jj=>0
Nous appelons ag le symbole principal de a.

Soit Sq(R?,m) l'ensemble des symboles classiques dans S(R?,m).
Définition 2.9 (Support). — Pour p € Sy(R?,m) , p ~ > >0 hip;
soit -

Supp(p) = supp (p;) - (2.15)

J

Si p € Su(R%, m) et Supp(p) est compact nous avons p ~ yp dans
S(R?,m), si x € C®(R?) est indépendant de h avec y = 1 dans un
voisinage de Supp(p).

12



Définition 2.10 (Composition). — Il est possible de définir une ap-
plication bilinéaire

S(R27ml) X S(]R'27m2) - S(R2,m1m2)
(p1,p2) = P1#pe (2.16)

par prolongement continu de lapplication (bilinéaire) . x . — &

(p1#ps) (, €) := €77 PoPEPDD) (1) (2 Vpy(y, ) |ymame - (2.17)

Nous avons l’équivalence asymptotique

(p1#p2)(, €) ~ Z 1 DsD = D Dy)) (@, )p2(y, 1)) ly=zn— -
(2.18)
Théoréme 2.11 (Composition). — Pour p; € S(R? m;), p S —
S =S §=1,2, nous avons
Py = (m#p)" S =SS = I (2.19)

Un résultat fondamental est le Théoréme de Calderén-Vaillancourt de
la continuité L? :

Théoréme 2.12. — Sip € S(R?,1) alors p* est borné uniformément
par rapport a h L* — L2,

Définition 2.13 (Ellipticité). — p € S(R?,m) est elliptique si 3C >
0 indépendant de h tel que

1

PO = Zm(X), ¥X € R? . (2.20)

Lemme 2.14 (Parametrix). — Si p € S(R?,m) est elliptique, alors
il existe un g € S(R?, &) tel que

p#q=1+r € S(R* 1), € ST(R* 1),
q#p:1+T2€S(,,),r2€S *(R3 1),

donc
p"q" =1+ Ri € L(L?), || Ri]| = O(h™) , (2.21)
¢“p” =1+ Ry € L(L?),[|Rz]| = O(h™)
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Théoréme 2.15 (Inverse). — Sip € S(R?,m) est elliptique, alors il
existe un ho > 0 tel que pour h € (0, ho] il eziste un g € S(R?, LX) tel que

p#q = q#p =1 dans S(R*, 1) . (2.22)

Ceci implique
pYq" = q¥p" =112 . (2.23)
La preuve de ce résultat important repose sur le lemme de Beals (voir
par exemple [5]). Pour énoncer ce lemme, nous devons introduire, pour

A — S (et S — ), B:.S — 7 lanotation
adyB:=[A,B]: ¥ — . (2.24)
Lemme 2.16 (Lemme de Beals). — Soit A; : ./ (R) — '(R), h €

(0,1], tel que VN € N, pour toute suite li(z,£),...,In(x,&) de formes
linéaires sur R? nous avons :

lady, (D) © - © adiy @ npyAnllL2—r2 = O(AY) . (2.25)
Alors Ja = a(z,&; h) € S(R?,1) tel que A, = a®(z,hD;h).

2.3. Espaces locaux. —

Définition 2.17. — Soit U un ouvert dans R?, et soit m une fonction
d’ordre. Introduisons [’espace « local »

S(U,m)={pe C®U); Ya € N*) VA >0, IC,.4 tel que
1
10%p|(X) < Coum(X),¥X € U, dist(X,U°) > Z}' (2.26)

Nous pouvons définir de maniere analogue que dans le paragraphe
précédent les espaces S*(U, m), ainsi que I'équivalence asymptotique, les
symboles classiques et le support (définition 2.9).

Le lemme 2.7 reste valable dans S(U, m).

De plus, avec (2.18), il est possible de définir une composition asymp-
totique

S(U, ml) X S(U, m2) — S(U, m1m2>/S_OO(U, m1m2) .
Remarquons qu’elle est associative.

Définition 2.18 (Ellipticité a I'infini). — p € S(R?,m) est ellip-
tique a 'infini st 3C > 0 indépendant de h tel que

Ip(X)| > ém(X) , X > C. (2.27)
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Lemme 2.19. — Si p € Sq(R%*,m) est elliptique a Uinfini, alors il
existe un q € Su(R*\ py'(0), ) tel que

q#p ~ pitq ~ 1 dans S(R* \ p; ' (0),1) . (2.28)
Démonstration. — Nous avons, avec % € S(R?\ py ' (0), ),

m

1 1
p#—=1—hr, —#p=1— hi dans S(R?\ p,*(0),1) ,
p p

r, 7€ S(R*\ py 1 (0),1). (2.29)
Soit
SR\ 37 (0)22) 3 4~ (Y1), (2:30)
et )
SR 550 ) 3 ~ (LB ) (231)

Alors p#q ~ 1, G#p ~ 1 et, par I'associativité de la compositon asymp-
totique, nous avons

q ~ q#(p#a) ~ (G#p)#a ~ q - (2.32)
0

2.4. Espaces de Sobolev « semiclassiques ». —

Définition 2.20 (Espace de Sobolev). — Soit h,, > 0 tel que n* =
(m*)~1 existe pour h < h,, (théoréme 2.15). Pour h < h,,, lespace de
Sobolev (de base L*, correspondant a m) semiclassique est défini par

H(m) = (m“) " (L*) c &, (2.33)
que nous munissons de la norme
|t := ||m*u|| , we H(m) . (2.34)

Proposition 2.21 (Propriétés de H(m)). — (H(m), ||.||m) est un
espace de Banach, et . est dense dans H(m).

Démonstration. — Nous choisirons partout h assez petit.
m¥ est une isométrie surjective : H(m) — L? donc H(m) est un
espace de Banach.
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Par densité de . dans L? nous savons que Yu € L2, Ju; € .7 tel
que u; — u dans L?. Soit alors, pour v = (m*) 'u € H(m),u € L?
v; = (m") tu; € 7. Nous avons alors que

o tylln = [l — 5] = 0, — 00 . (2.3
]

Pour des fonctions d’ordre m ~ m, nous avons, pour h < min{h,,, ks },
que H(m) est égal a H(m) a une équivalence de normes pres :

1 _ ullm
Vue Hm), = <+—— <C, (2.36)
¢ lullm
ou C' est indépendant de h.
Remarquons aussi que m > 1 implique que H(m) C L?.
Théoréme 2.22. — Pour p € S(R*,m), p* est continu H(m) — L?* .

Démonstration. — Observons que p#n € S(RR% 1), donc son quantifié
de Weyl est continu L? — L?. v € H(m) s’écrit v = n¥u pour un u € L?
donc

pv = (p#n)"u (2.37)
ce qui prouve le théoreme avec la continuité L2 O

De maniere analogue, nous avons aussi :

Théoréme 2.28. — Soit ¢ une fonction d’ordre. Pour p € S(R? m),
pv est continu H(q) — H(L).

q
m

Proposition 2.24. — L’espace dual de H(m) est H(=).

Démonstration. — Montrons d’abord que H (L) C H(m)*.
Pour u € ¥, w=m"f € H(=), f € L* nous avons
(w,u) = (f,m“u) < C[f[}[|wlm (2.38)

donc tout w € H (%) définit une forme linéaire continue (par rapport a
la norme ||.||,) sur ¥ C H(m). Par densité, nous pouvons la prolonger

& H(m) entier de manitre unique. Avec (2.36), |lw| L = [|(5)“w]| est
uniformément équivalent a || f|| = |[(m*)~w]||, et nous avons
]y < Cllwls (239)

Pour montrer l'inclusion inverse soit ¢ € H(m)*. Alors pour v =
(m“)"lu € H(m) )
$(v) = ¢((m")"'u) = ¢(u) (2.40)
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et 95 est une fonctionelle linéaire continue sur L?. Par le lemme de Riesz
il existe un f € L? tel que

o(u) = (u, f) (2.41)

avec || f]| = [|¢||z(m)+, done

1
¢(U) = <U7mwf>7 mwf S H(a) : (242)
De plus,

[m®fll 2 < CIfIl = Cllozmy- - (2.43)
U
2.5. Propriété Fredholm de p“. — Nous dénotons par R(P) et

M(P) 'image et le noyau de l'opérateur P.

Proposition 2.25. — Si p € Sq(R* m), py vérifiant Uhypothése 1.4,

alors, pour h assez petit, (p* — z), z € ) est une famille d’opérateurs de
Fredholm H(m) — L?* d’indice 0.

Démonstration. — Soit zo comme dans I'hypothese 1.4 : |pg — zo| > %m.

Soit x € C>(R?) tel que y = 1 dans un voisinage de p~!(). Soit

X (1—X) s 1
z) = + e S(R*, —) . 2.44
o) = 2+ E 8 e e 240
Alors
—z z—z
(0= D#a(z) = x 22 E (1= )+ hra=1- =2 g,
Po — 20 Po — 2o
—z Z—z
(-2 = x P E p (1) 4 hry=1- ET

Po — 20 Po — 2o
oltrg, 4 € Sa(R?, 1). Pour h assez petit, nous pouvons invertir (14 hrY¥)
respectivement (1 + hry’) en tant qu’opérateur L? — L2, et le lemme
de Beals (lemme 2.16) nous dit que I'inverse est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole a € S(R?, 1), respectivement b € S(R? 1). Soit
alors qq := q#a et q, := b#q. Ceci donne

(p—2)#qa=1- (Mx) #a (2.45)

Po — 20

qg#<p—z>:1—b#((z_z°)x) .

Po — 2o
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aa((mx) #a) — 0, |(x,€)] — oo,Ya € N? | (2.46)

Po — 20
donc son quantifié de Weyl est un opérateur compact L? — L? (voir par
exemple [?]).
De plus, étant donné que x € C®(R?), b# <(Z 20) ) sera dans

Po—zo0
S(R?,m) pour tout m, donc (rappelons que n* = (m®)~1)

8% (b (( 220(3 ) #n) — 0, |(z,€)| — 00, Ya € N2, (2.47)

dont le quantifi¢ de Weyl est un opérateur compact L? — L?. Ceci im-
plique que b# ( S X) est compact H(m) — H(m).

pPo—=z0
Nous avons donc que (p* —z)qy = 1+ K, K; compact, et ¢, (p* —z) =
1+ K, Ky, K5 compacts. Ceci implique que (p* — z) est Fredholm.
Pour z = 2y comme dans I’hypothese 1.4, nous avons aussi que |p—zq| >
%m, uniformément en h pour h assez petit, donc (p* — z) est inversible
(d’inverse bornée). Il en découle que ind(p* — z5) = 0. La continuité en
norme de B
Q>z—p“—2:H(m)— L? (2.48)

donne alors ind(p® — z) = ind(p® — z) = 0 pour tout z € €. O

3. Factorisation et quasimodes

Soit p € Su(R2,m), po avec les hypothéses 1.4 et 1.3. Nous omettons
dans la suite d’écrire I'indice j.

3.1. Théoréme de préparation de Malgrange. — Nous avons be-
soin du théoreme de factorisation locale de Malgrange pour des fonctions
C* (qui est 'analogue du théoréeme de Weierstrass pour des fonctions
analytiques). Notons que la décomposition ne sera pas unique. Pour les
preuves nous renvoyons a 8], tome 1.

Proposition 3.1. — Soit U un entourage de 0 dans R?. Soit f €
C>®(U) avec f(0,0) = 0 et 0:f(0,0) # 0. Alors il existe un ouvert V,
0eV CU tel que dans V nous avons la factorisation

f(@,8) = q(z,§)(§ + g(x)), (3.1)
ot g, q sont des fonctions C* avec q(0,0) # 0, g(0) = 0.
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Ceci permettra déja la factorisation des symboles principaux.

Théoréme 3.2 (Théoréme de préparation de Malgrange)

Soient f et U comme dans la proposition précédente. Alors il existe
un ouwvert V, 0 € V. .C U, tel que Vf € C>®(U) il ezxiste ¢ € C>*(V),
a € C®(m,(V)) avec

f(@,8) = q(z,§) f(z,§) + a(z), (z,§) eV . (3.2)

Proposition 3.3. — Soit p € Su(R?* m), py remplissant hypothése
1.3. Soit zg € €1, et soit z € Q dans un voisinage de zy. Soient Uy des
entourages de py(zp). Alors il existe un ouvert W(zy) contenant zy, des
ouverts Vo C Uy contenant p+(2), z € W(z), et des symboles

q+ ~ ZQ:I:,khk € Sa(Ve, 1), ge ~ Zg:l:,khk , Gk € Oy (2 (V)
k>0 k>0
(3.3)
qui dépendent de maniere C™ de z € W (zg) tels que

p(x, & h) — 2~ qu(2, 8, 2 h)#(E + g4 (x, 2, h)) dans S(Vy,m) , (3.4)
p(x,§5h) — 2 ~ (§+ g-(x,2;h))#q-(x,§, z;h) dans S(V_,m) ,

avec g1 o(p+(2),2) #0, gro(xs(2),2) = —€4(2), z € W(2).

Démonstration. — Afin de simplifier les notations, nous omettons les
indices £, et nous nous concentrons sur la premiere partie de (3.4).
Nous commencons par décomposer le symbole principal.
Avec po(p(2)) —2 =0, (po)e(p(2)) # 0 (hypothese 1.3), nous obtenons
dans un entourage V' C U de p(zy) des fonctions gy € C*(V) et gy €
C>®(m(V)) telles que, dans V/

(Po(,8) = 20) = qo(z,€)(§ + go()) (3.5)

avec qo(x(20),&(20)) # 0, go(z(20)) = —&(20). On peut rajouter z aux
variables et nous avons toujours une dépendance C'*° de z. Les equations
ci-dessus sont alors valables pour z € W (z).

Ensuite nous regroupons par ordre de h les termes provenant de la
formule de composition asymptotique :

pn (&) = qo(@, §)gn(x) + an(z,§) (€ + go(x))
+5N(QOa ey N1, 905 s N1, T, &, Z) (3.6)
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Etant donné que go(z, &) # 0, nous avons une équation de la forme

_ CIN(%f)
C]o(if,f)

ou G'y ne dépend que des g;, g; pour j,I < N et de py. Il est donc possible
de déterminer les g, g, inductivement, car avec

go(x(2)) +£(2) = 0, e(go(x) +&) =1, (3-8)

le théoreme de Malgrange nous prouve l’existence d'un ouvert V' conte-
nant p(z), des fonctions C*° L (ce qui donne gy) et gy dans C°° avec
les propriétés voulues. En prolongeant si nécessaire gy et gy a un ouvert
légerement plus grand, nous pouvons obtenir le méme ouvert V' pour
chaque N.

En itérant la procédure pour chaque ordre de h, nous obtenons les
solutions formelles

GN(xa 6) (go(ﬂf) + 6) + gN(x) ) (37)

qn ZQkhk . qr € C(V) (3.9)
k>0
et
g~ geht, gy € C®(m(V)) . (3.10)
k>0
La méme procédure peut étre appliquée pour obtenir une factorisation
a gauche, ce qui montre la deuxieme affirmation. O

Nous choisissons un représentant de g. € C* et prolongeons g+ dans
C*(R) tel que

g+(y) = ?C—i(y —x4), ly|>C, CL >0, (3.11)

et obtenons ainsi un représentant global.
Pour x4 € C°(V4), ceci donne

X+# D — 2) ~ (X4 #a)F(E+94) (3.12)
(p— 2)#x- ~ (§+ g9-)F#(q-H#x-) ,

les compositions étant au sens asymptotique dans les espaces locaux.

3.2. Quasimodes. —
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3.2.1. Quasimode pour P—z. — Nous construisons d’abord une solution
de I’équation
(hDy 4 g4+ (x,z;h))er =0 (3.13)
de la forme
es(z,2:h) = ap(z, z;h)er* ) el =1, (3.14)

avec une phase o, € C'*° indépendante de h, Im p, > 0, et une amplitude
admettant un développement asymptotique en puissances de h :

a,(z,z;h) ~ ZaJr,j(x,z)hj dans C;°(R) ,Vz € Q. (3.15)
Jj=20
La phase doit remplir I’équation eikonale
O (@, 2) + gro(w,2) =0 (3.16)

qui admet une solution unique si nous imposons ¢, (z4,2) = 0. Etant
donné que ¢, (z4) = &4, nous voyons que c’est le signe du crochet de
Poisson qui détermine le signe de la partie imaginaire de la phase pres
de x, :

1

Im " (24, 2) = —Im g, o(vy,2) = 75 {P0, Po}(p+) - (3.17)
2Z|q+,0‘

Pres de p., le crochet est positif, donc la partie imaginaire de la phase
est positive; grace au choix du prolongement de gy, ceci restera vrai
globalement :

1
Im o, (z) ~ C—+(I —1)? o] — o0 (3.18)

Ensuite, afin de déterminer I’amplitude, nous regroupons les termes du
meéme ordre de h et obtenons une série d’équations de transport :

dpg=0, —idy,+ > geijas; =0 1>0. (3.19)
0<j<l-1

Celles-ci déterminent les dérivées de ay j récursivement, qui seront a

support compact, donc a, sera constant en dehors du support de (g, —

ilm g, o). Il est ainsi possible de normaliser e, dans L?, ce qui détermine

les constantes a; ;(z4) par la méthode de la phase stationnaire.
Remarquons que nous avons aussi

er(z,z,h) = c(z; h)e_%f“: grly=hidy _, c(z; h)e%th(y’z’h) , (3.20)

mais nous avons préféré rester proche du formalisme BKW.
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Lemme 3.4. — Il eziste e € 7, |le4|| = 1, tel que
1(p* = 2)eq]] = O(R™) . (3.21)
Pour prouver le lemme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5. — Pour toute fonction d’ordre m' (et h < hy,y), e; €
H(m') et pour tout x € C°(R?), x = 1 preés de p,,
1L =x) erllm = OR) . (3.22)

Preuve du lemme 3.4. — Par construction, e, est normalisé dans L2
Nous avons, avec le lemme 3.5,

(p" —2)er = (" — 2)x" ey + O(h™)
=x"(p" — 2)es + [p*, x"]es +O(R™) .

Le premier terme est O(h>) avec la factorisation par construction. Pour
le terme de commutateur observons que

Supp(p#x — x#p) C supp X’ , (3.23)
ce qui est disjoint d’un voisinage de p,.. En appliquant le lemme 3.5, nous
voyons que ce terme sera aussi O(h™). O
Preuve du lemme 3.5. — Nous présentons ici une preuve de J. Sjostrand.
Nous avons

th+g+ = (£+g+)w7 £+g+ € S(IR27<(§7$)>) . (324)
Pour h assez petit, £ + g4 est elliptique en dehors de p,. Puisque

(hDy + g4 )er =0, Jlec]| =1, (3.25)
nous avons

(hDy +735)(hDy + g4+ )ey =0 (3.26)
Soit ¥ € C=(RR?,(0,1)), ¥ =1 pres de p... Soit

Q" = (hDy +75)(hDy + g4) + 9. (3.27)
Alors
Qx,8) = €+ g0’ + ¥+ O(h) € S(R? ((&,2))°) (3.28)

est elliptique, h assez petit, et (avec le lemme 2.16), Q™ admet, pour h
assez petit, un inverse borné R”, R € S(R?,((£,z))7%). De plus, d’apres
(3.26),

QVe, = WV, | (3.29)
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donc pour toute fonction d’ordre m/,
€y = (R#\I/)we+ € H(m,) . (330)

Nous choisissons maintenant, pour x comme dans le lemme 3.5, ¥ < y
(ce qui veut dire que supp (¥) Nsupp (1 — x) = 0). Alors pour toute
fonction d’ordre m/’,

(1= \)#RAT = O(h*) dans S(R?, %) | (3.31)
et [|(1 = x)"ex|lm = O(h>). 0
3.2.2. Quasimode pour (P — z)*. — Nous construisons d’abord une so-
lution de I’équation
(hDy + g—(z,2z;h))'e- =0 (3.32)
de la forme
e_(z,z:h) = a_(z, z;h)er? ) le_|| =1, (3.33)

avec une phase p_ € C'*° indépendante de h, Im p_ > 0, et une amplitude
admettant un développement comme dans (3.15).
La phase doit remplir I’équation eikonale

O (z,2) +g-o(x,2) =0, (3.34)

qui admet une solution unique si nous imposons ¢_(z_,z) = 0. Etant
donné que ¢’ (z_) = £_, nous voyons que c’est le signe du crochet de
Poisson qui détermine le signe de la partie imaginaire de la phase pres
de xz_ :

1

_2i|q_70\2

Gréce au choix du prolongement de ¢g_, nous avons :

Im” (z_,2) =Img’ j(z_,2) = {po,Dot(p-) >0. (3.35)

e (z) ~ Ci(g; e Ja] - oo (3.36)

Ensuite nous pouvons résoudre les équations de transport, et il est pos-
sible de normaliser e_ dans L?, ce qui détermine les constantes a_ j(x_)
par la méthode de la phase stationnaire.

Lemme 3.6. — Il existe e_ € .7, |le_|| = 1, tel que
I(p* = 2)"e-[| = O(h™) . (3.37)
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Démonstration. — Nous avons ’analogue du lemme 3.5, et pouvons uti-
liser la factorisation

XU(pY —2)" = (x-#7)"(hDy 4+ g-)" + O(h™) . (3.38)
0

Lemme 3.7. — Pour toute fonction d’ordre m' (et h < hyy), et pour
tout x € C*(R?), x =1 prés de (v_,2¢),

11 =x)" (=)l = O(h™) . (3.39)
Démonstration. — Nous avons
(hD, +2g=)(e-)* = 2((hD, + g=)e_)e_ = 0. (3.40)
Donc le lemme 3.5 s’applique aussi ici, et avec
€+ 297( )] > S(€— 26|+ e —a]), (3.41)
nous obtenons le lemme. O

4. Enoncé et résolution asymptotique du probleme de Grushin

4.1. Probleme de Grushin. — La question d’inversibilité de P — z
peut étre reformulée grace au probleme de Grushin associé.

Définition 4.1. — Soit

PZ(pr_Z R(“]_):H(m)X@HIFX(D
+

o p € S(R?,m) remplit les hypothéses 1.8 pour n =1 et 1.4, et ou
Riu = (u,ey) ,
R u_ =u_e_.

Proposition 4.2. — Supposons que P admet un inverse de la forme

E FE
€:<E_ E_++) L*xC— H(m) xC .

Alors p* — z admet un inverse borné ssi E_, : C — C est inversible.

La preuve se trouve par exemple dans [6].

Explicitons comment on peut généraliser cette proposition au cas d’un
nombre n de couples p+ : pour chaque p. nous obtenons une fonction e’
associée comme dans les lemmes 3.4, 3.6.
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Définition 4.3. — Soit

P:(pR—Z %_):H(m)x@"ﬁlﬂxdl”
+

ou p € S(R?,m) remplit les hypothéses 1.8 et 1.4, et ot
(Ryu); == (u,el)

R_u_ := E ub ek .
k

Alors la proposition 4.2 reste valable et E_, sera une matrice n X n :
I'inversiblité de p* — z sera donc équivalente a det E_, # 0.

Une fois que l'inverse du probleme de Grushin est construit, le
probleme spectral est réduit a déterminer les zéros de det(FE_.).

Dans notre cas, la construction de l'inverse du probleme de Grushin
va étre facilitée grace a la proposition 2.25 et au résultat suivant.

Proposition 4.4. — Si (p¥ — z), pour (p — z) € Sq(R?* m), est une
famille d’opérateurs de Fredholm d’indice 0, ¥z € Q, alors P = P(z) est
aussi un opérateur de Fredholm d’indice 0, Vz € Q.

Ainsi I'existence d’un inverse a droite de P implige 'inversibilité de P.

Démonstration. — Considérons pour ¢ € [0, 1]

tR. 0

Pour t = 0, P° est un opérateur de Fredholm et indP° = ind(p* —z) = 0.
Etant donné que R, et R_ sont des opérateurs de rang fini, P est un

opérateur de Fredholm, et ind(P") est constant pour ¢ € [0, 1], donc
ind(P) = ind(P') = 0. O

PtZ(P_Z tR_):H(m)X@"%[ﬂX@”

Proposition 4.5. — Soit p € Sq(R?%,m), po remplissant les hypothéses

1.3 et 1.4. Alors p* a un spectre purement discret dans §2, consistant de
valeurs propres (isolées) de multiplicité finie.

Démonstration. — Nous suivons [7].
Soit, d’apres 'hypothése 1.4, zy € Q tel que p* — zp est inversible.
Soit z; € . Nous savons que (p* — z1) est Fredholm, ind(p* —z) = 0;
soit N = dimM(p¥ — 21) = dimR(p® — 21)*. Considérons le probléme
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de Grushin

po= (P 7 ft- cH(m) x CY — L* x €V
R, 0

ou R, et R_ sont de rang maximal et
R |mpw—2) est bijectif
R(R_) LR — =) .

Alors P,, est bijectif avec un inverse borné £(z;), donc dans un voisinage
V(z1) de z;, P, aura un inverse borné £(z) dont les entrées dépendent
holomorphiquement de z. Donc soit det E_, (2) est identiquement nul
Vz € V(z1), soit ses zéros dans V' (z;) forment un ensemble discret.

Nous pouvons maintenant prolonger E_, (2) le long d’un chemin reliant
21 & zp (en écrivant le probleme de Grushin dans un nombre fini de disques
recouvrant ce chemin). Etant donné que det E_ (zo) # 0 (car p* — zo est
inversible), det E_,(z) ne peut étre identiquement nul dans aucun des
disques utilisés lors de la prolongation (par identité sur I'intersection des
disques).

Ceci étant valable pour tout z; € €, les zéros de det E_, (corres-
pondant au spectre de p*) sont isolés. Pour prouver que 1'espace propre
correspondant & z; est de dimension finie, nous renvoyons a [7]. O

4.2. Résolution des problemes locaux. — Nous posons n = 1, mais
etant donné que nous énongons des résultats locaux, tout se généralisera
an > 1.

4.2.1. Parametriz. — Commencons par la construction d'une parame-
trix sur R? \ {py,p_}, ot p est elliptique : les zéros de py — 2 se situent

précisément en py et p — z est elliptique a l'infini, z € ). 1l est donc pos-
sible d’appliquer le lemme 2.19 pour obtenir M € S(R?\ {p,,p_}, %)
tel que

(p— 2)#M ~ 1 dans S(R*\ {p;,p_},1) . (4.1)
4.2.2. Résolution pour P =hD, + g, (z). —
Proposition 4.6. — Pour P = hD, + g, (z), v € L*(R) , vy € C le
probléeme
Pu=wv
{ Rou—uv, (4.2)

avec
Riu:= (u,ey) (4.3)
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admet une solution unique

u=Fv+Fu, € He=H(((2,9))) . (4.4)
Fivy :=v ey, et nous avons
1F |2, = O(h7z) (4.5)

1 e p,e = O(1)

Démonstration. — La preuve est similaire a celle dans [6]. Nous repre-
nons les étapes non-techniques.

L’équation homogene
{ Pu=20 (4.6)

Riu=wvy

admet la solution unique

u = F+U+ s (47)
alors que
Pu=wv
fFuce, "
admet la solution )
u=Fv:=(1-F,R.)Fv, (4.9)

avec Rou =0 et ol F' sera defini par la suite. .
En supposant x; = 0 pour alléger les notations, F' admet un noyau
intégral

Lo (T (3)ds T _i (o, (3\de
k(%?/) = h e r Iy o+(@)d 1{m+SySr} " e’ Jy o+ @1 1{r§ny+} )

et PFv = v. Par le lemme de Schur (cf. [8], tome 3) la norme L? de F
est majorée par

(sgp / \k(as,yndyf (sgp / \k(x7y)|dx)% S 0)

En utilisant et adaptant les estimations de la preuve dans [6], nous avons,
en utilisant aussi U'identité (hD, + g )Fw = w ,

8 C 8 C
|1F|| < —, ||lzF| < —,
h Vh
5 _ 5 _ "
|ADF|| < |11 = g4 (x)F|| < ||F|| + CllaF|| £ —= . (4.11)

Vh
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Avec ||Fy R, || = O(1), nous avons les mémes estimations pour F', ce qui
implique

[El 2m e = [E + A D F + [ Fl| < (4.12)

<o

O

Lemme 4.7. — (Non-propagation des supports)
Pour 11,1, € S(R?,1) indépendants de h et a supports disjoints nous
avons
YYEYY = O(h™) dans L(L?, H,,) . (4.13)

Ceci implique que nous avons le méme résultat pour ¢; € Sy(R? 1)
tels que Suppy; N Supppy = (), car nous pouvons, en chaque ordre de h,
appliquer le lemme précédent.

Démonstration. — Soit P = hD, + g, (z) = p*.
Soient x , ¥ € C®(R?), x < X, x = 1 prés de p,. Considérons
PXYFx"v =[P, X"|Fx"v+ x"v+ O(h™)v , (4.14)
IR Fx“s — RoFx®u]) = () o] (1.15)

Supp(p#x — x#p) est disjoint de p,. Comme dans la preuve du lemme
3.5, nous avons

1
€+ g10l* > C (€ =&+ (@ —ay)?) (4.16)
donc il existe ¢ € S(R?\p., m) tel que
p#q ~ 1 dans S(R?\p,, 1) . (4.17)

Soit g#(1 — x) un représentant du composé asymptotique, et soit
Fli= (q#(1 = X)) + X"FX" — (a#F(p#EX — X#p)) " Fx" . (4.18)
Alors
PFv=v+r(v), |rl=0®R>),

R+F,U = T’Q(U) s ||’l“2HL2_,@ = O(hoo) . (419)
L’unicité dans la proposition 4.6 implique alors que
F'v=Fv+ Fri(v) + Fyry(v) =: Fv— R3v (4.20)

ou Rg . L2 — H307 ||R3||L2—>Hsc = O(hoo)
Nous avons donc, pour 4,9 € S(1) a supports disjoints

Uy PPy = g Fpy + O(h™) (4.21)
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et il suffit de montrer I'affirmation pour F”.

Le premier terme dans F” est un opérateur pseudodifférentiel a symbole

dans S(R?, m), donc

vy (q#(1 = x))" ¥y = O(h™) : L* — Hy (4.22)

Pour les deux termes restants, nous distinguons les cas :

p & supp s ¢ alors YYRY = O(h) et v¥[P, 5] = O(h™) pour ¥
assez localisée, donc ¢’ F'yy = O(h™) : L* — Hy, (car F = O(7=)
L? — H,.).

p+ & suppy : alors ¢y = O(h™) pour y assez localisée, donc
VY F'Yl = O(h*>) : L? — H,,. O

4.2.8. Résolution pour P = hD, + g_(x). — Ici nous avons la situation
analogue pour 'adjoint formel.

Proposition 4.8. — Pour P = hD, +g_(x), v € L? le probléme
Pu+R u_=v, (4.23)

avec
R u_:=u_e_, u_eC,

admet une solution unique dans Hy. x C, donnée par

u=Gv, (4.24)
u-=G_v:= (v,e_) , (4.25)
avec
Gl < (1.26)
2_ se > T — - .
L2—H 7
Démonstration. — Pour z < x_ nous avons la solution a (hD,+g_)u = ¥

[T i e @)—n)di ~
ui(z) = E/ e i I @OmEG () dy = Gyi(x)

alors que pour x > x_ nous avons
1

uz(z) = & / e O () dy = Gyi(a)

les deux exposants étant décroissants (& partie réelle strictement négative
loin de x_) dans le domaine d’intégration .
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Afin d’obtenir une solution continue, il faut imposer que
0= o) —uafe) = [ eH DOy
1

ha_(x_,z;h) (9, e-)

(4.27)

donc, avec
u_=G_v,

on peut prendre v = v — R_u_, car par construction
(v—R_u_,e_)=0.

Nous avons alors la solution

u=Guv=G(I—-R_-G_)v,

u=G_v,
ot G est donné par Gy /2 dans les zones correspondantes.
En observant que G a le noyau intégral

LT (@)de T i [T (D)dE
k‘(x’y):— e h fy g—( )d 1{y§z§x_} — — e h fy g—( )d 1{z_§x§y}>

h

qui s’estime de la méme maniere que le noyau intégral de F' (en remar-
quant que Img’ (1) ~ —Img’ (x_)) nous pouvons utiliser les estima-
tions du paragraphe précédent pour trouver que

Gl zom2 < % (4.28)
ainsi que
|G|z~ m,. < © : (4.29)
Vh
O

Lemme 4.9. — (Non-propagation des supports)
Pour q,10s € S(1) indépendants de h et a supports disjoints nous
avons

YGY = O(h™) dans L(L?, H,,) . (4.30)

La preuve est analogue a celle du paragraphe précédent.
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4.3. Recollement des morceaux et inverse. — La prochaine étape
sera de recoller les solutions afin d’obtenir un inverse a droite approxi-
matif sur tout 'espace.

Soient Uy C R? des entourages de py & adhérences disjointes ,

X+ € C*(U) indépendantes de h, xy+ = 1 pres de p. | (4.31)

et x == (1—xr —x_) € S(R?1).
Nous décomposons L? 3 v ~ x%v + x“v + x“v pour résoudre le
probleme de Grushin grace aux inverses des paragraphes précédants.
Soient x+ < x+ € C®(Ux), x < x € S(R?,1), x = 0 pres de px, et
solent Ty € Sy(Uy, 1) tels que

Q+#T+ ~ 1 dans S(U+, 1) i (432)
T #Q_ ~1dans S(U_,1) . (4.33)
Nous désignons par
T+ € C2(Uy) (4.34)
X-#T_ € C(U-) , (4.35)

des représentants a support compact des composés asymptotiques. Ceci
implique qu’ils seront continus L? — H(n) pour toute fonction d’ordre
n.
Soit M la parametrix dans la zone elliptique, et soit M#yx un
représentant du composé asymptotique dont le support est contenu dans
un entourage du support de Yy.

Proposition 4.10. — Soit P comme dans la définition 4.1, ou p rem-
plit les hypothéses 1.3 pour n =1 et 1.4. Soit
([ Ey Fi
& = < a0 ) , (4.36)
ot

Ey = (X#M#X)"+XTF(Toatx+) "+ (X-#1-)"Gx" = O(

Alors

). (4.37)

S -

P& =1-K (4.38)
avec K = O(h*™) dans L(L* x C, L* x ©).
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Démonstration. — L’estimation de norme de Ey découle directement des
estimations établies pour les problemes locaux.
Commengons par :

(p — 2)#XH#M X = X#(p — 2)# Mt +r=x+71". (4.39)
Nous avons r € S7°(1), car
Supp((p — 2)#X — X#(p — 2)) C supp ¥’ (4.40)

est disjoint de supp (M#yx). Ceci implique, avec x#x ~ x dans S(1),
que nous avons aussi ' € S7°(1). Il en découle que 7" = O(h™) dans
L(L?).
Ensuite, en utilisant le lemme 4.7 et la remarque d’apres,
(P = )XY P (Th#tx+)" = [PXSIF(Th#x )" + X5 (P — 2) F (T #x4)"
= O(h*) + (X+#Q+)" (hDy + g4 () F (T #x+)"
= XY§ +O(h™)
dans L£(L?).
Finalement, en utilisant le lemme 4.9 et que G_ ~ G_x_,
(P—2)(X_-#T_)"Gx” + R_G_
— (hD, +g_(2))(Q_H#X_AT)"Gx" + B_G_ + O(h*)
= (hDy 4+ g-(2))Gx” + O(h™) + R_G_x"

=X + O(h™)
dans £(L?).
Au total
(P — 2) (X#M#X)" + XY F(Tedxs)” + (X-#T-)"GXY) + R-G-
=1+ 0(h™) (4.41)
dans L£(L?).

Ensuite, le lemme 3.4 implique
(P —2)F, = O0(h™) ,
R F, =1.
Grace au lemme 3.5
R (VAM#AX)" + X2 (T #x )" + (X #T)"Gx")
= R XY (T #x+)" + O(h™)
= Ry F(Th#x4)" + O(h) = O(h™)
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et la proposition est prouvée. O

Il est possible, pour h assez petit, de trouver un inverse a droite exact
de P en inversant 1 — K avec une série de Neumann :

E:=8) (K). (4.42)

J=0

On trouve alors un inverse a droite £ de P. D’autre part, P est Fredholm
d’indice 0 d’apres les propositions 2.25 et 4.4. Donc £ est aussi un inverse
a gauche. On obtient :

Corollaire 4.11. — Il existe

O(7) 0() \
5:(0({) O(hoo)).L x C— H(m) x C

tel que PE = 112.¢, et EP = Llymyxc-

Les estimations de norme découlent immédiatement de la série de Neu-
mann, de la forme de & et des estimations établies pour le problemes
locaux. '

Considérons maintenant le cas n > 1 : soient U] C R? des entourages

de pft a adhérences disjointes,
Xs € C®(UL) indépendantes de h, ¥, = 1 pres de gl | (4.43)
ety = (1= 35,06 +x0)) € S(1).
Ceci nous permet de résoudre les problemes « locaux » de maniére

analogue qu’avant, et nous introduisons 77, Y’ et M comme avant.
Nous avons aussi

ek, el)] < 0+ O(h™) . (4.44)

Théoréme 4.12. — Soit P comme dans la définition 4.3, ou p remplit
les hypothéses 1.3 et 1.4. Soit

&=<§i%), (4.45)
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o

Ey = (X#M#X)" + Z ()" FI (T + (P #T)) G ()" |

o k K
Fv, = E viey ,
k

(G_v)y, == (v, e") . (4.46)
Alors
P& =1-K (4.47)
avec K = O(h*>) dans L(L* x C", L* x C").

Nous avons aussi ’analogue du corollaire 4.11.

4.4. Cas analytique. —

Lemme 4.13. — Soit p € S(R?,m) indépendant de h avec les hy-
pothéses 1.8 et 1.5. AlorsVj = 1,...,n il existe ei = ai(x, 2 h)er¥+(@2) ¢
NN = 1, tel que
: 1
I(p* = 2)ei]| = Ofe7en) . (4.48)
Nous avons de plus que Im@’ ~ (x — a7,.)2.
Pour la preuve, nous renvoyons a [4].

Lemme 4.14. — Soit p € S(R% m) indépendant de h avec les hy-
pothéses 1.3 et 1.5. Alors¥Vj =1, ...,n il existe e =d (x, z; h)e%“”]—(’”’z) S
<, el =1, tel que

I(p* = 2)*el || = O(e er) . (4.49)

Nous avons de plus que Imyp’ ~ (x — 27 )2

Nous avons
(e, k)] < 0+ Ofeer) . (4.50)

Proposition 4.15. — Soit p € S(R?,m) indépendant de h, vérifiant
les hypotheses 1.3 et 1.5, et soit

Y'—z R_ n n
P:<pR+ 0):H(m)><@ — [*xC",
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ot
(Ryu); = (u, 62,.> )

R u_:= Z uk e®
k
Alors P admet un inverse de la forme

= (£ 2 ) =(@fold) Foley”) - wa

ot Ey = O(—) est comme dans (4.46) et

<
v, = Zviei ,
k
(G_v)y = (v,e") . (4.52)
Démonstration. — Nous commencons par montrer que F_, = O(e‘ﬁ)

et que E v, = Fyvy + O(e@r)|v.|. Nous cherchons (u*,u*) tel que
{ (P—z)u*+ R u* =0
(Ryu®); =0y

Alors u* = E e ot e € C", (ex); = djx et u* = [E_4], ou [A]; désigne
la k-ieme colonne de la matrice A. )
Nous avons, en utilisant |(e’,e%)| < §;, + O(e~r),

(P —2)el = O(e‘ﬁ)
{ (R—irelj-)j = 0 + O(e‘ﬁ) ' (4.54)

Le corollaire 4.11 nous dit que pour la solution (u,u_) de

(4.53)

(P—2u+R_u_=v
{ Bouey, , (4.55)
nous avons

Vil + [u-| < C(|[o]l + Vh|o]) - (4.56)

Ceci implique que
Vl|u — e} | + Ju” | < O o) (4.57)
donc E e, = ek + O(e~cr) et |[E_.]x| = O(e~er). En sommant sur k,
nous obtenons donc que E vy = >, vker +O(e” 7)\v+| et que £_, =

O(e~cn).
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Nous montrons ensuite que (E_v); = (v, e*) + O(e~@r)||v]|. Pour ceci
soit (u*,u*) la solution de

{ gi;z:)u(;‘jLR_u*_ =v (4.58)
donc v* = E_v. Nous avons
(P—2)u* +R_u*,e") = (v,e) . (4.59)
Donc
(P = 2)u*,é") = (u*, (P — 2)*e") = O(ean)|[u*|| (4.60)
et grice & |(¢/, " )| < §;, + O(e~@r) nous obtenons
()i + O @m) (| + [ [) = (v,ek) . (4.61)
En utilisant (4.56), nous avons
(E_v)i = (ub) = (v,e) + O(ean) o] . (4.62)
O
5. Perturbation
5.1. Probleme de Grushin perturbé. — Nous considérons p €

S(IR?,m) avec les hypotheses 1.3 et 1.5.
Nous considérons une perturbation 6Q, ot Q : L* — L? avec ||Q|| < 1,
et & << vh est un parametre de perturbation.

Proposition 5.1. — Soit, pour p et 6Q) comme ci-dessus,
=7 - 2H0Q R cH(m) x C" — L* x C" .
Ry 0

Alors il existe £ de la forme

o (T EGQEY 5, (BOQYE,)
&=¢ +(2j21E_<6QE>J' S B 5QE)J"1(5QE+)) (5-1)

=(%§’£ﬁ%)

tel que P°E° = 1p2ugn, EOP° = Lamyxacn-
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Démonstration. — Nous avons P°E =1+ K ou

P ( 6QOE 5Q0E+ ) | (5.2)
et
K| < COlQUIEN << 1. (5.3)
Alors nous obtenons la série de Neumann
E=E1+K)™ Si Y. (5.4)
j=0
O

Nous avons immédiatement le

Corollaire 5.2. —

L (o) o
£-¢ :<0<%> 0f

3|

=)
g ) . (5.5)

Nous obtenons aussi un développement perturbatif de I'hamiltonien
effectif :

>

52
1
E', = E°, +6EY) + O(ﬁ

De plus, en utilisant aussi la proposition 4.15,

). (5.6)

(B, = —ELQF, = —(Q¢’ ¢ ) + O(e~cn) . (5.7)

1
Nous supposons alors que \/— > e Doh pour Dy assez grand, ce qui résulte
de ’hypothese 1.8.
Ceci implique que

n+1

det 7, =" 3 (] [(@eT™, X) (sign(m) + O~

TESH J

). (5.8)

En écrivant 0:(PE) = 0, nous obtenons
b =—-E (0:R:)E, —E_(O:R_)E_. . (5.9)
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Le déterminant de FE_, n’est pas holomorphe, mais remplit (pour
det E_; # 0) 'équation 0 suivante :

dzdet E_, = tr ((0:E_{)E~}) det E_ (5.10)
= —tr ((O:R1)Ey + E_(0:R-)) det E_
= —k(2)det E_, ,
en utilisant la cyclicité de la trace. Pour I'opérateur non-perturbé, ceci
implique
Ozdet B°, = —(D (¢, 0.}) + (0=’ ¢ ) + O(e™77)) det E°

J

=: —ko(2) det B (z) . (5.11)
Nous choisissons alors une solution [y de I’équation
1

dans un voisinage de () et nous obtenons une fonction holomorphe
e E° 4

Lemme 5.3. — Pour h assez petit, et en dénotant L(dz) = dRez N
dImz,

(ARely(z) + O(h))L(dz) = > (€ Nda? —d&l nda?y) ,  (5.13)

j
et Rely est strictement sousharmonique :

ARely(z) >0 . (5.14)
Démonstration. — En utilisant la proposition 4.15 et (5.10), nous avons
1 . . o
0:lo = — > (el 0.6L) + (9z¢”,€l)) + Oe7F) . (5.15)
J
Nous omettons I'indice j. Soit €2 tel que [|(P —z)e"|| = O(e_ﬁ)Heﬁ"lH,
ozt = 0, de la forme
e’fl = ay(z,z; h)e%“”(x’z) , (5.16)

avec a., ¢4 holomorphes en z. Une telle fonction peut se trouver locale-
ment en z. Nous avons p(z, ¢/, ) = z, ce qui implique

¢y (vy) =& Im@l(24) > 0, 0.9 (z4) = (5.17)

pe(xy)
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Donc z, est le seul point réel ou ¢/, est réel, et Imy, y a un point
critique non-dégénéré. Soit

Oi(z)= sup (—Impi(r,2) = —Impi(a(2),2) . (5.18)

zEVOoisR (z4)

Alors @, est sousharmonique en tant que supremum de fonctions har-
moniques. De plus, grace a (5.17),

ki (1, =0pp (1, 2)) = (2, 0.4 (2, 2)) (5.19)
est une transformation canonique complexe, et
2
K(R?) = Ao, = {(2,20.94(2))) (5.20)

est une sousvariété IR au sens de [10], donc @ est strictement soushar-
monique. En fait, en utilisant que x, est un point critique de Im ¢, et
que ¢ est holomorphe,

20.9.(2) = 20.(~Tm g, (14(2), 2)) = ~(CoImp, ) (w4 (2), 2
= (0004 )(24(2), 2) (5.21)

et k(21 (2), =& (2)) = (z,20.P,(2)). Ceci implique que

—d§+ VAN d:E_,_ = d< VAN dZ‘Ath = (gagasz+)d§ ANdz
7

1
i
et @, est strictement sousharmonique.
ehol i . , ,
Ensuite nous avons e, = ”e;—ol”e_ﬁh(z), ou 6, (z) est réel. Etant donné
que i
Re 6z<e+e%9+(z), Bze+e%6+(z)) = Red.(es,0.e4) — Re (%azaz&)

= Red.(es,0.e4) , (5.23)

0. ne contribuera pas a ARely et nous pouvons supposer que 6, = 0.
Donc

6}_:_ol eliol
(4, Buey) = (—— D=2 1)) | (5.24)
et el
Or
200: )| DN || = B.]|ef|1? = (el el (5.25)
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donc R
1 1(0.el, el?)

0, =T T 5.26
T 2 T 20
Ceci implique que
1 O O 1 O
(en0er) = s (L 0.0) = So(nlh)?) . (5.27)
2||el| 2
En utilisant la méthode de la phase stationnaire, nous avons que
"2 ~ Az h)emitmer (o) (5.28)
donc
1 2 hosA
hies,0.e4) = hiag(—ﬁlmgmr(aur,z))—i—ln/l) =00 (2)+ SA (5.29)

Ceci implique que

10.h({ex, Due, ) L(dz) = (40.0:0. (=) + O(h))L(d2)

= —dé Ndxy +O(h)L(dz) . (5.30)
Pour (&e_,e_) = —(e_,dze_) nous nous ramenons a e tel que
(P — 2)*e®l|| = O(e~cr)|e ||, avec . (e®m)) = 0. Nous obtenons le

résultat similaire. En rassemblant les termes, nous avons donc que

(ARely(2) + O(h))L(dz) = (& Nda? —dgl nda'y),  (5.31)

J

et Rely(z) est strictement sousharmonique. O

Pour 'opérateur perturbé, nous avons

O=det E° | = —tr ((0sR4)ES + E° (8:R_)) det B , (5.32)
= —Kk(z)det E° .
En utilisant le corollaire 5.2 et (5.10), on trouve
J
kS — k% < O(F) : (5.33)
2

Alors nous pouvons aussi construire une solution ° = [0 + (I° — [%) de
I’équation %@l‘s = k%, avec

19— 1° = O(—=) , (5.34)

Sl

et 85(6% det B2 ) = 0.
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6. Preuve des théoremes 1.9, 1.13 et 1.11

Nous commencons par rappeler quelques notions probabilistes.

6.1. Rappels de notions probabilistes. — Soit (M, A, P) un es-
pace de probabilité.
Une variable aléatoire réelle est une application mesurable

X:M—=R" . (6.1)

I1 est possible de considérer une variable aléatoire complexe en identifiant
C aR? (r+1iy = (z,y)). La distribution de X est la mesure Py (I'image
directe de la mesure P par l'application X); si elle est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue :

Py = f(z)L(dz) , (6.2)
alors f est appelée la densité de distribution de X (c’est le seul cas que
nous allons considérer ici). Si

1 22
f(x) = ——re 27, (6.3)

(2m02)2

alors nous disons que X est distribué selon une loi normale (centrée en
0, de variance no?).
Si X est P-intégrable, nous définissons I'espérance

EIX] = / XdP = / of (@) L(d) . (6.4)
Si X est de carré sommable, nous définissons la variance
o*(X) = E[(X — E[X])?] . (6.5)

Considérons maintenant m variables aléatoires X;. Les X; sont appelés
indépendants si leur distribution jointe se décompose en produit :

Pyx, = Px, ®...® Px,, . (6.6)

Considérons, dans le cas ot les X; sont des variables indépendantes réelles
(complexes), leur somme : la distribution sera

PX1+...+Xm = le X ..k PXm . (67)

Il en découle que si X; est distribué selon une loi normale centrée en 0
de variance 02, Vi = 1,...,m, alors la somme des X; sera distribué selon
une loi normale centrée en 0 de variance y . o7
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6.2. Analyse des zéros d’une fonction holomorphe. — Pour ter-
miner la preuve du théoreme 1.9, nous avons besoin d'une proposition
concernant les zéros d’une fonction holomorphe.

Soit f une fonction holomorphe dans une domaine QQ CC Cet ' CC
un domaine de bord v = 0I' € C'*°. Si y n’intersecte pas de zéros de f,
alors le nombre de zéros de f dans I' est donné par

N = o [ 4 69
T o L ’
Proposition 6.1 ([6]). — Soient I', v et Q comme ci-dessus. Soit
¢ € C=(LR), (6.9)
soit f une fonction holomorphe dans ) avec
f(zh)| <", VzeQ, (6.10)
et nous supposons qu’il existe z, € Q, 0 < rp, e K 1, k € J tels que
B(zy, 3ry) CQ ety C U B(zg, 1) (6.11)
keJ
avec )
|f(z1; B)| > en(@Gr)=ear) (6.12)
Alors nous avons
1 7”2 + €k
NI, f)==— [ A¢L(d O(-+—). 6.13
.0 =5 [ AoL@)+ 0% 1)
keJ
Pour la preuve, voir [6].
6.3. Preuve du théoréeme 1.9. — A partir de maintenant, nous sup-

posons partout que ¢ € L, sans perte sur les estimations de probabi-
lités : pour M C M,

Pl{ge L=} n M| = P[M] . (6.14)
Lemme 6.2. — Soient p, q et 6 comme dans le théoreme 1.9. Il existe

D > 0 tels que si z, k € J sont des points dans Q, alors pour h assez
petit

5 e z
E[Hq”oo <1et|e® det O, (z)] > e 5 2mL | Wk e J
_ D§ 2 nlJ|
> 1 — Dh Mo —(—)n . 1
> 1= Dh~*0o(h) = () o (6.15)
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Démonstration. — Supposons que [|q||oc < 1. Alors, avec 4]|Q]| < d et
(1.23), les résultats de la section 5 s’appliquent.

Reprenons (5.8). En utilisant ei — ¢! € .7, et en étendant le produit
scalaire (u,v), u € L?, v € ., 4 u € ', nous avons

(')‘n—i-l

Vh

), (6.16)

det(E?,) =" Z (H(q(m), ei(j)ej_))sign(w) +O( )

TESL J

=" J(a. (€))% + 6"O(e™er) + O(

J

(')‘n—i-l

Vh

car ¢ ¢! = O(e~@n), i # j. Ceci implique, en utilisant aussi (5.34) et
I’hypothese 1.8, qu’il existe D tel que

15 Relp . D (5
ndet B | >e n &" ) - =— 6.17
len det B2, | > e n (1;[\<q,(6_)>| 2h%) (6.17)
~ 3 e z
Si T, {a. (1) (1)) > B, alors (e det B2 )(z4)] > e 9", donc
(en posant t := (—%‘S)%)
Relg(zg) ntl
[y|q||oo <1et|eh detE_+(zk)| S et h L g e J]
> P|{llalle < 13 (W e (D)2 > 73]
ked j
>P[{Hq||oos1}ﬂ{| 0.( zk>>\>t}]
Pllglleo < 1] - ZP[ 0. (P (=) < 1]
_ D§ 2 nlJ|
>1—Dh g (h)— (=)= 6.18
> () - ()i (6.15)
en utilisant I’hypothese 1.8 pour la derniere inégalité. U
Preuve du théoréme 1.9. — Supposons que ||¢|l.o < 1. Nous voulons ap-

5
pliquer la proposition 6.1 a f := e Ef+ qui est holomorphe, ou ¢ = Relj.
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En utilisant (6.16) et en développant 1° = [° + O(%) nous avons la
majoration (6.10) dans 2 :

s lo 1)
eTBL S8R (14 0G) S e (6.19)

car § < C%)h%'
Ensuite nous choisissons un ensemble de points 2z, € Q, k € J, |J| =
1 . PR
O(im), tel que pour le domaine I" du théoréeme 1.9 nous avons

orc | B(zk,,/hln%) : (6.20)

keJ

Soit € := (n+ 1)hIn}, Vk € J (donc e~ = 6"*1). Alors la condition
(6.12) devient

8 e z
e det B ()] > e b2 6m | Whe J . (6.21)
Donc si ||g]loo < 1 et que (6.21) est valable, la proposition 6.1 implique

hln
#(Spec(p” +6Q) NT) 27rh/ARel0 L(dz) + |J|O(—= - 2

1
= (PO (622)

en utilisant (5.13) pour la derniére égalité. En utilisant le lemme 6.2,
nous pouvons minorer la probabilité inférieure d’avoir (6.22) par

§ e z
Plllglloe < 1 et |e™ det BS (z)] > e n 2 6m | Wk € J]
DS > nl|J|
>1— Dh Mg(h) — (= )»
- 7 = G 20
) 1
>1— Dh Mg (h) — D'(— )" ———— . (6.23)
h2" Jhin 1o2hx
O
6.4. Preuve du théoréme 1.11. —
Preuve du théoréme 1.11. — Nous voulons adapter la preuve du

théoréeme 1.9 & tous les domaines I' € F.
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La proposition 6.1 est valable uniformément pour I’ ensemble F : nous
reprenons ici les étapes a généraliser dans la preuve de cette proposition
dans [6] (proposition 8.1).

Puisque |G| > &; sur 99, nous savons que d(I, 992) > 0. Nous savons
aussi qu'il existe D > 0 tel que L(0I') < D, VI" € F.

Avec OI' = {G(z) = 0}, |G| + |G'| > %, et pour r assez petit, z € (Q,
d(z,0T") < %, nous pouvons parametriser OI'NB(z, r) soit par x : y = y(x)
avec |y'(z)| < C, soit par y : = = x(y) avec |2'(y)| < C. Nous obtenons
alors que § < L(OI'N B(z,1)) < Cr.

Donc si nous choisissons un réseau de points z; € 2 de maille 7 tels
que

C

r
keJ
et que si
Jr = {z1;d(z, 0T) < g} , (6.25)
alors 3C” > 0 tel que
. 1 -
|Jr| < C’";, VI e F, (6.26)

et O C Upess B(z,r).

Nous pouvons alors appliquer les résultats locaux dans B(zy, ). Jus-
qu’a I’équation (8.21) dans [6], nous avons travaillé indépendamment de
I'. Nous utilisons alors que L(T' N B(z,7)) < Cr, et en utilisant les
paramétrisations ci-dessus, nous voyons que

Var arggrap(,) (W — w*) < 2w, VI € F, w eQ\or. (6.27)

Le théoreme de Stokes s’applique aussi avec un contour C?, donc la
proposition 6.1 est valable VI' € F avec un reste uniforme.

Posons maintenant r = |/h1In 3. 11 existe C > 0 tel quessi [|qlloo < 1 et

que (6.21) est valable Vk € J, alors VI' € F

w 1 - ~hln%
[#(Speclp” +9Q) NT) — T ()] < |G

~ ,/hln%
<cC'"t———. (6.28)

h
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En utilisant le lemme 6.2, nous avons donc avec une probabilité
inférieure minorée par

§ e z
Plllglloe < 1 et |e™ det BS (z)] > e n 2 6m | Wk € J]
~5 2 n|J\
>1— Do(h)h M — (=)
S P T
0 .2 1

>1— Do(h)h M — D'(—)= 6.29
que (6.28) est valable VI € F. O
6.5. Preuve du théoreme 1.13. — Nous montrons dans ce para-

graphe que 'hypothese 1.12 implique ’hypothese 1.8.

Commencons par rappeler que si P est comme dans I’hypothese 1.12,
alors le nombre de valeurs propres E; de P dans un intervalle [a, B] est
donné par

1
Nifa§) = 5= //_ -, drdé +O(1) (6.30)
(Théoreme 12.3 dans [5]), donc si N(h) = £, alors Eyxgy = O(1).

Lemme 6.3. — Soit ¢ comme dans Uhypothése 1.12. Alors il existe M,

tel que
2

Plge L™ et ||qlloo < 1] > 1— h™™0 % (6.31)
Démonstration. — Nous avons
q]loo < Z gl (6.32)
I<N
et {Zng ][]l <1} € A donc
Plllgllee <1 = P leulllallee < 1} - (6.33)
I<N
Ensuite nous avons
P alllgllo <1 = 1= P lailllaiflee > 1]
I<N I<N
mo?
>1- B laillalled 2 1= Y laloy/ o= (634)
I<N I<N
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Nous montrons que 3C" > 0 tel que

/

latlloo < 55 1< N(R), (6.35)
ce qui termine la preuve avec N(h) = £.
En fait, nous avons pour M assez grand, avec ()™M = (p_u)¥,
P-Mm € S(R2> <(x7€)>—Ma)’
1 N —
gl < sup () Mal
1 ‘I_L £ zvVh +
< — supl @I (o (L €))au(y) dyde)
27rh
x\/ﬁ—i—y _ 1
< su 2 T eVh))THMedy) 2
< oo [ (J ey i) faglal
1 —Mao Jf—l-y —2Ma %
< —sup | (| BNN(=, €)M dy) 7 dg
2rhi /iy 2

<C'hTEE

11 suffit de choisir M tel que M« > 3, donc pour I < N(h), et en utilisant
la remarque apres (6.30),

Q

o4 5
laillse < ﬁ(EN(h))“ <

: . (6.36)

>=

O

Lemme 6.4. — Il existe k tel que Vz € Q, V7, t > 0,

2

Plia. ()N <] < 5y

Démonstration. — Nous avons

Pl @ 2@ <] =PI alan (€ En <]

Soit B = (g, (¢.)*(2)); la variable aléatoire 3, ;3 est distribuée
d’apres une loi normale (complexe, centrée en 0) de variance o2 Y, |32,
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donc
t2

Pl PN < t] = 1= e { - g s}
t2
< TS A (6.37)

Nous montrons que Ik tel que Vz € Q, Vj, S,y |61 > A, ce qui
terminera la preuve du lemme.
Soit U CcC R? un ouvert tel que

U{ 2),28 (2));2€ QY C U, (6.38)

et soit f € CX(R; [O, 1]) telle que f = 1 sur p(U). Nous fixons (en
utilisant la remarque apres (6.30))

N(h) == min{l ; supp (f) C [0, B]} = O(~

o) (6.39)

Avec le calcul fonctionnel (voir [5], chapitre 8),
f(p*) =F"Y F e S(R? (m') %) Yk , (6.40)

et F(z,&) =1+0(h*>) si (x,€) € U. En fait, F(z,&) ne dépend que de
p et de ses dérivées au point (g, &) = po (modulo O(h™)). Soient Uy, Uy
des voisinages de py € U, U; C Uy CC U, et soit x € C®(Us), x = 1
sur U;. Soit p = p(x,&)x + p(xo, &) (1 — x). Alors f(p*) = 1. De plus,
F(z,€) est égal au symbole de f(p“) pres de (xg, &), modulo O(h™),
donc F(Jfo, 50) =1+ O(hoo)

Ceci et le lemme 3.7 impliquent que Vz € €, Vj

FU(e)?(2) = (¢)%(2) + O(h™) dans L* . (6.41)

Nous avons donc, pour [ > N(h),
((€L)*(2), @) = F(E)((€L)*(2), @) + O(h™) = O(h™) . (6.42)

De plus
7\2 _ ~w\N €j 2 P ~w\—N C

((eL)°(2), @) = ((0*)"(eL)7(2), (") ") < BV (6.43)

Observons qu’il existe K tel que
E, > (hl)* (6.44)
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En fait, si K est assez grand,

1 C
2K _ (=K |2 2K
STE =10 s~ g [ O s < 649
donc (en utilisant que les E; forment une suite croissante)
C
B <y BN < — . 6.46
Ceci implique
DB =D K@) a)l
I<N I<N(h)
= @I = Y K =)
I>N(h)
> L _om) > L (6.47)
=T Za :
U
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