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Groupes de classes de corps « de type CM »

Francesco AMOROSO

Laboratoire de mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 6139
Université de Caen, Campus II, BP 5186
14032 Caen Cédex, France

1 Introduction.

Soit K un corps CM de degré d; notons |A| la valeur absolue de son
discriminant et k le sous-corps de K fixé par la conjugation complexe .J.
Soient aussi hx et hy les nombres de classes de K et k respectivement ;
notons également e/, l'exposant relatif du groupe de classes de K par
rapport a celui de k, i. e. le plus petit entier e tel que pour tout idéal I de
K, il existe a € K tel que ()€ soit 'extension d’un idéal fractionnaire de
k. Dans [Am-Dv] nous avons obtenu! les minorations suivants pour ey /K et
hi/hy

Théoreme 1.1 Soit K un corps CM et ¢ > 0; ils existent alors trois
constantes C', C. > 0 et H. > 1 telles que, sous l’hypothése de Riemann
généralisée pour la fonction zéta du corps K,

Clog|A| 1-
> €
CK/k = max <dloglog ap =4

et

hK 1—e
T > max(]A\C/d,Hg ).

Nous nous proposons de généraliser ce théoreme dans deux directions
différentes. D’abord, les techniques de [Am-Dv] s’appliquent également &
I’étude de I'annulateur du groupe de classes. Notons I' le groupe de Q-
automorphismes de K et

ZIT* = {y € Z[T] t.q. (1 F J) = 0}

Nes résultats dans op.cit sont légérement moins précis : on trouvera une preuve du
théoréme 1.1 dans le paragraphe 5. Signalons également que la minoration pour hg /hy
est légerement plus faible de celle obtenue dans [Od].




Notons également Cl~(K) le groupe de classe relatif de CI(K)/jCl(k), ou j
est le morphisme d’extension, et

Ann(ClI™(K))” = Ann(Cl™ (K)) N Z[I'™

Pensemble des 1 € Z[I']~ tels que pour tout idéal I de K, il existe a € K
tel que (a)I? soit I'extension d'un idéal fractionnaire de k.
On montre alors :

Théoréeme 1.2 Soit K un corps CM et ¢ > 0; ils existent alors deux
constantes C' > 0 et H, > 1 telle que, sous I’hypothése de Riemann généralisée
pour la fonction zéta du corps K,

] o Clog|A] \®"* iy
: = ddg loglog |A] g ’
[Z]T]” : Ann(Cl™ (K))™ ] > max <<dd0 log log \A’> M

ot dy = Card(T").

Ensuite, nous nous proposons d’élargir la famille des corps auxquels nos
méthodes s’appliquent. Par exemple, soit @ un nombre de Salem ; notons
K =Q(a) et k = Q(a+a™t). Alors, en conservant les notations introduites
précédemment,

Théoreme 1.3 Soite > 0 ; ils existent trois constantes C', C. > 0 et H. > 1
telles que, sous U’hypothése de Riemann généralisée pour la fonction zéta du
corps K,
max(C log |A|, Cod'~—¢)
eK/k =
loglog |A| + log(2 + log «)

et :

e ma 1817, 1)
hie — 2+ loga ’

Signalons que la minoration pour hg /hy est légerement plus faible de
celle obtenue dans [Ch] avec des méthodes différentes.

Notons comme auparavant I' le groupe des Q-automorphismes de K
et soit Ex le groupe des unités. Plus généralement, nous montrerons dans
la proposition technique 3.1 que nos résultats s’appliquent des qu’il existe
¢ € Z|I'] tel que

I¢lly x rang(Efy) = o(d) ,

ou ||¢]|1 est la somme des modules des coefficients de ¢.

Remerciements. Je tiens a remercier Bruno Anglés et John Bozall pour
plusieurs discussions au sujet de cet article. C’est également un plaisir de
remercier Corentin Pontreau qui a bien voulu me faire part de ses commen-
taires sur une version initiale de ce travail.



2 Géométrie des nombres.

Soit K un corps de nombres; pour toute place v € Mg de K on note
dy = [Ky : Q] et |- |, la valeur absolue v-adique, normalisée de telle sorte
que la formule du produit :

H|a|d“:1, ae K*
v

soit satisfaite. Soit I' le groupe des Q-automorphismes de K. Pour ¢ =
> -er @7 € Z[I'], on note

gl = o]

Tel

et,sia € K,

af = H (Ta)?".

Tel

On note également ry le rang du sous-groupe E}@ de Fx et

dp = min , {h(vi) + -+ h(v)}

Ul,---fUrGEK

ol le minimum est pris sur les familles d’unités de E?} multiplicativement
indépendantes.

La proposition suivante généralise la proposition 2.3 de [Am]; sa preuve
est une généralisation de la preuve de cette derniere.

Proposition 2.1 Soient K, I' comme auparavant. Soit ¢ € Z[I'], ¢ # 0
et notons r = ry et 6 = 04. Soient ensuite x > 1 un réel et t > 2 un
entier. Supposons qu’il existe des entiers algébriques non nuls vi,...,v de
K tels que ]Néf'm <z (j=1,...,t). Soient ensuite m et N deux entiers
strictement positifs et tels que :

mN" <t.
Alors il existe m + 1 indices jo, ji,---,Jm € {1,...,t} deuzx a deuz distincts
et des unités vy, ...,vy, € E?} tels que :
_ logx ¢
h(pnd =0 < 19l 95
(US’YJ Yo ) —= [KQ} + N

pour s =1,...,m.

Démonstration. Notons £ : K* — R™ 172 e plongement logarithmique :

L(e) = (dy1og |aly)yjo



(ou l'on a choisit un ordre sur I’ensemble des places archimédiennes de K).
Soit V=L((K*)?) @R et H = E(E?}) ® R ; remarquons que

H—{ert.q. va—o}

v]oo

et donc ou bien H = V ou bien H est un hyperplan de V' (plus précisément,
H =V si et seulement si ) ¢, = 0). Posons eg = 0 dans le premier cas et
choisissons dans le deuxieme un vecteur eg € V\H tel que [[eg|l1 = 1.

Soient vy, ..., v, des unités multiplicativement indépendantes de E?} tels
que :
h(vi) + -+ h(v,) =0

et notons :
P={ML(n)+ -+ NL(v)tq 0< Aq,..., N\ <1} CH.

Quitte a remplacer les 71, ...,y par w1y, ..., Uy avec uq, ... u, € Ex,
on peut supposer que

(moL)(W),....(mo L)) € P,

ot m: R 72 — M est définie par :

T

m(a) =a— <Zas)@ (a € R™H™).

s=0

Par le principe des tiroirs, il existe m + 1 indices jo,j1,.-.,Jm € {1,...,t}
deux a deux distincts et un vecteur a € P, tels que :

(mo L)) (0 L)(05,); - (wo L)(7],) €a+ NP

Remarquons que si u € Fg, alors (voir par exemple [Am| lemme 2.1)

1K Qi) = Sl£G)]h

Soit s € {1,...,m}; on a donc :
*H(W o L)(v{ ;) < (Hﬁ(m)\ll + o+ L) h)

[ QN (h(v1) + -+ + h(vy))

[K QIN's.
Pour z € R notons 7 = max(z,0) et z~ = max(—z,0) ; notons aussi, pour
¢ = ZTGF ¢T7—7

=) ofm et ¢m =) o7
Tel Tel



Posons 6; = *yfrvji_ et Oy = 7}{7}? ; donc 01, 02 € O et ’yiyif = 919;1.

On a alors facilement (voir [Am] lemme 2.1 pour les détails) :
~1 K K 1 ~1
[ QJh(016 ) < max{log [N 01, log [Ny 02[} + 5 [|(m 0 £)(61627) 1.

Par ailleurs,

log [N§ 61| = (Z ¢i> log [N ;.| + (Z ¢¥> log [NG jo| < [|¢l1 log 2

Tel Tel

et, de méme, log ]N(g 62| < ||¢|]1 logz. On déduit des inégalités précédentes
que :
6 oy o lIolhlogz 6

K:Q N
O

Si)"_ ¢, = 0, nous pouvons affaiblir I'hypothese sur la norme des 7; dans
la proposition 2.1. Pour ce faire, introduisons d’abord quelques notations.
Soit I un idéal fractionnaire de K et vt oo une place non-archimédienne de
K, associé a un idéal premier p C O. On pose :

1], = p*/\/e(p,p)

ou (p) = pNZ et ou A € Z est 'exposant de p dans la décomposition de I
en produit d’idéaux premiers de Og. On a donc

[T =wn™

vfoo

et, pour a € K,
lafy = [(a)lo-

Proposition 2.2 Soient K, T', ¢, r, §, x et t comme dans la proposition 2.1
et supposons y__¢r = 0. Supposons ausst qu’il eziste des entiers algébriques
non nuls vi,...,7 € Ok et des idéaux I1,..., Iy C Ok de norme < x tels
que les (v;) 11, soient des extensions d’idéaux fractionnaires de K'. Soient
ensuite m et N deux entiers strictement positifs et tels que :

mN" <t.
Alors il existen m+1 indices jo, ji, .-, Jjm € {1,...,t} deux a deux distincts
et des unités vi,..., U, € Eﬁ tels que :
_ logx 6
h(pn® =9 < 1911 9
('U]PYJ Yjo ) = [K@] + N

pour s=1,...,m.



Démonstration. Remarquons d’abord que, pour v oo, |7J¢]v = |I]¢\v car

(1)1 = () L) =" = O
Donc

log v 70 = Y ¢r(log 2] —log |12 ],)

Ter (2.1)
< (¢ (= log|I,|v) + &5 (= log | L))

Tel
car les I; sont des idéaux entiers. La preuve de la proposition 2.1 montre

qu’il existe m + 1 indices jo, ji, ..., jm € {1,...,t} deux a deux distincts et
des unités vi,...,v, € E?} tels que :

1 - _
1L, ) I < [K - QINT1S

pour s =1,...,m.
Soit s € {1,...,m}; on a alors :

va log™ |vj7i7j;¢|v <[K:Q|N"'$

v|oo

(car |Néfvj7i7j;¢\ =1) et, grace a (2.1),

Y nologh o)l < D (67 (= log |1, 1) + 67 (= log |15 .)

vfoo Tel
< [[4l]1 log .

O

Nous terminons ce paragraphe avec un résultat galoisien élémentaire, qui
généralise le lemme 3.2 de [Am-Dv] :

Lemme 2.3 Soit K un corps de nombres et I' le groupe des Q-automor-
phismes de K. Soit ensuite P un idéal premier de Ok de degré 1 sur Q
et non ramifié. Alors, les idéaux premiers P? (o € T') sont deur a deux
distincts.

Démonstration. Soit KT le sous-corps de K fixé par I'; par le lemme
d’Artin K/K" est une extension de Galois de groupe de Galois I'. Soit
Py = PN Ok, ; par hypothése PyOg = Py ... P, avec P = P, r = |T'| et les
P; deux-a-deux distincts. Par ailleurs I' agit transitivement sur {P,..., P},
et donc {P? t.q.o €'} ={Py,..., P} O



3 Taille de certains groupes de classes.

Soit K un corps de nombres de degré d et discriminant A, notons I' le
groupe des Q-automorphismes de K. Soit ensuite ¢ € Z[I'] et posons r = 14
et 6 = 04. Nous nous proposons d’étudier la structure de Z[I']-module de

CUK)/jCUKT),

ot j: CI(K') — CI(K) est le morphisme d’extension. Pour ce faire considé-
rons la fonction Mc¢ 4 : N* — N* suivante attachée au Z[I']-module C. Pour
| entier strictement positif notons M 4(1) le plus petit entier A tel que pour
tout ¢1,...,q; € C ils existent pq,...,p € Z[I'] tels que :

i) gi' g =15

i) 32; llpjlh < A

Cette définition généralise celle de la fonction Mg(l) attachée a un
groupe fini G (¢f [Am-Dv]).

Proposition 3.1 Soit e > 0, ils existent alors deux constantes C' et Ce > 0
telles que, sous l’hypothése de Riemann généralisée pour la fonction zéta du
corps K,

S max(Cd =1 log |Al, Ced' )
= l¢lli(logl + loglog |A| +rlog (d6/r +2))

Meiky,s(l)

De plus, si ), ¢ = 0, l'inégalité précédente reste vraie si l'on remplace
CI(K) par CI(K)/jCU(KT).

Démonstration. On peut évidemment supposer ¢ < 1/2. Remarquons
également qu’il suffit de montrer qu’il existe deux constantes C’ et C. > 0
telles que,

max(C'(d"!log |A| — logd), C(g)d*~¢)
|¢]l1(log ! + loglog |A| + rlog (dd/r + 2))

Meiky,s(l) >

et de méme pour Mey gy /icirry,¢(l) si Do, ¢ = 0. En effet, si log|A] >
2dlogd, alors

1
C'(d log|A| — logd) > 5O’d—llog A
tandis que, si log |A| < 2dlogd,

4
d'log|A| < 2logd < —d' ¢ .
e



I) La preuve de 'inégalité :

S C(d~1log|A| — logd)
~ ||¢]l1(log ! + loglog |A| + rlog (dé/r +2))’

Meiky,o(l)

généralise celle de la proposition 3.1 de [Am]. Une application standard de
la version effective du théoreme des nombres premiers dans un corps de
nombres (voir [Lag-Odl] avec L = K), montre que, sous GRH, il existe des
constantes absolues et effectives ¢, co > 0 telles que pour tout K et tout
réel x avec

z > c1(log |A])? (loglog |A[)*

il existe au moins c; 1ac(log x)~! idéaux premiers de norme < z, de degré 1
sur Q et non ramifiés (voir [Am-Dv], lemme 2.1). Notons ¢ = ([dd/r] + 2)"
et soit cg > 1 tel que logiﬁ > ¢9. Chosissons

x = czltdlog(ltd) + c1(log |A])? (loglog | A])* ;

on a en particulier x > csylogy > e, ou 'on a noté y = ltd > 3, et donc :

slogz)t > —2yloey o csylogy

> coy = coltd .
= log(caylogy) ~ loges +2logy ~ 0~ 7

Remarquons qu’il y a au plus d premiers distincts dans Ok au dessus d’'un
premier rationnel; il existe donc [t premiers rationnels distincts p;; < x et It
idéaux premiers P;; C Ok (1 =1,...,1;j=1,...,t) tels que P;; NZ = (p;5)
et e(Pyjlpij) = f(Pijlpij) = L pour i =1,...,l et j = 1,...,t. Soit g;; la
classe de P;; dans G et supposons qu’il existe des relations
gflj--.glpljze (]:1,,t)

avec p;; € Z[I'] tels que (pij,...,p5)¢ # (0) (j = 1,...,t). Soit A =
max; y . ||pij|l1; donc, pour j =1,...,¢,

PV P = (y)

est un idéal principal de norme < 2. Choisissons m = 1 et N = [d6/r] + 1
dans la proposition 2.1; cette derniere nous assure ’existence d’une unité
v E E}é et de deux indices jo, j1 € {1,...,t} avec jo # j1 tels que la hauteur

dea:U’y¢ ¢

i Vi satisfasse :

Remarquons que :

log z < cy4(log(ltd) + loglog |AJ)



d’ol, en utilisant la minoration log|A| > cs5d et en remplagant ¢ par sa
valeur,

log x < ¢g(log(it) + loglog|A|)
< c7(logl + loglog |A| + rlog (dé/r + 2)) .

On a donc :

log! + loglog|A| + rlog (dé/r—l—2)> (3.2)

(@) < es Al ( .

Montrons maintenant que « est un générateur de K. Pour cela, il est
suffisant de montrer que [Q(«) : Q] > d. Quitte & renuméroter les indices,
on peut supposer pij, ¢ # 0. Soit L la cloture galoisienne de K dans Q et

notons Q;; := P;jOr. Le lemme 3.1 de [Am-Dv] nous assure que @1, a
au moins d conjugués distincts Q‘iljl, cees Q‘lr:ijl. Supposons que pour certains
L,k € {1,...,d} on ait a” = a%. Alors :

H sz J1 ¢UL Pi,j0¢‘7b H sz J1 ¢>0n —Pi ]0¢>0'n
2,71 7]0 2,1 »]0

Les P;;NZ sont distincts et donc la relation précédente donne en particulier :

Qﬂl ]1(15 g,— UN)

1,1 =0r.

Par le lemme 2.3, les premier P/ ; (7 € I') sont deux & deux distincts et
donc les idéaux (0,7)Q1 j, sont deux & deux premiers entre eux; par ailleurs
p1,:® 7# 0. On en déduit facilement que :

1711 Ql J1

d’olt ¢ = k. Donc « a au moins d conjugués distincts et [Q(«) : Q] > d.
Un résultat de J. Silverman (voir [Si], Theorem 2, p. 397 avec F' = Q,
n=1, ag =1 et a; = a) donne alors :

d~'log|A| - logd
o)z ——= 5=

(3.3)
Le résultat désiré découle de 3.2 et 3.3.

IT) Montrons maintenant 1'inégalité :

C(S)dlf&
M 1) > '
cz(K),¢( ) = | #]l1(log 1 + loglog |A| + 7 log (dé/r—i— 2))



Pour ce faire, nous reprenons 'argument de la preuve de l'inégalité
correspondante de [Am-Dv] (inégalité (6), p. 92). Rappelons d’abord le
résultat principal de [Am-Da] : si aq,...,a, € K sont multiplicativement
indépendants,

max h(as) > Cg(m)ildil/m log(?)d)*k(m)

s=1,...m

ou k(m) > 0.
Posons maintenant m = [1/¢] + 1. Donc :

cs(m)d ™ log(3d)F™) < co(e)de.
Posons aussi N = [dd/r]+ 1, t =mN" + 1 et
x = c3lmtdlog(lm) + c1(log |A])*(loglog |A|)* .

Le résultat de [Lag-Od] déja utilisé dans la partie I de la preuve, montre
qu’ils existent Imtd idéaux premiers P;; C Og (i=1,...,l;j=1,...,mtd)
de norme < z, de degré 1 sur Q et non ramifiés. Par 'inégalité |I'| < d, nous
pouvons supposer

vrel, Py # P (3.4)

pour (4,7) # (i,5) avec 1 < j, 5" < Imt. Soit g;; la classe de P;; dans G et
supposons qu’il existe des relations multiplicatives

g'lojl-j---glpjlj:e (j=1,....,mt)

avec pi; € Z[I'] et (p1j,...,p15)¢ # (0) pour j = 1,...,mt. Soit A =
max; 3, [|pi;|l1; donc, pour j = 1,...,mt,

Pﬁ.lj . Pl‘;” = ()

est un idéal principal de norme < z4. La proposition 2.1 nous assure I’exis-

tence de m + 1 indices jo, j1,.-.,Jm € {1,...,t} deux a deux distincts et de
certaines unités vq,...,v, € ¢EK tels que les hauteurs des a = vj’yivj;d)
satisfassent : A |
ogr+r
h(Oés) < ||¢||1 g

d
pour s=1,...,m.
Comme dans la premiere partie de la preuve,

log z < cg(log(lmt) + loglog |Al)
< 010(8)(logl + loglog |A| + rlog (do/r + 2)) :

10



On a donc :

max h(ayg)

s=1,....m
logl +loglog |A| + rlog (dé/r + 2
< c10()Al|¢]1 ( = ( ) . (3.5)

Montrons que aq,...,q,, sont multiplicativement indépendants. En effet
supposons ' ---afm =1 avec ey, ..., ey € Z. Donc :

m

TTeom? =1

s=1

En utilisant la définition des v;, on en déduit une relation multiplicative
dans Spec(Ok) :

ﬁ (Pﬁ}sjw .. I)ll])'ljS(b)es _ (Pglojw o _Pl§;j0¢)el+...+es.
s=1

La condition (3.4) et le lemme 2.3 nous assurent que e; = --- = e; = 0. Le
résultat principal de [Am-Da] donne alors :

max  h(ag) > co(e)tdF . (3.6)

s=1,....m

Le résultat désiré découle de (3.5) et (3.6).

IIT) Supposons enfin ) ¢, = 0. Soient Py,..., P, des idéaux premiers
de Oy, notons g; la classe de P; dans GG et supposons qu’il existe une relation
multiplicative non triviale

gyt g =€
avec les p; € Z[I'|. Alors, il existe v € O tel que
(vHP - P

soit l’extension d’un idéal fractionnaire de K'. Pour montrer la derniére
assertion de la proposition 3.1 il suffit alors d’utiliser la proposition 2.2 a la
place de la proposition 2.1 dans les parties I) et II) de la preuve. 0

Remarque 3.2 On déduit en particulier de la proposition 3.1 des rensei-
gnements sur le nombre de classes hi et sur l’exposant ex du groupe de
classes : en effet Mc 4(1) < eg et Mc g(hk) <2 (cf [Am-Dv], lemma 5.1).

11



4 Corps « de type CM » et nombres de Salem.

Nous étudions dans ce paragraphe des corps auxquels nos résultats prin-
cipaux s’appliquent. Il s’agit de certaines généralisations des corps CM : des
corps engendrés par un nombre réciproque ayant « beaucoup » des conjugués
sur le cercle unité. Le corps engendrés par un nombre de Salem en sont un
exemple.

Définition 4.1 Soita € Q; on note l(«) le nombre de places archimédiennes
v € Mgy tels que |al, = 1.

Remarquons que si a # £1 et si [(«) > 1, alors a n’est pas totalement
réel. De plus, « est réciproque : en effet, il existe un plongement imaginaire
o: Q(a) — C tel que o(a)o(a) =1 et donc o(a~!) = 7(a), ce qui implique
que o~ ! est un conjugué de a. L’application a — a~! s’étend donc & une
Q-involution 7 de Q(«) (7. e. un Q-automorphisme 7 de Q(«a) d’ordre 2).

Définition 4.2 Soit K un corps de nombres, T une Q-involution de K et
K7 le sous corps d’indice 2 fizé par K. On note l. le nombre des places
archimédiennes imaginaires de K au dessus d’une place réel de K.

Notons (ri,72) et (r],r3) les signatures de K et K7 respectivement. On
vérifie immédiatement que

lr=r] —11/2.
Remarquons aussi que si K = Q(a) avec a” = a~ !, alors :
K =Qa+a™).
On a:
Lemme 4.3 Soit 7 une Q-involution de K. Alors :

I, = max{l(a) t.q. K = Q(a), " =a '}.

Démonstration. Soient o; (j =1,...,1) des plongements imaginaires du
corps K, deux a deux non conjugués, qui prolongent des plongements réels
de K7. 1l existe un générateur a de K/Q tel que |o1(a)] = 1 (voir par
exemple [Am-Nu|, proposition 1). Soit

P(z)=2* bz +c,

le polynéme minimal de o sur K7 ; P! est a coefficients réels et admet une
racine de module 1 : donc son terme constante vaut 1 et ¢ = 1. Mais alors,

sije{l,...,l},

oj(b) €R, oj(a) R = |oj(a)[ =1

12



et I-(a) > 1. Nous avons prouvé que :
max{l(a) t.q. K = Q(a), a” =a '} > 1, .

Soit maintenant o un générateur de K/Q tel que a” = a~! et soient
oj (j=1,...,1) des plongements imaginaires du corps K, deux a deux non
conjugués et tels que |0 ()| = 1. Alors, a® —ba+1 = 0 avec b = a+a 1. Par
la remarque qui précede ce lemme, K7 = Q(b). Par ailleurs, si j € {1,...,1},
onaocj(al)=0;(a),dotto;(b) € Ret 0;(K™) = KT. Donc ! > I;(c). Nous
avons prouvé que :

I, > max{l(a) t.q. K = Q(a), a” =a~'}.
O

Les corps de nombres engendrés par un nombre algébrique ayant beau-
coup des conjugués sur le cercle unité donnent des exemples d’applications
du théoreme 3.1, comme la proposition suivante le montre.

Proposition 4.4 Soit K un corps de nombres de signature (r1,72) munit
d’une Q-involution 7. Alors

-7 <7T1+72 — 1.
Démonstration. Soit o un générateur de K/Q tel que o™ = o~ ! et tel

qu’ils existent [ = [ plongements imaginaires 0;: K — C deux a deux non
conjugués avec |oj(a)| = 1. Soit P € Q[z] et j € {1,...,{}. Alors :

0j(P(a)) = P(oj()) = P(aj(&)_l) = P(oj(a")) = 0j(P(a)7)

et de méme

O'j(P(Oé)T) = oj(P(a)) .
Donc |oj(P(2)'™7)[* = 1. On en déduit que dim L((K*)'" ") @ R < ry +
ro — lr. N

En particulier, cette proposition s’applique des que K est un corps CM :
pour ces corps on a r1_y = 0, ou J est la conjugation complexe. De méme,
la proposition 4.4 montre que si K est engendré par un nombre de Salem «
et si 7 est le Q-automorphisme de K qui envoi o dans a~*, alors r1_, = 1.
Par ailleurs E- 7 est engendré par a? = a/a~! et donc §;_, < 2h(a) =
2(log ) /d, ou d = [K : Q).

Nous terminons ce paragraphe avec le lemme suivant qui permet de mi-

norer hg /hi- en fonction de l'ordre de CI(K)/jCI(KT).
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Lemme 4.5 Soit 7 une Q-involution d’un corps de nombres K et notons
j: Cl(K™) — CI(K) le morphisme d’extension d’idéaux. Alors,

| ker j| < 21471-7

Démonstration.

Nous suivons la preuve du théoreme 10.3 de [Wa]. Soit I un idéal de K"
et supposons j(I) principal dans K, disons j(I) = (a). Ona I'*"7 = [/I7 =
Ok, et donc a!~™ € Eg. De plus, a ne dépend pas du représentante de la
classe de I dans CI(K™). Notons

G={u€ExtqIacK, o™ =u}

et supposons o'~ € G2. 1l existe donc v € Ej, et 3 € K tel que v = g7
et '™ = v2. On en déduit :

(Ozvfl)lff — 04177'B7(177')2 — a177572(177)

— al—rv—Z -1

et donc av™! € K™ et I = (aw™!) est principal dans K. On a montré que
I'application ker j — G/G? qu’envoie la classe de I dans la classe de o'~
est injective et donc | ker j| < [G : G?] < 21717 car G est de rang r1_, + 1.

O

5 Taille des groupes de classes de corps « de type
CM ».

Soit K un corps de nombres de signature (71, r2) munit d’une Q-involution
Tetnotonsr =ri+ro—Il,etd =01_,. k= Q(a—i—a‘l). Le théoreme suivant
résume les renseignement principaux que ’on peut obtenir sur la structure
du groupe de classes de K.

Corollaire 5.1 Soit € > 0; il existe alors trois constantes C', C. > 0 et
H. > 1 telles que, sous I’hypothése de Riemann généralisée pour la fonction
zéta du corps K,

- max(Cd~1log |A|, Cod'—#)
"= loglog |A| +rlog (do/r + 2)

€K/

et :

hi S max(|A|C/d,H€dlf€)
he = (2d6/r+4)"
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Démonstration. On applique la proposition 3.1 en tenant compte de la
majoration de r1_, < r fournit par la proposition 4.4 et de la remarque 3.2.
On obtient donc :

max(Cd~ ! log |A|, Ced'—¢)
loglog A + rlog (dé/r + 2) '

eK/k =

et, en prenant | = |CI(K)/jCl(k)|,

- max(Cd ! log |A|, C.d'—#)
~ 2(logl + loglog |A| 4+ rlog (dé/r +2))

Le lemme 4.5 montre que log(hg /hg) > logl — (r + 1)log2; donc :
1
log(hx /i) > max(Cd ™ log |A|, C.d' %) — loglog |A|

—rlog (2d6/r +4) — (r + 1) log 2
> c11 max(Cd ' log |A], Ced" ™€) — rlog (2d5 /7 + 4)
d’out la minoration annoncée pour hy /hy. ]
On peut également déduire de la proposition 3.1 des renseignements sur

I’annulateur du groupe de classes de K, comme on l'a fait dans [Am2] pour
le cas d'un corps cyclotomique. Notons CI™(K) = CI(K)/jCI(KT),

ZITF = {¢ € Z[I t.q. (1 F 7) = 0}
et
Ann(ClI™(K))” = Ann(Cl™ (K)) N Z[I']™

lensemble des ¢ € Z[I']~ tel que pour tout idéal I de K, il existe o € K tel
que (a)I? soit 'extension d'un idéal fractionnaire de K. On a alors :

Corollaire 5.2 Soit ¢ > 0; il existe alors deux constantes C et C. > 0
telles que, sous l’hypothése de Riemann généralisée pour la fonction zéta du
corps K et pour tout ¢ € Ann(Cl~ (K))\Z[T]T, on a ||¢|1 > B, ot

~ max(Cd!log |A],C.d' %)
" loglog |A| +rlog (do/r +2)

En particulier,?

[Z[T]” : Ann(Cl~(K))7] > (]B/4] +Card(F)/2>

Card(I")/2

2pour z € R on note ]x] Ventier n défini par les inégalités : n — 1 <z < n.
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Démonstration. La minoration pour la taille des éléments de I’annulateur
découle immédiatement de la proposition 3.1 (avec [ = 1), en tenant compte
de la majoration r;_, < r fournie par la proposition 4.4.

Montrons la minoration de I'indice. Pour ce faire on reprend I’argument
de la preuve du théoreme 2 de [Am2]. Soit IV C T tel que I"NIVr = et
I' =T"UTI'7. L’ensemble

A= {Z Poo (1= 1)t iy 2 0, et S [iby| < B/4} C Z[r)
oel” oel”
est de cardinalité

Card(A) <}B/4] + Card(F)/2)

Card(T")/2
Soient 1, ¥’ € A avec ¥ # ¢)'. Alors (¢ —¢")(1 —7) #0 et
v =9l < B.

La premiere partie du corollaire 5.2 nous assure que ¢ — )’ & Ann(CI(K)™),
ce qui montre :

[Z[I']™ : Ann(CI(K)™)] > Card(A) . (5.8)

Les relations (5.7) et (5.8) montrent la minoration annoncée pour l'indice
de I'annulateur. 0

Les résultats annoncés dans l'introduction se déduisent facilement a par-
tir des corollaires 5.1 et 5.2.

Démonstration du théoréme 1.1. On applique le corollaire 5.1 avec
r = 0 et on remarque que

max(Cd ! log |Al, Cod' %) > ax( Clog|A| zd125)

loglog |A| dloglog|A|" ¢

O

Démonstration du théoréme 1.2. Soit € > 0; le corollaire 5.2 montre
qu’ils existent deux constantes C' et C. > 0 tels que

|B/4] +do/2>

[Z[I‘]_ :Ann(CZ_(K))_] 2 < do/2

ou

o maX(Cd_l log |A‘, C€/2d1—6/2) . ( C'log ‘A| Céd1_8>

B log log |A| dloglog |A|’
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L’inégalité B > (C'log|Al)/(dloglog|A|) montre que :

(ZI0) : Amn(Cl~ (K))"] = <]B/ ‘”)M > (Cll‘)gm'ym ,

d0/2 ddo loglog |A’

tandis que B > C’d'~¢ > C’d} ¢ donne :

B
[ZT]~ - Am(Cl~(K))"] > (dO/Q> PR g

|B/4]
O

Démonstration du théoréme 1.3. On applique le corollaire 5.1 avec

r=1. 0
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