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LA SINGULARITE DE O’GRADY

MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGER

RESUME. Soit Mz, I'espace de modules des faisceaux semi-stables de
vecteur de Mukai 2v sur une surface K3 ou abélienne ol v est primitif tel
que (v,v) = 2. Nous montrons que I’éclatement de M2z, le long de son lieu
singulier réduit fournit une résolution symplectique des singularités. Ceci
donne une description directe des résolutions de O’Grady de Mx3(2,0, 4)
et Map(2,0,2).

ABSTRACT. Let M2, be the moduli space of semistable sheaves with
Mukai vector 2v on an abelian or K3 surface where v is primitive such
that (v,v) = 2. We show that the blow-up of the reduced singular locus
of Mas, provides a symplectic resolution of singularities. This gives a di-
rect description of O’Grady’s resolutions of Mk3(2,0,4) and My (2,0, 2).

1. L’ESPACE DE MODULES DE O’GRADY

Il est notoirement difficile de produire des variétés holomorphiquement
symplectiques irréductibles compactes. A déformation pres, il y a les deux
séries infinies trouvées par A. Beauville [[l], & savoir les schémas de Hilbert
des points sur une surface K3 et les variétés de Kummer généralisées as-
sociées a une surface abélienne, et les deux exemples isolés construits par
0'Grady ([, [).

Selon Mukai, les espaces de modules de faisceaux stables sur une surface
K3 ou abélienne sont lisses et munis d’une forme symplectique holomorphe.
Si les parametres numériques, a savoir le rang et les classes de Chern, sont
choisis de fagon a ce qu’il n’existe pas de faisceau strictement semi-stable,
les espaces de Mukai sont compacts mais se déforment dans les exemples de
Beauville.

La stratégie de O’Grady est de considérer certains espaces de modules
singuliers puis de les résoudre symplectiquement si possible. La résolution
de O’Grady est relativement compliquée : elle consiste en deux éclatements
suivis d’une contraction sur un schéma de parametres muni d’une action
d’un groupe de reparamétrisation ou il faut tenir compte & chaque étape du
comportement de la semi-stabilité des points sousjacents.
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2 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGER

Nous montrons ici que I’éclatement du lieu singulier réduit de I’espace de
modules fournit directement une résolution symplectique des singularités.

Soit X une surface projective lisse de type K3 ou abélien. Soit de plus
v € HP3T(X,7Z) et soit M, Pespace de modules des faisceaux semi-stables
sur X par rapport a un diviseur ample H et ayant vecteur de Mukai v (voir

section ).

Théoréme 1.1. — Soit v € HP¥ (X, Z) un élément primitif avec (v,v) = 2
et H un diviseur ample 2v-générique. Alors I’éclatement de Ms, le long de

son lieu singulier réduit est une résolution symplectique des singularités.

Les hypotheses du théoreme couvrent a la fois les exemples de O’Grady
B, [ et aussi celles, similaires, de Rapagnetta [§.

Le plan de la démonstration est le suivant. Nous étudions d’abord la struc-
ture locale de 'espace de modules. Les singularités de 1’espace de modules
proviennent a la fois du passage au quotient par 'action des groupes d’auto-
morphismes et du comportement de ’application de Kuranishi. Nous nous
plagons ensuite en la singularité la plus mauvaise, remplagons ’application
de Kuranishi par sa partie quadratique puis calculons explicitement le quo-
tient ainsi simplifié. La singularité que nous obtenons ainsi est tres connue :
c’est la contraction de la section nulle du fibré cotangent de la grassman-
nienne symplectique de dimension 3. En utilisant cette résolution, on mon-
tre que la singularité est rigide au sens qu’il n’existe pas de déformation
du modele local simplifié qui respecte les singularités génériques. Nous en
déduisons que la déformation de la singularité originelle vers son cone tan-
gent donne un isomorphisme analytique de celle-ci avec le modele simplifié.
Ce dernier isomorphisme peut se déduire aussi de [, mais argument donné
ici est a la fois plus élémentaire et plus simple.

On voit ainsi que I'éclatement du lieu singulier réduit donne une résolution
semi-petite des singularités de Ms,. Il est connu que la forme symplectique
s’étend sur l'image réciproque de la partie générique du lieu singulier qui
consiste en des singularités de type Ay (cf. [fl]). Cette forme s’étend partout
pour des raisons de codimension.

Remerciements : Nous remercions Duco van Straten qui nous a suggéré
le foncteur de déformation de la section f| ainsi que Theo de Jong et Dmitry
Kaledin pour les discussions constructives. Nous avons fait des expériences,
dans un travail préliminaire, avec Singular et nous remercions Gert-Martin

Greuel pour son aide avec ce logiciel.
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2. LA STRUCTURE LOCALE DE L’ESPACE DE MODULES

Soit X une surface projective lisse munie d’un diviseur ample H. Soit M
I’espace de modules des faisceaux H-semi-stables sur X de rang et de classes
de Chern fixés. On sait que les points de M sont en bijection avec les classes
d’isomorphisme de faisceaux poly-stables, i.e. somme directe de faisceaux
stables. Soit F un tel faisceau et soit ExtP(E, F)y la partie sans trace du
ExtP(E, E). Alors on a la description suivante de la structure locale de M

en [E]. Il y a une application analytique, dite de Kuranishi,
k: (Ext'(E, E),0) — Ext*(E, E)o,
telle que

1. L’application k est équivariante par rapport a ’action de Aut(FE) sur

ExtP(E, F) par conjugaison.

2. L’application k£ n’a pas de partie constante ou linéaire et la partie

quadratique ks de k est donnée par le produit de Yoneda ko(e) = eUe.
3. On a un isomorphisme analytique (M, [E]) = (k=1(0),0)/ Aut(E).
A partir de maintenant, X sera une surface K3 ou abélienne. On appelle
v(F) := ch(F)y/td(X) € HP*'(X,7)

le vecteur de Mukai du faisceau cohérent F'. On a un accouplement sur

HP¥' (X 7) donné par
(v,w) = —/ vw”
b's

otta — a¥ désigne I'involution sur HP¥"(X, Z) définie par " = (—1)des(@)/2,

Soit v = (r,¢1,a) € HP¥ (X, Z) un élément primitif avec (v,v) = 2 et ¢; €
NS(X). On suppose aussi que r > 0, ou que r = 0, ¢; est effectif et a # 0. Un
diviseur ample H est appelé 2v-générique si pour tout faisceau F semi-stable
par rapport & H avec v(F) = 2v, et tout sous-faisceau F’ C F déstabilisant,
on a v(F’) € Qu(F). Il est connu que de tels diviseurs existent dans notre
cas (voir [J] et ses références et [I{] sections 1.4 et 8 respectivement).

On fixe dorénavent un diviseur ample 2v-générique H. Sous cette hy-
pothese, M, est lisse de dimension 2 + (v,v) = 4, et est non vide grace
aux résultats de Yoshioka ([L0] Théoremes 0.1 et 8.1, [L] Remarque 3.4; le
cas manquant dans ces références ou » = 0 et ¢; serait non nef nous a été
communiqué par Yoshioka).

Grace a la primitivité de v et la généricité du diviseur ample, seuls les trois

types suivants de faisceaux poly-stables apparaissent dans M = My, : soit
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FE est stable; soit F = F} & F, avec Fi, Fy € M, stables et non-isomorphes;
soit £ = F & F avec F' € M, stable. Ces types correspondent aux strates
de la stratification M D S?M, D M,. L’analyse locale ci-dessus pres de M,
montre que M n’est pas vide et est de dimension 2 + (2v,2v) = 10. De plus
M est singulier exactement le long de S?M,,.

Soit E de la forme F®? avec F un faisceau stable, correspondant & un
point [FOF] € My,. Sous ces hypotheses on a Ext!(FE, E) = Ext!(F, F)®gl,,
Ext?(E, E)y = sly et Aut(F) = GLy. De plus, le produit de Yoneda définit
une structure symplectique sur 'espace V := Ext!}(F, F) = C* :

trace

(2.1) w:Ext'(F,F) x Ext'(F, F) = Ext*(F, F) H?*(Ox)=C

Avec ces notations la partie quadratique de 'application de Kuranishi ks :
Ext!(F, F) ® gly — sly s’écrit comme suit :
(2.2) ko (D e @A) =Y wlei e)[Ai, Ay,

i i,
On observe que les composantes de ko sont des polynomes quadratiques.
Dans les sections suivantes on va décrire explicitement k, 1(0)/ GLy et sa

résolution par un éclatement, puis on montrera qu’il existe un isomorphisme

analytique des germes (k~1(0),0)/ GLy 2 (k5 '(0),0)/ GLy.
3. LA SINGULARITE

Soit W = sls muni de la forme quadratique x de Cartan-Killing et soit
V un espace vectoriel de dimension 4 muni d’une forme symplectique w.
On identifie SLy avec SO(W). Ainsi w ® k est une forme symplectique sur
V @ W préservée par les actions naturelles de Sp(V') et SO(W). Considérons

les deux applications moment qui correspondent a ces actions :

Hom(W*,V) S AN sp(V) = S?V

(3.1) o |
AW =2 s0(W)

Ces applications sont données comme suit :
(32) pe QO vi@w) = ) w(wi, wy)v; - vy,

i i3
(3.3) ,uw(z v QW) = Zw(vi,vj)wi A wj.

i i3
On voit que p,, s’identifie a la restriction de ky sur VoW C V ® gly et que

I’on obtient de cette fagon une décomposition

(3.4) k3 1(0)/ GLy =V x (u,(0)/ SO(W)).
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11 suffit donc d’étudier le quotient 4 !(0)/ SO(W).

Lemme 3.1. — Soit Z C sp(V) la sous-variété des B € sp(V') tels que

B? = 0. L’application y induit un isomorphisme
(3.5) 1 1(0)/ SOW) = Z C sp(V).

Démonstration. Soit (v1,...,v4) une base symplectique de V telle que w soit

donnée par la matrice {2 = (%{—é). Ecrivons VW =W @ --- @ W. Alors
P (W1, .. wg) = w1 A wg + w3 A wy.

Par le premier théoreme fondamental de la théorie des invariants pour le
groupe SO(W), le sous-anneau des invariants de l'anneau C[V ® W] des

fonctions régulieres sur W est engendré par les fonctions
(3.6) Xij(wr,...,ws) = rk(ws,wy), i,j=1,...,4,
(3.7) aijp(wi,...,wy) = det(w;,w;,wy), 1,7,k distincts.

Les X;; sont algébriquement indépendants; un produit de deux facteurs
arbitraires des a;j;, s’exprime comme une forme cubique en les Xj;. Soit
h C C[V ® W] I'idéal engendré par les composantes de p,, (wy,...,ws). L'in-

tersection b/ = C[V @ W]S°W) N contient au moins les éléments suivants :

(3.8) K(wi, puyy (w1, ..., wa)) = det(wy, ws, wy) = a34 etc.,
(39) det(wi, ’U)j, MW (’U)l, e ,w4)) = XilXj2 - XZ‘Qle + XZ'3XJ'4 — XZ‘4X]'3
= Y;J

Comme b’ contient tous les éléments a;j; on voit que u'(0)/SO(W) se
plonge dans S?V par iy, et que son image est contenue dans le sous-schéma
défini par les éléments Yj;.

Observons maintenant que l'isomorphisme S?V — sp(V) est donné par
X — B := QX et que sous cette identification les éléments Y;; ne sont autres
que les entrées de la matrice B2. On verra plus bas que Z est irréductible de
dimension 6. Par ailleurs, une inspection directe des équations montre que
Z est réduite. L’immersion i '(0)/ SO(W) — Z C sp(V) doit donc étre un

isomorphisme. O

4. LLA RESOLUTION

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension 4 muni d’une forme
symplectique w. On désigne par G la grassmannienne des sous-espaces vec-

toriels U C V de V isotropes maximaux. La variété G est isomorphe a la
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sous-variété de P(A2V*) = P° définie par I'’équation quadratique ¢ A ¢ = 0
et Péquation linéaire w(yp) = 0 avec p € A2V. Soit U C V ®@ Og le sous-fibré
tautologique. Comme w est non-dégénérée et les fibres de U sont isotropes
par construction, w induit un accouplement parfait (V @ Og/U) @U — Og.

On obtient ainsi la suite exacte tautologique
(4.1) 0—U— VR0 — U — 0.

Le fibré vectoriel Hom(U*,U) est la restriction a G du fibré cotangent de
Grass(2, V) ; le fibré cotangent T*G de G s’identifie avec le sous-fibré des
formes symétriques sur U*.

Soit Z C sp(V) la sous-variété des B € sp(V) tels que B? = 0. Soit b :
Ve0Oz; -V ®0Oz 'homomorphisme canonique qui en B € Z multiplie par
B. Le lieu singulier Zgn, de Z consiste en les B ayant rang < 1. Autrement
dit, le faisceau d’idéaux J C Oz de Zg,g est engendré par les coefficients de
A%b, c’est-a-dire les 2 x 2-mineurs de b.

On sait qu’on obtient une résolution de Z de la maniere suivante. Soit ZC
Z x G la sous-variété des paires (B, U) telles que B(U) = 0. Désignons par
0.7 — Zetm:Z — G les deux projections canoniques. Par construction,
pour un élément (B,U) € Z, Iendomorphisme B : V — V se factorise

comme suit
(4.2) VUt —v

olt B est une forme quadratique sur U*. On voit ainsi que 7 : Z — G est
isomorphe a la projection canonique T*G — G. Par conséquent, 7 est lisse.

Le morphisme o : Z — Z est une résolution semi-petite : la fibre de o au-
dessus d’'un point B € Z de rang 1 est isomorphe & P((Ker B/ Im B)*) = P!

et au-dessus de B = 0 isomorphe a G.

Théoréme 4.1. — La résolution o : Z — 7 est isomorphe a l’éclatement
de Z le long de Zgpng C Z.

Démonstration. Par construction o*b s’annule sur 7*U. On obtient la fac-

torisation

(4.3) b VR0, — U U — V0,
En passant a la puissance extérieure
(44) oAb ANV ® 0z — n* detU* A dettd — A2V ® Oz

on voit que I'annulation de la section A%b du fibré inversible 7*(det/)?

équivaut a l'annulation de o*A%b. Par conséquent, si JC O désigne le
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faisceau d’idéaux de O'_l(ZSing) on a
(4.5) J=01T 05 21" (detU")? = 7 Oprzy+)(2)

On observe par ailleurs que 0.(O) = Oz puisque les singularités de Z sont

rationnelles. Considérons maintenant les inclusions
(4.6) JCo.JCOy

Les radicaux de J et a*j coincident. Comme J est radical, J = a*j . Selon

le lemme suivant, on a également J" = a*(j ™). Ainsi

(4.7) Z = Proj(( o.(J™)) = Proj(€P J") = BI(Z).

Lemme 4.2. — L’homomorphisme (0,J)®™ — 0,(J") est surjectif.

Démonstration. On considere le diagramme commutatif

™e = G

I

A — %

Observe que HY(Z,0,(J")) = HY(G, m,7*O(2n)) = HY(G, §*(Tg)©0(2n)).

Comme Z est affine, il suffit de montrer que
HY(G,5*(Tq) ® 0(2)%" — H(G, S*(Tg) @ O(2n))
est surjectif. Pour cela, il suffit de voir que
H°(@,0(2)) @ HYG, S*(Tg) ® O(2n)) — HY(G, S*(Tg) @ O(2n + 2))

est surjectif pour tout k£ > 0 et tout n > 1 ou encore que Sk(T(;) est 2-régulier
sur G au sens de Mumford-Castelnuovo [f]. Que H'(G, S*(T¢)(1)) = 0 est
conséquence immédiat du théoreme d’annulation de Griffiths [F]. L’annula-
tion de H?(G, S*(T¢)) et de H3(G, S*(T¢)(—1)) se déduit des suites exactes

0 — §*7H(06(1)*) — §4(06(1)**) — §(Tpi|g) — 0

et

0 — SH(Tg) — SF(Tpa|c) — S¥HTple) ® Oc(2) — 0.
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5. RAPPEL SUR DES DEFORMATIONS

On maintient les notations des sections précédentes. Le théoreme [L] est

une conséquence immédiate du théoreme [E.1] et du théoréme suivant :
Théoréme 5.1. — Il y a un isomorphisme des germes analytiques
(5.1) (M,[E]) =2 (V x Z,0).

Pour démontrer ce théoréme on va construire une déformation du germe
(V x Z,0) dont la fibre générique est isomorphe & (M, [E]) puis on verra que
cette déformation est en fait triviale. Ainsi toutes les fibres sont isomorphes.

Commencons par un rappel sur les déformations : Soit X un germe
d’un espace analytique. Une déformation de X est une application plate
f X — S des germes d’espaces analytiques avec un isomorphisme explicite
Xo = X de la fibre spéciale. Soit Def(X) le foncteur qui associe & une base S
I’ensemble des déformations de X sur S modulo isomorphisme. L’espace tan-
gent formel Def(X)(Cle]) est le germe d’un faisceau de Ox-modules cohérent
TY défini comme suit : Soit X C (C",0) donné par I'idéal I C C{x1,...,2,}
et soit ® : Ox {0y, .., 0z, ) — Home, (I/I?, Ox) ’homomorphisme naturel
avec Oy, — (f — Oy, (f)). Alors Tk = Coker(®).

Pour une hypersurface X = {f = 0} C C" le calcul de T)l( est simple :
Ty =C{x1,...,zn}/(f, 00, f,. .., 0, f). Par exemple, pour la singularité de
type A1, {x? + 23 + 23 = 0} on trouve 7% = C.

T}( est un faisceau ayant pour support le lieu singulier de X. Donc si la
singularité de X est isolée, T)l( est un espace vectoriel de dimension finie et
le foncteur Def(X) admet une enveloppe au sens de Schlessinger [f.

Pour traiter le cas d’une singularité non-isolée, on va considérer le sous-
foncteur suivant de Def(X) : soit ¥ C X une partie fermée de X et U = X\ X
son ouvert complémentaire. On désigne par Defy(X) le sous-foncteur de
Def(X) des déformations qui induisent des déformations triviales locale-
ment sur U. Puisqu’une déformation d’un point non-singulier est automa-
tiquement triviale on peut toujours supposer que ¥ C Xging. Le foncteur
Defs(X) satisfait aux conditions H; et Hy de Schlessinger [§]. Son espace
tangent est le germe du sous-module T)l(,z C T)l( des sections qui s’annulent
en dehors de X ou plus précisément, qui sont annulées par une puissance
suffisamment grande de I'idéal de X. Si T)lf,z est de dimension finie, le fonc-
teur Def z(X) satisfait aussi a la condition Hs de Schlessinger et a donc une

enveloppe selon le théoreme 2.11 de [9.
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Dans I’application que nous envisageons on aura T)l( s = 0. Dans ce cas,
on dira que le couple (X, X)) est rigide. Evidemment, I’enveloppe d’un couple

rigide est triviale ; chaque déformation de (X, X) est donc triviale.

Lemme 5.2. — Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. ¥ C Xging et dim(X) < dim(Xing)-
2. T)l( est pur.

Alors (X, X)) est rigide.

Démonstration. Le sous-module T)I(,E - T)l( est supporté par X, un sous-
espace de Xging de dimension plus petite. Comme T)l( est pur par hypothese,

on a nécessairement T)l( v =0. O

Exemple 5.3. — Le couple (Z,{0}) est rigide : en fait, on a vu que le
lieu singulier de Z est isomorphe & V/ 4+ 1 et contient ainsi 1'origine comme
sous-espace propre. Pour appliquer le lemme p.9 il reste & montrer que T Z
est pur de dimension 4. Cela sera démontré par un calcul explicite dans la

section fi.

Retournons a la singularité de 'espace de modules.

On rappelle que k : (Ext!(E, E),0) — sly désigne 'application de Kuran-
ishi et ko sa partie quadratique. Soient R = OExtl(E,E),O’ Ovxzo et Op (g
les anneaux des germes des fonctions holomorphes. On désigne par a et ag les
idéaux dans R engendrés par les composantes de k et de ko, respectivement.
Gréace a l'invariance de k les idéaux a et ag sont invariants par rapport a

laction de Aut(E) = GL3. Avec ces notations on a des isomorphismes
(5.2) OM,[E] = (R/G)GL2 et OVXZ,O = (R/GQ)GLQ.

Grace aux isomorphismes (5.9), pour montrer le Théoreme p.1, il s’agit de

montrer que
(5-3) (R/a)%2 = (R/ag)2.

ce que nous allons montrer par une étude de la déformation de R/a vers son
cone tangent : Soit @ C RJ[t,t~!] idéal engendré par les fonctions f(z,t) :=
f(t-x) pour f € aet soit @’ := anN R[t]. Par définition, o’ est invariant sous

I’action de GLg et on a un isomorphisme GLo-équivariant

(5-4) Clt,t™ " @cjq (R[t]/o') = C[t, ¢~ '] ®c R/a.
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Par construction, R[t]/a’ est C[t]-plat. Soit S = (R[t]/a’)E"2. Alors S est en-
core C[t]-plat et il y a un isomorphisme S[t~!] = C[t,t '] ® (R/a)%2. L’in-
clusion ag C o' /ta’ d’idéaux de R induit une surjection (R/ag)%"2 — S/tS.
On sait que les anneaux (R/ag)%"2 et S/tS ont la méme dimension. Comme
I'anneau (R/ag)®"? est isomorphe & Oy 70 il est integre et le morphisme
(R/ag)G%2 — S/tS est donc un isomorphisme.

De cette maniere on a construit une déformation S, plate sur C[t], de fibre
spéciale (R/ag)C™2 et de fibre générique (R/a)®2. En fait, S est un élément
de Defy (03 (V x Z)(C[t]) : on sait d’apres la description globale de M que
le germe de Ming = S?M, dans [E] est irréductible de dimension 8. On en
déduit que 'intersection du lieu singulier relatif (défini comme le support de
Q}q /C[t}) avec la fibre spéciale est égal a V' X Zging.

Les points de V X (Zging \{0}) sont des singularités de type A;. Puisque I'es-
pace de déformations infinitésimales est de dimension 1, chaque déformation
d’un tel point, qui ne le rend pas lisse, doit étre triviale. On en déduit que
S € Defy 03 (V x Z)(CIt]).

En vue de p.3 on voit que S est une déformation triviale.

6. RIGIDITE

On conserve les notions de la section ]l Soit I C Osp(v) le faisceau d’idéaux
de Z C sp(V). On désigne par ® : Tz — Hom(I,Oz) le morphisme
canonique qui associe a un champ de vecteurs la dérivation correspondante.
En chaque point p € Z, le germe du conoyau T} = Coker(®) en p est
isomorphe a 'espace tangent des déformations du germe (Z, p). Par le critere
de Jacobi, T} a pour support Zjy,g. Pour finir la démonstration du théoréme

il nous reste a montrer la proposition suivante :
Proposition 6.1. — Le Oz-module T% est pur de dimension 4.

En un point p € Zging \ {0} le germe (Z, p) est analytiquement isomorphe
au germe (C*,0) x ({ac —b? = 0},0). On en déduit que la restriction de T
a Z\ {0} est localement libre de rang 1 le long de Zs;,4. Un sous-module de

T% de dimension < 4 est donc nécessairement concentré a l'origine.

Démonstration. On va commencer avec une présentation de l'idéal I. La
structure symplectique w sur V induit une anti-involution f + f* sur
End(V) donnée par w(f*(v),w) = w(v, f(w)) pour v,w € V. Soit End(V) =

E, & E_ la décomposition par rapport aux valeurs propres de I'involution
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telle qu’en particulier sp(V) = E_. On a une surjection
(6.1) g:EY @ Oy — I, (A, B) — A(B?).

En effet, Z C sp(V) est défini par ’équation B? = 0, et B?> € E, pour

B € sp(V). 1l est facile a vérifier que la suite suivante est un complexe
(6.2) (A’E} @ E}) ® Ogpvy — B ® Ogpvy —— 1,

ou l'application 7 est donnée sur la partie AzEf‘F par les relations tau-
tologiques 7(A A p, B) = A @ pu(B?) — p ® A(B?) et sur la partie E* par
r(\, B) = XA oadB. On peut montrer que (6.J) est une présentation de I,
mais nous n’en avons pas besoin. En appliquant le foncteur Hom(—, Oz) on

obtient le complexe

(6.3) Hom(I,07) 24— B, © 0y s E, © Oy

Si d° désigne la composition

(64)  Top)® Oz = B- ® Oy —2 Hom(I,0z) — E4 ® Oy
on voit que 'on a le lemme suivant.

Lemme 6.2. Le module T} s’identifie a un sous-module du H' du complexe

(6.5) C*E 90, Y B 00, Y B, 00,
avec d° : (b, B) — bB + Bb et d* : (b, B) — bB — Bb.

Pour démontrer le théoreme, on va se placer sur la résolution o : Z — Z de

la section E
Lemme 6.3. — On a H'(C®) = 0. H'(c*C"®).

Grace a I'équivariance de 0*C*® sous 'action de Sp(V') les noyaux, conoy-
aux et groupes de cohomologie sont plats sur G (par rapport a m : Z =
T*G — G). On peut donc se restreindre a étudier la fibre au-dessus d’un
U] € G.

Choisissons une décomposition V = UPU™* avec w = (%’%). Un élément
de E_ est de la forme (%) avec des 2 X 2—matrices «, 3,7 ou [ et ~y sont
symétriques. De méme, un élément de F, est de la forme (3‘—%) avec des
2 X 2-matrices «a, 3,7 ou [ et v sont anti-symétriques. La fibre F' au-dessus
de U est un C? avec coordonnées z,y, z ou B = o(x,y, z) est donnée par la

matrice (O—f—o) avec B = (y Z) Avec ces notations, on voit que

(6.6) d|p(HH=2-) = (BH2EF), d'p(HE) = (F22E5).
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Par conséquent, (f; f* ) € Ker(d'|p) si et seulement si By = 0 et aB est
symétrique. De méme (f;—f%) € Im(d°|F) si et seulement si v = 0 et sil
existe v/ symétrique avec a = B+ et o’ avec 3 = o/ B— Ba'*. En particulier,
0*C*®|F se décompose en trois parties suivant «, 3 ou 7. Plus précisément

H'! est la somme directe de
1. Hll = {a | aB symétrique }/{Bv | 7' symétrique }
2. Hi; ={B| B anti-symétrique }/{o/B — Ba/* | ¢ quelconque }
3. Hi;; ={v | By =0 et v anti-symétrique}

Commencons avec (3). Pour v = ( % ¢) ona By = (ZY Zi) Ainsi

x z t
(6.7) HY,, = Ker(Op 222, 03y =

Pour (2) on observe que si o = (81! ai2) on a o/ B — Ba™ = (9, §) avec

U= a1y + a122 — Q91T — Qipoy. Ainsi
(6.8) HY; = Coker(0h L2229, 0) = Oy,
Finalement pour (1), on calcule avec a = (a1l 612) et v/ = (313 722 ) que

a11rto12y  alytoizz ’ Y11T+Y12Y  V12Z+722Y
aB = By

a21z+o22y  21yYta2z Y11Y+7122  Y12y+7222

Ainsi H} est le H' du complexe

(6.9) o3 oL W2ty o,

Maintenant, en utilisant le complexe de Koszul du point {0} € F', on trouve

(6.10) Hi = Ofpoyr_oy-

On déduit de (-7), (F-3) et (p-9) que H'(¢*C*®) = L& M on L et M sont
des fibrés en droites sur o1 (Zging) et 071(0) = G respectivement. Pour
terminer la démonstration, il suffit de montrer que M n’a pas de section
globale ce qui montrera que o,M = 0.

En fait, il est conséquence de la définition de H}I et de I'équation (p.§)

que
(6.11) M = Homaptisym (U™, U) C E4 ® Og

Par conséquent, on a des isomorphismes M =2 A% = Op(a2v)(—1) et donc
bien o, M = 0.
U
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