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Chapitre 1

Introduction: les matrices aléatoires en
physique et en mathématiques

Je vais présenter dans cette habilitation, des résultats obtenus ces dernieres années sur le modele

a deux matrices et les familles de polynomes biorthogonales.

0.1 Bref historique du sujet

Les modeles de matrices aléatoires ont été introduits en 1951 par E. Wigner [75], en physique
nucléaire, comme modele pour la répartition des niveaux d’énergie des noyeaux lourds. Cette
théorie a eu un succes considérable, et s’est imposée comme outil tres puissant pour étudier
de nombreux autres phénomeénes physiques [43, 21), B0, AT1]. En vrac: chaos quantique, conduc-
teurs mésoscopiques, croissance des cristaux, problemes de frontieres libres (probleme de Saffman—
Taylor), gravitation quantique, théorie des cordes, repliement des protéines, etc... La raison de ce
succes tient dans les propriétés d’'intégrabilité des modeles de matrices. Les matrices aléatoires
ont joué un role important aussi en mathématiques [B8, 9, [73]. Elles sont étroitement reliées aux
polynomes orthogonaux, aux problemes isomonodromiques, probleme de Riemann—Hilbert. Les
intégrales de matrices sont le prototype des fonctions 7. De plus, récement, on a compris que

toutes ces notions avaient également beaucoup a voir avec la géométrie algébrique.

Le modele a une matrice [21, B8], qui est relié aux polyndomes orthogonaux habituels, a été
beaucoup étudié. Toutefois, il ne donne acces qu’aux courbes hyperelliptiques, et aux systémes
d’équations différentielles d’ordre 2. Il aparaissait intéressant et important de généraliser les
notions qui aparaissaient dans le modele a une matrice, a un cas un peu plus général. C’est
pourquoi le modele a deux matrices a alors attiré I’attention des physiciens et des mathématiciens.

Le modeéle a deux matrices, est relié a deux familles de polynomes biorthogonales. Ces
deux familles satisfont deux systemes différentiels d’ordre différents, dont on peut montrer qu’ils
sont duaux I'un de 'autre. La courbe spectrale de ces systemes, est une courbe algébrique, pas

nécéssairement hyperelliptique, en particulier, elle peut avoir des singularités rationelles y ~ a?/4



avec (p, q) entiers quelconques.

Du point de vue des physiciens, le modele a deux matrices a été introduit pour modéliser le
modele d’Ising [52] sur un réseau aléatoire, i.e. en termes de théories de champs conformes, un
modele minimal (3,4). Il a rapidement été compris [I6] que le modele a deux matrices donnait
acces a tous les modeles minimaux rationels (p,q). C’est dans ce cadre qu'ont été inventées et
étudiées les "équations de boucles” [66] [21], et le développement topologique [69]. Plus récement,

les modeles de matrices ont joué un role tres important en théorie des cordes [22].

0.2 Principaux résultats obtenus

Parmis les résultats les plus importants que j’ai obtenu, avec mes collaborateurs, sur ce sujet, et
qui sont présentés dans cette these:

e [’expression des fonctions de corrélations de valeurs propres en terme de déterminants de noyaux
de polynémes bi-orthogonaux (théoreme ITI1ET] [P10]).

e Un théoreme de Christoffel-Darboux pour ces noyaux (théoreme II1E2 [P8]).

e L’obtention de deux systemes différentiels pour les deux familles bi-orthogonales de

polynomes, leur expression explicite et le calcul de leur trace (théoreme ITIET] théoreme ITTHET]

théoreme I [P2]), et un premier pas vers le calcul de la fonction 7 isomonodromique [P7].
e La dualité spectrale entre les deux systemes différentiels (théoreme IITIZ2, [P8]).

e L’expression exacte de la solution fondamentale de ces systemes différentiels (théoreme ITTRT]
[P6]).

e Les asymptotiques a = grand des solutions fondamentales (théoreme IITOT] [P6]), et les matrices

de Stokes associées.
e La propriété de dualité spectrale a permis d’écrire un probleme de Riemann-Hilbert associé
(paragraphe IT1[IT, [P6]).

e L’expression d’'une fonction de corrélation mixte (i.e. qui ne peut pas s’écrire directement en

termes de valeurs propres des deux matrices) (théoreme III[IT2T [P4]).

e La limite V grand des intégrales de matrices formelles, en particulier 'obtention d’une équation
algébrique pour la résolvante (théoreme IVILA théoreme IVET [P11], [P9], [P3]), et le calcul
de certaines fonctions de corrélations mixtes dans la limite N grand (théoreme IVI[A [P11],
[P9], [P3]).

e Le développement a N grand des intégrales de matrices formelles ([P11], [P9], [P3], [P5],

[P1]) en particulier, le fait que le terme enl/N? du développement de 1'énergie libre est relié au

déterminant d’'un Laplacien sur une courbe algébrique (théoreme IVEl théoreme IVED [P5],
[P1]).

e Une conjecture, (tout de méme basée sur de sérieux arguments heuristiques) pour les asympto-
tiques & N grands des polynoémes biorthogonaux (conjecture VIZIl [P11], [P9]), du type Deift &
co [1§.




0.3 Plan

La these est organisée comme suit:

- Le chapitre 2 donne les définitions du modele a deux matrices, et explique les quantités que
I’on cherche a calculer.

- le chapitre 3 présente la méthode des polynomes biorthogonaux, et les systemes différentiels
associés. Un certains nombres de résultats comme la dualité, les asymptotiques, y sont exposés.

- le chapitre 4 présente la méthode des équations de boucles, et la courbe algébrique associée.
Un certains nombres de mes contributions comme le calcul du développement en 1/N? de 1'énergie
libre y sont exposés.

- le chapitre 5 montre, comment en combinant les deux méthodes précédentes, on peut for-
muler une conjecture pour les asymptotiques N-grand des polynomes biorthogonaux, en termes
de géométrie algébrique.

- le chapitre 6 est une conclusion qui propose les suites possibles envisageables de ces travaux.



Chapitre 2

Trois définitions du modele a deux
matrices

Il existe plusieurs définitions du modele a deux matrices, non équivalentes. Suivant le contexte,
c’est a dire a quelle application des matrices aléatoires on s’intéresse, il faut choisir I'une des
définitions. Dans la limite de grande taille des matrices, a I'ordre dominant, les trois définitions
conduisent souvent aux meémes résultats, mais ce n’est pas vrai au dela de 'ordre dominant. De
plus un certains nombre de méthodes de calcul sont communes aux trois modeles, et les trois
modeles font appels aux mémes concepts de géométrie et intégrabilité. De la, il sort que les trois
modeles ne sont pas toujours bien distingués dans la littérature, et ’on rencontre de nombreuses
confusions.

Nous allons introduire ces trois modeles, et expliquer comment ils sont reliés entre eux (le
modele 1 et le modele 2 sont reliés par une transformée de Fourrier, et le modele 2 et le modele 3,
par leur développement en série asymptotique).

Avant de les introduire, il faut rappeler quelques notions de base.

1 Quelques définitions utiles

1.1 Mesure de Lebesgue pour les matrices hermitiennes

On définit la mesure sur Hy (=espace des matrices hermitiennes de taille N):

N
1
MeHy = dM= [[aMi: T] dRed; [ ] dimds; (I1.1-1)
N iz i<j i<j
ol Uy est le "volume du groupe unitaire”:

aN(N=1)/2

U = Nol(UN)[U )Y x 8x) =

(IL.1-2)



1.2 Changement de variable: matrice < valeurs propres + unitaire

Toute matrice hermitienne M € Hy peut s’écrire [40] (pas de fagon unique, i.e. permutation des

valeurs propres Sy et phases diagonales U(1)V):
M = UAUT (I11.1-3)
ou A = diag(Ay, ..., Ay) est diagonale, et U € U(N) est unitaire. On a:
dM = A(N)*dU dA (I11.1-4)

ou dA = [[,d)\;, dU est la mesure de Haar normalisée sur U(N), A(A) est le déterminant de

Vandermonde:

A =T =) (I1.1-5)

Pour N =1, on définit A := 1.

1.3 Intégrales sur le groupe unitaire: formules de Itzykson-Zuber-
Harish Chandra, Morozov et Eynard Prats Ferrer

Soient A = diag(ay,...,an) et B = diag(by,...,by) deux matrices diagonales non dégénérées, et

dU la mesure de Haar sur le groupe U(N), on a:

Théoréme 1.1 Théoréme (Eynard, Prats-Ferrer [30]):
Pour toute fonction polyndémiale invariante (i.e. produit de traces de produits des deux matri-

ces) F, on a:

/ F(A,UBU") e~ TAUBUT g7
U(N)

_ o~ _qyor —Tr A, B, — Ty 7T t )
N!A(a)A(D) >, ()7e /T(N)e F(A. +T,B, +T")dT (IL1-6)

o,TESN
ot T(N) est l’ensemble des matrices complexes triangulaires supérieures strictes, muni de la
mesure produit des mesures de Lebesques des parties réelles et imaginaires de tous les éléments de
matrice. Si o est une permutation, B, est la matrice diag(byg)), et la constante cy vaut:

N—-1

K
oy = — o (I1.1-7)

(—2m) 2

En particulier avec F' =1 on a:

Théoréme 1.2 Formule Itzykson-Zuber -Harish Chandra [47, 40, [40]:

det £/ N(N-1)
dU e™AUBUT — 2 ()T I1.1-8
frw Aaap VT (15)
ot la matrice E est donnée par:
Ej = e" (11.1-9)



Et, avec F(A, B) = Tr - y_LB vue comme série formelle en puissances de 1/z et 1/y:

Théoréme 1.3 Théoréme de Morozov simplifié (eynard [29]):

La fonction génératrice définie par le développement formel en puissances de 1/x et 1/y:

1 1 1 1
¢ )= — (|U;]? I.1-1
<rx—AUy—BU> ;jx_aiy_bj <|UJ|> ( 0)
ot T
) fU(N) dU‘Uij|2eTrAUBU
(U[*) = o @0 AT (IL1-11)
est donnée par:
1 1 1 1
f) = 1—det {1y - E E™ I1.1-12
<trx—AUy—BU> det(N ey Ly ( )

Les corrélations (|U;;|?) ont été calculées par A. Morozov [64], puis simplifiée par moi méme dans
[29], et utilisée pour le résultat obtenu par Bertola—Eynard dans [P4] et présenté au paragraphe
dans le cadre de cette habilitation.

1.4 Ensemble des matrices normales sur un chemin

Définition 1.1 Pour tout contour v du plan compleze, on définit l’ensemble de matrices H,(7):
H,(v) :={M € GL,(C) /3A = diag(\1,...,\), s €, 3U € U(n), M =UAUT} (11.1-13)

On le munit d’une mesure analogue a eq. [[I.1-]):
dM = A(N)? dU dA (I1.1-14)

L’ensemble des matrices hermitiennes est H,, = H,(R).
Notons que si M € H,(v), on a:
(M, M']=0 (IL.1-15)

d’ott le nom de matrices normales [4].

2 Le modele hermitien et le modéle normal

Le modele hermitien est relié a deux familles de polynomes biorthogonaux (que l'on étudiera
dans le chapitre Bl). Une généralisation naturelle des polynémes biorthogonaux (dits polynémes
semi-classiques, cf [3]), nous conduit & introduire une généralisation du modele hermitien, que

j’appelerai le modele normal sur un contour.



2.1 Les données

Donnons nous deux polynomes V; et V5 de degrés respectifs d;+1 et do+1, a coefficients complexes,

appelés potentiels:

di+1 g do+1 g
_ k_k o~ kK
Vi(z) = go + ; St Valy) =do+ ; =t (I1.2-1)

un entier N > min (dy, dy), et un nombre complexe non nul 7', appelé température.

Il existe d; chemins homologiquement indépendants allant de oo a oo, 'y, k= 1,...,dy, tels
que l'intégrale:

/ e TV gy (I1.2-2)
soit absolument convergente. Il suffit que chaque chemin parte de co dans un secteur ou Re—+~ " (x) >
0, et revienne a oo dans un autre secteur ou Re—-+* Vl(w > 0.

De meéeme, il existe dy chemins homologlquement indépendants allant de oo a oo, 'Y, k =
1,...,ds, tels que l'intégrale:

/ e T2 gy (11.2-3)

v,
converge. Il suffit que chaque chemln parte de oo dans un secteur ou Re2¥ > 0, et revienne &

oo dans un autre secteur ot Re2% > .
Deux telles bases de chemins etant choisies, donnons nous une matrice x; ; a coefficients com-

plexes, non identiquement nulle, et définissons:

xX
D= iy Iix I (I1.2-4)
0,J

Remarque 2.1 nous aurions pu considérer un modele plus général, ou V; et Vo ne sont pas des
polynomes, mais tels que V{ et VJ soient des fractions rationelles. Dans ce cas, il faudrait introduire
des bases d’homologies de tous les contours sur lesquels [ dz e~ TV1(@®) 5 un sens. Cela inclut les chemins
allant d’un podle de V7 a un autre pole, et cela inclut aussi des segments finis,... C’est le cas semi-classique
introduit par [3]. Nous ne le discuterons pas ici par souci de clarté et simplicité. Le cas général est
présenté dans [7], il n’est pas tres différent du cas polynomial présenté ici.

2.2 Modéle hermitien

C’est le cas ou il est possible de choisir les bases d’homologies telles que:
I'=R xR (I1.2-5)

c’est a dire si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

dy et dy sont impairs, et gq,+1/T et ga,+1/T ont une partie réelle strictement positive. Et dans

g2

le cas ou di = dy = 1, la forme quadrathue T\1 ) a des valeurs propres de parties réelles
2

10



strictement positives. Autrement dit si et seulement si Re (5:(Vi(z) + Va(y) — zy)) est bornée
inférieurement sur R x R.

On introduit alors

Définition 2.1 Mesure du modele hermitien sur Hy X Hy:

du(My, M) = = o= F I ORHV0)-ME] g (I1.2-6)
Herm
ot la normalisation ZHcrm
Zrtorm = €~ 12 Fherm / e~ 7 V(M) HVa(Mo) =ML g (I1.2-7)
HyxHy
est appelée fonction de partition, et Fuem est appelée énergie libre.
En écrivant comme eq.([L1=3):
M, =UXU", My,=(UV)Y UV) (I1.2-8)
avec X = diag(xy,...,xy) et Y = diag(ys,...,yn), et U et V unitaires, on a:
dp( My, My) = % A(2)2A(y)? e~ T MEOTVE0] o 7o XVYVT g x gy qUdV (11.2-9)

En utilisant [LT=§ 'intégrale sur U et V' donne une mesure induite pour les valeurs propres x; de
M1 et Y; de MQI

Définition 2.2 Mesure sur RN x RY pour les valeurs propres du modéle hermitien:

det (eT*% ) A(x) A N
dy(xlw"v'rN;yl;--.,yN) = ( ) ( ) (y)

N
—EVi(wi) 7, — Vo (i) 7. _
N7 ge Vi@ g, ge TVeWidy,  (I1.2-10)
La normalisation
1
Zun = oy [ det(eF) Aw) Ay) [Je F 0, dy
N. RNXRN i1
R R i
NQX i=1
== (I1.2-11)

est appelée fonction de partition, et Fyerm est appelée énergie libre.

Notons que:

~ N N(N-1)/2
Z erm — Z eem |
o = Zin (7

(11.2-12)

11



Remarque 2.2 L’espace des parametres du modele hermitien est de dimension dy + dy + 4: les dy + 2
coefficients de Vi, les do + 2 coefficients de V3, la temperature T, et il faut retrancher la redondance des
coefficients constant de Vj et V5.

Remarque 2.3 Le modele de matrices hermitiennes, est celui qui peut s’appliquer & des problemes de
physique de la matiere condensée A3l B8, B0]. En effet les matrices qui apparaissent dans ces problemes
représentent des Hamiltoniens, et sont toujours hermitiennes (elles peuvent avoir aussi des symétries
suplémentaires).

2.3 Le modele Normal sur une classe d’homologie de contours I'

Il apparait naturel d’étendre la définition de la fonction de partition Zyerm, donnée par la seconde
partie de 1'équation eq.([[L2-11]) & n’importe quel contour I' comme défini par eq.([[L2-4).
On définit donc, comme généralisation de eq.([[L2-10), la mesure pour les valeurs propres:

’ . . N \
Définition 2.3 Mesure sur [[,._, "y, x I'Y), pour les valeurs propres du modéle normal sur un

chemin I':
AUNorm, k... knilyson (Z15 - = SN YL, - YN)
_ A(z) Nj/\?éi@(:(k;f“”“) :1 IS (I1.2-13)
0t ZNorm(K) = e_%;FNO"“(F) est la fonction de partition, et Fxom(K) est 'énergie libre.
On a
Znomm(K) - % e_%FNorm(H)

— % Z ﬁ/ ﬂ /yjerylj

Ykt kel =1 Y TiET R =1

A(z) Aly) det (,{kivlje%iw) [T e WiVl gz, ay,

N

1
SR P LD Y | VI
T kivaiEFlei

" o0eSN k1yesknyln,. iy =1
A(x) Aly) [T 70 TLem #0200l du dy,
i i
(I1.2 —14)
ou l'on a décomposé le déterminant comme une somme sur les permutations de Sy. L’intégrale
a effectuer est la méme pour chaque permutation (il suffit de renommer y,, — y; et l,, — 1;), et
donc:
N

ZNorm(FK) = Z H Ky l; H

k1ol 4 i=1 Y Ti€l Tk, Y €TV,

12



A(xl) A(yl) H e_¥[vl(xi)+v2(yi)_xiyi} dz; dy;
(I1.2 —15)

Remarque 2.4 Notons que d’autres généralisations du modele hermitien sont possibles, en particulier,
on pourrailt choisir de mettre des valeurs absolues aux Vandermonde carrés. La définition ci-dessus est
celle qui g’interprete en termes de polyndmes biorthogonaux présentés au chapitre B, et surlaquelle ont
porté une grande partie de mes travaux.

Remarque 2.5 En rassemblant les paires (z;,y;) qui sont sur le méme produit de chemins (I'*y x T'Y}),
on peut écrire:

N! n
ZNorm(’{) = Z | K’kkll
HkJ Nkl Th,1,i €07k J Yk,1,i €Ty

w1 Mkl=N Tkl k|l i= 1
Nkl N
T V 7 +V ) K3 7
A(x)A(y) HHe T[ (@h,1,) V2 Yk 1,0) =Tk, 1,0Yk 1, ]dﬂfklzdyklz
k,l i=1
N - Nk,
- > i it I
S meg=N LR kbt kil i=1 " k1€ Sy €TY)
N Nk,
det eka,l,iyk,l,j ? N
-7V i)tV i
INEINUR S § ) GRS e
kL kil i=1

(I1.2 — 16)

et I’on reconnait des intégrales sur Uy, ,:

Nk,

ZNorm = N Pl
Nor (R) ’ Z H ng, (g —1)
| gt I My g €Hay  (021) S My g € Hny (D))

Zk,l nkyl:N k,l nkJﬂ- 2
H e Tt [Vl(Mx,k,l)+v2(My,k,l)_Mac,k,lMy,k,l]de’kJ dM, .1
k,l
H det (Mgt @ Lo, ) — Loy, @ My g 1)
(k,1)>(K',1)

H det( ykl®1nk’l’_ nkl®Mk’l’)
(k,D)>(K',1")

(I1.2 - 17)

ou l'on a ordonné les paires (k,[) par ordre lexicographique.

Remarque: L’espace des modules du modele normal est de dimension d; + dy + 3 + didy. Les
modules sont les dy + 2 coefficients de V;, les dy 4+ 2 coefficients de V5, la temperature T, et les
dydy coefficients ky, et il faut retrancher la redondance des coefficients constant de V; et V5 et un

facteur global pour k.

13



3 Le modele Normal a symétrie brisée

Nous allons considérer individuellement chaque terme de la somme eq.([[L2=17), autrement dit on
se place a nombre de valeurs propres fixé sur chaque contour. Cela revient a briser le groupe de
symmétrie U(N) en [[,,U(ng;). Comme nous le verrons au chapitre B, ce modele est tres utile

pour faire le lien entre polynomes biorthogonaux et développement a N grand.

3.1 Les données

On se donne deux entiers d; et dy supérieurs ou égaux a 1, et un entier N > min (dy, ds).
On se donne d; x dg entiers ng;, 1 <k <d;, 1 <1 <dy tels que

> my=N (I1.3-1)
k,l

et, pour des raisons qui deviendront claires au chapitre Hl, on note:
€pl = —= (I1.3-2)
Les €5, sont appelés fractions de remplissage. On note
n = {ng,} et €:={ex i} (I1.3-3)

Donnons nous aussi deux polynomes V; et V5 de degrés respectifs di + 1 et ds + 1, a coefficients

complexes, appelés potentiels:

di+1 g do+1 g
_ k_k _ o~ k Kk
Vi(z) = g0 + kE_l PR Va(y) = go + kg_l AR (I1.3-4)

et un nombre complexe non nul 7" appelé température.
Et on se donne des bases de classes d’homologies de chemins dans C définies comme au para-
graphe précédent:
Thk=1,....d, Til=1,....d (I1.3-5)

3.2 Le modele
Définition 3.1 Mesure du modéle normal a symétrie brisée sur [, Hy, (D) X Hy, ,(TY):

1 N
) ._ N (Vi (M g )4Va (M, g 1) =My o M
d/i(Mx’kJ, My,k,l) = - e T Vi (Mo, g,0)+ V2 (My k1) ikl yvk’l]de’kJ dMy,kJ

ZNormb(n) k,l
[ det(Mopi®1,,, — 1o, @ Mygor)
(kD) <(K",")

[ detMyp®1,,, — 1o, @ Myy)
(kD<(K',1)
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(I1.3 —6)

ot les paires (k,1) sont ordonnées par ordre lexicographique, et ou la fonction de partition et

[’énergie libre sont données par:

~ N2 F ( )
- n
Z . (n) = e T2 Normb

k.l /Mz,k’lean’l (I*x) /My,k,lean’l (Tv))

N
H e T [Vl(Mz,k,l)-i-VQ(My,k,l)—Mz,k,zMy,k,ﬂdMLk’l dMny’l
kel

[ det(Mopi®1,,, — 1o, @ Mypor)
(kD<(K",V)

H det (My,k,l ® 1nk’,l’ - Tbkl ® M, K l')
(k1)< (K',I")
(I1.3—7)
En utilisant la décomposition eq.([[LI=3]), et en intégrant sur les groupes unitaires avec la formule

eq.([[L1=8)), on obtient la mesure induite pour les valeurs propres

Définition 3.2 Mesure pour les wvaleurs propres du modéle normal a symétrie brisée, sur
Hk,l (ka X Fyl)nk’l (ze VE = 1, - ,dl , Vi = 1,.. .,dg , Vi = 1,... s Nl Trls € I'“s Yr,li €
IY):

dVNormb(SCk,z,z‘; yk,l,i)

Nkl
= M H <det (eT”“yk“) He T V1@k 1)+ V2 (k1) dl)ﬁklzdykzz>

ZNormb( im1
(I1.3 - 8)

ot la fonction de partition et I’énergie libre sont données par:

F
ZNormb(n) = e T2 Normb()
Nkl
- H—nkl!H .
k,l b 52y 2k 1 €T, Sy, €TV
Nkl
H H R Vg1 dyr
k,l i=1
(I1.3—9)

3.3 Relation avec le modele Normal

Il est clair que le modele normal est tel que:

Znorm(K) = Z(Hﬂ"’”) ZNormb (1) (I1.3-10)
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Autrement dit, les x;; sont les variables duales des ny, et les deux modeles sont reliés par une

transformée de Fourrier (avec la contrainte »  ng; = N).

Remarque: L’espace des modules du modele normal brisé est de dimension d; + dy + 3 + did>,
comme le modele normal. Les dydy — 1 coefficients xj; (moins la normalisation redondante) ont
étés remplacés par les dydy — 1 fractions de remplissages indépendantes ;. D’apres eq.([[L3=10),

les Ky, apparaissent comme des variables duales des €.

4 Le modele formel

Le modele formel pourrait aussi étre appelé modele combinatoire. En effet, il n’est pas défini par
une intégrale de matrices (ni de valeurs propres), mais par une série formelle en puissances de la
température T, qui sert de série génératrice pour le dénombrement de certains types de graphes
[21), T4, 17, 27, 4T]. Pour ce modele, les questions de convergences et de bases d’homologies ne se

posent pas.

4.1 Les données

On se donne deux entiers d; et dy supérieurs ou égaux a 1. Donnons nous aussi deux polynomes
Vi et V, de degrés respectifs dy + 1 et dy + 1, a coefficients complexes appelés potentiels:

d1+1g d2+1§
Viit)=go+ > ZaF . Waly)=do+ > 2yt 11.4-1
1( ) do ; 2 2(9) Jo ; ky ( )

et deux nombres complexes non nuls 7" et N. T est appelé température.
Le potentiel Vi(x) 4+ Va(y) — xy possede dydy extrema dans C x C, que l'on note: (xr,yr),
I =1,...,dids, tels que:

Vi(zr) = vi
{ Viyr) = 2 (I1.4-2)
et on se donne d;ds nombres complexes arbitraires €; , [ = 1,...,dids, que I'on appelle fractions
de remplissages, tels que:
dida
d =1 (I1.4-3)
=1

Définition 4.1 on définit les constantes de couplages:

WI=1,....ddy Vk=2,.. . .di+1 go = U G0

WI=1,....ddy Vk=2,.. . .d+1 Go = 2w

Vi j Vk=1,... 00 D S (L4
Vi j Vk=1,... 00, Fei = Yy

Vi j Vk,l=1,...,00, hris = FNET G reey

Vi # j Vkl=1,...,00, hirs = G G5 oSy
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Notons que:

N ~ d ~d
921920 — 1= Gars195 1 [ [ (@1 = 25) = garaditon [ (wr — wo) (IL4-5)
J£I J£I
Remarque 4.1 Notons, que contrairement au modele précédent, N et n; = Ne; ne sont pas

nécéssairement des entiers.

4.2 Combinatoire de surfaces discrétisées

Définition 4.2 Soit G l’ensemble des graphes fermés (sans bords), pas nécéssairement connezes,
formés de polygones orientés (une face supérieure et une face inférieure), collés le long de leur
bord ou par leurs centres, avec les régles suivantes: Chaque polygone a k cotés (k > 1 on peut avoir
des 1-gones et des 2-gones) porte un "signe” (+ ou —) et une “couleur” (I =1,...,d1dy). Deux
polygones peuvent étre collés par leur bord seulement si ils ont la méme couleur, (et en respectant
Uorientation des faces). Deux polygones peuvent etre collés par leurs centres seulement si ils sont
de couleur différente et de méme signe.

Définition 4.3 Pour un graphe G € G, on note:

e 1 1(G) = nombre de k—gones de signe + et de couleur I.

n.1(G) = nombre de k—gones de signe — et de couleur I.

n,.1(G) = nombre d’arrétes communes a deuz polygones de couleur I et de signes quelconques.

ny+.1(G) = nombre de paire de polygones de signe + et +, de couleur I collés par un bord.

e n__ ;(G) = nombre de paire de polygones de signe — et —, de couleur I collés par un bord.

e 1y 11.7(G) = nombre de paire de polygones formées d’un k—gone de signe + et de couleur I, et
d’un l—gone de signe + et de couleur J, collés par leurs centres.

e 7 1.1.5(G) = nombre de paire de polygones formées d’un k—gone de signe — et de couleur I, et
d’un l—gone de signe — et de couleur J, collés par leurs centres.

e [;(G) = nombre de sommets de couleur I.

e #Aut(G) = cardinal du groupe des automorphismes de G.

e X(G) = Caractéristique d’Euler-Poincaré de G, en comptant les liens entre centres de polygones

comme des cylindres. x(G) est toujours pair.
x(G) = Z U(G) —np(G) + Z Z 1 (G) + 1 1 (G) (I1.4-6)
I ko1

e ¢t np(G) est donné par:

00 ]{} di+1 do+1 )

np(G) = Z <Z §(nk,1 + g r) — Z Ng, 1 — Z Tk, 1
T \k=1 . k=3 k=3
20>y (ks + ik rg) (I1.4-7)

I<J k>1 1>1
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Remarque 4.2 On a l'inégalité:

(Z (M1 + Tg1) + Z Z Z Nk, 1., + T Iyl“])) (I1.4-8)

I k=1 I<JEk>110>1

nT(G) >

N —

Définition 4.4 Le poids de Feynmann d’un graphe G est:

NX(G dids d1+1 do+1 ~ )
W(G) = FAU(C) T TT orr + Thas)™s" D T @Gir + Thir)™1
u I=1 k=3 k=3
d1d2 1d2
H hm 1(G) n2 I(G H h:,kfI(G) H %711711,1(@;3;72[,1(@ H thII(G)
k>di1+1 I=1 k>do+1
n n Q) ~T n n
H H H hkkI,Il,lJJ kkI,IlfJJ( H e H Ty (go.1G2.r — 1) "w1(@)
I<Jk=11=1 I

(I1.4—9)

4.3 Le modele

On définit la fonction de partition du modele formel comme une série génératrice (au sens combi-

natoire), i.e. une série formelle en puissances de T":

Définition 4.5 Fonction de partition du modeéle formel

Zron(@) = [ et n=am T () T =)
I<J I<J
Z w(G) (I1.4-10)
Geg

Notons que l'inégalité [L4-§ implique que pour chaque puissance de T', seul un nombre fini de
graphes contribuent, et donc [L.4-10 définit bien une série formelle en puissances de T:

ZForm = ZAnTn (114—11)

On définit aussi I’énergie libre formelle:
2
FForm = N2 In ZForm

Z Ter (Vl(x1> + V2(y1) - SCIyI) — 717 Z ereyIn (xl - SCJ) — 717 Z ereyIn (yl - ?JJ)
I

1<J 1<J
> WG (I1.4-12)
GEGconn
qui est aussi une série formelle en puissances de T', qui est la méme somme que pour Zgorm, Mais

réduite aux diagrammes connexes seulement:

FForm - Z BnTn (114—13)



4.4 Relation avec le modele normal a symétrie brisée

Ces définitions formelles viennent de I'interprétation combinatoire de [L3=1 avec n, = Neg, par la
méthode des diagrammes de Feynman, comme série génératrice de diagrammes (ces graphes sont
introduits dans [I3]). En effet, on réecrit eq.([[L3=7) sous la forme:

didz

Znormb(10) = / H dM, ;dM,, o~ 1 T V(Mo 1)+Va(My,1) = Mo 1My, 1]

Hdet xl®]—n1 1nI®Mx7J) det( yl®]—nJ 1nI®M7J)

1<J
didz

— / [T aM.db,  es
I=1

(I1.4 — 14)

puis on pose M, ; = x;1,, + X, My = yrl,, + Y7, et I'action S, écrite en termes des matrices
X7 et Y] est:

S = _Z<g“t r X2 4 g“t rY? — trXIY})

X z(zg“txf > %)

k>3 k>3

_Z< th+Z “trY’“)
k>1

I k>1

D DI IE ASSIY

I<J k>1 1>1

Y M g

I<J k>1 1>1

(I1.4 —15)

La méthode de Feynmann consiste a développer en série de Taylor ’exponentielle de tous les
termes sauf la partie quadratique de la premiere ligne, puis a calculer les intégrales gaussiennes
restantes par le théoreme de Wick [69, 14} "7, 211, B0]. Les chemins d’intégration ne jouent aucun
role ici. Seuls les voisinages des points xy, y; jouent un role. La méthode de Feynman associe
a chaque terme du développement, un diagramme G € G, avec un poids qui est celui écrit plus
haut. Ceci est présenté en appendice de [13].

Toutefois, il faut savoir que, méme lorsque N et les n; = Ne; sont des entiers, les définitions
et [L3=1 ne coincident pas toujours.

Elles ne coincident que dans certains cas (pour des ensembles ouverts de potentiels Vi, V5, pour
certaines valeurs de fractions de remplissage, et pour des choix appropriés de contours ['*j et T'Y)).

Il faut en particulier que ’on puisse trouver une base de chemins I'*;, I'Y; telle que chaque paire
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de chemins passe par un seul extremum (zy,y;) et telle que le potentiel effectif pour une paire de
valeur propre de (M;, Ms) ait un unique minimum.

Lorsqu’elles coincident, est le développement limité de [L3=7 en puissances de T. En
général, ce développement est un développement asymptotique, qui ne converge pas vers une
fonction unique 211, 27].

4.5 Développement topologique

Pour chaque puissance de T, la série [L.4-13] compte un nombre fini de diagrammes connexes, et
donc chaque B, est un polynéme en 1/N?:

deg B,

B,(N)= Y B,,N* (I1.4-16)
k=0

Ceci autorise a définir les séries a puissances de N fixée (i.e. a topologie fixée puisque la puissance
de N est la caractéristique d’Euler).

Form

Fay =Y B T" (11.4-17)
n=0

Chaque F™ est une série formelle en puissances de T', qui compte les diagrammes de G avec le
méme poids que pour Zgym, restreints aux diagrammes connexes de genre h [69, 21, B0]. Ainsi,

par définition du modele, on a le développement de I’énergie libre en puissances de N2

Définition 4.6 Développement topologique de l’énergie libre du modele formel:

[e.e]

FForm = Z F(h) N_2h (114—18)

Form
h=0

Il s’avere que chaque ol

Foun €St une fonction algébrique de tous ses parametres (les coefficients de

Vi et Vs, les €, T'), et donc posséde un rayon de covergence non nul comme série en puissances

de T'. Une partie de mon travail présenté pour cette habilitation, a consisté a calculer Fél)

orm?’

et a

l'identifier avec le déterminant du Laplacien sur une courbe algébrique [P5], [P1]. Au chapitre gl
) : (0) (1)

nous verrons l'expression de Fg ' et Fg .

Par contre, la somme eq.([[LZ=18) est une série asymptotique en puissances de 1/N?, et, en

général, ne se resomme pas en une fonction analytique des parametres.

Remarque: L’espace des modules du modele formel est de dimension d; + dy + 3 + d1d2, comme

le modeéle normal et le modele normal brisé.

Remarque: Le modele formel est celui qui est utilisé pour les applications des matrices aléatoires
au dénombrement des surfaces discrétisées, et subséquement, pour les applications aux théories
des champs conformes, a la gravitation quantique et a la théorie des cordes en physique [21], 14,
17, BT, B0, 22).
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5 Observables

Nous allons maintenant décrire les quantités que 1’on cherche a calculer dans ces modeles. Lorsque
cela est possible, on cherche bien sir a calculer ces quantités pour tout N, mais I'objectif principal

en physique est de les calculer pour N grand, dans divers régimes.

5.1 Fonction de partition, énergie libre et moments

La fonction de partition et I’énergie libre sont des observables fondamentales. Elles ont été définies
précédement pour les trois types de modeles de matrices.

Il est conjecturé! que la fonction de partition du modele normal est une fonction 7 isomon-
odromique au sens de Jimbo-Miwa-Ueno [48, 49, 65 [68], et il est connu que la fonction de partition
du modele formel est une fonction tau KP [2I]. Dans les trois modeles, I’énergie libre a une limite
N grand, reliée a la hiérarchie de Toda ”sans dispersion” [21], [7§].

Les dérivées de la fonction de partition par rapport aux coefficients des potentiels donnent

acces aux moments:

Do T T = N7 (e Myt Myt MYt M)
TN Iy kT b
) Hz:l Hz:l a a a~

_N2 VA 9ky Ik 914 0,

Jis

A

(I1.5-1)
Souvent, il est préférable de calculer les cumulants:

conn. k1;...;kr;l1;..5ls conn.

— — (=) [ ki [[1i0n, ---0s, Oa, - 05, F
=17 =1
(I1.5—2)

= NTP=2 e MYt Myt M3t M)

Dans le modele Normal et Normal-brisé, les T 4 -

sont des fonctions génératrices de graphes ouverts

.. - sont des intégrales convergentes.
ikl
Dans le modele formel, les T, . ;. . & 7 1

[21), B0], avec r bords de signe +, et s bords de signe —.

5.2 Valeurs moyennes de traces mixtes

Notons que les dérivées de la fonction de partition et de 1’énergie libre donnent acces seulement
aux moments non mixtes, i.e. aux valeurs moyennes de produits de traces, telles que chaque trace

ne contienne qu’un seul type de matrice (M; ou My).

1Cela a été prouvé dans le cas d'une seule matrice [P7].
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Pour les trois modeles de matrices, on peut souhaiter calculer la valeur moyenne de toute traces

de la forme:

kl,lyll,ly"'7k1,7‘1 7l1,'r1 ;"';kT,IJ’I‘,l7"'7k’f',’f'r-7l’f',’f'7-

=N Z (] T (Mfs’lMgs’l o Mo M;“s>> (IL.5-3)
s=1
dont '’exemple le plus simple est:
1
Ti= ( Tr My M}) (11.5-4)

Ces observables ne peuvent pas étre obtenues en dérivant 1’énergie libre par rapport aux coefficients
des potentiels. Elles ne peuvent pas non plus étre obtenues a partir des densités de valeurs propres
(en effet, on ne peut pas exprimer tr MFM! A partir des valeurs propres de M; et Ms). Leur calcul
est plus difficile, et représente I'un des défis de ce modele.

Pour le modele normal, I'observable eq.([[LE=4]) a été calculée par (Bertola,Eynard) dans [P4],
et une généralisation & toutes les autres observables mixtes a été obtenue par (Eynard, Prats-
Ferrer) dans [36], en utilisant le théoreme ITITTL

Dans le modele formel, les observables mixtes du type eq.([[L2=3) sont les fonctions génératrices
de surfaces ouvertes, dont les bords peuvent porter plusieurs signes, autrement dit, avec des
conditions de bords non-triviales [21]. L’étude des opérateurs de bords est un sujet actuel et actif
en physique des théories conformes et en théorie des cordes, et ol beaucoup reste a comprendre
[55]. Les modeles de matrices pourraient apporter des résultats a ce domaine.

Une large classe de ces observables (incluant eq.([L54))) a été calculée dans la limite N — oo
par (Eynard) dans [P3] et dans [32], et le calcul de toutes les autres observables mixtes est en

voie d’étre achevé a ce jour.

5.3 Densités et corrélations de valeurs propres

Considérons ici uniquement le modele normal. Nous allons suivre les traces de Mehta [58, 62].

Donnons nous r et s deux entiers compris entre 0 et N (et I'un au moins non nul), et des

entiers ki, ..., k, compris entre 1 et d; et [1,...,[, compris entre 1 et ds.
Définition 5.1 Densités de probabilités intégrées de eq. ([L2-13), sur (H::l Iy x5 Fy1j> :

kiyookrily,.ls
pr;s

-y ¥ I

For i1y nkin Lag1yly =17 VT Ti€l T, /Vi>svyieryli

(X1, T3 Y1, - Ys) day . daydyy - dys

AUNorm, ky ... knilaoodn (15 -y TN Y15 - -5 YN)
(I1.5—5)
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C’est la probabilité que x1 € T'%,, ..., x, € [, soient valeurs propres de Mj et y; € I'Y,,...,ys €

['Y;, soient valeurs propres de Ms, simultanément.

Définition 5.2 Fonctions de corrélations de valeurs propres
REhetib (X0 X, YY)
= NS <H Tr 6k (X; — M) J] T 6@ (v; — M2)>

1=1

i=1
N
= N_T_S H / /
2 €%, Jyi €Yy,

kri1,nknN lsg1,e0ln i=1

[1 (é 3(Xi — xj)> I1 (é o(Y; = w))

S
=1 =1

<

dVNorm,kl,...,kN;ll,...,lN(xla o 3 TN Y1,y - - >yN)
(I1.5—6)

ot 0@HF) (x) (resp. §WF(y)) est la distribution § de Dirac sur le contour Ty (resp. TY).

On peut aussi définir la partie connexe (les cumulants), on la note:

Rk1,...,kr;l1,...,ls (Xh . ,Xr; Yi, RN Y;) (115-7)

conn. r;s

Remarque 5.1 Les deux fonctions R,.s et p,.s sont presque égales. Lorsque tous les z; sont distincts
et tous les y; sont distincts on a:

2NT—T—S8
NIEN Kt veokensl ool

NN = g1ris (1, sy, yys) (IL5-8)

k1yeekrsly,e.nl . _
Rr;s " S(:L'lw"axraylv"'ays)—

Remarque 5.2 On peut retrouver les quantités définies en eq.([L5Tl):

Tpl;...;pr;qT;...;q?

B / / oty
E E cooabrydt ooyl
Ky L yels ¥ T1ET g YLV,

Rf}g""k";h"”’lé‘ (T, s Try Y1y - -5 Ys) day . dxpdyy ... dys (I1.5-9)

Remarque 5.3 On a la relation de récurrence évidente:

k1yekr—15l1,.00s .
Pr-tis (T1, . 131, -5 Ys) Aoy dopqdyr - dys
k 7"'7k 7l 7"'7ls .
:Z/ Pt (T1ye ey Ty Y1y Ys) doy ..o dapdyy . .. dys
K, Tr €Mk,

(I1.5 — 10)
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5.4 Fonctions génératrices
Il est plus commode d’introduire des fonctions génératrices pour les moments [21].

Définition 5.3 La résolvante de la matrice M, est:

e - 1y _ 1 1 _ 1 k ’ /
Wy(z) == kzzo e <tr — M1> = ;/rk ——pho(a) d (IL.5-11)

Notons que Wi (z) n’est qu'une série formelle en 1/x (pour les trois modeles), et il faut faire
attention si on veut 'interpréter comme une série convergente, et comme une fonction analytique
de z. En fait Wi(z) est une série asymptotique au voisinage de z — oo qui définit plusieurs
fonctions analytiques différentes.

De méme,

Définition 5.4 La résolvante de la matrice My est:

oo

T 1 1 1
Wa(y) =Y —==—(t = — () 11.5-12
2(y) ;ylﬂ N< ry_M2> Xl:/ryly_y,po,l(y) y ( )

Comme précédement, c’est une série formelle, qui correspond a plusieurs fonctions analytiques
différentes:

On introduit aussi des fonctions a deux points (voir notations de eq.([L3=2)):

Définition 5.5 Fonctions a deux points

o Tconn ksl 1 1
Wia(x;y) = E vy <tr p—_ tr - M2> — N?W,(2)Wa(y) (I1.5-13)
k=0 =0

N — Conn k;l 1 1 2
Wia(z;2') = Z Z sy <tr P tr por M1> — N*W ()W (x) (I1.5-14)

=01
[e.e] [e.e] T

conn. k;l 1 1
Waalysy) = 3t = (e ) - NG (1519
k=0 1=0

Notons ce sont des séries formelles en x et y, i.e. des séries asymptotiques qui définisent plusieurs

fonctions analytiques différentes.

On introduit aussi des fonctions a deux points contenant les traces mixtes du type eq.([L5=4)):

Définition 5.6 Fonction de corrélation a deux points mixte

1 1 1
Wialo) = 33 it = 4 (e (1L5-16)

k=0 1=0
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Conclusion

L’objet de I’étude des modeles de matrices est essentiellement de calculer toutes ces fonctions, en

particulier dans la limite N — oo.
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Chapitre 3

Méthode des polynomes biorthogonaux
et intégrabilité

Cette méthode ne s’applique qu’au modele normal, on peut aussi lui donner un sens pour le
modele formel, mais nous ne le ferons pas ici. Nous nous placerons désormais dans le cadre du
modele normal défini dans le paragraphe I1IZZ3 11 y a de nombreuses références sur les polynomes

orthogonaux: [B8, 67, 20], voir aussi [T}, 28, 21].

1 Polyndomes biorthogonaux

Définition 1.1 Considérons deux familles de polynémes moniques m,(x) = ™ + ... et 0,(y) =

y" + ..., telles que:
/ dxdy 7, (2)om () o1 Vi@ +Va(y)—zy] _ RO, (IIT.1-1)
r

1.1 Généralisation de la formule de Heine
Théoreme 1.1 Formule de Heine généralisée pour les polynomes biorthogonaux

B an(F) dM, dM, det(x _ M1> e—%[V1(1V11)+V2(J\/[2)—J\/[1M2}

I11.1-2
an(r) dM; dMy o~ 3 Vi(M1)+Va(Mz)— M1 Ms] ( )

T (m)

autrement dit, m, est la valeur moyenne du polynome caractéristique de la matrice My. De méme:

- an(r) dM, dM, det(y . M2)e—%[vl(Ml)Jer(MQ)—MlMQ]

an(r) AM, dM,y e~ 7 Vi(M1)+Va(Mz) =My Mo]

on(y) (I11.1-3)

Ce théoréeme semble étre du a Jean Zinn-justin [77]. Il est exposé dans [P11]. Ecrit avec la
mesure induite sur les valeurs propres, il donne une formule semblable a celle de Heine [67] pour

les polynoémes orthogonaux.
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Il est clair que 'existence des polynomes biorthogonaux est équivalente a la non-annulation
du dénominateur. Pour le modele hermitien, avec des potentiels V; et V5 réels, 'intégrand du
dénominateur est strictement positif, et le dénominateur ne s’annule jamais (voir aussi [2§]). Pour
le cas général, il n’a pas encore été trouvé de critere simple sur V; et V5 pour garantir I'existence
des polynomes orthogonaux.

Remarquons d’apres [P6], que le dénominateur est un polynome de degré < n dans les &, et
donc la non-existence des polynomes biorthogonaux (i.e. In tel que le dénominateur s’annule) est
un sous-ensemble de mesure nulle (dénombrable) de C1*42, Autrement dit, pour V; et V4 donnés,

les polynomes biorthogonaux existent pour presque tout x. Cet argument est dit a M. Bertola.

1.2 Notation, fonctions d’ondes
Nous allons suivre les notations de [P8], [P6]:

Définition 1.2 Fonctions d’ondes

bal2) = —— ma(2) e FRD g () = ¢1an on(y) e~ FW) (I11.1-4)

Définition 1.3 Transformées de Fourier-Laplace des fonctions d’ondes

k=1,....di, 9P (y) = | ¢u(2)eT™dx
%y

k=1,....do, dF (@)= [ ¢n(y)eT™dy (111.1-5)
g

Définition 1.4 Transformées de Hilbert des fonctions d’ondes

FOy) = etV [ Dol gt g gy (IIL.1-6)
ry—vy

0 (z) 1= e7V1) Ln(y)/e—%vﬂx’)e%x’ydx’dy (HL1-7)
Tl —T

Notons que les ¥, ¢,, ainsi que les ﬁ(k) et é(k) pour k£ > 0 sont des fonctions entieres. Par
contre, les transformées de Hilbert sont analytiques par morceaux dans C/U,;I'"; (resp. C/U;TY;).
La fonction (237(10) (x) est discontinue chaque fois que x croise un contour I'*;, et sa discontinuité

vaut (x, et z_ désignent respectivement des points a gauche et a droite du contour):

da
O (2) = 60 (w-) + 20w Yy o) () (IIL.1-8)
=1
de méme, si y € I'Y;: )
O (yr) = D (y-) + 20y w0 (y) (I11.1-9)

=1
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On peut aussi définir des fonctions entieres a partir des transformées de Hilbert, par prolongement
analytique en déplacant les contours. pour chaque composante connexe A de C/U,;T'*;, on obtient
une fonction entiere sur C, qui coincide avec @Eﬁo)(x) sur A. Cette procédure permet d’obtenir d;

(resp. dq) fonctions entieres indépendantes, notées:

o0 (), k=1, di, D0y k=1, .d (I11.1-10)

2 Relations de récurrences et matrices a bandes finies

Les polynomes m, forment une base, et I'on peut décomposer le polynome zm,(x) sur cette base,

et donc pour les v,:
n+1

2 () =Y Qum () (IIL.2-1)
m=0
de méme:
n—+1
Yu(y) = Pam 6m(y) (II1.2-2)
m=0

ou Q) et P sont des matrices semi—-infinies.
De méme, on peut décomposer le polynéme =/ (z) sur la base des m,, le terme de plus haut
degré étant nm,_1. La dérivée de v, peut donc se décomposer sur la base des 9,,, avec m < n+d;

(a cause de la dérivée de e_%vl). Les coefficients de ce développement sont obtenus par l'identité

Yn,m, /dxdy on (@bn(x)gbm(y) e%"’y) =0 (I11.2-3)
r
qui implique:
T n—+dj
— 7 Ortin () = m:zn_l Prnthm () (I11.2-4)
On a vu plus haut que cette somme est en fait limitée a m < n + dq, i.e.
Pun=0 si m>n+1oum<n-—degV/ (I11.2-5)
de méme:
Qun=0 si m>n+1oum<n—degVy (I11.2-6)

i.e. les matrices () et P sont a bande finie.
On pose:
ak(”) = Qn,n—k s 6k(n) = Pn,n—k (1112—7)

Le fait que les polynomes sont moniques implique:

a_1(n) = B_1(n) = ot Vo (I11.2-8)




Autrement dit:

ao(0) Yo 0
(1) ap(1) o0
: . .0
Q= | a(d) Vds
0 ag,(ds + 1)
0
0 0
£0(0) Yo 0
Bi(1) Bo(1) 70
: 0
P = Ba(d) Vdy
0 Ba, (dy + 1)
: 0
0 0

2.1 Notations pour les matrices semi—infinies

Si on définit la matrice semi—infinie:

0 1 0o ...
A= 0 1 . i.e. Aij = 52‘4_1’]‘
et les matrices:

ay, := diag(ax(n))n=o,. o ; By = diag(Bk(n))n=o,....c0 » v = diag(Vn)n=o

on peut écrire:

d2 dl
Q="M+ ™, P=yA+) GA"
k=0 k=0

On introduit aussi les projecteurs sur le sous espace des polynomes de degré < n:
I1,, := diag(1,...,1(n + 1 termes),...,1,0,...)

On a les relations:
AIL, = 11,1 A, AN =1, AA =1 —TI,

-----

(I11.2-9)

(I11.2-10)

(IT1.2-11)

(I11.2-12)

(I11.2-13)

(I11.2-14)

(I11.2-15)

Remarque 2.1 Notons que I’algebre des matrices infinies considérée ici, n’est pas associative (A(BC') #
(AB)C), car on ne peut pas échanger I'ordre de sommation pour les sommes infinies. Il n’y a associativité
que si toutes les sommes impliquées sont finies, c’est le cas pour les matrices a bandes finies et les

projecteurs 1L,,.
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2.2 Relations entre P et ()
Le fait que la décomposition de 7/, sur la base des m commence par:

() = nm,_1(x) + ...

implique pour P et @ les relations:

T
(P = (V@) simzn, (Phuncs = (Vi@ = 35—
De méme:
t ! . t / TTL
(@ )n,m = (Vg (P))mm sim2>mn., (Q )n,n—l = (V3 (P))nvn—l - N1

Ces relations sont souvent appelées ”équations du mouvement” [21].

Cela implique en particulier:

Ad2ad2 = §d2+1(ryA)d2 ’ Adlﬂdl = gd1+1(fyA>d1

On a aussi la relation de Heisenberg aussi appelée ”équation des cordes” [21]:

T

[Pt’Q] = Nl

2.3 Relations de récurrences, résumé

On a I'ensemble de relations:

= SC ey Yo, = k__lm )bk

_%8x¢n = ZZL_l 6k(n+k)wn+k s _%ay(bn = Zk:—l ak(n+k)¢n+k

De plus, il est facile de montrer [P6] que pour tout j € [0, dy):

w39 — Zk__lak(n—i—k) U)o+ 850V hoe Vi@
o Vi (z)-V/
L9, 9 = k——1/5( )¢n kT 0i0Vh oo V1) <%Ql@))o,n

et pour tout j € [0, dy]:

y%j) = k__lﬁ (7’L+k) +k+5J0V eT
%ay Vo= Zk:—lak( )@Dy(z—k‘l‘éj,ov oeTV2 (7@;:?(]3))0”
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(I11.2-17)

(I11.2-18)

(I11.2-19)

(I11.2-20)

(IT1.2-21)

(I11.2-22)

(I11.2-23)



3 Noyaux et densités

On introduit [P10]:

Définition 3.1 les noyaux

N-1
Kiz(z,y) = Vi(z)o;(y) (IIL.3-1)
7=0
N-1 ~
KW (@,a') = ¢(2)e (o) (111.3-2)
7=0
N-1 ~
ER W y) = P (1)) (IT1.3-3)
7=0
di  da N-1 ~ ~
Ean(y,7) = D3 ww Y 0(y)d) (') — e TVi@+1al) =il
k=1 I=1 §=0
di  ds 0 ~
= YN w > P (@) (IIL.3-4)
k=1 I=1 j=N

Ces noyaux permettent de calculer les densités définies en eq.([LEH).

Théoréme 3.1 (Eynard, Mehta [P10]) les densités de valeurs propres définies en def. IIIZ sont
données par:
gW*w%m@whwwzm(f&%”” ~~~~~ e s
’ Ko (yi, ) Koy (Yis y5)
La preuve est exposée dans [P10], c’est une généralisation du théoreme de Dyson pour les
polynomes orthogonaux [25]. Elle utilise la relation de récurence eq.([[L5=I0) et les propriétés

auto-reproduisantes des noyaux:

Z fik,k’/x du K{lf,)(x, u)Kfll) (u,2') = Kfll) (x, ) (I11.3-6)
kK Fk
Z Iik,k’/ du Kégl)(y, U)Kélz) (u,y") = Kélz) (y,9) (II1.3-7)
kk’ I
Z /‘fk,l/c du Ko (y, u)Kﬁ)(u,x) = Ky (y,x) (I11.3-8)
k.l Fk
Z "%l/ du K35 (y, u) Koy (u, 2) = Ko (y, ) (I11.3-9)
k,l Ing:

Grace a ce théoreme, le calcul de ces quatre noyaux (notons que ceux ci s’obtiennent par trans-

formée de Fourrier a partir de K75), est suffisant pour calculer toutes les fonctions de corrélations

de valeurs propres du type eq.([[L5=5).
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4 Matrices de Christoffel-Darboux

Théoréme 4.1 La matrice:
An = [QaHn—l] (1114_1)

possede seulement un sous bloc de taille dy + 1 X dy + 1 non identiquement nul:

ozk_l(k)sin§k§n+d2—1,n—d2§l§n—1,k—l§d2
(At =14 —mo1si k=n—1letl=n (111.4-2)
0 autrement

De méme, B, := [P,11,,_1], posséde seulement un bloc de taille d; + 1 non nul:

Gr(k)sin<k<n+d—1,n—d <Il<n-1,k—-1<d
(Bo)kg =94 —Yn-1si k=n—1letl=n (I11.4-3)
0 autrement

Définition 4.1 Les matrices A,, et B,, seront appelées matrices de Christoffel-Darboux.

On a immédiatement la généralisation du théoreme de Christoffel-Darboux [P8]:

Théoreme 4.2 théoreme de Christoffel-Darbouz généralisé

n+ds—1 n

(@ =) K (2 = Y D Aiy(a) 6 (@) (ITL.4-4)

i=n—1 j=n—d2

n+d;—1 n

W =K, = D> D By V) ¢(y) (IIL.4-5)

i=n—1 j=n—d;

Grace a ce thoreme, le calcul des noyaux se réduit au calcul de seulement ds + 1 polynomes de
type v, et di + 1 polynomes de type ¢,. Ceci est particulierement utile dans la limite n — oo.

Il n’est pas clair qui a découvert ce théoreme pour la premiere fois.

Corollaire 4.1 On a des relations additionnelles (Bertola, Eynard, Harnad [P8]), par exemple:

n+do—1 n

(z + 8)K12n ry)=— )Y Ay t(@) dily) (I11.4-6)

i=n—1 j=n—d2

n+di—1 n

(y+ 8)Km Ty )=— > > Buytix)éy) (IT1.4-7)

i=n—1 j=n—d;

n+d;—1 n

%(&ﬁ& VK (,2) = Y > Buyyi(n) o (@) (I11.4-8)

i=n—1 j=n—d;
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5 Repliement sur une fenétre

On a vu que les noyaux peuvent s’exprimer seulement a ’aide des polynomes de rang € [n — dq, n|

et des transformées de Fourrier de rang € [n — 1,n+ dy — 1].

Définition 5.1 Les vecteurs suivants, formés de dy + 1 fonctions d’ondes 1 (resp. transformées

de Fourrier (ﬁ) consécutifs sont appellés fenétre et fenétre duale:
U (2) 1= (neay(2), - (@), OB () = (0 (w), . By, (2)" (IT1.5-1)

et de méme:

Définition 5.2 Les vecteurs suivants, formés de dy + 1 fonctions d’ondes ¢ (resp. transformées

de Fourrier 1;) consécutifs sont appellés fenétre et fenétre duale:

O(y) = (G-t () 00 (@), TP () = @O (), O () (IIL.5-2)

Il est clair qu’on peut utiliser la premiere relation eq.([IL2=2]) (multiplication par ;) pour exprimer
n’importequel polynéome 1, avec m € [0,00[, comme une combinaison linéaire a coefficients

polynomiaux en z de polynomes de la fenétre.

Définition 5.3 La matrice F,(x) de taille oo x (dy + 1) telle que

n

Vm=0,...,00, n@)= > (F.(2)),, @) (I11.5-3)

Jj=n—ds
est appelée matrice de repliement sur la fenétre W,,.

On a deg (F),,; <n—dy—msim <n—dyetdeg (), <m—mnsim>n. Lamatrice F,,(z)

a été calculée par Bertola-Eynard dans [P2], et vaut:

Théoréme 5.1 (Bertola, Eynard [P2]) La matrice F,(z) est donnée par

Fu(z) = ((Q —2);' = (Q —2)z!) A, (I11.5-4)

ot (Q — )" et (Q — x);! sont respectivement les inverses & droite (triangulaire inférieure) et
a gauche (triangulaire supérieure) de la matrice @ — z. On les calcule en introduisant les deux

matrices suivantes respectivement strictement triangulaires supérieures et inférieures:

Oy m1— — (N2 (Q—g), Opi=1—Tlp— AN (Q — 1) (IT1.5-5)

Jda+1

on a: )
Q@-2);'==——(1—-Q) ' (A" (II1.5-6)
Gdo+1
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(Q—2)z' = (1—Qr) Ay (I11.5-7)

la matrice (1 — Q;)~" est une notation pour >~ (Q1), et il faut noter que pour le calcul d’un
élément de F,,(x), cette somme se réduit a une somme finie (cf remarque ITTET]).

De méme on définit les matrices respectivement triangulaires inférieure et supérieure:

- 1 -
Qp:=1-1l4_ 1 — = (A'y %2 (Q —2)t Or:=1—~v1AQ — ) (II1.5-8)
Gdo+1
et la matrice:
n _ 1 AN At —1\d2 A N1.-1 t
Fo(z) = (—1=Q1) (A )% =(1-0Qr) v A4, (II1.5-9)
Gda+1
qui assure le repliement des transformées de Fourrier (pour tout k =1,...,dy):
n+do—1
¥m=0,...,00, V@)= Y Fun(2) e (x) (I11.5-10)
j=n—1

Et on peut définir de fagon similaire les repliements des ¢ et 15:

n+dy—1
Z Crmi@) 60) . W) = Y Gy ¥} () (IIL5-11)
J=n—di j=n—1

6 Systemes différentiels

Théoréme 6.1 La fenétre W, (x) satisfait un systéme d’équation différentielles linéaires a coeffi-

cients polynomiaux
T
— Nﬁxllfn(x) =Dy n(2)V,(x) (I11.6-1)

et Dy () est le seul bloc non nul de la matrice:
Dy ,(z) = (I, — 1L, _g,_1) P' () (I11.6-2)

preuve: (voir [P8], [P2], mais ces systemes ont été trouvés dans des cas particuliers avant)
on utilise le repliement sur une fenétre. On écrit la relation eq.([[IL2=2])) (9,%) pour tous les
polynomes de la fenétre, et 'on utilise eq.([IL5=3]) pour exprimer le membre de droite sur la base

des polynomes de la fenétre:

m-+dq m-+dq n

Vm=mn—ds,...,n, - %am¢m(x) = Z Pkm¢k(I) = Z Z Pkkaj,n(I)wj(I)
k=m—1 k=m—1j=n—ds
= Y (P'Fu(@)mjths () (II1.6-3)
Jj=n—ds

QED.
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Notons que D;,(x) est une matrice de taille do + 1 X dy + 1, dont les coefficients sont des

polynomes en x de degré < d.

De méme, on définit trois autres systemes différentiels (on suppose n > max(dy, dy), sinon il y

a des termes correspondant aux petites valeurs de n comme dans eq.([IL2-22)):

Définition 6.1 Autres systemes d’équations différentielles linéaires a coefficients polynomiauz

%ax(i)g“)(:):) =Dy, ()0 (2) ,  Din(z) = Mhigy1 — M) P E,(2) (I11.6-4)
- %%fbn(y) =Don(®)®n(y) ,  Danly) = (I — 1) Q" Gu(y) (I11.6-5)
%%%’”(y) =Don() V() . Dan(y) = (Marai—1 — ) Q Gunly) (T11.6-6)

Notons que f)lm (x) est une matrice de taille dy+1 x da + 1, dont les coefficients sont des polynomes
en x de degré < dy, comme D;,(z). De méme, Dy ,(y) et f)m(y) sont des matrices de taille
di +1 x dy; + 1, dont les coefficients sont des polynomes en y de degré < ds.

Dans [P2], nous avons obtenu des expressions encore plus explicites de ces systemes.

Théoréeme 6.2 (Bertola, Eynard [P2]) La matrice Dy ,(x) s’écrit:

Vv{(@)n—dg,n—dg s Vv{(@)n—dg,n—l 0
Dyia(zx) = 0 e /
0 0 Vi(@)n-1n1 0
0 . 0 Vi (z)
_adz—l(n—l) rz—apg(n=1)  y(n—-1)
’y(n — d2 — 1) Qdy (n—1) o Qdy (n—1) Qdy (n—1)
+ ! . :
Y(n=1) 0 . 1 0
Vi (Q)—V{(z) Vi (Q)—V] (x)
Q-x n—da,n—1 e Q- n—da,n+da—1
- : : A (I1L.6-7)
Vi(Q)—V{(z) Vi (Q)—V{(z)
Q—z n,n—1 T Q—z n,n+da—1

La preuve est détaillée dans [P2]. Elle utilise eq.([IL6=2) et eq.([TL2=171).
On a bien str des expressions similaires pour les 3 autres systemes [P2].

7 Dualité spectrale

Il a été pouvé par Bertola-Eynard-Harnad [P8] que ces systemes différentiels sont duaux.
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Théoréme 7.1 (Bertola, Eynard, Harnad [P8]) les matrices Dy ,(x) et ﬁﬁn(x) sont conjuguées

par la matrice de Christoffel-Darbouz:
ADyy(z) =D (2) A, (T11.7-1)

preuve: donnons ici une idée de la démonstration de [P8]:

Supposons que n > dy + d;. Considérons deux solutions arbitraires des systemes D; ,(z) et
,[Dlm([lj')I

f@) = (fa—ar(@), . ful2))" %&cf(af) = —Dyn(2)f(z) (HL.7-2)
9(@) = (gn-1(2), -, Gnrar1(2))" % ,9(2) = Dya(w)g(x) (HL.7-3)

On définit les fonctions f,,(z) avec n—dy —1 < m < n+d; et g,,(z) avec n—d; —1 < m < n+ds,
récursivement par:

d2 d2

Z ar(m) fo—r(x) = xf(z) | Z ar(m + k)gmx(T) = 2gm(x) (IT1.7-4)

k=—1 k=-1

les équations eq.([IL’=2) et eq.([ILZ=3) sont alors équivalentes a (voir [P8] pour détails):

Vm € [n — da, n] 0 fm( Z Br(m + k) frnsk(2)
k=—1
T
Vm e [n—1,n+d,—1] D Z B (M) g (¢ (I11.7-5)
k=-1

c’est a dire les relations eq.([IL2=21]) et eq.([IL2=22). On a donc:
T .
9@ (D§n<x’>An ~ 4,Dya()) [ (2)

n+d2 1 n

S S S AN ( @) A, = APy ()

r=n—1 s=n—ds
n+ds n+di

- 2. 2 eln@ [P Al

r=n—di;—1s=n—d2—1
n+ds n+dq

= Yoo Y e@) i@ [P,

r=n—di;—1s=n—d2—1
n+ds n+dq

=YY aG)A@ (P [P,

r=n—di;—1s=n—d2—1
n+ds n+dq

= Z Z 9r(") f( Q [Pt’HHT,S

r=n—di;—1s=n—do—1
n n+di—1

r,8



(I11.7—6)

qui s’annule pour z’ = x. Ceci étant vrai pour toute solutions f et g, on doit avoir:

Di ,(2)A, = A, Dy, () (I11.7-7)
QED. Notons que 'on a utilisé la relation de Heisenberg entre P et @):
T
P! =—1 I11.7-
[PQl= (I11.7-8)

A partir de la, il a été pouvé par Bertola-Eynard-Harnad [P8] que ces quatres systemes

différentiels ont la méme courbe spectrale:

Théoréme 7.2 (Bertola, Eynard, Harnad [P8]) Les 4 systéemes Dy ,(x), D1 n(2), Doyn(y), Don(y)

)

ont la méme courbe spectrale:

Eny(7,y) = Jdp41 det (Y1l — D1y (x)) = Jap41 det (yl — ﬁl,n@«“))
= ga,+1 det (xl - Dm(y)) = gaq,+1 det (361 - 752,11(9)) (111-7‘9)

idée de la preuve: les égalités diagonales (par exemple entre Dy, () et Dy, (y)) ne font pas
intervenir les propriétés d’orthogonalité, elles sont conséquences de la transformée de Fourrier, et
peuvent étre obtenues par simple réecriture des deux membres [P8].

Les égalités horizontales sont conséquences du théoreme ITTICTL

8 Solution fondamentale

Considérons ici le systeme 151,”(33), et supposons n > d;. Nous savons déja que chacune des
dy fonctions g%f) () avec k = 0,...,ds est solution de ce systeme. La solution fondamentale de
Dy n(z) a été trouvée par Bertola-Eynard-Harnad dans [P6], et simultanément par A. Kapaev

[50] seulement pour le cas dy = dy = 2.

Théoréme 8.1 (Bertola, Eynard, Harnad [P6]) La matrice carrée ®,(z) dont les colonnes sont

les vecteurs O (z) avec k=0, ..., dy, est une solution fondamentale du systéme Dy ,(x):
T . . .
0, (1) = D (1) B,(0) (I1L.8-1)

preuve: Pour n > dy, les relations de récurrences eq.([IL2-22)) sont les mémes pour j = 0 que pour
j=1,...,ds, ce qui implique que la fenétre duale Y (x) (ou q’5£?) (x) désigne I'une quelquonque
des fonctions entieres définies par eq.([ILI=0)) est aussi solution du systeme Dy (), et donc ®,, ()
satisfait eq.([IL8]). Pour vérifier que cette matrice est bien une solution fondamentale, il suffit de
calculer son déterminant, i.e. le Wronskien, et vérifier qu’il ne s’annule pas. Le théoreme 1112,
implique (voir [P2]):
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Lemme 8.1 Trace de la matrice ﬁln(x) :

tr Dy p(z) = Vi(z) — 22 (1IL.8-2)
Jdo+1
ce qui implique
9 det &, (z) = tr®u(z) L (2) = tr Do) = V() — 2 (111.8-3)
or or 9dy+1
et donc )
~ N AL
det &, () = Ce” (ner-me) (I11.8-4)

La constante C' a été calculée dans la limite z — oo dans [P6], [P2], et elle a été calculée
directement dans [P2]. Elle est non nulle. QED.

Avant d’étudier les asymptotiques a x grand dans le paragraphe suivant, mentionons les solu-
tions fondamentales des trois autres systemes. La solution du systeme D, ,,(z) a été explicitée par
[P6] sous une forme récursive, et explicitée précisément pour certains cas particuliers: potentiels
cubiques par [B0], et un cas particulier de potentiels de degrés d; = 7,ds = 11 par [P6]. Il apparait
clair que la construction de [P6] est générale, mais une expression fermée reste a trouver.

On peut aussi construire une solution fondamentale de D;,(x) en utilisant la dualité

eq. (LZ=T).
Théoréme 8.2 (Bertola, Eynard, Harnad [P6]) La matrice
5 -1
W, (z) = AL (cbg(x)) C (I11.8-5)

ou C est nimporte quelle matrice constante wnversible indépendante de x, est solution de
—%890\11,1(@ =Din(x)¥,(x).
En effet, si W, (x) est solution du systeme Dy, (), alors on a, d’apres le théoreme ITTIZTE

% («i;(x)Anxpn(x)) — %‘i’i(m)(ﬁin(x)fln — Ay Dy ()W (2) = 0 (II1.8-6)

QED.

9 Asymptotiques r — oo et phénomeéne de Stokes

Les asymptotiques de la solution fondamentale in(x) lorsque x — oo ont été trouvées par Bertola-
Eynard-Harnad [P6].
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Définition 9.1 On introduit les notations suivantes:

y1(x), ..., ya,(x) sont les dy solutions de ’équation Vi (y) = x
&
Ti(z) := ZH . Gy, T(x) = diag(Va(z), Ty (), . .., Ty, (2)) (I11.9-1)
1=0
wimeh . Qu=1, Q=w’ siij>0 (I11.9-2)
= diag(— I11.9-
G = ding(-n, L T (11193
N_nTH N_n;dg
_1: gd2+21 gd2—|—12
Yy = diag(\/ hn, ) (I11.9-4)

—1, \/h_n ey *hn—ﬂb_l

Théoréme 9.1 (Bertola, Eynard, Harnad [P6]) Asymptotiquement pour x — oo, on a:

&, (z) ~ Yy (1 4+ Oz %)) 290 eTT@C () (IT1.9-5)

ou C(z) est une matrice constante par morceauzr donnée dans [P6]. C(x) est constante dans des

secteurs d’angle m/ds.

preuve: Nous n’allons que survoler la preuve détaillée de [P6].
Rappelons que par leur définition IIIMCZ les fonctions d’ondes ¢;(y) sont entieres, et leur

comportement asymptotique a grand y est donné par:
J
Vi

Nous calculons alors les asymptotiques a grand x des Qgﬁk)(x) par la méthode du col.

;(y) ~ = e T (14 O(1/y)) (IIL.9-6)

Pour x donné, posons:
fo(y) == Va(y) — xy (I11.9-7)
On cherche les points cols, solutions de 9, f,(y) = 0, i.e.

Vi(y) == (I11.9-8)

Il y a dy points cols y;(x), ..., Y4, (x). Pour k =1,..., ds, on définit le chemin de col V¥ (x):

Y

Telw) = £ (folyn(z)) + Ry) (I11.9-9)

Les dy chemins ainsi définis forment une base homologiquement équivalente a la base des ['Yy. Il

existe donc une matrice de changement de base M (z):
Yy &> Yy
[y=> My(x)V(x) (II1.9-10)
k=1
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La matrice M(z) a coefficients entiers est constante par morceaux sur des domaines du plan
complexe. Cette matrice a été calculée explicitement dans [P6]. Pour chaque chemin VY, (z), on

a I’approximation du col:

N ye(z)’ N ) 1/
Gn(y)eT™dy ~ e~ TlW@) (1 1 O(x7/%)) (ITL.9-11)
[{yk(x) VI NVy' (ye())

et donc:

- x)! ik N
0V (@) ~ 3" My, yéh,) L) e~ T @)(1 4 Oz /%)) (I11.9-12)
k J

. . 7(0 .. . .
En ce qui concerne I'asymptotique de q§§- )(:c), choisissons * — 0o dans un secteur qui ne croise

pas de I'";. Dans ce secteur, la relation d’orthogonalité implique:
0 (@) ~ /by =D TVRE (14 027 (111.9-13)

Les asymptotiques dans les autres secteurs se calculent par la relation de discontinuité eq.([ILI=S).
La matrice C(x) est en partie constituée de la matrice M(x) définie en eq.([ILI=10), et des
relations de discontinuité eq.([[ILI=8). Elle est donnée précisément dans [P6]. QED.

Les discontinuités de la matrice C'(x) représentent les matrices de Stokes:
Clz_) ' C(zy) (I11.9-14)

Celles ci sont calculées dans [P6], leur expression prendrait trop de place ici. Ce qui est important,
c’est de remarquer que les matrices de Stokes, de méme que les conditions de saut de eq.([ILI=R))
sont indépendantes de n, de x, et des coefficients des potentiels. Nous avons donc affaire a un

probleme isomonodromique.

10 Probleme de Riemann—Hilbert

Posons nous le probléeme suivant:

e cuiste-t-il une matrice <i>n(:c) analytique par morceauz, et inversible pour tout x, qui satisfait

les asymptotiques eq.([IL9-1), et les conditions de saut eq.([IL1-83) ?

C’est le probleme de Riemann—Hilbert. La réponse est oui est la solution est unique.

Le probleme de Riemann—Hilbert pour les polyndémes biorthogonaux a été trouvé simul-
tanément par A. Kapaev [B0] pour le cas ou d; = dy = 2, et par Bertola-Eynard-Harnad [P6]

pour le cas général. Notons qu’'un autre probléeme de Riemann—Hilbert a été étudié dans [285].
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L’approche par le probleme de Riemann-Hilbert est particulierement utile si I'on s’intéresse a
la limite n grand. En effet, les discontinuités eq.([[ILI=8) sont indépendantes de n, et les asymp-
totiques eq.([IL9-H) en dépendent d’une fagon tres simple.

L’idée est la suivante. On introduit un ansatz ‘in,ansatz(z), dont on connait toutes les discon-

tinuités et asymptotiques. Si 'on peut montrer que pour z — oo:

D, ansatz ()@, () = 1+ O(1/n) (I11.10-1)
et que les discontinuités des asymptotiques de ®,, aneatz(2) @ (z) sont d’ordre O(1/n) partout,

alors on a uniformément pour tout x:

D, ansat (1)@ () = 14+ O(1/n) (T11.10-2)
Cette approche a été développée avec un immense succes par Bleher et Its [I0], et par [I8, 19, 27,
o0).

Ceci reste a faire pour les polynomes biorthogonaux, mais on peut éspérer que ce sera fait tres
bientot 6, H.

11 Déformations isomonodromiques et intégrabilité

Remarquons que la propriété d’isomonodromie (i.e. le fait que les matrices de Stokes, et les
matrices de saut eq.([[ILI=8)) ne dépendent ni de z, ni de n, ni des potentiels [39]) implique que la
matrice (%&B&)n(:c)) ®,(x)"" n’a aucune discontinuité, elle doit donc étre analytique entiere, et
du fait de son comportement a l'infini, ce doit étre une matrice polynomiale. Elle doit étre égale
3 Dy ,(z) donnée dans eq.([TL6=1).
De meéme, la propriété d’isomonodromie implique que la matrice Z;Ikn(:v) =
%8gk@n(x)> ®,(z)"! n’a aucune discontinuité, elle doit donc étre analytique entiere, et
du fait de son comportement a 'infini, ce doit étre une matrice polynomiale. De méme pour les
matrices Vyn(z) = (%a(}k‘i)n(l’)) ®, ()" et R,(z) = (<i>n+1(a:)) ®,(r)~". Leurs expressions

explicites sont données dans [P2].

Remarquons que 'on doit avoir les relations de commutation suivantes:

{%ax ~Dra(r), 58 L?km(x)] —0
{%ax By o), 1500, fikm(x)] 0
By i1 () (1) = R0 D () + 300 (0)
U1 (2) B (2) = R (@)Un () + %agkén(@
Ve () Ro(2) = Ra) Vi) + 10 ()



(I1.11-1)

Ces relations de compatibilité de Frobenius, signifient que 'on a affaire a des systemes intégrables.
Tout ceci donne lieu a 'existence d’une fonction 7 au sens de Jimbo-Miwa-Ueno 8, A9], qui est
conjecturée étre exactement la fonction de partition du modele de matrice Z, définie en eq. ([L2-14),
comme cela a été prouvé pour le modele a une matrice dans [P7] par Bertola-Eynard-Harnad.
L’approche intégrabilité des modeles de matrices et polynomes orthogonaux a été abondament
étudiée [65, 68, [70, 45, 44, 26].

12 Traces mixtes

Nous avons mentioné au paragraphe b2l qu'un probleme intéressant est de calculer des observables

mixtes du type:
{tr MFMY) (ITL.12-1)

A priori, les valeurs propres de M{M, ne peuvent pas s’exprimer en fonction des valeurs propres
de M; et de My, et il semblait improbable de trouver une expression de eq.([ILI2=1]) en termes
de polynomes biorthogonaux. Toutefois cela est possible, en utilisant la formule de Morozov du
théoreme I3 11 a été trouvé par Bertola-Eynard [P4]:

Théoréme 12.1 (Bertola, FEynard, [P4]) La fonction génératrice de corrélations miztes

eq.([ILT1Z2=1) est donnée par

T 1 1 11
“ —1—det {1y -y 1————Ty_ [11.12-2
N<r:c—M1y—M2> ¢ (N NGy~ P Nl) ( )

La généralisation de cette formule pour toutes les autres fonctions de corrélations mixtes (i.e.
produit d’un nombre quelconque de traces, chacune contenant un produit quelconque de matrices
M, et My) a été trouvée tres récement par Eynard, Prats Ferrer [36], en utilisant le théoréeme

ITICTl, mais sortirait trop du cadre de cette habilitation.
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Chapitre 4

Méthode des boucles et Géométrie
algébrique

La méthode des boucles exploite les équations de Schwinger—Dyson, i.e. I'invariance de 'intégrale
par les reparamétrisations infinitésimales [211, B0, 66]. Contrairement a la méthode des polynomes
biorthogonaux, celle ci ne fait pas appel a I'intégrale d’'Itzykson—Zuber—Harish-Chandra.

La méthode des boucles s’applique au modele formel comme au modele normal. C’est toutefois
pour le modele formel qu’elle est le plus utile, car elle se développe facilement en puissances de
1/N?. En particulier, la méthode des boucles donne facilement acces & la limite N — oo.

Dans la limite N — 0o, la méthode des boucles fait apparaitre une courbe algébrique, qui n’est
rien d’autre que la limite de la courbe spectrale des polynémes biorthogonaux vue en eq.([IL7Z=9).
Toutes les observables du modele, dans la limite N — oo, s’expriment donc a partir de propriétés

géométriques de cette courbe. C’est le lien entre modeles de matrices et géométrie algébrique.

1 Equations de boucles

1.1 Changements de variables matriciels
On considére un changement de variable du type (§ infinitésimal):
My — My = M, + §f(My, My) + 57 (My, M) (IV.1-1)

ou f est une fonction analytique de ses deux variables (en pratique, ce sera un polynéme).

La mesure dM; est multipliée par un Jacobien:

dM] = |J(f (M, Ms))| dMy (IV.1-2)

Définition 1.1 La variation Ji(f) du Jacobien a l'ordre 1 en |d|, est définie telle que:

| J(f(My, Ma))| = (14 2Re (0.J1(f(My, My))) + O(|8°])) dM, (IV.1-3)
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N e [Vi (M) +Va(M2)

De méme, 'action e~ T —MiM:] egt changée, & 1'ordre 1 en § par:

e_¥ tr [V (M) +Va(Ma2)— M Mo]
N
= <1 — 2Re <T5 tr [f(My, Ma)(V{ (M) — M2)]) + O(\52|)) o= 3t VA (M1)+Va (M) — M M|
(IV1—4)
L’invariance de l'intégrale par changement de variable Z = [ dMldM2e_% br [Vi (M) +V2(Mz) =My M| —
fdM{dMge_¥tr Vi (M) +Va(M2)=M{ M| plique:

/dMldM2 (Jl(f(M1>M2)) _ %tl‘ [f(Ml,MQ)(‘/i/(Ml) _ Mg)]) e—Ntr [V1(M1)+Va(Mz)—M;1 Ma] =0

(IV.1-5)
ie.
Théoreme 1.1 équation de boucles: pour tout changement de variables f, on a:
T? T ,
7z (A (AL, M) = < Cor [F(My, M) (V{(My) = M) (IV.1-6)

L’équation eq.([[V.I=0) constitue la forme la plus générale possible de ce que l'on appelle les
équations de boucles. Il s’agit maintenant de considérer des f(Mj, M) bien choisis.
Remarquons que J; est linéaire, et que les regles de dérivations en chaine s’appliquent si f est

un produit. Il suffit donc de calculer .J; pour des fonctions f assez simple et ensuite les combiner.

Lemme 1.1 Pour toutes matrices A et B, on a:

k—1
J(AMFB) =Y " tr AM! tr MF17'B (IV.1-7)
1=0
k—1
Ji(Atr (MFB)) =Y  tr AM!BM[~ (IV.1-8)
1=0
ou, sous forme de séries génératrices:
Ji (A ! B)=trA ! tr ! B (IV.1-9)
! xr — M1 N Xr — M1 Xr — M1 ’
J(ae (——B)) = wa—t _p ! (IV.1-10)
! ' r — M1 - r — M1 r — M1 .

Les relations eq.([[V.I=1), eq.(V1=9) sont parfois appelées ”split-rule”, et les relations eq.([V.1=8]),
eq.(I=I0) sont parfois appelées "merge-rule”.

Remarque: Les équations de boucles du type eq.([[.I=0l), sont & prendre au sens formel, c’est

a dire qu’elles sont vraies ordre par ordre en puissances de T et en puissances de 1/x lorsque
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I'on fait intervenir des séries géneératrices. Elles peuvent aussi se démontrer directement par la
combinatoire des surfaces discrétisées [71) [[2] vue au paragraphe ITH Les équations de boucles
sont un outil standard pour les physiciens de la gravitation quantique [21), B0, 2, [, [[4]. Pour le
modele & deux matrices elles ont d’abbord été considérée par M. Staudacher [66], puis systématisées
par moi méme [P11], [P9], [P3], [P5], [P1].

1.2 Equation de boucles maitresse

Les équations de boucles donnent des relations entre les moments. Il s’agit maintenant de trouver
des changements de variables f(M;, My) bien choisis, afin de trouver une relation fermée entre un

nombre fini de moments, et ainsi pouvoir calculer tous les moments et observables.

Définition 1.2 Définissons les observables suivantes (certaines ont déja été définies au para-

graphe 11[57):

Wi(z) = % <tr . _1M1> (IV.1-11)

Y(2) = Vi(z) — TWi(2) (IV.1-12)

Waly) = % <tr - ! M2> (IV.1-13)

X(y) = Vi(y) — TWa(y) (IV.1-14)

Ule,y) = % <tr - = - W(y; - E§M2)> (IV.1-15)
Plry) =+ <tr Vl/(‘? = AijMl) W(y; = E§M2)> (IV.1-16)
R(z) = % <tr : ! T V2’(M2)> (IV.1-17)

L Vi -Vi0m) 1
x— M y— M, ¥ — M

Uz, y;2') = <tr > — N2U(x,y)Wy(2") (IV.1-18)

Remarquons que U(z,y) et U(x,y;z') sont des polynomes de degré < dy — 1 en y, et P(x,y) est

un polynome de degré d; — 1 en z et de degré do — 1 en y. On introduit aussi:

Définition 1.3 Le polynéme E(z,y), de degré dy+ 1 en x et de degré dy + 1 en y, est défini par:
E(z,y) == (V{(z) —y)(V3(y) —2) = TP(z,y) + T (IV.1-19)

Ce polynéme va jouer un role crucial dans toute la suite. La courbe E(x,y) = 0 sera appelée

"courbe spectrale”.
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Théoréme 1.2 (Eynard [P5], [P1], [P3]) Pour tout x et y, on a (au sens des séries formelles):

2

T
(y =Y (@) (TU(,y) = Va(y) + 2) + 15U, y:2) = E(z, y) (IV.1-20)
En particulier, en prenant y = Y (z) on obtient

Théoreme 1.3 (Eynard [P11], [P9], [P5], [P1], [P3]) Equation maitresse:

(IV.1-21)

Preuve:

L’existence d’une courbe algébrique dans la limite N grand avait été prévue par M. Staudacher
[66] et explicitée pour des potentiels cubiques. La preuve la plus générale est donnée dans [P3],
et elle avait déja été esquissée, dans la limite N grand, dans [P11] et [P9].

Considérons le changement de variable suivant:

1 Vily) = Vo (M)

My, My) = IV.1-22
f( 1 2) T — ]\41 y _ M2 ( V )
Le théoreme IVl avec le Lemme IV [T, donne:
T
TWi(z)U(z,y) + mU(m, y; 1)
=Vi(@)U(z,y) — P(z,y) —yU(z,y) + V3 (y)Wi(z) — R(x) (IV.1-23)
et avec le changement de variable suivant pour la matrice My
M. M. IV.1-24
2 — My + 5x — M, (v )
le théoreme IV Il donne:
R(z) = a2Wi(z) — 1 (IV.1-25)

On en déduit:
(y = Vi(z) + TWi(2))U (2, y) + %U(% yiz) = (V3(y) = 2)Wi(z) — Plz,y) + 1 (IV.1-26)
Et, en écrivant Y (z) := V{(z) — TWi(x), on a:
(v~ Y @)U (r,9) + 25U, y:2) = (V) = 2)Wala) — Pla,y) +1 (v 1-27)

En multipliant par T', on obtient le théoreme IVILZA En corollaire, en prenant y = Y (z), on
obtient le théoreme IV T3
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1.3 Fonction de corrélation mixte

De facon tres similaire, on peut obtenir une équation de boucle pour l'observable mixte

WLQ([L’, y) = % <tI‘ m—lj\/ll y—lJ\/Ig >
Posons

1 1 ; 1
r
x—Muy—DM, y — M

Wiaa(x,y;y) == <tr > — N2W1,2(:L’,y)W2(y/) (IV.1-28)

Théoréme 1.4 (Eynard [P5], [P1], [P3]) Wia(x,y) satisfait [’équation:

E(z, T2 U(x,y,x Wi 2.2(,y;
e e VTR (CIAS o (e (e = <)
(IV.1-29)
preuve:
Avec le changement de variable
MwMﬁgx_lMly_lMZ+gy_1M2x_1Ml (1V.1-30)
on obtient:
TWa(y)Wha(z,y) + %Wm;z(% )
= V3 (y)Wia(z,y) — Uz, y) — aWia(z, y) + Wa(y) (IV.1-31)
ie.
(v = V3(y) + TWo(y)) Wia(z,y) + %Wl,m(% yiy) = Waly) = U(z,y) (IV.1-32)
Posons:
X(y) = Vy(y) = TWa(y) (1V.1-33)
on a:

(£ = X ()T Was(e,y) + = Wisa(e,iy) = Vi(y) = X(y) = TU(z,y)

N 2
E(z,y) — HU(z,y;
y—Y(x)

= - X(y)— Uy 1-34)

QED.

Remarque: eq.(V.1=29) dans la limite N grand (i.e. si on néglige le terme en 1/N?), on a:

E(z,y)
(x = X(W)(y—Y(x))

qui n’est pas sans rappeler eq.([[IL12=2)) pour n fini (il faut noter que eq.([.1=29) a été calculée
pour le modele formel, alors que eq.([ILT2=2) a été calculée pour le modele normal).

TWia(z,y) =1 — +O(1/N?) (IV.1-35)
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2 Limite N grand

Notons que pour le modele formel, par définition, les limites N grand et le développement en

puissances de 1/N? existent. Toutes les fonctions vues précédement se développent donc:

1

Wi(z) = W (z) + ﬁwf%) ¥ (IV.2-1)

YO>z) = V/(z) = TWz), YI(z):=-TW () ... (IV.2-2)
1

E(x,y) = EO(z,y) + mE<1>(x, y)+ ... (IV.2-3)

ete...

Dans la limite N grand, on enléeve simplement le membre de droite de eq.([VI=2T]) et I'on
obtient une équation algébrique pour Y(©) comme fonction de . On peut également calculer la
résolvante WQ(O) (y) et XO(y) =VJ(y) — TWQ(O) (y) par la méme méthode. On a donc:

Théoréme 2.1 YO (2) et X O (y) satisfont la méme équation algébrique:
EO@,yO@) =0, EOXO%y),y) =0 (IV.2-4)

Comme dit plus haut, une relation algébrique était connue depuis les travaux de M. Staudacher
[66], et I'équation eq.([V.2=4]) a été trouvée explicitement dans [P9] et [P11].

Remarque 2.1 On doit avoir:
Y©ox©® =14 (IV.2-5)

conformément & ce qui a été trouvé par Matytsin [57] puis prouvé par 2] (voir aussi [78]).

Remarque 2.2 Rappelons que Wl(o) (x) a été définie comme une série formelle en puissances de 1/z.

Nous voyons ici que cette série a un rayon de convergence non nul. C’est une fonction analytique, et plus
précisément algébrique de z. Elle posseéde des coupures (et donc un rayon de convergence fini).

2.1 Courbe algébrique

Nous avons donc une courbe algébrique &, d’équation E(z,y) = 0, c’est & dire une surface de
Riemann compacte de genre g, sur laquelle sont définies deux fonctions x et y, telles que pour

tout point p de la courbe £ on ait:
YO(a(p)) = y(p) (IV.2-6)

La fonction Y (z) est solution d'une équation de degré dy + 1, elle est multivaluée, elle possede
dy + 1 branches. Autrement dit, la fonction z(p) n’est pas injective, pour chaque z, il existe
exactement dy + 1 points p € £ tels que z(p) = =.

Commencons par étudier ces branches pour x grand.
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Points a ’infini

Théoréme 2.2 Les fonctions x et y possédent seulement deux péles sur €, de diviseurs [z] =

00, + dy00y, et [y] = 0oy + d10o,, et l'on a au voisinage de ces poles:

Vk=1,...,d,, Reso,z Fyde = —g, (IV.2-7)
Vk=1,...,d>, Reso,y "ady = —G (IV.2-8)
Res,ydr = Res wvdy =T (IV.2-9)

preuve: La résolvante Wy (z) est définie comme une série formelle en puissances de 1/z telle que
Wi(z) = 1 4+ O(Z). 11 existe donc une solution de eq.(2=4), telle que YO (z) ~ V{(z) — L +
O(z72), ce qui implique qu’il existe au moins un point oo, € & tel que:
roe) =00, ylp) ~ W)~~~ + Oalp) (v 2-10)
s ()
De méme, pour y grand, il est clair qu’il existe une solution de eq.([V.2=4)), telle que z ~

Vi(YO(z))) — Y(+(x) + O(Y©(z)72), il existe donc au moins un point oo, € &€ tel que:

y(ooy) =00,  x(p) ~ Vi(y(p)) — —= + O(y(p))~? (IV.2-11)
p—ooy y(p)

Autrement dit, pres de ooy, y(p) ~ z(p)/%, et comme il y a dy racines dy-iemes de I'unité, il y
a dy branches de la fonction Y (z) pres de oo,. Comme la fonction Y(©)(x) possede exactement
dy + 1 branches, cela implique que les fonctions z(p) et y(p) n’ont pas d’autres poles que oo, et
00y, et que: 0o, est un pole simple de la fonction z(p), et un pole de degré d; de la fonction y(p),

et oo, est un pole simple de la fonction y(p), et un pole de degré dy de la fonction z(p). QED.

Fractions de remplissage

La définition du modele de matrice formel IIFH implique, que pour T assez petit:

Proposition 2.1 I existe didy contours disjoints A;, i = 1,...,didy dans le plan compleze de x,

tels que:
Vi=1,...,didy— 1 j{ Y(z)dx = 2inTe; == 2inn; (IV.2-12)
A;

ou les €; sont les fractions de remplissages données du modéle formel (voir section 11[J), et ot les

1; sont définis par n; = Te;.

idée de la preuve: en effet, pour T" tendant vers 0, les A; peuvent étre choisis comme des cercles
de rayon O(|T|) et centrés sur les didy valeurs de z telles que Vi (V] (x)) —x = 0 (voir section
[1H). L’intégrale de la résolvante Wi (x)dx sur un tel contour est le "nombre de valeurs propres”
de M, a l'intérieur du domaine délimité par ce contour, c’est donc par définition —2ime;. Dans la
limite N — oo, la résolvante et la courbe € sont des fonctions analytiques de T' (avec un rayon de

convergence T,.), et I'on obtient des contours A; pour 7" fini par continuité.
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Cycles non-triviaux

Les contours A; peuvent étre relevés en cycles non-triviaux, notés aussi A; sur la courbe algébrique
E.
Sur une surface de genre g, il y a 2¢g cylces non-triviaux indépendants, et il est possible d’en

choisir une base canonique A;, B;, i =1,..., g, tels que:
.AZ' N .Aj =0 , BZ N Bj =0 , AZ N Bj = 5i,j (IV2-13)
Les contours A; satisfont:

Vi=1,...,didy—1 7{ Y (z)dx = 2inTe; := 2imn; (IV.2-14)

7
Genre

Une courbe algébrique de la forme eq.(IN.2-2)) avec E de la forme eq.(IV.J=19) a un genre g <
dids — 1, et a génériquement le genre maximal.

Une courbe de genre g possede exactement g cycles disjoints non-triviaux indépendents.
Autrement dit, la courbe ne peut étre dégénérée (i.e. g < didy — 1) que si certaines combinaisons
linéaires entieres d’intégrales eq.([V.2-14)) sont nulles, autrement dit si certaines combinaisons
linéaires entieres des fractions de remplissage sont nulles (pour T petit, si certaines fractions de
remplissages sont nulles).

Nous supposerons a partir d’ici, que E®) (z, y) est un polynéme connu, de la forme eq.([(V1=19),

et que les conditions eq.([V.29), eq.([\.2=17), eq.(\V.2=8) et eq.([V.2-14) sont satisfaites.

Feuillets

La fonction x(p) n’est pas injective, pour chaque z, il existe dy + 1 points p tels que z(p) = x. On

note:

Définition 2.1
z(p)=x < p€E(po(x),p1(x),...,pa(2)) (IV.2-15)

et l'on suppose que po(x) est tel que po(x) — o0, lorsque x — oo, et pour k > 1 pi(x) — 00y.
On découpe ainsi la courbe € en dy+ 1 domaines disjoints appelés "feuillets”, &y, ..., Eq,, tels que

pr(z) € &, et la fonction x(p) restreinte a & est une bijection.

Le feuillet numéro 0, i.e. celui qui contient oo, est appelé feuillet physique. C’est seulement
dans ce feuillet que la fonction Wi(z) = 7(V{(z) — y(po(x))) se développe en puissances de 1/

pour x grand, et coincide avec la fonction génératrice des moments eq.([L5=11]).

De méme on note:
yp)=y < p€@W),nW), - PauW), Dy €& (IV.2-16)
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Le feuillet numéro 0, i.e. celui qui contient oo, est appelé feuillet physique. C’est dans ce feuillet

que la fonction Wa(y) = 7(V3(y) — z(Po(y))) se développe en puissances de 1/y et coincide avec

la fonction génératrice des moments eq.([L5-12).

Le choix des domaines &, (resp. &) et de leurs fronticres est essentiellement arbitraire. Les
images des frontieres par z(p) (resp. y(p)) sont appelées les coupures.
La seule contrainte est que les points multiples de x(p) (resp. y(p)) soient sur les coupures, ce

sont les points de branchements.

Points de branchements et coupures

Les points multiples de z(p) sont tels que Ik # [ tels que pi(x) = pi(z), ce sont les zéros de la
différentielle dz(p). La différentielle dz(p) possede deux poles: un pole double en oo, et un pole de

degré dy+1 en oo,. cela implique qu’elle doit avoir dy + 1+ 2g zéros, que I'on note ey, . . ., €4, +1424:
dz(p) =0 < pe(er,...,eCdr1+2g) (IV.2-17)

De méme la différentielle dy(p) possede deux poles: un pole double en oo, et un pole de degré

d; + 1 en oo,. cela implique qu’elle doit avoir d; + 1 + 2g zéros, que 1’on note:
dy(p) =0 < pc (éla SRR éd1+1+29) (IV2_18)

Définition 2.2 Les zéros ey, ..., €aqyr14124 (T€SP. €1, ..., €4 +1+24) de la différentielle dx (resp. dy)

sont appelés "points de branchements” de x (resp. y).

Supposons ici que tous ces zéros sont simples et distincts. Pres d’un zéro simple e de dzx, la

fonction Y (x) se comporte en racine carrée;

Y(z)—Y(e) ~x—x(e) (IV.2-19)

Remarque 2.3 Points critiques
Les cas ou les zéros de dx et dy ne sont pas simples et distincts, s’appellent points critiques. L’étude
des points critiques est cruciale dans le cadre des applications des modeles de matrices aux théories
conformes, mais sort largement du cadre de cette habilitation. Voir par exemple [52, [T6, 211, 10l T2]...
Notons que si 'on est a un point critique, et que e est a la fois un zéro de degré ¢ — 1 de dx et un
zéro de degré p — 1 de dy, on a une singularité rationelle:

Y(z) —Y(e) ~ (z —z(e))P/? (IV.2-20)

Les points critiques décrivent donc des surfaces de Riemann singulieres. Il est connu que les modeles de
matrices avec singularités rationelles d’exposant p/q, décrivent les modeles minimaux conformes (p, q),
voir [T6].

2.2 Eléments de géométrie algébrique

Voir [38, B7, [[5] pour une introduction.
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différentielles holomorphes

Sur une surface de genre g, il existe g différentielles holomorphes (i.e. sans poles) indépendantes

du;(p), i=1,...,g. On peut les choisir telles que:

% dul(p) = 5k,l (IV.2-21)
Ay

On définit alors la matrice des périodes par les intégrales sur les B—cyles:

Thi = ]{ du(p) (IV.2-22)
By,

Un résultat classique de géométrie algébrique [37, B8] montre que 7, = 74 et Im7y,; > 0.

Fonction d’Abel

Donnons nous un point pp € &£, arbitraire. On définit alors la fonction d’Abel:

8\<U2AZ UZ’ BZ) — Cg
p
p — u(p) ot u;(p) ::/ du; (IV.2-23)

po

ol le chemin d’intégration ne doit croiser aucun des cycles A;, B;.
Cette fonction s’étend naturellement comme un plongement de £ dans la Jacobienne C9/(Z9 4
TZ9):

E — CI(Z2947129)
p — [u(p)] modulo Z9 4 729 (IV.2-24)
Fonctions theta

Etant donné une matrice 7 de taille g x g, telle que Im7 > 0, on définit la fonction entiere suivante:

¢! — C

: , , IV.2-2
0 U — 9(u7 7.) — ZneZg eur(ntrn) e27,7r(ntu) ( Y 5)
Par abus de notation, on ometra souvent la dépendance en 7.
La fonction 6 possede les propriétés suivantes, pour tout n € Z9:
Ou+n)=0(u), O(u+7n)=0(u)e TR g4y = G(u) (IV.2-26)

L’ensemble des zéros de la fonction 6 est une sous-variété de codimension 1 de C9, notée [6)].

En particulier, il est clair que les points demi-entiers suivants appartiennent a [6]:

n—+7mm
2

Ils sont appelés demi—périodes impaires.

€ 6] si (m'n) estimpair (IV.2-27)
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Formes premieéres et fonctions Theta

Soit z une demi—période impaire. Considérons la forme différentielle holomorphe suivante:

h.fp) =y 2

i=1 Ou;

dui(p) (IV.2-28)

U=z
Alors, on définit la forme primaire sur € x &

O(u(p) — u(q) + 2)
dh.(p)dh.(q)

dont on peut montrer qu’elle ne dépend pas du choix de z, ni du choix de lorigine po. E(p,q)

E(p,q) = (IV.2-29)

s’annule si et seulement si p = q.

Noyeau de Bergmann

Le noyeau de Bergmann B(p, q) est 'unique forme différentielle bilinéaire, qui, vue comme forme
différentielle en p possede un unique pole double a p = ¢, sans résidu, tel que dans n’importequelle

paramétrisation x(p) on ait:

da(p)dz(q) t fini (IV.2-30)

B9, ) —29)

et telle que:

Vi=1,...,9 7{ B(p,q) =0 (IV.2-31)
pEA;
Cette forme est unique, elle est symétrique B(p, q) = B(q,p), et elle est donnée par:
B(p,q) == dyd,In0(u(p) — u(q) + 2z) = dpd,In E(p, q) (IV.2-32)
On a la propriété:
Vi=1,...,9 % B(p,q) = 2im du;(q) (IV.2-33)
pEB;

Connexion projective

Etant donné une fonction f(p) a valeur complexes, non constante, on définit:

1 i (BP0 1 ]
6&@”‘¥pﬁwm#@ <ﬂ@—f@ﬁ) (IV-2-34)

Différentielles de 3e especes

Etant donnés deux points p; et py distincts sur &, il existe une unique forme différentielle d.S,, ,, (p)
telle que: dS,, », possede un pole simple a p = p; avec résidu +1, un pole simple a p = p, avec

résidu —1, et pas d’autres poles, et

Vi=1,...,9 7{ dSp, po(p) =0 (IV.2-35)
pEA;
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Cette forme est unique, et donnée par:

E(p7p1> /Pl
dS,, ,,(p) = dIn — Bl(p, IV.2-36
1,92 (D) B ), (p,q) ( )

ou cette derniere intégrale est calculée le long d’un chemin qui ne croise aucun cycle A4;, B;.

On a la propriété:

Vi=1,....g ]{ 45, . (p) = 20 (uslp1) — wi(pa) (IV.2-37)
pEB;

2.3 Observables, énergie libre, et leurs dérivées

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont classiques et ont été développés par de nombreux
auteurs. Voir [P3], [56l K11, [74, @]. Ils sont présentés pour rendre ’exposé complet, et car ils seront

utilisés au chapitre V.

Théoreme 2.3 Les fonctions a deux points sont données par:

Wi (x(p); x(q)) dz(p) dz(q) = Blp,q) — (xcggp_diég)))2 (IV.2-38)
Wi (y();y(a)) dy(p) dy(q) = B(p, q) — % (IV.2-39)
Wia (2(p); y(q)) dx(p) dy(q) = —B(p, q) (IV.2-40)

ou B est le noyau de Bergmann, et ou les W,ES) sont les limites N — oo des observables W, qui

ont été définies au paragraphe I1EZ

Wia(z;2') = <tr ! ! > (IV.2-41)

1 1
Was(y; ') = <tr tr > (IV.2-42)

1 1
olr;y) = (¢t t IV.2-4
Wiateig) = (0 =gt ) (1V 243

Corollaire 2.1 FEn particulier, a points coincidants:

W) = 580, W) = 5,6) (IV.2-44)
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Théoreme 2.4 Les dérivées de la résolvante sont données par:

orw® 1
w d(p) = 2(p)"~ da(p) + 1 Res 2(9)" B(p.q) (IV.2-45)
i =0
x(p)
oW (x(p)) 1
- dxz(p) = —— Res y(q)* B(p,q) (IV.2-46)
agk k q— 0y
z(p)
oTW,” (x(p))
L2 da(p) = —dSe, 0, (D) (IV.2-47)
oT Y
x(p)
oTW,” (x(p))
18— dx(p) = —2imdu;(p) (IV.2-48)
U
z(p)

2.4 Energie libre et ses dérivées premieres et secondes

De méme, les formules suivantes sont classiques (voir [P3], [ bol, B, [74].

Théoreme 2.5 La limite N grand de [’énergie libre est donnée par:

d
1 (<~ OF© 8F<0 . 9F© OF©® 1
FO — 5 <§ 9 E gk E i +T —5 Res zy°dx (IV.2-49)
k=0 ’

on; oT
avec:
OF©) OF©) OF©)
= — Resx dx | — = — Res Frdy = % dx | IV.2-50
Ogr ko Y 09k ooy v on; Biy ( )
OF©® P , T P , T
g = | Vi e [ @ Vi Dy

+Vi(z(p)) + Va(y(p)) — 2(p)y(p) — TInx(p) — T'Iny(p) (IV.2-51)

cette derniére expression étant indépendante du point p. On peut la voir comme une régularisation

de Uintégrale [ ydz.

Remarque 2.4 si l'on introduit un coefficent h devant le Tr My Ms:

7 = /dMldMge_IT\f Tr [Vi(M1)+Va(Mz)—hM1 Ma] (IV.2-52)
alors on a:
1 5 oF©)
~3 E{Oems xy“de = o - (IV.2-53)

ce qui rend l'expression eql[V.2-49 homogene.
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Théoréme 2.6 Les derivées secondes de F©) sont données par:

o2 O |

D9x00; = Resy, Resoo, 2(p)*2(q)? B(p, q) (IV.2-54)

g;g;i = Resoo, Resoo, y(9)“y(0) B(p, q) (IV.2-55)

3;58(; = Resoo, Resoo, (1) y(9)’ B(p, 9) (IV.2-56)

%2757(: = AT g;g(;z = —2im(u;(00z) — ui(00y)) (IV.2-57)

a;ﬁ;m =—lnvy, y:= pligzx(p)% , = pggyy(p)% (IV.2-58)

...etc.

2.5 Autres dérivées

Les dérivées troisiemes de 1'énergie libre ont été trouvées par plusieurs auteurs [b6l ], elles se
réduisent esentiellement a la formulle variationelle de Rauch [37, B8]. Pour calculer les dérivées
suivantes, il suffit en principe d’appliquer récursivement la formule variationelle de Rauch, mais
en pratique les expressions obtenues ainsi sont assez fastidieuses, et leur structure ne saute pas
aux yeux.

Une méthode diagrammatique a récement été inventée, par moi méme [33] pour le modele a
une matrice, et a été généralisée au modele a deux matrices avec mon étudiant N. Orantin [35].
Elle permet d’écrire directement n’importe quelle dérivée, comme une somme de diagrammes de
Feynman en arbres. Cette méthode est non récursive, et met en évidence une structure tres riche.

Hélas, elle sort trop du cadre de cette habilitation...

3 Développement topologique

On peut développer 1'équation eq.(II=21]) au premier ordre en 1/N?:

0 I a
Wi(z) = W%z) + mwf () + ... (IV.3-1)
Nous venons de voir que Wl(o) (x) est solution d'une équation algébrique. Nous voulons maintenant
calculer Wl(l)(x). Ceci a été fait dans [P5](pour g = 0) ou [P1](pour g quelconque). Je vais
présenter ici, une méthode différente de [P5Jou [P1], et inspirée de mon récent travail [33, B3]

pour obtenir le théoreme suivant:
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Théoréme 3.1 (Eynard, Kokotov, Korotkin [P5], [P1]), (Eynard, Orantin [35]), La résolvante

a lordre 1/N? est donnée par:

do+1+2g
1 dSqp (p) B(g,P')
Tw dx(p) = = Res R @ IV.3-2
Ul drle) =5 2, R R L — ) wla) — 20) v32)
Idée de la preuve:
L’équation maitresse eq.([[V.1=21]) développée au premier ordre en 1/N? donne:
o Y TPY(z,Y
WO (e) = - LU0 @ Y@)ia) + TP, Y (@) (IV.3-3)

Ey(z,Y (z))

De plus, on a (nous ne détaillerons pas ici le calcul (voir [P5], [P1]), qui permet de trouver

U (z,y;2") & partir de eq.([V.I=20) et eq.([(V-2=33)):

SUICUNTGE) ¥ B(g, pi(9)) _
Be@v@ 0T T 2 G0 yn@) @) (1 34)

ou les pi(q) sont les solutions de x(p(q)) = z(q) dans les autres feuillets (on suppose po(q) = q).
En manipulant eq.([[IV3=3), on peut montrer (cf [P1]) que W (z(p)) dz(p) est une différentielle
sur €. L’hypothese eq.([V.2-14)) du modele formel, implique que:

Vi=1,...,g 7{ W (z)dx =0 (IV.3-5)

et implique aussi que Wl(l)(x) dx ne possede pas d’autres résidus sur £. En particulier Wl(l)(:v) dx
ne possede pas de poles aux zéros de E,(z,Y (x)) autres que les points de branchements. Tout
ceci implique que Wl(l)(:c) dx est une différentielle sur £ avec des poles (de degré 4) seulement aux
points de branchements ¢;, et qui satisfait eq.([[V.3=H]).

La formule de Cauchy permet d’écrire (pour tout a € &):

Wi ((p)) da(p) = ~ ResdSyo(p) Wi (2(0)) d() (IV.3-6)
ou le résidu est calculé comme une intégrale le long d’un petit cercle entourant le point p. On peut
déformer ce contour d’intégration, de facon a transformer le résidu en p, en résidus aux points
de branchements. En vertu de l'identité bilinéaire de Riemann [38, B7], et grace aux relations
eq.(V.2-30) et eq.(OL30), il n’y a pas de contribution des cycles A;, B;. Il reste donc:

W) de(p) = Y Res S, (p) W (a(0)) d(g) (V.37

=1

On insere donc eq.(V.353)) dans eq.([V.3-1), et 'on remarque que (7 dx n’a pas de

Ey(z,Y
résidu aux points de branchements car P (z,y) est un polynéme. D’ot:

da+1+2g

O (o (o)) dal) — N U (), y(9);2()) , )
Wi (@ (p)) da(p) = =T Z Res dS,a(p) — g o oy (@) (IV.3-8)
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Et donc, en utilisant eq.([NV.3=4):

do+1+42g da

D () da _ o B(q, pi(q))
Wi (e (p) o) 2 ResdSuald) X (e =y p(a) delola)
_ RSN o = o B(g,p)
=L BedSil) ) Re o oG — @)
- _d2+1+29 N . B(q.p)
- 2, ResdSuale) Bes 0 o) — 2 @)
da+1+42g dy B(q, p/)
T ) 2 R ) ) — 2()
= dﬁZl-fzg Res dS, .(p) Res Bla.p)
= ame = (y(g) —y(@) () — 2(p)
N B(q, pr(a))
t 2 RedSe®) X g et — @)
B do+1+2g o« R dS(La(p) B(q,p,>
B ; S (@) — () ala) — 20)

1 da+1+42g dSq,p/(p) B(qu/>
2 & ear—a(yle) —y()(z() — ()

(IV.3 - 9)

L’égalité entre la ligne 1 et 2 est une simple réecriture de x(p(q)) = x(g) sous forme de résidus.
L’égalité entre la ligne 2 et 3 est obtenue en déplacant le contour, pour prendre tous les autres
résidus, i.e. p’ = ¢ et les d; autres solutions de y(p') = y(q), que l'on appelle pi(q), k=1, ..., d;.
Dans la quatrieme ligne, on calcule explicitement les résidus en p’ = pr(q), et I'on voit qu’ils
n’ont pas de poles lorsque g = e;. Le passage de la cinquieme a la sixieme ligne, est obtenu en
échangeant l'ordre des résidus, il montre que cette expression est bien indépendante du choix du
point . On trouve donc eq.([V.32)), QED.

a partir de la, on obtient:

Théoréme 3.2 (Eynard, Kokotov, Korotkin [P5], [P1]) L énergie libre a l’ordre 1/N? est donnée

par:

1 da+1+2g
FU = ——In (g;;i{fh | y'(en) (1V.3-10)
=1
o
Gi(p) == Va(p) — z(e;) (IV.3-11)
/ L dy(ei)
y'(ei) = Jc(c) (IV.3-12)



et T, est déterminée par [P1], [54):

dlnt, 1
aZL'(Q) - ESQ(QZ)

(IV.3-13)

La formule variationnelle de Rauch implique que eq.([[V.3-13]) définit bien une fonction 7,
parfois appelée fonction 7 de Bergmann [54]. On peut définir une fonction 7, de facon similaire,
et on peut vérifier que eq.([B2) est bien symmétrique dans 1’échange x < y.

Idée de la preuve:

Il s’agit de vérifier que lexpression eq.([[V.3-10) satisfait bien toutes les relations du type

eq.([[L52), i.e. par exemple:
oF M)

Igk
On calcule le membre de gauche de eq.([V.3-14)), i.e. les dérivées par rapport & g, en utilisant
les relations du théoréeme IV et on calcule le membre de droite de de eq.([V.3=T4]) en utilisant

le théreme IVBIlL La preuve, fastidieuse. est exposée dans [P1], et elle est trop longue pour

T
= —2 Resz* W\ (2)dx (IV.3-14)

aparaitre ici.
Par ailleurs, la fonction 7, est connue pour étre proportionelle au determinant d’un Laplacien
sur £ (voir [P1], B4, [76]).

Le développement systématique de la résolvante et de ses dérivées a été obtenu tres récement
par (Eynard, Orantin) [35], par une méthode diagramatique, que je ne présenterai pas ici. Toute-
fois, cette méthode diagrammatique n’a pas encore pu s’appliquer au calcul du développement
de I'énergie libre en 1/N?2. Ceci reste & comprendre. Pour l'instant, il n’existe pas d’expression

connue pour F® par exemple.
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Chapitre 5

Asymptotiques des polynomes
biorthogonaux

Dans ce chapitre, nous allons voir comment on peut deviner les asymptotiques a n grand, pour
les polynomes biorthogonaux. Les chapitres précédents n’étaient quune introduction a ce calcul,
pour poser les notations, et mettre en place les éléments nécéssaires.

L’idée est la suivante: la formule de Heine eq.([ILI=2)) permet de voir les polynémes orthogo-
naux comme des fonctions de partition d’un modele normal. Le modeéle normal est lui méme la
transformée de Fourrier d'un modele normal a symmétrie brisée. Le modele a symmeétrie brisée,
a, sous certaines hypotheses, le méme développement asymptotique qu'un modele formel. Par
la méthode des équations de boucles, nous pouvons trouver les asymptotiques du modele formel
en termes de géométrie algébrique. Il suffit alors de refaire la transformée Fourrier inverse pour
obtenir les asymptotiques des polynoémes. Cett méthode a été introduite dans [P11]et [P9], et a
été présentée aux Houches en 2004 [31].

Les asymptotiques ainsi obtenus s’expriment naturellement en termes de géométrie algébrique
d’une courbe complexe, et ’on voit aisément que cette courbe complexe n’est rien d’autre que la
limite n grand de la courbe spectrale vue en eq.([ILZ=3).

I1 faut noter que les asymptotiques présentés ci-dessous ne sont que des conjectures (a ce
jour), soutenues par des arguments physiques treés raisonables, mais ils ne sont pas démontrés
mathématiquement. La méthode la plus prometeuse pour les démontrer est la méthode de
Riemann—Hilbert introduite par [10, 1] et [I8, M9, 20, 27]. Il aparait également probable que
I’on puisse un jour justifier rigoureusement les hypotheses présentées ci-dessous, sur lesquelles se
base l'intuition physique, sans passer par Riemann—Hilbert.

Les asymptotiques présentés ci-dessous ont été introduits pour la premiere fois en 1997 dans
[P11]et [P9]pour le cas ou la courbe spectrale est de genre 0, et ils ont été présentés a la conférence
de 'AMS a Montréal en 2002 [6].
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1 La courbe spectrale
Supposons qu’il existe une courbe algébrique £ d’équation F(z,y) = 0 avec:
E(z,y) = (V{(z) —y)(V3(y) —2) — P(z,y) +1 (V.1-1)

oudeg P = (d; — 1,dy — 1), et telle que pour tout cycle sur £, on ait:

Re%yd:c =0 (V.1-2)

Supposons que la courbe est de genre g < dids — 1, et que l'on ait pu choisir des cycles Aj,

entourant des coupures [as;_1, assl, tels que les:

g

1
€ 1= ydx €941 =1 — ZEI (V.1-3)

201 J 4, —
soient tous positifs.

Remarque 1.1 L’existence d’une telle courbe est obtenue a partir de la courbe algébrique du modele
formel, vue au chapitre précédent. Pour chaque €; > 0, il existe une courbe algébrique, et la partie réelle
de I'énergie libre associée est une fonction convexe des € (en effet, sa dérivée seconde est —2im7, dont la
partie réelle est toujours positive). Elle admet donc un unique minimum, et c¢’est ce minimum que I'on

considere ici. Le minimum peut étre atteint aux bords, dans ce cas certains €; sont nuls, et le genre est

donné par le nombre de fractions de remplissage non nulles. Au minimum d’un €; # 0, on a IRl _ ),

Oer
i.e. Re 9ng ydr = 0.

1.1 Feuillets

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, cette courbe possede deux points a I'infini, notés
00, et 00, et possede dy + 1 (resp. dy + 1) feuillets en x (resp. en y). C’est a dire que pour tout
x € C (resp. y € C), il existe dy + 1 (resp. dy + 1) points de & tels que:

Vi=0,...,ds, z(pi(z)) =, (resp. Vi =0, ...,d, y(pily)) =vy) (V.1-4)

On note po(z) (resp. po(y)) le point qui est dans le feuillet physique, i.e. qui s’approche de oo,
(resp. ooy) lorsque z — oo (resp. y — 00). Les autres points p;(x) (resp. p;(y)) avec i > 0
s’approchent de oo, (resp. 0o,) lorsque * — 0o (resp. y — 00).

1.2 coupures, points de branchelents et bases d’homologies

Les points de branchement en x (resp. en y) sont les zéros de dx (resp. dy), on les note e; (resp.

€;). On supposera ici qu'ils sont simples et tous distincts. On notera:
a; == x(e;) (resp. b; :==y(€&:)) (V.1-5)
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Chaque point de branchement du feuillet physique a; (resp. b;), est tel que 35 > 0 tel que:

pjlai;) = pola;) ,  (resp. p;(b;) = Po(bi)) (V.1-6)

Définissons le potentiel effectif:

Po(y)

po(T)
V'LCH(Z‘)("E) ::/ ydl’ > (reSp~ ‘/2,eff(i) (y) ::/ l’d’y) (Vl—?)
pj(z) D5 (y)

On a:
Vie@iy(ai) =0, (resp. Vaes(y (b)) = 0) (V.1-8)

et Vi) () (resp. Vaem)(y)) se comporte en (z — a;)*? (resp. (y — b;)*?) au voisinage de q;
(resp. b;). Il existe des directions ot Vi ey (%) (resp. Vaes(iy(y)) est réel et strictement croissant.
Ceci définit (au moins) un chemin allant de a; (resp. b;) a Uinfini. Pour chaque coupure I,
i.e. reliant deuxpoints de branchements [as;_1, ass] (resp. [bar_1,b2]), on a donc deux chemins,
partant chacun d’une extrémité de la coupure. Notons I'*; (resp. I'Y;) le chemin allant de oo
a 0o, constitué de la réunion de la coupure et des deux chemins a potentiel effectifs croissant a
partir des deux bords. Les chemins ['*; ainsi obtenus sont nécéssairement sans intersections, et
vont nécéssairement a 'infini dans des directions ou ReVi(z) > 0 (resp. ReVa(y) > 0). On peut
aussi facilement montrer qu’ils sont homologiquement non nuls, et que les I'*; x 'Yy forment bien
une base d’homologie (cf chemins similaires dans [63]).

Nous utiliserons cette base pour définir le produit scalaire des polynomes biorthogonaux, i.e.
il faut multiplier la matrice x vue en [L2=4] qui a servi a définir le produit scalaire des polynomes
biorthogonaux. Nous supposerons désromais que x est la matrice des coefficients qui décrit le

chemin I' des polynomes biorthogonaux dans cette base:

x Y
['=> kil xT; (V.1-9)
I
/wn(:c)am(y) e~ W@HV2W)=2v) gy dy = hy, 6 (V.1-10)
r
Nous noterons:
Ky = X (V.1-11)

Remarquons que dans les applications les plus fréquentes, les x; valent +1, et donc les vy sont
des entiers ou demi-entiers.

Si un coefficient x; est nul, il faut choisir €; = 0. Le genre de la courbe est donné par le nombre
de coefficients non nuls. Remarquons que si le chemin est 1’axe réel, celui ci est somme d’au plus

la moitié des chemins, et donc le genre est au plus:

il
9="9 2

(V.1-12)
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1.3 Notations

Rappelons que

1 1
Resydxr = Reszdy = 1 , VI, — ydr =¢; >0, o ydr = (¢; (€R)
0oz 00y 2w A; i B
VX, Reso—2ydr=W(X) , V¥, Res —ady =1;(Y)
(V.1-13)

On choisit une base canonique de différentielles holomorphes:

% dUJ = 5]] (V1-14)
Ar

et la matrice des périodes associée 7 (on a 78 = 7 et Im7 > 0):

% dUJ =T1J (V1-15)
By

On choisit une demi période impaire z = ™™ avec Y, nym; € 2Z+1, et on considere 0. (u, 7) :=
O(u+ z,7). On définit la différentielle holomorphe:

(v, 7)

ha(p) = Y dur(p) 250 (V.1-16)

v=0

On définit (sur un domaine fondamental du recouvrement universel, et avec une coupure le

long d'une ligne [0o,, 00,)):

P / 1
T(p) := Vi(z(p)) —In(z(p)) + /q:wz (y(q) — Vi(z(q)) + %) dz(q) (V.1-17)
70) = Vi) =) + [ (w(0) - Viota) + 135 ) vt (V.1-18)
Notons que e7®) n’a pas de coupure le long de [00,,00,].
On définit:
pi="T(p)+T(p) — x(p)y(p) (V.1-19)
qui est indépendant du point p (en effet du = ydz + xzdy — d(zy) = 0).
On définit aussi:
D) = e ey T R T @A) (Va2



Notons que H(co,) = 1, resp. H(co,) =1, et

H d
1) _ o Alp)? y(p) (V.1-22)
H(p) 7 dz(p)
Posons:
M = N(17€ — () — v + k(u(oo,) — u(00y)) (V.1-23)
et
~ 2 277"7’3/ _Nu —2intN - 9(77k—1a7')
hy = — e~ Ni g ZimNe(ulooa)—u(ooy)) 2IBZ0 2 V.1-24
e 0. ) W2y
Définition 1.1 Nous définissons les fonction suivantes:
| H(p) k 2imNe(u(p)— 0 (1, + u(p) — u(o0z), 7)
=/ —=—=(yA ePimNe(u(p)~u(ooz) ’ V.1-25
5 -\ -k
fk(p) — }{(p) < g e—2i7rNe(u(p)—u(ooy)) e(nk — U(p) + u(ooy)7 T) (V1-26)
1 AP\ sireuip) 0(m—r + u(p) — u(cos), 7)
= —— /i H — imNe(u(p)—u(oey)) 20 V.1-27
9ep) = g VI Hp) | = ) ‘ 0(nr,7) ( )
i I ko - 0(m—r — u(p) + u(ooy),7)
—_ he o H A 2inr Ne(u(p)—u(ooz)) Y/ V.1-28
Gu(p) = 5 [T H(p) (A) ™ ¢ s (V.1-25)
Notons que fi.(p)e ™ T®) n’a pas de discontinuité le long des cycles B;, et est multipliée par
une phase e?™(“1+21) = 2721 ;i Jorsqu’on traverse un cycle Aj;.
fr(p) se comporte asymptotiquement & I'infini comme:
fr@)e™MTW ~ i (p)NTE e MR (14 O(1 /) (V.1-29)
P—Cx
Définition 1.2 Définissons les matrices carrées suivantes de taille dy + 1
T(2) = diag(T(po(x)), T(0r(2)), - .. T(par(2))) (V.1-30)
Fij(x) == fi(p;(2)) , 1,7 =0,...,ds (V.1-31)
élj(flf) = gl(p](l’» y ’L,j = 0, ey d2 (V1-32)
et les matrices carrées suivantes de taille dy + 1
Ty) = diag(@ o)), TG1)), - - T, (1)) (V.1-33)
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2 Conjecture

Conjecture 2.1 (Eynard [P11], [P9]) les asymptotiques des systéemes fondamentauzs des

polynomes biorthogonaux (définis par le theoreme [8), dans le régime

n — oo, N — oo, |n— N| =0(1) (V.2-1)
sont donnés par:
Uy (z) ~ F(z) e NT@ ¢ (1 4+ O0(1/N)) (V.2-2)
By (y) ~ Fy) e V™Y Cy(1+ O(1/N)) (V.2-3)
By (y) ~ Gy) "™ C, (1 + O(1/N)) (V.2-4)
Dy (z) ~ G(z)eNT@ C (1 4+ O(1/N)) (V.2-5)

ou O, Cy, Cy, Cy sont des matrices carrées constantes par morceaus.

Remarque 2.1 Ces asymptotiques ont été introduits pour la premiére fois en 1997 dans [P11] et [P9]
pour le cas ou la courbe spectrale est de genre 0, et ils ont été présentés a la conférence de PAMS a
Montréal en 2002 [6]. Ces asymptotiques sont des ansatz, qu'il faudrait maintenant prouver, par exemple
par la méthode de Riemann—Hilbert [T0] et [I8].

Remarque 2.2 Les polynémes orthogonaux t¢x_;(z) sont obtenus dans la premiére colonne de la
matrice Wy (x):
Un—i(z) = (¥n(2)) (V.2-6)

Remarque 2.3 Ces asymptotiques sont uniforme pour tout z, hors du voisinage des points de branche-
ments. Les lignes de discontinuité des C,, sont données par:

pj(z)
Re/ ydr =0 (V.2-7)
pi(z)

Remarque 2.4 La méthode euristique pour obtenir ces asymptotiques est présentée dans [P11] et
[P9], de méme que dans [34] pour le genre zéro. Lorsque la courbe a un genre plus élevé, la sommation
sur les fractions de remplissages (cf eqIL3=I0), produit une fonction #, comme dans [I3]. De plus,
cette méthode euristique fonctionne a = fixé, i.e. on peut calculer la matrice C,, tres explicitement pour
un = donné, sans avoir a se préocupper des discontinuités. La matrice C, provient de la matrice de
changement de base d’homologie pour calculer les transformées de Fourrier et Hilbert, par la méthode du
col (méthode du col habituelle en dimension 1). Les discontinuités sont obtenues & posteriori. Les lignes
de discontinuités apparaissent d’abord car les p;j(x) sont par définition discontinus le long des coupures,
puis, par un phénomeéne de Stokes lorsque l'on calcule les transformées de Fourrier et transformées de
Hilbert par la méthode du col. Les matrices de Stokes et de saut le long des coupures pourraient étre
calculées tres explicitement par cette méthode euristique.
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3 Vérifications

Vérifions que cet ansatz satisfait certaines propriétés attendues:

3.1 Asymptotiques

On a: .
Jelp) ~ T 2(p) ™ (1+0(1/x)) (V.3-1)
1)~ 0 (uw)) (V:3-2)
ce qui garantit bien que:
py-k(2) ~_Croge™ ™ (1+0(1/)) (v.33)

Il faut donc choisir Cyp = 1 dans les secteurs ot & — 0.
De fagon générale, on trouve que les systemes fondamentaux donnés dans la conjecture V2],

satisfont les mémes asymptotiques a = grand que ceux donnés au théoreme ITTIGTL

3.2 Transformées de Fourrier et Hilbert

On peut vérifier que pour j > 0,

L) = [ ovei@) e e (14+0(1/N) (V3-4)

.....

dépend de x de facon constante par morceaux, car il dépend de la matrice C,, et de la classe
d’homologie des chemins passant par les points cols.

On peut aussi vérifier par la méthode du col et la formule de Cauchy, que

AR 1 () N g dyf ]
O () = / / i) Y dedy’ (1+0(1/N) (V.35)

3.3 Orthogonalité

On peut vérifier que:
//@bN_i(x) on—j(y) N dx dy = 6;; + O(1/N) (V.3-6)

en effet, I'intégration se réduit a un résidu au point co, (ou au point co,) sur la courbe algébrique,

de la forme:

dh. (p) 0-(u(00z) — u(o0y)) (YA(p))’™" 0(n; + u(p) — u(004)) O(n; — u(p) + u(ooy))

z- )
fes 00,—1)

pooee 0 (u(p) — u(00,))0: (u(p) — u(ooy)) O

=6,

66



(V.3-7)

si1 > j, il n'y a pas de pole en oo, et le résidue s’annule, de meéme, si j > 4, il n'y a pas de pole
en 0o, et le résidue s’annule, et si ¢ = j, le résidue vaut bien 1. Ceci montre que le coefficient h,,

(def ITTITT) vaut:
o ~ hy—n (1 4+ O(1/N)) (V.3-8)
de méme, le coefficient v, (defTL2=8) vaut:
TIN— n nN n— 2)
~ /Y \/ E (1+O(1/N)) (V.3-9)

nan

3.4 Systemes différentiels, courbe spectrale et dualité spectrale

Les 4 systemes de la conjecture V1] satisfont 4 systemes d’équations différentiels:

Dy (x) ~ F(z) T'(z) F(z)~* + O(1/N) (V.3-10)
Di(z) ~ G(z) T'(x) G(z)™" + O(1/N) (V.3-11)
Dy(y) ~ F(y) T'(y) F(y)~" + O(1/N) (V.3-12)
Dy(y) ~ G(y) T'(y) G(y) ™ + O(1/N) (V.3-13)

Les valeurs propres de D;(x) sont donc celles de T'(z), i.e. ce sont les y(p;(x)), autrement dit la
courbe algébrique que nous avons introduite est bien la limite de la courbe spectrale, et ce pour

les 4 systemes. Nous retrouvons le thoreme de dualité spectrale:

Théoreme 3.1 Les 4 systemes différentiels ci-dessus ont la méme courbe spectrale, qui est la

courbe algébrique £ .

Remarque 3.1 La matrice D;(z) n’a pas nécéssairement de limite lorsque N — oo, car F(x) dépend
explicitement de N

3.5 Dualité et Christoffel-Darboux

Théoreme 3.2 La matrice

A= (F(z)G(x)H)™ (V.3-14)
ne dépend pas de x, et a la forme de la matrice de Christoffel Darbouz (cf théoréme III[J1), écrite
dans une autre base): Aj; =0 si (1 =0etj#0)ousi (j=0eti#0)ousi(i>0,j>0,cet
’L"—j > dg) On a AOO = —7YN-1-

idée de la preuve: Chacun des A;; peut étre écrit comme des combinaisons de fonctions sur
la courbe £. On vérifie que cette fonction est bien une fonction méromorphe sur &, i.e. qu’elle
reprend bien sa valeur apres un tour autour de chaque A; et chaque By, et qu’elle n’a pas de poles.
Toute fonction méromorphe sans pole étant constante, on trouve que A ne dépend pas de z. La

valeur des A;; peut donc étre calculée pour = grand, et I'on trouve le résultat annoncé.
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4 Idée euristique sous-tendant la conjecture

Nous allons exposer rapidement les idées qui conduisent a cette conjecture. Elles se basent sur les
articles [P11]et [P9], et sur [I3] (voir aussi [31]).

4.1 Formule de Heine et modele normal avec potentiel rationel

La formule de Heine eq.([ILI1=2) permet de voir les polynémes orthogonaux comme des fonctions

de partition d'un modele normal:

(N7 T? T? /{:)

ZNorm
n(€) = V.41
i (é-) ZNorm(Nu T7 07 H) ( )
oﬁT:%etr:—% et:
Zxom(N.T,1.5) = [ AMy dMy o~ 5RO €M) D] _ =55 PN 7o)
(Hnx Hp)(T')
(V.4-2)

autrement dit, on a simplement ajouté un terme logarithmique au potentiel V7, et une température
T = %. Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des potentiels polynomiaux, mais il est connu [§] que
tout les raisonements précédents se généralisent bien au cas ou V] est une fraction rationelle. De
plus, ici, le terme logarithmique est multiplié par r = —1/N qui est petit, et nous allons effectuer

un développement de Taylor au voisinage d’un potentiel polynomial.

4.2 Transformée de Fourrier d’un modeéle normal brisé

Pour un chemin d’intégration I' = >, k;1'%; x T'Y;, on a, d’apres eq.([L3=10):

ZNOI‘m(N7 T7 r, ’KQ) = Z KT[nI ZNormb(N7 T7 T, m[) <V4—3)
> rmr=n
avec:
ZNormb(N7 T7 r, m[) = e_nzoverTQFNormb (N.Tor,my)

- 10

I /Iv{m] (FxI)XHmj (Fyl)
— 2t [Vi (Mg, 1)+7 10 (6= My, 1)+Va(My 1)~ My, 1 M, 1|

dM, ;dM,,

(S

[T det (Mus® 14y, — 10, ® M)
(D<)

[T det (M, @1, — 1., @ M) (V.4-4)

On fait I'hypothese, que si les chemins I'; sont "bien choisis” (i.e. section [[2), alors I’énergie

libre du modele normal brisé posséde un développement en puissances de 1/N? pour N grand,
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i.e. on identifie le modele normal brisé & un modele formel (& des termes exponentiellement petits
pres):
1 n?
ZNormb(N7 Ta r mI) = ZForm(Na T? T, Nmf) =e 17 FFOYm(N7T,T,%mI) (V4_5)

4.3 Développement a N grand du modele formel

Nous savons que le modele formel peut se développer en puissances de 1/N?:

1 1 1
~ X719 anForm(N7 Ta r, 77]) - F(O)(Ta r, 77]) + _F(l)(T> r, 771) + O(

e e ) (V.4-6)

ott FO(T v n), FYO(T,r,n;), ..., etc, sont données par ThEZA ThEZ, et sont analytiques dans
tous leurs parametres.

Nous poserons F' = F(© car nous n’aurons pas besoin de 1'ordre suivant.
En utilisant les théoremes IV, IVEH et IVELH, on a (en écrivant £ = x(q)):

oF
F,=—= —% ydr = —2im(; (V.4-7)
o B;
oF
Fri= - ==(T(q) = Vi(z(q))) (V.4-8)
oF
Fr=—= V.4-9
T T 2 ( )
OPF
= -7 V.4-10
" onron,; e ( )
OPF
Fm« = W = — lnH(q) (V4-11>
0P?F
Frr = —— = —1Invj V.4-12
T 972 n-yy ( )
O*F ,
F, = onror = —2im(u(q) — u(00y)) (V.4-13)
OPF ,
Fyr = 0T = —2im(u(oo,) — u(0oy)) (V.4-14)
0P’F
F.:=—— =InvA 4-1
Au voisinage de T' =1, r = 0 et n = ¢, en posant m = Nn, la formule de Taylor a I'ordre 2
donne:
e—%F(T,r,n) N o~ N2F(1,0,) o~ N(m-Ne)Fy (NF, (~N(n—N)Fr
e—%(m—Ne)tan(m—Ne) e—%FM e—%(n—N)2FTT
eFm-(m—Ne) e—(n—N)FnT(m—Ne) e(N—N)FrT
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~ ()R e

H(q) A(q)“—N o~ N(T(9)=Vi(x(a))
in(m—Ne)'r(m—Ne) 2imNC!(m—Ne)

—N2F(1,0,¢) e~ N(n—N)n

e

e—2i7r(u(q)—u(oox))t(m—N5) e2i7r(n—N)(u(oox)—u(ooy))t(m—Ns)

(V.4 — 16)

ol toutes les dérivées sont calculées en T'=1,r =0 et n = €.

4.4 Sommation sur les fractions de remplissage

Comme la matrice des périodes 77, a toujours une partie imaginaire positive (voir paragraphe [Z2),
ReF(1,0,7n) est une fonction convexe des 1;. Notons € son minimum. La condition de minimalité

s’écrit:

OReF
on;
ce qui implique que les (; sont réels. La convexité de ReF', implique que dans la somme sur les

= 0 = 27Im(; (V.4-17)

my, seuls les m; tels que |m; — Neg| ~ O(1) contribuent notablement & la somme. ceci entraine,
d’une part, on peut se contenter de 'approximation de Taylor de ’énergie libre au 2e ordre, et

d’autre part, on peut sommer sure les m; allant de —oo a 400, ce qui produit une fonction 6:

ZNorm(Na T> Ty '%) ~ (77) (n Ny € ~NAFQ09 e—N(n—N)u

/H A n N o=N(T(9)=Vi(z(a)))

Ze2z7w m 27r(m Ne) 7(m—Ne) e2i7rNCt(m—Ne)

my
o~ 2im(u(@)—u(002))* (m—Ne) (2im(n—N)(u(ooz)—u(o0y))* (m—Ne)
~ (’Y’Y) L(n—N)? e —N2F(1,0,€) e~ N(=N)p

/H A n N o=N(T(9)=Vi(x(a)))

emNe TNE e—2z7rNCtN5 2im(u(q)—u(oog))t Ne e—2i7r(n—N)(u(oox)—u(ooy))tNe

e(nN—n + u(q) - U(OOJ;), 7_)
(V4 — 18)

et le rapport Znorm (N, T, 7, K)/ ZNorm (N, T', 0, k) vaut dans cette approximation:

- ZNorm(N7 T7 T, Ii)
ﬂ-n(x(q)) B ZNorm(Nu Tv 07 H)

H(q) A(q)"‘N o~ N(T(@)=Vi((a))

2irNet (u(q)—u(ooz)) 9(77]\[_” + u(q) — u(OOQU)’ T)
9(77N—m T)

(¢

(V4 —19)
i.e. on retrouve la fonction fy_,(p) définie a I'équation .T=25

Les arguments présentés ici sont euristiques et indicatifs. Ils servent juste a deviner la bonne

forme a donner a la conjecture.
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Je pense qu’il doit étre possible de justifier rigoureusement toute cette approche, et donc de

prouver la conjecture, sans passer par une méthode de Riemann—Hilbert. Mais ceci reste a faire...
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Chapitre 6

Conclusion

Ce mémoire fait un résumé de plus de 10 années de mes travaux sur le modele a deux matrices.
Les travaux les plus anciens ne concernaient que les courbe spectrale de genre 0, et c’est petit a
petit que la géométrie algébrique un peu plus évoluée, a fait son apparition, et a permis d’étudier
les courbes de genre quelconque.

Mes travaux avaient débuté en temps que physicien, le but étant de comprendre un peu mieux la
gravitation quantique et les théories conformes. Dans ce cadre, les physiciens étaient tres intéressés
par le développement topologique du modele formel, et seul le cas de genre zéro correspondait
vraiement & la " gravité quantique” (en effet, la fonction de partition est une somme sur des surfaces
discrétisées colées seulement par leur bords, pas par leurs centres).

L’idée de regarder les courbes de genre plus élevé, c’est imposée naturellement, d’une part par
souci de complétude, d’autre part pour résoudre le ”puzzle de Brézin et Deo” (depuis résolu par
Deift & co [I§]), et enfin car la théorie de Dijkgraaf et Vafa a mis en évidence le role joué par les

courbes de genre plus élevé en théorie des cordes.

Dans ce mémoire, j’ai commencé par définir les modeles de matrices, de la facon dont je les
comprends, puis j’ai expliqué ce que l'on sait faire avec la méthode des polynémes biorthogonaux,
et ensuite par la méthode des équations de boucles. Le dernier chapitre montre que lorsque 'on
combine les deux méthodes, on obtient une compréhension beaucoup plus grande, et ceci permet
par exemple de deviner la forme des asymptotiques des polynomes biorthogonaux. Bref, on gagne
toujours a attaquer un probleme par plusieurs cotés, et a connitre aussi bien les travaux des

mathématiciens que des physiciens.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses, tant en mathématique qu’en physique.

Coté mathématique, il reste bien évidement a démontrer les asymptotiques, mais il reste aussi
de nombreuses questions en suspens, comme la fonction tau isomonodromique.

Coté physique, les matrices aléatoires ne sont qu’'un outil. Le modele a deux matrices semble
riche de perspectives pour mieux comprendre, voire pour donner un sens rigoureux, aux théories

de champs conformes, en particulier sur les surfaces avec bords [b5]. Les opérateurs de bords dans
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les théories conformes sont encore assez mal connus, et le modele a deux matrices semble fournir
un tres bon outil pour avancer sur ce sujet, surtout depuis que l'on sait calculer des observables
contenant des traces mixtes.

D’une fagon plus lointaine et ambitieuse, il semble que de nombreux concepts physiques et
mathématiques sont en train de confluer: il s’agit de comprendre en profondeur la relation
entre intégrabilité(s) (au sens isomonodromique, au sens Yang-Baxter, au sens Ansatz de Be-
hte), géométrie algébrique, combinatoire,... Mais ceci est plus un espoir qu'une réalité a 1’heure

actuelle...
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