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Sur les caracteres des groupes réductifs finis a centre non connexe :
applications aux groupes spéciaux linéaires et unitaires
CEDRIC BONNAFE!

5 Avril 2005

Résumé : Un premier but de cet article est de présenter une synthese des résultats
de plusieurs auteurs concernant les caractéres des groupes réductifs finis a centre non
connexe. Nous nous intéressons particulierement aux problémes directement liés a la non
connexité du centre. Nous insistons notamment sur les caracteres de Gelfand-Graev et
les caracteres semisimples.

Un deuxieme but est d’étudier I'influence de la non connexité du centre sur la théorie
des faiceaux-caracteres. Nous nous concentrons notamment sur la famille des faisceaux-
caracteres dont le support rencontre la classe unipotente réguliere : ce sont les analogues
naturels des caracteres semisimples.

Le dernier but est 'application de ces résultats aux groupes réductifs finis de type A,
déployés ou non (comme par exemple les groupes spéciaux linéaires ou unitaires). Lorsque
le cardinal du corps fini de référence est assez grand, nous obtenons un paramétrage des
caracteres irréductibles, calculons explicitement le foncteur d’induction de Lusztig dans
la base des caractéres irréductibles, paramétrons les faisceaux-caracteres et montrons
que les fonctions caractéristiques de ces faisceaux-caracteres sont des transformées de
Fourier des caracteres irréductibles (conjecture de Lusztig). Ces résultats permettent de
construire un algorithme théorique pour calculer la table de caracteres de ces groupes.

Abstract : A first aim of this paper is to present an overview of results obtained by
several authors on the characters of finite reductive groups with non-connected centre.
We are particularly interested in problems directly linked to the non-connectedness of
the centre. We insist on Gelfand-Graev and semisimple characters.

A second aim is to study the influence of the non-connectedness of the centre on the
theory of character sheaves. We study more precisely the family of character sheaves
whose support meets the regular unipotent class: these are analogues of the semisimple
characters.

The last aim is the application of these results to finite reductive groups of type A,
split or not (as for instance the special linear or special unitary groups). Whenever
the cardinality of the finite field is large enough, we obtain a parametrization of the
irreducible characters, a parametrization of the character sheaves, and we show that the
characteristic functions of character sheaves are Fourier transforms of the irreducible
characters (Lusztig’s conjecture). This gives a theoretical algorithm for computing the
character table of these groups.
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Introduction

En 1907, Schur [Sc| et Jordan [Jo] déterminaient les tables de caractéres du groupe général linéaire
GL(2,q) et du groupe spécial linéaire SL(2, g). En 1951, Steinberg [St2] déterminait la table de caractéres
de GL(3,q) et GL(4,q), en utilisant entre autres des constructions générales de représentations (que
nous appelons de nos jours unipotentes) de GL(n,q) (voir [Stl]). Finalement, au prix d’un tour de
force combinatoire remarquable, Green [Gr| déterminait en 1955 la table de caracteres de GL(n,q) (au
moins algorithmiquement). Par contre, les progres concernant le groupe spécial linéaire furent beaucoup
plus long. En 1971, Lehrer [Lel] déterminait une partie de la table de caractéres de SL(4,q), celle
correspondant aux séries discrétes. Citons également les travaux de Lehrer [Le2] puis Digne, Lehrer
et Michel [DiLeMil] qui donnent des informations partielles pour le calcul de la table de caracteres de
SL(n,q). Ces informations sont suffisantes pour compléter la table de caracteres lorsque n est premier.
Un des buts de cet article est de fournir un algorithme théorique pour calculer la table de caracteres de
SL(n,q) : cependant, nous ne sommes capable de montrer la validité de cet algorithme que lorsque ¢ est
assez grand.

Plus généralement, si G est un groupe réductif connexe défini sur une cloture algébrique F du corps fini
a p éléments IF,, (p premier) et si F': G — G est une isogénie dont une puissance est un endomorphisme
de Frobenius relatif & une F-structure sur G (g = p*), le calcul de la table de caractéres du groupe fini
GT (appelé groupe réductif fini) est loin d’étre résolu en toute généralité. Rappelons quand méme que
le cas du groupe Sp(4, q) a été résolu, pour ¢ impair, par Srinivasan [Sr] en 1968. D’autres résultats ont
été obtenus sur les petits groupes (groupes de Suzuki, groupes de Ree...).

Pourtant, en 1976, 'article fondateur de Deligne et Lusztig [DeLul] permettait & la théorie des car-
acteres des groupes réductifs finis de faire des progres considérables. Leur idée, inspirée par des calculs
de Drinfeld montrant que la série discréte de SL(2,q) apparaissait dans la cohomologie ¢-adique de la
variété définie par ’équation zy? —yx? = 1, était d’utiliser la structure de variété de G pour produire des
sous-variétés de G sur lequel le groupe fini G¥" agit et de récupérer ainsi des représentations de G dans
la cohomologie f-adique de ces variétés. Poursuivant dans cette voix, Lusztig [Lu5], apres une série im-
pressionnante d’articles, obtenait en 1984 le paramétrage des caracteres irréductibles de G (dans I'esprit
du programme de Langlands) lorsque le centre de G est connexe. En plus de ce paramétrage, il obtenait
une formule explicite pour le degré de ces caractéres ainsi qu'un algorithme (théorique) permettant de
calculer les valeurs de ces caracteres en les éléments semi-simples.

Au cours de sa démarche, Lusztig introduisait une nouvelle base orthonormale de I’espace des fonctions
centrales, la base des caractéres fantéomes, obtenue a partir de la base des caractéres irréductibles par une
matrice diagonale par blocs, les blocs étant des matrices de transformées de Fourier associées a des petits
groupes finis (dont la taille ne dépend pas de ¢). En 1984-1986, Lusztig (voir [Lud] et [Lu6]) développait
une nouvelle théorie, la théorie des faisceauz-caractéres, dans le but de comprendre I'intrusion de ces petits
groupes finis et de ces caracteres fantomes. Un faisceau-caractere est un faisceau pervers G-équivariant
irréductible sur G satisfaisant a certaines conditions. Si A est un faisceau-caractere F-stable, on peut lui
associer une fonction centrale sur G¥', appelée fonction caractéristique de A ; cette fonction n’est définie
qu’a une constante multiplicative pres mais Lusztig a défini des normalisations qui en font des fonctions
de norme 1. De plus, Lusztig a montré que ces fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres F-stables
forment une base orthonormale de ’espace des fonctions centrales. Il a fait la conjecture suivante :

Conjecture de Lusztig : Si le centre de G est connexe, la matrice de passage entre
la base des caractéres fantomes et la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-
caractéres F'-stables sur G est diagonale.

D’autre part, Lusztig a aussi décrit un algorithme théorique permettant de calculer les fonctions car-
actéristiques de faisceaux-caracteres F'-stables, méme lorsque le centre de G n’est pas connexe. En 1995,
Shoji [Sh1] démontrait cette conjecture.

Il apparait ainsi au cours de I’évolution de la théorie que la non-connexité du centre de G entraine
de nombreuses complications. Certaines sont techniques (comme par exemple le paramétrage des classes
de conjugaison), d’autres sont théoriques (comme par exemple la non-connexité du centralisateur des
éléments semi-simples du dual de G ou l'augmentation significative du nombre de faisceaux-caracteres



cuspidaux). Cette non-connexité du centre explique les difficultés qui ont émaillé la recherche d’une table
de caractéres pour le groupe spécial linéaire.

Plusieurs auteurs ont étudié les groupes réductifs finis & centre non connexe (Asai [As], Lusztig [Lu7],
Digne et Michel [DiMil], Digne, Lehrer et Michel [DiLeMil], [DiLeMi2], Shoji [Sh2] ou I'auteur [Bonl],
[Bon4], [Bon5]). Le paramétrage des caracteres irréductibles a pu ainsi étre achevée [Lu7] et des nouvelles
informations sur la table de caracteres du groupe G¥' (par exemple la valeur en les éléments unipotents
réguliers [DiLeMil]) ont été obtenues.

Concernant I’analogue de la conjecture de Lusztig, un des premiers problemes vient de ce qu’il n’y a pas
de définition indiscutable de la notion de caractere fantéme. On peut alors considérer comme une réponse
positive a la conjecture de Lusztig pour les groupes a centre non connexe un théoreme qui montrerait que
la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres F-stables est obtenue a partir de la base des
caracteres irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs étant des matrices de transformées
de Fourier associées a des petits groupes finis. Dans cette acceptation, la conjecture de Lusztig a été
démontrée pour les groupes spéciaux orthogonaux et symplectiques par Waldspurger [Wa] lorsque ¢ est
assez grand.

Shoji [Sh3] a démontré la conjecture de Lusztig pour le groupe SL(n, q) pour p > 3n et ¢ une puissance
quelconque de p. Il a aussi proposé une définition intéressante de caractere fantome : un caractere fantome
devrait étre la descente de Shintani de G &4 G d'un caractére irréductible F-stable de GF" (pour n
suffisamment divisible). Cette définition a le mérite d’étre correcte lorsque le centre de G est connexe et
de rendre vraie la conjecture de Lusztig dans le groupe spécial linéaire.

Un des buts du présent article est de démontrer la conjecture de Lusztig (sans prendre la définition
de Shoji de caractere fantome) pour le groupe spécial linéaire et le groupe spécial unitaire lorsque p est
quelconque et q est assez grand. Plus précisément, nous obtenons un paramétrage des caracteres de ces
groupes réductifs finis et définissons a priori, sans référence a la théorie des faisceaux-caracteres, des
transformées de Fourier naturelles de ces caracteres irréductibles (nous nous inspirons de [DiMil, §5 et
6]). Nous montrons alors que la matrice de passage entre la base des transformées de Fourier et la base
des fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres F'-stables est diagonale et calculons explicitement
les coefficients diagonaux. Dans l'optique d’obtenir un algorithme pour calculer la table de caracteres
de ces groupes, notre résultat est satisfaisant. Il faut cependant étre réaliste : la mise en ceuvre de cet
algorithme nécessite encore un travail considérable. Une derniére remarque : notre résultat est valide
pour tous les groupes de type A, quel que soit ’endomorphisme de Frobenius considéré. Méme dans le
cas déployé, il s’applique aux groupes intermédiaires de la forme SL,,/u,, ou d divise n : ces groupes
sont des extensions non triviales du groupe fini SL(n,q)/py(F4) qui ne sont pas contenus dans le travail
de Shoji [Sh3].

Dans le cas du groupe spécial linéaire, il serait intéressant de relier plus finement le paramétrage
de Shoji et le notre pour déterminer la matrice de passage entre nos transformées de Fourier et les
caracteres fantomes de Shoji : lorsque g est assez grand, cette matrice de passage est diagonale mais nous
n’en connaissons pas les coefficients. Il serait aussi intéressant, dans le cas du groupe spécial unitaire,
de savoir si nos transformées de Fourier sont des caractéres fantdmes (& une constante pres) au sens de
Shoji.

Cet article a aussi un autre but : présenter une synthese des résultats sur les groupes réductifs finis
directement liés & la non connexité du centre. Notons Z(G) = Z(G)/Z(G)° le groupe des composantes
connexes du centre de G. Nous montrons comment relier Z(G) au systéme de racines de G, étudions
le morphisme Z(G) — Z(L) (ou L est un sous-groupe de Levi de G) en lien avec les automorphismes
du diagramme de Dynkin affine, relions la structure de Z(G) avec la non-connexité du centralisateur des
éléments semi-simples du dual G* de G, étudions la distinction qu’elle entraine entre séries de Lusztig
géométriques et rationnelles, étudions Paction de H!(F, Z(G)) sur les caracteres de G a travers la théorie
de Harish-Chandra, calculons les composantes irréductibles des caracteres de Gelfand-Graev, étudions
Paction de Z(G) (par conjugaison ou par translation) sur les faisceaux-caractéres, avant d’appliquer tout
ceci aux caracteres des groupes de type A. Parmi ces résultats, beaucoup sont bien connus et dis a
d’autres auteurs, mais nous avons souhaité les présenter ensemble, notamment pour les relier entre eux
et quelquefois pour en améliorer légerement le degré de généralité.

Pour étudier les groupes & centre non connexe, nous reprenons une technique courante [DeLul] : elle
consiste & voir G comme un sous-groupe fermé distingué d'un groupe G & centre connexe tel que G /G
soit abélien (c’est toujours possible ; par exemple, plonger SL,, (F) dans GL,,(F)). La théorie de Clifford
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permet alors, par restriction de G & G¥, d’utiliser ce que I'on sait de G¥', par exemple par les avantages
liés & la connexité du centre de G.

Cet article est organisé comme suit. Dans le chapitre I, nous introduisons les notations générales
en vigueur dans tout ’article, présentons le contexte et établissons quelques résultats préliminaires a
la suite. Dans le chapitre II, nous montrons comment calculer Z(G) et Z(L) (pour un sous-groupe de
Levi L de G) de plusieurs maniéres. Nous rappelons les différentes constructions d’'un morphisme entre
le groupe A+ (s) des composantes connexes du centralisateur d’un élément semi-simple s de G* et le
groupe Z(G)" des caracteres linéaires de Z(G). Nous y construisons une action de H(F, Z(G)) sur
les fonctions centrales sur G. Nous rappelons aussi les notions de cuspidalité introduites dans [Bon3],
[Bond], [Bon5| et [Bon6]. Un des buts du chapitre IIT est de démontrer la disjonction des séries de
Lusztig rationnelles. L’essentiel de cette preuve est contenu dans [Lu3] ou [DiMi2]. Dans le chapitre
IV, nous étudions I'action de H'(F, Z(G)) a travers la théorie de Harish-Chandra. Nous ne pensons
pas que ceci soit traité ailleurs dans ce degré de généralité. Le chapitre V, largement inspiré par [As],
[DiLeMil], [DiLeMi2] et [Bonl], traite des éléments unipotents réguliers, des caracteres de Gelfand-
Graev, de leurs composantes irréductibles (les caracteres dits réguliers) et de leur dual de Curtis (les
caracteres dits semi-simples). Nous obtenons notamment une décomposition des caractéres semi-simples
comme combinaison linéaire d’induits de fonctions absolument cuspidales. Dans le chapitre VI, nous
étudions les différentes actions de Z(QG) sur les faisceaux-caractéres. Tout d’abord, si A est un faisceau-
caractere, la G-équivariance de A induit une action de Z(G) sur A via un caractere linéaire. De plus,
via Paction par translation, Z(G) permute les faisceaux-caractéres : nous déterminons laction de cette
permutation a travers le procédé d’induction a partir des faisceaux-caracteres cuspidaux. Pour finir,
nous étudions les faisceaux-caractéres apparaissant dans 'induit de faisceaux-caracteres cuspidaux dont
le support rencontre la classe unipotente réguliere et décrivons leur fonction caractéristique en termes
d’induction de Lusztig.

Dans le chapitre VII, nous supposons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A et
que G est muni d’un endomorphisme de Frobenius quelconque, déployé ou non. Nous montrons comment
les fonctions centrales introduites dans le chapitre V permettent, lorsque g est grand, de construire les
caracteres irréductibles comme combinaisons linéaires d’induits de fonctions caractéristiques de fonctions
absolument cuspidales. En utilisant le fait que le support de tout faisceau-caractere cuspidal sur G ren-
contre (& translation pres par Z(G)) la classe unipotente réguliere et les formules de la derniére section
du chapitre VI, nous obtenons la conjecture de Lusztig. Donnons-en un énoncé sommaire : soit s un
élément semi-simple de G*I'", soit W°(s) le groupe de Weyl de C&. (s), soit Ag+(s) = Cq-(s)/C&-(s)
(c’est un groupe abélien), soit £(GT,(s)) la série de Lusztig géométrique de G¥ associée a la classe
de conjugaison de s dans G* et soit FCar(G, (s))f" la série géométrique des faisceaux-caracteres F-
stables associée & s. Notons Z(G, s) ’ensemble des triplets (x, &, ) tels que x parcourt un ensemble de
représentants des Ag-(s)-orbites F*-stables de caracteres irréductibles de W°(s), £ € (Ag-(s, x) )" et
¢ € HY(F*, Ag~(s, X)) (on1 Ag~(s,x) est le stabilisateur de x dans Ag-(s)). Notons ZV(G, s) I'ensemble
des triplets (x,a,7T) ou x parcourt un ensemble de représentants des Ag-(s)-orbites F*-stables de car-
acteres irréductibles de W°(s), a € Ag- (s, x)¥ et 7€ HY(F*, Ag-(s,x))". Si A est un faisceau-caractere
F-stable sur G, nous noterons X4 sa fonction caractéristique (explicitement normalisée comme dans
Particle).

Théoréme. Supposons q assez grand. Alors il existe deux bijections
Z(G,S) - E(GFa (S))
(Xagva) — RX(S)faa

; 7V(G,s) — FCar(G,(s))F
¢ x,a,7) +— Ay (8)a,r
telles que, si (x,a,7) € ZV(G,s), alors
Cs X,a,T - N
XA (8)e, = T E(a)T(a) Ry (5)¢,a,
e = Tha (ol 2 SOTOR)
§e(Ag(s,x)" )
a€HY (F* Ag+(s,X))

0t (s, y,a,r €5t une racine de l'unité explicitement déterminée.



Il est & noter que, comme conséquence des travaux effectués, on obtient une description explicite du
foncteur d’induction de Lusztig en termes du groupe de Weyl (lorsque g est assez grand).

Dans la section 25, nous étudions plus précisément le cas ou G est un sous-groupe de Levi d’un groupe
déployé de type A. Nous obtenons par exemple, en utilisant uniquement la théorie de Harish-Chandra,
un paramétrage des caracteres irréductibles de £(GT', (s)) par Z(G, s) dont nous montrons qu’il coincide
avec le paramétrage du théoreme précédent lorsque g est assez grand. Cela nous permet de retrouver,
comme cas particulier des théorémes du chapitre VII, le résultat de notre these [Bonl, théoréme 16.2.1)
sur le calcul de l'induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire. Nous rappelons aussi comment
fonctionne la décomposition de Jordan.

Dans I'appendice A, nous rassemblons les résultats techniques sur les caracteres de produits en couronne
que nous utilisons dans les deux derniers chapitres. Dans 'appendice B, nous rappelons des résultats
classiques sur les sommes de Gauss et montrons comment ils permettent d’obtenir les valeurs des racines
de I'unité (s y,q,- intervenant dans I’énoncé du théoreme précédent.

REMARQUE - Cet article est largement inspiré de notre thése [Bonl], notamment des parties qui n’ont
fait I’'objet d’aucune publication. Nous en avons cependant amélioré et enrichi le traitement. L’appendice
est essentiellement contenu dans [Bonl, partie 1, chapitre I] : il est & noter que le corollaire 28.3, qui
correspond & [Bonl, proposition 1.9.1], est ici affublé d’une preuve correcte, contrairement & ce qui est
écrit dans [Bonl] ! Le chapitre III est une version tres enrichie de [Bonl, §6]. Le chapitre IV correspond &
[Bonl, §7] : remarquons que le groupe noté ici WéF(]z, 5\) et noté Wer (L, 5\) dans [Bonl, §7.4] est défini
ici de maniere intrinseque et non par un produit semi-direct peu canonique. Le chapitre V correspond
a [Bonl, §12 et 13] : ici, amélioration consiste & utiliser la version précisée du théoreme de Digne,
Lehrer et Michel sur la restriction de Lusztig des caracteres de Gelfand-Graev que I'auteur a obtenue
dans [Bon7]. La section 25 correspond & [Bonl, §15 et 16] : compte tenu de la remarque précédente,
le résultat sur l'induction de Lusztig est ici plus précis. Il faut aussi noter que la convention dans le
paramétrage des caracteres irréductibles de G ayant été légerement modifié, les formules obtenues ici
se retrouvent allégées de certains signes.

REMERCIEMENTS - L’auteur tient a remercier tres chaleureusement Jean Michel pour I'avoir lancé dans
ce sujet lors de sa theése, pour 'avoir initié a la théorie des faisceaux-caracteres et pour les innombrables
et fructueuses discussions que nous avons eues sur ce sujet depuis.
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Chapitre I. Préliminaires, notations, définitions

Dans la premiere section de ce chapitre, nous introduisons les notations et conventions générales
valables dans tout cet article. Dans la deuxieme section, nous introduisons les objets que nous allons
étudier (groupes réductifs finis) tout en établissant quelques résultats préliminaires. La troisiéme section
est une collection de résultats, notamment sur les centralisateurs de sous-tores de groupes réductifs, que
nous utiliserons dans la suite de ’article.

1. NOTATIONS GENERALES

1.A. Notations usuelles. Nous notons N = {0,1,2,3,...} I'ensemble des entiers naturels et N* =
N\ {0} ={1,2,3,...} 'ensemble des entiers naturels non nuls. Comme il est d’usage, Z, Q et R désignent
respectivement ’anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres réels.
Si r est un nombre premier, Z, désigne I'anneau des entiers r-adiques et nous notons Q,. son corps des
fractions. Le corps résiduel de Z, est noté F,.. Si € Q, nous notons v,.(x) € ZU {400} sa valuation
r-adique. Si z # 0, nous définissons z,, = r*(*) et z,» = zz;!. Nous notons Z,) = {z € Q | v,(z) > 0}.

1.B. Groupes, anneaux, corps. Nous fixons dans cet article un nombre premier p. Soit F une cléture
algébrique du corps fini & p éléments IF,,. Si ¢ est une puissance de p, nous notons I, le sous-corps de
de cardinal ¢q. Par variété (ou groupe algébrique), nous entendons une variété (respectivement un groupe
algébrique) sur F. Si n € N*, nous posons

pn(F) ={eF* | " =1}
Alors |p,, (F)| = ny.
Nous nous fixons aussi un nombre premier ¢ différent de p et nous notons Q, une cléture algébrique du
corps des nombres ¢-adiques Q. Nous fixons une fois pour toutes un automorphisme involutif Q, — Q,,

_ _ _ . . = X
x+— T tel que @ = w™! pour toute racine de I'unité w dans Q," .

Si F est un ensemble et si ~ est une relation d’équivalence sur E, on notera E/ ~ l'ensemble des
classes d’équivalence de ~ dans E et [E/ ~] un ensemble de représentants de ces classes d’équivalence.
Le lecteur pourra vérifier que, chaque fois que cette notation sera employée (par exemple dans une somme
er[E/N] f(x)), le résultat sera indépendant du choix des représentants. Si X est une partie de F, nous
noterons 1y (ou 1% 'il est nécessaire de préciser 'ensemble de référence) la fonction caractéristique de
X & valeurs dans Q,.

Si G est un groupe, nous notons |G| € N* U {+oo} son ordre. Si X est un sous-ensemble de G,
< X > désigne le sous-groupe de G engendré par X, Ng(X) le normalisateur de X dans G et Cg(X)
le centralisateur de X dans G. Si g € G, nous notons o(g) = | < g > | son ordre. Nous notons
Giors 'ensemble des éléments de G d’ordre fini, G}, I’ensemble des éléments de G d’ordre fini égal & une
puissance de p et G,y I'ensemble des éléments de G' d’ordre fini premier a p. Si g € Gyors, NOUs notons
gp et gy les uniques éléments de G, et Gy respectivement tels que g = gpgp = gprGp : gp est appelé la
p-partie de g tandis que g, est appelé la p’-partie de g. Remarquons que o(g,) = 0(g), et o(gp) = 0(g)p-

Si A est un groupe agissant sur G et si ¢ € A, nous noterons H'(p, A) 'ensemble des classes de
p-conjugaison de G (deux éléments g et ¢’ de G sont dits ¢-conjugués s'il existe z € G tel que ¢’ =
r71gp(x)). En d’autres termes, H' (o, G) = HY(Z,G), ol le générateur 1 de Z agit sur G via ¢. Si ¢ est
d’ordre fini, on a en général H!(p,G) # H'(< ¢ >, G).

EXEMPLE 1.1 - Supposons G abélien. Alors H'(p,G) = G/Im(p — 1) olt on note ¢ — 1 : G — G,
g+ g tp(g) : en particulier, H!(p, G) hérite naturellement d’'une structure de groupe. Si de plus G est
fini, alors |A?| = |[H(¢,G)|. O

Nous fixons une fois pour toutes un isomorphisme de groupes
1 (Q/2)y — F*
et un morphisme injectif de groupes
1:Q/Z — @éx-
On obtient alors un morphisme injectif
k:F* —0Q,”



défini par k = j027!. Pour finir ce paragraphe, nous définissons le morphisme surjectif 7 : Q — F*

comme étant la composition de 2 avec le morphisme Q — Q/Z — (Q/Z),,. Notons que Keri = Z[1/p] =

ap” | a € Z et r € Z}. De méme, nous notons j: Q — Q " e composé de j et du morphisme canonique
¢
Q—Q/Z ;onaKerj=2Z.

1.C. Caracteres des groupes finis. Si G est un groupe fini, nous notons Irr G I’ensemble de ses

caractéres irréductibles sur Q, et G le groupe de ses caractéres linéaires & valeurs dans @; . On a
GNC Irr G ; on a G = Irr G si et seulement si G est abélien. Si f : G — H est un morphisme de groupes
finis, nous noterons f : H® — G, § — 6 o f le morphisme dual de f.

Si G est un sous-groupe distingué d’un groupe G et si ¢ € G, nous noterons Cent(G¢) le Q,-espace
vectoriel des fonctions G¢ — Q, invariantes par G-conjugaison. Nous définissons sur Cent(G¢) le produit
scalaire

(,)a: Cent(Gg) x Cent(Gp) — , Q,
(7,7 — @ > v(gd)7 (99)-

geG

Si H est un sous-groupe de G et si g € G est tel que 9°H = H, nous noterons Indg‘;;5 : Cent(Hg¢) —
Cent(G¢) 'adjoint, pour les produits scalaires (,)rmge €t (,)qe, de Papplication de restriction naturelle

Resg‘zd) : Cent(G¢) — Cent(Hge). En fait, si f € Cent(Hgg), on a

(1.2) (fio, o) = > fly 'agy).
y€[G/H]
y 'z¢yeHgo
On en déduit que

G G G n
Ind§}?, = Res¢; ®” oInd{S2> f,

ol f est l'extension par zéro de f & H < gé >. Avec ces notations, Cent(G) est le Q-espace vectoriel
des fonctions centrales G — Q, et Irr G en est une base orthonormale. Nous identifions ZIrr G avec le
groupe de Grothendieck de la catégorie des Q,G-modules de type fini.

Si g € G, nous noterons ’ng la fonction centrale sur G définie par

’YG(QI) _ 0 si g et ¢’ ne sont pas conjugués dans G,
g |Ca(g)| sinon.

En fait,

De plus, si g € H, alors

G
Indj 'yf = 'ng.

Pour finir cette sous-section, nous allons donner une formule permettant de calculer 'induction Indg(;s "

dans un cas particulier. Supposons maintenant que G=G=H< g > et ¢ = 1. En particulier, H est
distingué dans G. Pour tout caractere irréductible x de H invariant par G (c’est-a-dire par g), on fixe
une extension ¥ de x & G ('existence de X est assurée par la cyclicité de G/H). On note X, la restriction
de x & Hg. Alors ()Zg)xe(m m)s est une base orthonormale de Cent(Hg) et

(1.3) df, %o = Y. &) (x®d).

£e(G/H)N

Ici, un caractere linéaire de G/H est aussi vu comme un caractere linéaire de G.
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DEMONSTRATION DE 1.3 - Posons v = Indgg Xg et v = de(G/H)A £(9) M (x ®€&). Dapres 1.2, on a,
pour z € G,

o) = ) Xy lay)
y€[G/H]
yilmyEHg

= > x@
y€[G/H]
y lzyeHg
B {|G/H|5((x) sizeHg

0 sinon.

D’autre part,

V(x) = @) Y &) @)

EE(G/H)N

_ JIG/H|x(z) size Hg
N 0 sinon. W

1.D. Groupes algébriques. Si H est un groupe algébrique linéaire, nous notons H® sa composante
connexe contenant 1’élément neutre, H,,; sa sous-variété fermée formée des éléments unipotents, Hger,
Pensemble de ses éléments semi-simples, Z(H) son centre, D(H) son groupe dérivé et R, (H) son radical
unipotent. Nous posons Z(H) = Z(H)/Z(H)°. Nous notons rg(H) le rang de H c¢’est-a-dire la dimension
d’un de ses tores maximaux. Nous posons rg,., (H) = rg(D(H)). Si h € H, nous posons Cg;(h) = Cu(h)°
et Ag(h) = Cu(h)/Cg(h). Remarquons que Hgeny = H, et que Hyy,i = H,,.

Nous appellerons complément de Levi de H tout sous-groupe L de H tel que H =L x R, (H) (il est
a noter qu’il n’existe pas toujours de complément de Levi). Nous appellerons sous-groupe de Levi de H
tout complément de Levi d’un sous-groupe parabolique de H.

Si F: H — H est une isogénie dont une puissance F? est un endomorphisme de Frobenius pour une
structure rationnelle sur H, on a, d’apres le théoreme de Lang, H'(F,H) = H'(F,H/H°). D’autre part,
si h € HF, nous noterons, pour alléger les notations lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur F, V,If la

. F
fonction centrale ’y,If .

1.E. Caractéres rationnels et sous-groupes a un parametre. Soit H un groupe algébrique linéaire.
Nous notons X (H) le groupe (abélien, noté additivement) des caracteres rationnels H — F* et Y (H)
I’ensemble des sous-groupes & un parametre F* — H. Onabiensir Y (H) = Y(H®). Sim: H — H' est un
morphisme de groupes algébriques, nous posons 7x : X(H') - X(H), x — zomet my : Y(H) — Y (H'),
y — moy. Remarquons que mx est un morphisme de groupes. Si F': H — H est 'isogénie précédente,
les applications Fx et Fy seront notées par la méme lettre F.

Si H est commutatif, alors Y (H) est un groupe abélien (que nous noterons additivement) : c’est un
Z-module libre de rang rg(H) et nous définissons alors une forme bilinéaire

<> XH)xYH) —2Z
par la condition
z(y(g)) = "
pour tous € X(H), y € Y(H) et £ € F*. Cette forme bilinéaire est étendue par linéarité en une forme
bilinéaire
(X(H)®zQ) x (Y(H)®zQ) — Q

que l'on notera encore <, >y par abus de notation. Cette derniére forme bilinéaire est non dégénérée.

Si 7 : H — H’ est un morphisme de groupes algébriques commutatifs, alors my est un morphisme de
groupes et mx et my sont adjoints par rapport a <, >y et <, >p. En d’autres termes,

<7x(z),y >u=<z,7y(y) >w
pour tous x € X (H') et y € Y (H). Nous définissons par ailleurs le morphisme
1 - Y(H) ®RzQ — H
yezr o y(ilr)).
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Soient x € X (H) et y € Y(H) ®z Q. Alors

(1.4) z(m(y)) =< z,y >H).

Démonstration de 1.4. Ecrivons y = y' ®z 1 avec y' € Y(H) et r € Q. Alors

w(m(y) = @' @(r))

r)<z7y/>1—1

(
(r<z,y >n)
(< z,y >n),

S oS S

ce qui est le résultat annoncé. m

REMARQUE - Si H est un tore, alors <, >y est une dualité parfaite et i est surjective (en effet,
Papplication Y(H) ®z F*, y ® £ — y(€) est un isomorphisme de groupes). O

Si A est un groupe agissant sur le groupe commutatif H, nous définissons une action de A sur les
Z-modules X (H) et Y(H) par les formules suivantes :

Ax XH) — X(H)
(0,2) — oy (z) =200t
AxYH) — Y(H)

et
(o,y) = oy(y)=ooy.

Il est alors facile de vérifier que
<o(z),0(y) >a=< 2,y >n
pour tous x € X(H), y € Y(H) et 0 € A.
1.F. Groupes diagonalisables. Nous terminons cette section en rappelant quelques faits élémentaires

sur les groupes diagonalisables. Premierement, si D’ est un sous-groupe fermé d’un groupe diagonalisable
D (en particulier, D’ est aussi un groupe diagonalisable), alors la suite de Z-modules

(1.5) 0— X(D/D) — X(D) — X(D') —0

induite par l'inclusion D’ — D est exacte. Si X’ est un sous-groupe de X (D) tel que

() D'={deD|VxeX' x(d) =1},

alors lapplication naturelle X (D) — X (D’) induit un isomorphisme de groupes

(1.6) X(D') ~ (X(D)/X")/(X(D)/X"),.

Puisque X (D’/D’°) ~ X (D’)tors, on déduit de 1.6 un isomorphisme de groupes abéliens finis
(1.7) X(D'/D") = (X(D)/X").

Nous supposons maintenant, et ce jusqu’a la fin de cette sous-section, que D est conneze (c’est-a-dire
que D est un tore) et que D’ est fini. Tout d’abord, 'application
XD) — D"

T — KOX

(1.8)

est un isomorphisme de groupes abéliens finis. L’isomorphisme 1.7 montre que X’ est d’indice fini dans
X (D). Posons maintenant
YV={yeYD)®zQ|VzeX <uxy>pclZ}.

Alors Y’ contient Y (D) et la restriction de ip & Y a pour image D’ et induit un isomorphisme de groupes
abéliens finis

(1.9) (Y'/Y(D))y ~ D
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DEMONSTRATION DE 1.9 - D’aprés (x) et 1.4, on a ip(Y’) CD’. D’autre part, d’apres [Boul, §4, n° 8],
I’application

XD)/X'xY'/Y(D) — Q.
est une dualité parfaite. Cela montre que ip(Y”’) = D’ et que l'on a bien un isomorphisme (Y'/Y (D)), =~
D’ (toujours grace & 1.4). m

Lemme 1.10. Soity € Y (D) et soit n € Z, premier a p, tels que y(i(1/n)) = 1. Alors il existe yo € Y (D)
tel que y = nyo.

DEMONSTRATION - On a |, (F)| = n car n est premier a p. De plus, u,,(F) C Ker y par hypothése. Donc
y induit un morphisme de groupes algébriques 3 : F*/u,, (F) — D.

Mais I'application F* — F*, £ +— &" est séparable car p ne divise pas n. Donc elle induit un
isomorphisme de groupes algébriques a : F*/p, (F) — F*. Soit yo = goa~t. Alors yo € V(D) et
Yy = nyo par construction. m

Proposition 1.11. Soient T et T deux tores et soit w: T — T/ un morphisme de groupes algébriques
de noyau fini. Alors le morphisme my : Y(T) — Y(T) est injectif et on a un isomorphisme naturel

(Y(T')/Imry ), ~ Kerm.

DEMONSTRATION - Soit y € Ker my. Alors I'image de y est contenue dans Ker 7 mais est aussi connexe
et contient 1. Donc y = 0 car Kerm est fini : 'injectivité de 7y est prouvée.

Notons Y” le sous-groupe de Y (T’) fomé des éléments ¢y’ € Y (T') tels que ny’ € Immy pour un n € Z
premier & p. Alors Im 7wy CY” et, par construction, Y'/Immy = (Y(T')/Immy ).

Soit ¢y’ € Y’ et soit n € Z, non divisible par p, tels que ny’ € Im 7y . Soit y 'unique élément de Y (T)
tel que 7y (y) = ny’. On pose

1
o(y') = y((=)) € T.
Alors m(o(y’)) = (ny')(#(1/n)) = 1 donc o(y’) € Kern. 1l est facile de vérifier que I’application
0:Y — Kerm

est bien définie et est un morphisme de groupes.
11 est aussi facile de voir que Im 7wy C Ker o. Réciproquement, soit y’ € Kero. Soient n € Z, premier
ap, ety € Y(T) tels que ny’ = my (y). Alors
1
-1
Y ) =1
D’apreés le lemme 1.10, il existe yo € Y(T) tel que y = nyo. En particulier, y' = my(yo) donc
Kero C Imy. cela montre que Kero = Im 7y-.

Il reste a prouver que o est surjectif. Soit ¢ € Kern et soit n 'ordre de ¢. Alors n est premier a p et,
puisque T est connexe, il existe y € Y(T) tel que t = y(271(1/n)) (voir par exemple [DiMi2, Proposition
0.20]). Alors 7y (y)(2~1(1/n)) = 1 donc, d’apres le lemme 1.10, il existe ' € Y (T’) tel que ny’ = 7y (y).
Alors 3/ € Y’ et o(y’) =t par construction. m

1.G. Dualité entre tores. Soient T et T* deux tores. On suppose qu’ils sont munis respective-
ment d’isogénies F' et F* dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius. Nous dirons que
(T, F) et (T*, F*) sont duauz (ou simplement que T et T* sont duauz) 8’il existe un isomorphisme
v: X(T) = Y(T*) tel que F* ov = vo F. Bien siir, la relation de dualité est symétrique car, en
utilisant les dualités parfaites données par <,>t et <, >+, le morphisme adjoint v* : X (T*) — Y(T)
de v est un isomorphisme.

Supposons donc que (T, F) et (T*, F*) sont duaux et soit v : X(T) — Y (T*) un isomorphisme tel
que F*ov = vo F. Nous identifierons X (T) et Y (T*) via v et nous identifierons X (T*) et Y(T) via v*.
On a une suite exacte

1—Tr -1 71—
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De plus, le morphisme F' —1: T — T est étale, donc induit un isomorphisme entre T et T/T¥. D’apres
1.5, on obtient donc une suite exacte

(1.12) 0— X(T) = x(T) — X(TF) — 0.
Par dualité, on obtient une suite exacte
(1.13) 0 — V(T “= y(T*) — X(TF) — 0.

Soit maintenant n un entier naturel non nul tel que F™ soit un endomorphisme de Frobenius déployé
pour une structure sur un corps fini & ¢ éléments. L’application T*F™" — T*F" ¢ — Npenp«(t) est
surjective. De plus application YV (T*) — T*F™" | 5 — y(i(1/(q — 1))) est surjective. Il est alors facile de
vérifier que I'on a une suite exacte
(1.14) 0— v(T7) = y(Tr) L T F o,
ott f: Y(T*) - T |y — Npen/p«(y(i(1/(g—1)))). 1l est a noter que I'application f ne dépend pas du
choix de n. La comparaison des suites exactes 1.13 et 1.14 et 'isomorphisme 1.8 fournit un isomorphisme
T+ ~ (TF)". Cet isomorphisme ne dépend que du choix de 2 et .

Nous allons lexpliciter. Soit s € T* . Notons § le caractére linéaire de TF défini par s via
I’isomorphisme précédent. Pour calculer 3, il faut tout d’abord trouver un élément y € Y (T*) ~ X(T)

tel que s = Np«n - (y(i(1/(q — 1)))). Alors
(1.15) 3 = ko Resmr v.

2. LE CONTEXTE

2.A. Le probleme. Nous nous intéressons dans cet article a la théorie des caracteres d'un groupe fini
de la forme G (paramétrage des caracteres, table de caracteres, théorie de Deligne-Lusztig, théorie
de Harish-Chandra, conjecture de Lusztig sur les faisceaux-caracteres...), o G est un groupe réductif
connexe et F' : G — G est une isogénie telle que F? est ’endomorphisme de Frobenius de G relatif & une
structure rationnelle sur G.

Nous nous concentrons plus particulierement sur les problemes reliés a la non connexité du centre de
G. En d’autres termes, nous essayons de résoudre les questions concernant les groupes a centre non
connexe en supposant que la méme question est résolue pour les groupes a centre connexe. La stratégie
habituelle est la suivante. Il est possible [DeLul] de construire un groupe réductif connexe G (muni lui

aussi d’une isogénie encore notée F') dont G est un sous-groupe fermé F-stable contenant D(G). L’étude

~F
précise du foncteur de restriction Resg r fournit alors des éléments de réponse (théorie de Clifford).

REMARQUE - Il n’est pas déraisonnable de supposer que beaucoup de choses sont connues pour les
groupes a centre connexe. Par exemple, la conjecture de Lusztig sur les faisceaux-caracteres a été résolue
par T. Shoji [Sh1].

C’est d’autant moins déraisonnable que notre but est d’étudier le groupe spécial linéaire. En effet,
ce groupe est inclus dans le groupe général linéaire et pratiquement tout ce qui concerne la table de
caracteres de ce dernier est connu (aussi bien du point de vue élémentaire de J.A. Green [Gr], que du
point de vue de la théorie de Deligne-Lusztig [LuSr], voire méme du point de vue de la théorie des
faisceaux-caracteres : le lien entre ces trois théories est lui aussi bien compris). O

2.B. Plongements. Comme expliqué ci-dessus, I'un des buts de cet article est d’étudier les foncteurs de
restriction entre groupes de méme type. Pour cela, nous nous fixons un groupe réductif connexe G muni
d’une isogénie F : G — G telle que F? est un endomorphisme de Frobenius de G relatif & une structure
sur le corps fini Fy (ici, § est un entier naturel non nul et ¢ est une puissance de p fixés une fois pour
toutes : bien qu'ils ne soient pas uniquement déterminés par la donnée de (G, F'), le nombre réel positif
q'/? Dest).

Nous nous fixons aussi un sous-groupe fermé connexe F-stable G de G. Tout au long de cet article,
nous supposerons que les hypotheses suivantes sont satisfaites :

(1) Le centre de G est conneze ;
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(2) Le groupe G contient le groupe dérivé de G.

REMARQUE 2.1 - Puisque tout groupe réductif peut-étre plongé dans un groupe a centre connexe de
méme type [DeLul], les résultats que nous allons démontrer concernant le groupe G seront vrais pour
tous les groupes réductifs connexes. O

Il résulte de ces hypotheses que Z(G) = Z(G) NG et G = G.Z(G). De plus, D(G) = D(G). Nous
notons
i:G<—G
I’inclusion canonique.
Nous fixons aussi dans cet article un sous-groupe de Borel F-stable By de G ainsi qu’un tore maximal
F-stable Ty de By. Nous notons Uy le radical unipotent de By. On pose

BOZBOHG et TQ:ToﬂG.

Alors By est un sous-groupe de Borel F-stable de G, T est un tore maximal F-stable de By et Uy est
le radical unipotent de By.

que Wy est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl de G relativement & Ty. Nous notons Py
(respectivement ®g) le systéme de racines de G (respectivement G) relativement & Ty (respectivement
Ty). Le morphisme ix : X(To) < X (To) associé & 7 induit une bijection entre ®y et ®y. Nous notons
Ay (respectivement AO) la base de ®q (respectivement <i>0) associée & By (respectivement f’:o). Sia € ®g,
nous notons U, le sous-groupe unipotent de dimension 1 de G normalisé par T et associé a a.

Soit ¢ : X(To) ®zR — X (To) ®z R 'automorphisme d’ordre fini égal & ¢~ /9 F. Puisqu’il est d’ordre
fini, on a det ¢ € {1, —1}. Nous poserons

2.C. Systeéme de racines. Nous notons Wy le groupe de Weyl de G relativement & Ty ; remarquons

g = det ¢0 et ne = ED(G)-
D’autre part, ¢o normalise Wy et induit sur Wy le méme automorphisme que celui induit par F'. Nous
noterons aussi ¢o : Y (To) ®z R — Y (Ty) ®z R automorphisme d’ordre fini égal & ¢~/ F. Pour finir,
nous noterons qgo : &g — P( la bijection telle que, pour toute racine o € Py, il existe un entier naturel
bo tel que F(a) = pgo(ar) (si w est une orbite sous action de ¢, alors 3, > 0). Bien siir, ¢o
stabilise Ag et @6” .

acw

Si I est une partie de Ag, nous noterons < ®; > le sous-systeme de ¢ de base I, Wy le groupe de Weyl
de @1, Py le sous-groupe parabolique BoW;Bg de G, U son radical unipotent et Ly le complément de
Levi de Py contenant Ty. Alors Py (ou L) est F-stable si et seulement si ¢o(I) = I.

2.D. Dualité. Nous fixons un triplet (G*,TS,F*) dual de (G, Tg, F) au sens de [DiMi2, définition
13.10]. Nous fixons aussi un triplet (G*, T4, F'*) dual de (G, To, F'). Le morphisme 7 induit un morphisme
i* : G* — G* commutant avec F* et tel que z*(’i‘g) = T§. Il faut cependant faire attention : ¢* n’est pas
uniquement déterminé par i. On peut le composer avec n’importe quel automorphisme intérieur induit
par un élément F*-stable du tore maximal. Notons que ¢* est surjectif.

2.E. Un résultat a la Borel-Tits. Borel et Tits ont montré, pour un groupe réductif défini sur un corps
quelconque K, que tout K-complément de Levi d'un K-sous-groupe parabolique est le centralisateur d’un
K-tore déployé [BorTi, théoreme 4.15].

Ici, F' ne définit pas forcément une structure sur un corps fini, mais il est tout de méme possible de
donner une caractérisation similaire des compléments de Levi F-stables de sous-groupes paraboliques
F-stables. Un sous-groupe de Levi F-stable de G est dit G-déployé (ou (G, F)-déployé 8'il peut y avoir
ambiguité sur 'isogénie) s’il existe un sous-groupe parabolique F-stable de G dont ¢’est un complément
de Levi.

Soit T un tore maximal F-stable de G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G contenant T.
On note ® et @y, les systemes de racines respectifs de G et L relativement & T.

Proposition 2.2. Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) L est G-déployé.
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(2) Ona
o ={ae® | VveKer(F—q¢"° Y(ZL)°) @z Q¢*?%)), < a,v >p=0}.
(3) 11 existe un sous-Q(q'/%)-espace vectoriel E de Ker(F — ¢'/, Y (T) @z Q(¢*/?)) tel que
O ={a€e®|WeE, <a,v>r=0}
(4) Tl existe v € Ker(F — ¢*/% Y (T) @z Q(q"/?)) tel que
o, ={ae®| <a,v>p=0}

REMARQUE - Lorsque F est un endomorphisme de Frobenius (par exemple lorsque § = 1), alors la
proposition précédente est une conséquence immédiate du théoreme de Borel-Tits. O

DEMONSTRATION - Il est clair que (4) = (3). Le fait que (3) = (4) résulte de la finitude de ® et du fait
que Q(g'/?) est un corps infini.

Montrons maintenant que (4) = (1). Notons ¢ : ® — @ la bijection telle que F(a) soit un multiple
positif de ¢(a) pour tout o € . Posons
UV={aecd| <a,v>t >0}
Alors d;(\Il) = W. De plus, ¥ est close, YN —¥ = &, et YU —¥ = ®&. Donc il existe un sous-groupe

parabolique P de G dont L est un complément de Levi et dont W est le “systeme de racines” relativement
a T. Puisque ¢(¥) = U, P est F-stable.

Montrons maintenant que (1) = (4). Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de G dont L est un
complément de Levi. Fixons un entier naturel non nul n tel que F™9(t) = t¢" pour tout ¢t € T. Notons s
I'endomorphisme de Y (Z(L)°) ®7 Q(¢/%) égal a ZZiBl q"/ O FmO=1=k  Alors po (F —q'/%) =0 et
(+) Y(Z(L)°) @z Q(¢"°) = Ker(F — ¢/°) & Ker p.

Notons ¥ le “systeme de racines” de P relativement & T. Alors il existe A € Y (Z(L)°) tel que
UV={ae®| <a,A>p >0}

Ecrivons A = v1 4 vg, ol v1 et vy appartiennent & Y (Z(L)°) @z Q(¢'/%) et vérifient F(v) = ¢/%v; et
wu(vz2) =0 (voir (x)). Posons
V' ={aed| <a,v; > >0}

Nous allons montrer que ¥ = W¥'. Soit o € ¥. Puisque ¥ est qg—stable, on a, pour tout £ € N,
< F¥(a),\ >r=< a,F¥(\) >r >0. Par conséquent < a,u(\) >1 >0 ou, en d’autres termes, <
a,névy >t > 0. Donc a € ¥'. Réciproquement, soit o € ¥'. Supposons que < a, A >1< 0. Alors,
puisque ¢ \ ¥ est ¢-stable, on obtient comme précédemment que < a, w(A) >1< 0, cest-a-dire <
a,noévy >1< 0.

Puisque (3) = (1), on en déduit que (2) = (1). Pour finir, montrons que (1) = (2). Notons
' ={aed|VoeKer(F—q¢" Y(Z(L)°) ®zQ(¢"?)), < a,v>p=0}
et soit vy € Ker(F — ¢/, Y (T) @ Q(¢*/?)) tel que
O, ={aec®| <a,v >r=0}
Alors ® C P, Cd'. m
Corollaire 2.3. Notons £ l’ensemble des sous-espaces vectoriels de Ker(F — ¢*/° Y (T) ®z Q(¢'/?)) et

L l’ensemble des sous-groupes de Levi F-stables G-déployés de G contenant T. Si E € £, notons Lg le
sous-groupe de Levi F-stable de G dont le systeme de racines relativement a T est

{a€®|YWeE, <auv>=0}

Alors Uapplication
E — L
F — Lg

est une surjection décroissante.
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REMARQUE 2.4 - Soient P; et P, deux sous-groupes paraboliques F-stables de G contenant T et soient
L; et Ly les compléments de Levi respectifs de Py et Py contenant T (ils sont donc F-stables). Notons
U, et Uy les radicaux unipotents respectifs de Py et Py. Alors, d’apres par exemple [DiMi2, proposition
2.1], Ly N Ly est un complément de Levi F-stable du sous-groupe parabolique F-stable (P; NP3).U; de
G. Cela montre qu’il existe un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal contenant T.

Cela aurait pu se voir grace au corollaire 2.3 dont nous reprenons les notations : ce sous-groupe de
Levi F-stable G-déployé minimal minimal est Ly .(p_g1/6). O

2.F. Quelques propriétés du morphisme *. Soit T un tore maximal F-stable de G et soit T* un
tore maximal F*-stable de G* dual de T. On pose

T=TNG et T = j*(T).
Alors, d’apres 1.5, on a une suite exacte
0 —»X(T/T) —»X(T) — X(T) — 0.

Tous les groupes impliqués dans cette suite exacte sont sans torsion donc, par dualité, on obtient que la
suite

0 — X(T*) — X(T*) — Hom(X (T/T),Z) — 0

est exacte. Ici, I’ application X (T*) — X (T*) est induite par le morphisme 7* : T* — T*. En utilisant
a nouveau 1.5, on obtient un isomorphisme de groupes

Hom(X (T/T),Z) ~ X (Keri*).
Cela prouve la proposition suivante :

Proposition 2.5. Le groupe Keri* est un tore central F*-stable de G* qui est dual de T/T De plus,
cette dualité est compatible avec les isogénies F' et F'*.

Corollaire 2.6. Les tores G/G et Keri* sont duaux et cette dualité est compatible avec les isogénies F
et F*.

DEMONSTRATION - En effet, Pinjection T < G induit un isomorphisme T/T ~ G/G. m

Si z € (Keri*)F", nous notons %G le caractere linéaire de GF/GF défini par la dualité du corollaire

2.6. Nous identifions G avec le caractére linéaire de GF qu'il induit.

Corollaire 2.7. Le morphisme i* : G*F" — G*F" est surjectif.
DEMONSTRATION - C’est une conséquence immédiate de la connexité de Keri* et du théoréme de Lang. m

2.G. Action de Z(G)¥ sur Cent(GT). Si 2z € Z(G)F et si v € Cent GT', on pose
t8y: G — @
g — 7(z9)
Alors tSv € Cent G¥' et I'application
tS : Cent G — Cent G¥
est une isométrie. D’autre part, I’application

t¢: Z(G)" — GLg, (Cent G")

est un morphisme de groupes, c’est-a-dire que I'on a défini ainsi une action de Z(G)¥" par isométries sur
Cent G
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3. FOURRE-TOUT

3.A. Morphismes isotypiques. Un morphisme 7 : G — G entre groupes réductifs est dit isotypique
si Ker 7 est central et m(G) contient le groupe dérivé de G.

EXEMPLE 3.1 - Les morphismes j et j* sont isotypiques. O

3.B. Sous-groupes de Levi auto-opposés. Soit L un sous-groupe de Levi de G. On dit que L est
(G-)auto-opposé si, pour tout sous-groupe de Levi M de G contenant L strictement, on a | Ny (L) /L] > 2
D’apres [Ho|, L est G-auto-opposé si et seulement si tout sous-groupe parabolique de G dont L est un
sous-groupe de Levi est conjugué a P.

Le groupe G est dit universellement auto-opposé si, pour tout morphlsme isotypique 7 : G — Get
pour tout groupe réductif I' dont G est un sous- groupe de Levi, G est I-auto- OpPOSé.

EXEMPLES 3.2 - (a) S'il existe une classe unipotente de G supportant un systeéme local cuspidal (au
sens de [Lu4, introduction]), alors G est universellement auto-opposé [Lu4, théoreéme 9.2].

(b) Comme nous le verrons dans la proposition 7.1 (b), un groupe cuspidal (voir §7 pour la définition)
est universellement auto-opposé. O

Soit maintenant I une partie de A. Alors I est dite (W-)auto-opposée si Ly est G-auto-opposé. Posons
W) ={weW |w() =1},
I'={weW |w()cCA}

et M=\ w).
weW!
Il est clair que W(I)C WY et il est bien connu que Ny (W;) = W(I) x W;. La deuxiéme définition
de sous-groupe de Levi auto-opposé montre que I est W-auto-opposée si et seulement si W(I) = W/,
c’est-a-dire si et seulement si [ = I(1),
Définissons une suite décroissante (I (”))neN de parties de A par récurrence de la fagon suivante :

0) —71
1+ = (1)) pour tout n € N.

Posons 1(®) = n,cnI ™. Alors I(>°) est la plus grande partie W-auto-opposé de A contenue dans I

3.C. Centralisateurs de sous-tores de G. Le résultat suivant est une généralisation de [Bon2,
corollaire 4.2.3] :

Lemme 3.3. Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit T un tore mazximal de B. Notons L un
complément de Levi d’un sous-groupe parabolique P de G tels que TCL et BCP. Soit ®T (respective-
ment ®F ) le systéme de racines positives de G (respectivement L) relativement a T associé a B. Soit A
un sous-groupe de Aut(T) stabilisant @ et @y, et notons Wy, le groupe de Weyl de L relativement a T.
Alors

CG((TWLXA)o) - L.

REMARQUE - Gardons les notations du lemme 3.3. Alors Wi, est un sous-groupe de Aut(T) normalisé
par A et W, N A = {1} car A stabilise @7 : le produit semi-direct W, x A est donc bien défini. De plus,
(T"r)° = Z(L)° et ce dernier groupe diagonalisable est stable sous l’action de A. Le lemme 3.3 dit donc
que

(3.4) Ca((Z(L)*)°) = L. o

DEMONSTRATION - Le groupe (T":*4)° est un sous-tore de G donc M = Cg((T"L*4)°) est un sous-
groupe de Levi de G. De plus, L C M par la remarque précédente.
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Soit a € ®T une racine de M relativement & T. Alors, d’apres [Bon2, Proposition 4.2.1], on a

Z g(a) =0.

gEAX WL,
Soit
B= Y w).
weWy,

Supposons que w(«) soit positive pour tout w € Wy,. Alors [ est une somme de racines positives et

> a(B)=0

acA
ce qui contredit le fait que A stabilise ®T. Donc il existe w € WL, tel que w(a) n’est pas positive. Par
conséquent, o € &y, car TCLet BCP. =

3.D. Centralisateur d’éléments semi-simples. Nous rappelons ici le théoreme de Steinberg [St3,
théoreme 8.1] :

Théoréme 3.5 (Steinberg). Si 5 € G* est semi-simple, alors Cg. (3) est conneze.

REMARQUE - Le théoreme de Steinberg nécessite I’hypothese de connexité du centre de G. 1 n’y a pas
de résultat analogue pour le groupe G*. O
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Chapitre II. Le groupe Z(G)

Nous étudions ici en détails le groupe des composantes du centre Z(G). Les résultats de ce chapitre
sont pour la plupart classiques, sauf les propositions 5.4 et 8.10. Dans la section 4, nous étudions le
morphisme surjectif Z(G) — Z(L) lorsque L est un sous-groupe de Levi de G. Dans la section 5, nous
montrons comment calculer le groupe Z(G) et le noyau du morphisme précédent en termes du diagramme
de Dynkin affine, du moins lorsque G est simplement connexe. La section 6 est consacrée aux multiples
réalisations du groupe H'(F, Z(G)) ainsi qu’a ses liens avec les éléments semi-simples de G*. Dans la
section 7, nous rappelons les différentes notions de cuspidalités introduites par 'auteur ([Bon3], [Bon6)

t [Bond]).

NOTATIONS

Nous nous fixons dans ce chapitre un tore maximal F-stable T de G et nous posons T = TNG. Nous
notons W le groupe de Weyl de G relativement a T ; remarquons que W est canoniquement isomorphe
au groupe de Weyl de G relativement & T. Nous notons ® (respectivement <I>) le systeme de racines de
G (respectivement G) relativement & T (respectivement T). Le morphisme ix : X (T) < X (T) associé
A 7 induit une bijection entre ® et ®.

Nous fixons aussi un sous-groupe de Borel B de G contenant T et nous posons B = BNG. 1l
est a noter que B n’est pas nécessairement F-stable. Nous notons A (respectivement A) la base de

® (respectivement ®) associée & B (respectivement B). Alors A est une base du Q-espace vectoriel
X(T/Z(G)°) ®z Q : nous notons (w))aca la base de Y(T/Z(G)°) ®z Q duale de A (pour la dualité
induite par <,>t/zG)°)-

Si I est une partie de A, nous notons ®; le sous-systéme de racines parabolique ayant & comme base
et nous notons Wy le groupe de Weyl de ®;. Nous posons P; = BW;B et nous notons L; 'unique
sous-groupe de Levi de P contenant T. Alors ®; est le systeme de racines de Lj relativement a T et
Wt est le groupe de Weyl de Lj relativement a T.

4. CAaLcUL DE Z(G)

4.A. Le groupe Z(G) et le systéme de racines de G. Calculer Z(QG) et calculer X (Z(G)) ~ Z(G)"
sont des problemes équivalents. Puisque

Z(G)={teT|Vaed, aft) =1},
on a, d’apres 1.7 et 1.9 :

Proposition 4.1. Le morphisme canonique X(T) — X(Z(G)) induit un isomorphisme de groupes
abéliens

X(2(G)) = (X(T)/ <@ >)y
De plus, it z(c)> induil un isomorphisme

(&, Zwa/Y(T/Z(G))y =~ Z(G).

4.B. Sous-groupes de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors :

Proposition 4.2. Le morphisme Z(G) — Z(L) induit par Uinclusion Z(G) — Z(L) est surjectif.
DEMONSTRATION - On peut supposer (et nous le ferons) que L = L; pour une partie I de A. Alors
< ®; > est un facteur direct de < @ >, donc (X (T)/ < @1 >)p — (X(T)/ < ® >), est injectif. Donc,
d’apres la proposition 4.1, le morphisme naturel X (Z(L)) — X (Z(G)) est injectif. m

Corollaire 4.3. Le groupe Ng (L) agit trivialement sur Z(L).

Corollaire 4.4. Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors Z(L) est conneze.



19

Le morphisme surjectif Z(G) — Z(L) sera noté h& (ou bien hy, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité). Son
morphisme dual sera noté hy, : Z(L)" < Z(G)". Une fois que Z(G) est déterminé, le calcul de Z(L)
est équivalent au calcul de Ker hy,. La proposition suivante complete la proposition 4.1.

Proposition 4.5 (Digne-Lehrer-Michel). Soit I une partie de A. Alors Ker hy,, est engendré par
(ir/z(c)e (@))aca—1-

DEMONSTRATION - En remplagant G par G/Z(G)° si ¢’est nécessaire, on peut supposer que Z(G)° = 1.
Soit X; = X(T)N (< &7 > ®zQ). Alors X; = X(T/Z(L;)°). Mais, si « € A — I et si z € X, alors
< xz,w) >1=0. Donc it(w)) € Ker hy,.

Réciproquement, soit z € Kerhy, = Z(L7)° N Z(G). 1l existe donc y € Y(Z(L;)°) ®z Q tel que
2z =i7(y). Mais, (w))aeca_1 est une base du Q-espace vectoriel Y (Z(L;)°) ®z Q. Donc

y = Z Taw;/a
aceA-T

avec 1o € Q (pour tout &« € A —I). Si on pose

y' = Z (ra)p @y,

aceA-T

alors z = i(y’). Mais, puisque z € Z(G), on a, pour tout « € A — I, < o,y >= (ra)p € Z[1/p]. Donc
(ra)p € Z, ce qui montre que

a= I @)oo

acA—-T
Cela termine la preuve de la proposition 4.5. m

La proposition 4.5 entraine le résultat suivant (dont une preuve différente peut étre trouvée par exemple
dans [Bon6, proposition 2.4]).

Corollaire 4.6. Soient I et J deux parties de A. Alors Ker hy,,,, = (Ker hr,,).(Kerhg,).

Corollaire 4.7. Soit I une partie de A. Alors Ker hy,, = Ker hLI(Oc).

4.C. Les groupes Z(G) et Ker’ i*. Dans cette sous-section, nous construisons un isomorphisme entre
les groupes Ker’i* et Z(G)”. Pour cela, remarquons tout d’abord que

X(T/Z(G)) ~ (< ® > ®,Z[1/p]) N X(T/Z(G)).
Identifions iy : X(T/Z(G)) — X(T) et i : Y(T* N D(G*)) — Y(T*). Alors 'image de ix contient
< @ > et est contenue dans (< ® > ®z7Z[1/p]) N X(T). D’apres la proposition 1.11, on obtient alors un
isomorphisme de groupes abéliens finis
(X(T)/ < ® >), ~Ker'i*,
ce qui, en composant avec I'isomorphisme de la proposition 4.1, fournit un isomorphisme
X(Z(G)) ~ Ker'i*.
Grace a l'isomorphisme 1.8, on obtient finalement un isomorphisme
(4.8) w: Ker'i* — Z(G)".
Cet isomorphisme peut étre décrit de la fagon suivante. Soit a € Ker’ i* et soit n € Z, premier & p, tel
que a™ = 1. Alors il existe & € X (T/Z(G)) ~ Y (T*ND(G*)) tel que Z(i(1/n)) = a et il existe x € X(T)
tel que ix (%) = nz. En fait, x € X(T/Z(G)°) et

T/Z(G)°

(4.9) w(a) =ko Resz(c)

Le résultat suivant est immeédiat :

Lemme 4.10. L’isomorphisme w ne dépend pas du choiz de T et T* (il dépend uniquement du choix de
1 et y). De plus, wo F* = Fouw.
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Les groupes (Z(G)")f et H'(F,Z(G))" sont canoniquement isomorphes. De méme, les groupes
HY(F,Z(G)") et (2(G))" sont canoniquement isomorphes. Donc, grace & w, nous pouvons construire
des isomorphismes de groupes
W0 (Ker’ i*)F" — HY(F, Z(G))"
wl: HY(F*, Ker' i*) — (Z(G)F)".

Par dualité, nous obtenons des isomorphismes
w: Z(G) — (Ker' i*)"
(4.12) @0 HY(F, 2(G)) — ((Ker' "))
ol Z2(G)F — HY(F*,Keri*)".

(4.11)

Tous ces isomorphismes ne dépendent pas du choix de T et T*.

REMARQUE 4.13 - L’isomorphisme w® recevra une autre interprétation dans la section 6 (voir diagramme
6.4). O

REMARQUE 4.14 - Soit L un sous-groupe de Levi de G et soit L* un sous-groupe de Levi de G* dual
de L. Soient L = L.Z(G) et L* = i*~!(L*). Notons Kerp,i* = D(L*) N Keri* et wy, : Kerp, i* — Z(L)"
I'isomorphisme analogue de w obtenu en remplacant G par L. Alors le diagramme

Ker) i* — =+ Z(L)"

hi

Ker' i* @ Z(G)"

est commutatif. L’application verticale de gauche est bien sir l'inclusion canonique et rappelons que hr,
est 'application duale de hy,. O

5. GROUPES SIMPLEMENT CONNEXES

Nous supposons dans cette section, et uniquement dans cette section, que G est semi-simple, quasi-
simple et simplement conneze et que p ne divise pas le cardinal de X (T)/ < ® >. Nous allons aborder le
calcul explicite des groupes Z(G) et Z(L) en utilisant uniquement le systéme de racines de G. Le calcul
du groupe Z(QG) en termes des poids minuscules est fait dans [Bou2, chapitre VI, §2, corollaire de la
proposition 5]. Le calcul du groupe Z(L) peut alors étre fait grace & la proposition 4.5. En revanche, la
proposition 5.4 nous semble nouvelle : elle contient une description de Ker hy,, lorsque I est auto-opposée
en termes du groupe d’automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G.

5.A. Poids minuscules. Notons & la plus grande racine de A (elle est bien définie car, puisque G est
quasi-simple, ® est irréductible). Posons

A = Au{-a}

et WA = W % Y(T).
Puisque G est simplement connexe, W2 est le groupe de Weyl affine de ®. On définit
Autyy (A*) = {w € W | w(AYM) = AT,

Alors Autyy (A) est le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G induits par
un élément de W. Pour finir, nous aurons besoin des notations suivantes :

Amins = {a €A | <&, @) >7=1}

et AN

minus

= Aminus U {_d}

Posons conventionnellement " 5 =0.
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Proposition 5.1. Supposons G semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. Alors Uapplication
A Z(G), a s i(w)) est bijective.

minus o

DEMONSTRATION - Voir [Bou2, chapitre VI, §2, corollaire de la proposition 5]. m

5.B. Automorphismes du diagramme de Dynkin affine. Notons Cj 'alcove
Co={yeY(T)zR | (VQGA, <a,y>T 20) et <—-a,y>r <1}

Soit z € Z(G). Soit y € Y(T) ®z Zy,) tel que it(y) = 2. Puisque < o,y >7€ Z pour tout o € ®, il
existe un unique w € W2 tel que w(Cy) = y + Cy. Nous notons w, la projection de w sur W. Alors w,
ne dépend que de z et non du choix de y.

Nous allons maintenant rappeler la formule explicite de w;y(wyv) pour a € A2t

minus*

Si @ € A nous

notons ws = WAWA\{a} (remarquons que w_5 = 1). Alors on a, pour tout a € A,
(5.2) Wip(wy) = Wa

(voir [Bou2, chapitre VI, §2, proposition 6]).
La proposition suivante est démontrée dans [Bou2, §2.3]

Proposition 5.3. Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Alors application
Z(G) — Auty (A, 2+ w, est bien définie ; c’est un isomorphisme de groupes.

Compte tenu du corollaire 4.7, on peut, pour calculer Ker hy,,, se ramener au cas ou I est auto-opposée.
Dans ce cas, la proposition suivante en fournit une description en termes du groupe d’automorphismes
du diagramme de Dynkin affine de G.

Proposition 5.4. Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Si I est une partie
auto-opposée de A, alors

Kerhy, = {z € Z2(G) | w,(I) = I}.

DEMONSTRATION - Soit a@ € A. Compte tenu de 5.2 et de la proposition 4.5, il suffit de montrer que
wo (1) = I si et seulement si o € A—1I. Tout d’abord, sia € A—1, alors wa_tay(I) = —I et wa(I) = =1
car I est auto-opposée. Donc wq () = I. Réciproquement, si a € I, alors wa_gqa}(e) € ®* et donc
we () € ®~. Par suite, wq (@) € I, ce qui montre que wy(I) #I1. m

6. LE GROUPE H!(F, Z(G))

6.A. Morphisme vers Out(G¥'). Commencons par un rappel élémentaire :
Lemme 6.1. On a Cg(GF) = Z(G).

DEMONSTRATION - Nous verrons dans §14.A qu’il existe un élément unipotent u € B{" tel que Cg(u) =
Z(G).Cy,(u). Donc Cg(GF)CCq(u) = Z(G).Cy,(u) Si on note wg un élément de GI" représentant
I’élément de plus grande longueur de Wy, alors Cq(G!)C Cg(wouwy ') = Z(G).*°Cy,(u). Donc
Ca(GT)cCq(u) N Cg(wouwy ') = Z(G). D’autre part, il est clair que Z(G)C Cg(G*). Dol le
résultat. m

REMARQUE 6.2 - Le lemme 6.1 montre en particulier que le centre de G est Z(G)¥. O

Nous notons Aut(G, F') le groupe des automorphismes de G commutant avec F. Alors le groupe
Int(G¥") des automorphismes de G induits par la conjugaison par un élément de G est un sous-groupe
distingué de Aut(G, F). D’apres la remarque 6.2, le groupe Int(G!") est isomorphe au groupe des au-
tomorphismes intérieurs de G, ce qui justifie la notation utilisée. Nous notons Out(G, F') le groupe
quotient Aut(G, F)/Int(GT). On a un morphisme canonique Out(G, F) — Out(GF).

Siz € HY(F, Z(G)), nous notons g, un élément de G tel que g; 1 F(g.) appartient & Z(G) et représente
z. Alors I'automorphisme intérieur int g, appartient & Aut(G, F). On note 7& son image dans Out(GF").
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Proposition 6.3. L’application 7¢ : HY(F, Z2(G)) — Out(GY), z — 78 est bien définie : c’est un
morphisme injectif de groupes.

DEMONSTRATION - Soient z € H'(F, Z(G)) et soient g et h deux éléments de G tels que h=1F(h) et
g 'F(g) appartiennent & Z(G) et représentent z. Alors il existe z € Z(G) tel que x ' F(z)h 1 F(h) =
g 'F(g). Puisque x est central dans G, on a F(gh~'z=1) = gh~'z~!. Posons y = gh~'z~!. Alors
y € GF et int g = int(y) oint(hx) = int(y) oint(h). Donc I'image de int g dans Out(G, F) coincide avec
I'image de int . Cela montre que 7 est bien définie.

Montrons maintenant que ¢’est un morphisme de groupes. Soient z et 2z’ deux éléments de H*(F, Z(G))
et soient g et g’ deux éléments de G tels que g~ F(g) et ¢’ ' F(g’) appartiennent & Z(G) et représentent re-
spectivement z et z’. Alors, sionposea = (9¢9') "' F(g99'),onaa= ¢~ tg ' F(9)F(g") = ¢~ F(g')g ' F(g)
car g~1F(g) est central. Donc a € Z(G) et a représente zz’. Mais int(gg’) = int(g)oint(g’), donc

G

— G ; G : . i
T, =T, o7, . Par conséquent, 7% est bien un morphisme de groupes.

Pour finir, montrons que 7& est injectif. Soit z € H'(F,Z(G)) et soit g € G tel que g 1F(g)
appartient & Z(G) et représente z. Supposons que int(g) induit un automorphisme intérieur de G*'.
Alors il existe h € G tel que h™1g € Ca(GY) = Z(G) (voir lemme 6.1). Donc, si on pose a = h™1g,
alors g71F(g) = (ha) "' F(ha) = a='F(a) car F(h) =h. Donc z=1.m

REMARQUE - Le morphisme de groupes Out(G, F) — Out(G!) est en général non injectif. Par exemple,
si G est un tore, si 6 = 1, et si G est déployé sur Iy, alors tout automorphisme de G commute avec
F, donc Out(G, F) = Aut(G) car G est abélien. Mais, si n = dim G, on a Aut(G) ~ GL,(Z) et
Aut(GF) ~ GL,(Z/(q—1)Z), donc le morphisme Aut(G) — Aut(G") a un noyau infini lorsque n > 2. 0

Le groupe Out(G*') agit sur Cent G¥" et Irr G’ de la facon suivante : si 7 € Out(GF') et si y appartient
a Cent GI' ou Irr G, on pose 7(x) = x o771, oi1 7 est un automorphisme de G représentant 7. Cela
nous définit donc, & travers le morphisme 7¢, une action de H!(F, Z(G)) sur Cent G et Irr GF'. Si
V est un sous-espace de Cent(G!') stable sous I'action de H(F, Z(G)) et si ¢ € HY(F, Z(G))", nous
noterons V; la composante (-isotypique de V. On a donc Vi = V N Cent(GF),.

6.B. Le groupe GF/GFZKG)F Soit L un sous-groupe de Levi de G. On suppose ici que L est
F-stable. On pose L = G N L. Alors L est un sous-groupe de Levi F-stable de G. Le morphisme de
groupes hi : HY(F, Z(G)) — H'(F, Z(L)) induit par hy, est surjectif. S’il y a ambiguité, nous le noterons
het,

Soit I € L¥. Alors il existe | € L et Z € Z(G) tels que [ =1z Puisque F(I) = I, on en déduit que
I7'F(l) = F(2)~!2z. Donc I71F(l) € Z(G). On note o (l) sa classe dans H!(F, Z(G)). 1l est facile de
vérifier que o (1) ne dépend que de [ et non du choix de I et Z. Il est tout aussi immédiat que o induit
un isomorphisme de groupes (toujours noté o)

LY /LF 2(G)" = HY(F, Z2(G)).
D’autre part, on a un morphisme canonique
LY /LF.Z(G)F — Out(LF)

et un simple calcul montre que le diagramme

G
~ ~ ag
L7 /LF Z(G)F ————— H'(F, Z(G))
ht,
7_L

Out(LF) ~<——— HY(F, 2(L))

est commutatif. Lorsque L = G, l'isomorphisme of* sera noté og. De plus, l'isomorphisme dual de o

sera noté 68 : HY(F, 2(G))" = (LF/LF.Z(G)™)" (ou 6¢ si L = G).
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En utilisant 1'isomorphisme w® : (Ker’i*)¥" =5 H'(F, Z(G))" (voir 4.11), on obtient un diagramme
commutatif :

*

(Ker' *)F" ——————— (Keri*)F

(6.4) HY(F, Z(G))" ~

(L /L".Z(G)")N ——— (L7/L7)"

DEMONSTRATION DE 6.4 - Soit T un tore maximal F-stable d~e L. Soit ’i‘* un tore maximal F*-stable
de G dual de T. Posons T = TN G et T* = i*(T*). Puisque L¥/L¥ ~ TF/TF il suffit de montrer la

commutativité du dlagramme 6.4 1orsque L =T, ce que nous supposerons dorénavant.
Soit n € N*. Notons w? : (Ker'i*)F™" — Hl(F" Z(G)) induit par w. Notons

B+ (Ker’ i*)F" — (TF")"
le morphisme composé (Ker’ i*)F™" — (Keri*)"™" 5 (TF" )"
v+ HY(F, 2(G))" — (T )"

le morphisme composé HY(F", Z(G)) — (TF"/TF" Z(G)F")N — (TF")A. 11 s’agit de montrer que
71 owd = B1. Mais, le diagramme

(Ker” i%)F"
HY(F, 2(G))" n ‘ (TF)»
Ker 7* Fm NQn/F
Hl(F" TF")/\

est commutatif. Ici, toutes les applications verticales sont injectives. En particulier, cela montre qu’il
suffit de montrer que 7, o w? = B, et donc que I'on peut remplacer F par n’importe laquelle de ses
puissances. Par exemple, et c’est ce que nous ferons par la suite, nous pouvons supposer que F' est un
endomorphisme de Frobenius déployé de T (sur un corps fini & ¢ éléments) et que F agit trivialement
sur Z(G). En particulier, F* est un endomorphisme de Frobenius déployé de T* et F* agit trivialement
sur Ker’ i*.

Soit a € Ker' i* = (Ker'i*)F" et soit £ € TF. Puisque F* est déployé, il existe § € Y(’i‘* N D(é*)) ~
X(T/Z(G)) c X(T) tel que a = y(i ((1/(q—1)) ))). Soit alors y € Y (T*) ~ X(T) tel que ix(y) = (¢ — 1)y.
Soient maintenant t € T et Z € Z(G) tels que £ = 2. Posons z = t "' F(t) € Z(G). D’aprés 1.15 et 4.9,
il suffit de montrer que §(¢) = y(z). Mais,

y(2) =yt~ F(t) =y(t"") = (¢ — y)(t) = ix()(t) = 5(t).

Cela montre le résultat car tZ(G) = iZ(G) et § € X (T/Z(G
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7. CUSPIDALITE

7.A. Définition et premiéres propriétés. Le groupe réductif G est dit cuspidal si, pour tout sous-
groupe de Levi L propre de G, on a Kerh$ # {1} (voir [Bon3, §1] ou [Bon6, §2.C]). Nous rappelons
ici quelques propriétés des groupes cuspidaux dont le lecteur pourra trouver une preuve dans [Bon6,
propositions 2.12 et 2.18 et remarque 2.14].

Proposition 7.1. Supposons que G est cuspidal. Alors :

(a) Sim: G — G est un morphisme isotypique, alors G est cuspidal.
(b) Le groupe G est universellement auto-opposé.
(¢c) Toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A.

7.B. Sous-groupes de Levi cuspidaux. Si K est un sous-groupe de Z(G), nous notons L£(K) (ou
LG (K) s'il y a ambiguité) I'ensemble des sous-groupes de Levi de G tels que Ker hy, C K. Nous notons
Lonin(K) (ou LG, (K)) 'ensemble des éléments minimaux pour I'inclusion de £(K). La preuve de la

proposition suivante peut étre trouvée dans [Bon6, lemme 2.16] :

Proposition 7.2. Si K est un sous-groupe de Z(G), alors Lmin(K) est une seule classe de conjugaison
de sous-groupes de G. De plus, ses éléments sont cuspidaux.

1l est facile, en utilisant entre autres la proposition 5.4, de classifier les groupes Lnin(K) lorsque G est
semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Cette classification est faite dans [Bon6, table 2.17].
Nous la rappelons dans la table 7.3 (cette table ne contient pas les groupes Lmin(Z(G)) car ce sont les
tores maximaux de G). Pour pouvoir lire cette table, il convient de signaler que les copoids fondamentaux
en type Ds, sont numérotés comme dans [Bou2, planches]). La classification dans le cas général découle
de [Bon6, §2.B].

7.C. Caracteéres linéaires cuspidaux. Un caracteére linéaire ¢ : Z(G) — @; est dit cuspidal si, pour
tout sous-groupe de Levi propre L de G, on a Kerhy, ¢ Ker (. Nous noterons Z/,.(G) lensemble des
caracteres linéaires cuspidaux de Z(G). Si 22 (G) # &, alors G est cuspidal. En particulier, toutes ses

composantes quasi-simples sont de type A (voir proposition 7.1 (c)).

8. ELEMENTS SEMI-SIMPLES ET NON CONNEXITE DU CENTRE

Hypothese :  Nous fizons dans cette section un élément semi-simple s € G*I" . Nous
fizons aussi un élément semi-simple § € G*F" tel que i*(3) = s.

L’existence de § est assurée par le théoreme de Lang et la connexité de Ker:*.

8.A. Centralisateur de s. Soit B} un sous-groupe de Borel F*-stable de C&.(s) et soit T} un tore
maximal F*-stable de Bf. On note W (respectivement W (s), respectivement W°(s)) le groupe de Weyl
de G* (respectivement Cg-(s), respectivement Cg&. (s)) relativement & Tj. Alors

Wi(s)={weW | w(s)=s}

et W°(s) est un sous-groupe distingué de W(s). De plus, W (s)/W?°(s) est canoniquement isomorphe &
Ag+(s). Soit A(s) = {w € W(s) | “B7 = Bf}. Alors A(s) est un sous-groupe F*-stable de W (s) et
W(s) = W°(s) x A(s). Donc A(s) est canoniquement isomorphe & Ag-(s). Nous identifierons par la
suite A+ (s) avec A(s), de sorte que
(8.1) W(s) = W°(s) x Ag~(s).
Soit ®; (respectivement ®;) le systeme de racines de G* (respectivement Cg&.(s)) relativement & T7.
Alors

O, ={aed|a(s)=1}.
Pour tout w € W (s), 'automorphisme ¢~'/%wF* de X (T%) ®zR est d’ordre fini 0,,. Soit N le plus petit
commun multiple de (0u)wew(s)- On notera ¢; un générateur d’'un groupe cyclique < ¢; > d’ordre N
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Type Type de
Z(G K Z(L Diagramme de (G,L
de G ( ) L S Emin(K) ( ) & ( )
l"’r—&-l/d
A7- H7.+1 Ofl d | r+ 1 Ad_l X - X Ad_l l‘l’d Ag—1 }—O— Ag_1 }—O e O— Ag_1
et p /{/d le fois —
Bar g1 Mo 1 Ap X - X Ag Lo L N
———
P 7& 2 r+1 fois
Bs, 75 1 Ay X - X Ag o e O e O - -e==0
—_———
P 7& 2 r fois
Cy 125} 1 Ay Mo oO—O0— - —O0——O0—==—e
p#2 (grande racine)
°
1 Al X oo X Al XAg Ky *—O—0- —.—()—C\
N °
D2r+1 Ly r—1 fois
°
p7£2 Ho A1><A1 M2 o0——O0—: -+ —O0—C
\o
)
1 Ay x - x Ay Ho X Loy o—o—o—o—~~~—o—o<
—_———
r+1 fois ®
/o
Day <ir(wy,._q) > Ay x-oox Ay o o—o—e—o - +—
———
Ko X o r fois L4
)
p#2 < ip(wy,) > Al X o x Ay o o—o—o—o—-~~—.—o<
r fois O
°
<ZT(wY)> Ay X Aq Mo o—o—- —O—O/
\o
Es M3 1 Az x A TR [ S S S
p#3 L
Er Ho 1 Al X Al X Al Mo O ® ®
p#2 l

Table 7.3
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et nous ferons agir ¢; sur X(T1)* ®z R comme ¢~ '/9F*. Ainsi, ¢; normalise W (s) et, si w € W(s), on
a grwey " = F*(w). On peut donc définir le produit semi-direct W (s)x < ¢ >.

Le but de cette sous-section est de relier le groupe Ag-(s) aux groupes Ker’ i*, Z(G)" et (GF/GF)".
Tout d’abord, considérons I'application

ps: Cax(s) — Ker' i*
g — (5,8 =gsgls!

ot, pour tout g € Cg-(s), § désigne un élément de G* tel que i*(§) = g. Alors p4(g) ne dépend ni
du choix de § ni du choix de 5. Puisque Ker’i* est central, ¢, est un morphisme de groupes et le
noyau de ¢, est i*(Cg.(5)). Mais, d’apres le théoréme 3.5 et par exemple [DiMi2, Proposition 2.3], on a
i*(Ca.(5)) = C&.(s) donc ¢, induit un morphisme injectif de groupes encore noté

(8.2) ©s 1 Ag+(s) — Ker’ i*.

Ce morphisme commute a l'action de F*. Comme conséquence, on obtient le

Lemme 8.3. Le groupe Ag~(s) est abélien et, via ¢s,

Ag-(s) ~ {z € Keri* | 5 et 5z sont conjugués dans G*}.

Par dualité, ¢4 induit un morphisme surjectif @5 : (Ker’i*)" — Ag-(s)" et, par composition avec les

isomorphismes w, w®, w!, @, &° et &1, on obtient des morphismes

ws : Ag~(8) — Z(G)",
W0 Ag-(s)F" — HY(F, 2(G))",

w : HY(F*, Ag+(s)) — (2(G)")",
(8.4)
Ws: Z(G) = Ag~(s),

&0 HY(F, Z(G)) — (Ag-(s)7)",

ol Z2(G)F — HY(F*, Ag-(s))".

S

Les morphismes w, et w? sont injectifs tandis que les morphismes @, et @0 sont surjectifs. On ne peut

cependant rien dire en général concernant les morphismes w! et &!.

8.B. Sous-groupes de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de
Levi F*-stable de G* dual de L. Supposons que s € L*¥". Le morphisme injectif Cy+(s) < Cg-(s) induit
un morphisme injectif Ap-(s) < Ag=(s). En effet, le noyau du morphisme naturel Cp«(s) — Ag=(s)
est Cg.(s) NL*. Mais, puisque L* = Cg+(Z(L")°), on a Cg.(s) NL* = Cce,, (5)(Z(L")°). Le résultat
découle alors de ce que le centralisateur d’un tore dans un groupe connexe est connexe [Bor, corollaire
11.12]. Il est d’autre part facile de voir que le diagramme

Ap-(s) — Z(L)"
(8.5) l l
Ag+(s) —= Z(G)",

est commutatif. De plus, toutes les applications sont injectives. En effet, I'injectivité de I’application
verticale de droite résulte de la proposition 4.2 et I'injectivité de I'autre application verticale a été discutée
ci-dessus.
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En prenant les points fixes sous F' et F'* et en dualisant, on obtient un autre diagramme commutatif

0

HY(F, Z(G)) —= (Ag-(s)F)"

(8.6) hil lRes
H'(F, Z(L)) —= (A~ (s)")".

-0
wL

e

)8

8.C. Centralisateurs de sous-tores. Fixons maintenant un groupe fini H d’automorphismes de
X(T;) ®z R tel que, si h € H et o € Py, alors h(a) soit un multiple réel d’une racine de ®;. Cela
définit une action de H par permutation sur les racines que nous noterons h * « : elle est définie ainsi

hx o€ ® NRIA().
Notons Y# le R-espace vectoriel des points fixes de H dans son action sur Y (T%) ®z R. Posons
by ={acd |VveY < a,v >r:=0}.

Alors @y est le systeme de racines relativement a Tj d’un sous-groupe de Levi L* de G*. Soit L le
sous-groupe de Levi de G dont le systeme de coracines est ®z. Nous noterons Wy, le groupe de Weyl
de L* relativement a T*, W (s) le centralisateur de s dans Wiy,, W (s) le groupe de Weyl de Cy.(s)
relativement & T7. Alors

Proposition 8.7. Supposons que H stabilise ®F (pour Uaction x). Alors :
(a) Ci.(s)=T%, c’est-a-dire W (s) = 1.
(b) WL(s)? c Ag-(s)#
(c) WL(s)® commute avec W°(s)H.

DEMONSTRATION - (a) Soit a € @z N® et soit y € Y(TT). Alors < o, >, oy h(y) >7:= 0 par définition
de . Mais,
< aq, Z h(y) >r:=< Z h(c),y > .
heH heH
Donc, Y, h(a) =0, ce qui est impossible car H stabilise 7 (dans son action ). Donc &y N &, = &,
ce qui montre (a).

Avant de continuer, introduisons quelques notations. Il existe v € Y'(T7) tel que < o, v >r:> 0 pour
tout a € ®F. Posons vy = Y., h(v). Alors vg € Y# et < a,v9 >1+> 0 pour tout a € ®F car H
stabilise @7 (via I’action *).

(b) Soit w € Wr(s) et soit o € ®F. Posons f(o) = Y,y h(a). Alors < f(a),vo >1:> 0.
D’autre part, f(w(a)) = w(f(a)) et, puisque w(vg) = vo, on a < f(w(a)),vo >7;> 0. Cela montre que
< w(a),vo >1:+> 0 et donc que w(a) € ®F. En d’autres termes, w € Ag-(s).

(c) D’apres (b), le groupe Wi,(s)? normalise W°(s)2. et Wi (s)? N We(s)# = 1. D’autre part WH
normalise Wy, donc W (s)# normalise Wy, (s)*. D’ou (c). m

8.D. Eléments semi-simples cuspidaux. Un élément semi-simple s € G* (respectivement s € G*F")
est dit géométriquement cuspidal (respectivement rationnellement cuspidal) 8’il existe un élément a €
Ag-~(s) (respectivement a € Ag-(s)"") tel que ws(a) € Z4,(G). S'il est nécessaire de préciser le groupe
ambiant, nous parlerons d’éléments géométriquement ou rationnellement G*-cuspidaux. La définition
précédente est la méme que [Bonb, définition 1.4.1]. Nous commengons cette sous-section par une car-

actérisation des éléments semi-simples géométriquement cuspidaux.

Proposition 8.8. Soit a € Ag+(s). Alors ws(a) € Z[,(G) si et seulement si a ¢ Ap~(s) pour tout
sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s (ot on rappelle que Ap~(s) peut étre vu naturellement

comme un sous-groupe de Ag~(s)).

DEMONSTRATION - S’il existe un sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s tel que a € Ap-(s),
il résulte de la commutativité du diagramme 8.5 que ws(a) n’appartient pas a Z2,(G).
Réciproquement, supposons que a € Ar+(s) pour tout sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant

s. Nous devons montrer que ws(a) € Z4,,(G). Pour cela, compte tenu de [Bond, 1.4.6 et 1.4.7], nous
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pouvons supposer que G est semi-simple, simplement connexe et quasi-simple. D’aprés [Bon8, proposition
3.14 (b)], a peut-étre vu comme un automorphisme du diagramme de Dynkin affine de G. L’hypothese
implique que a agit transitivement sur le diagramme de Dynkin affine (sinon a appartient & un sous-
groupe parabolique propre de W). Un examen de la classification des systémes de racines montre que
cela ne peut arriver que lorsque G est de type A,. Dans ce cas, a est d’ordre n + 1 et Z(G) est aussi
d’ordre n + 1. Par conséquent, ws(a) est injectif et le résultat est immédiat. m

Nous rappelons certaines des propriétés des éléments semi-simples cuspidaux démontrées dans [Bonb,
§1.4]. Rappelons que s est dit isolé (respectivement quasi-isolé) si Cg.(s) (respectivement Cg-(s)) n’est
contenu dans aucun sous-groupe de Levi propre de G*.

Proposition 8.9. Soit s un élément semi-simple géométriquement cuspidal de G*. Alors :

(a) Toutes les composantes quasi-simples de G* sont de type A.

(b) SiL* est un sous-groupe de Levi propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif Ay~ (s) —
Ag~(s) n’est pas surjectif.

(c) Sise G*F" est de plus rationnellement cuspidal, alors si L* est un sous-groupe de Levi F*-stable
propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif Ay (s)F — Ag+ (S)F* n’est pas surjectif.

(d) s est quasi-isolé et régulier.

(e) L’application ws : Ag=(s) — Z(G)" est un isomorphisme.

DEMONSTRATION - (a) découle de la proposition 7.1 (c). (b) découle de la commutativité du diagramme
8.5. (c) découle de la proposition 8.8. Le fait que s est quasi-isolé découle de (b). La preuve de la
régularité de s est faite dans [Bon4, lemme 3.2.9]. D’ou (d). Pour (e), voir [Bonb, proposition 1.4.9]. m

Fixons maintenant a € Ag~(s) et posons
L{ o = Ca-(((T71)")°).

C’est un sous-groupe de Levi de G* contenant T7. Soit Ls , un sous-groupe de Levi de G dual de L7 ,.
Notons que a € Ayp: (s).

Proposition 8.10. Sia € Ag-(s), alors wy, , s(a) € Z0(Ls,a). Donc s est géométriquement cuspidal
dans L} .

DEMONSTRATION - Pour montrer la proposition 8.10, on peut travailler dans Ly 4, ¢’est-a-dire que I'on
peut supposer que Ly , = G. L’hypothese signifie donc que que ((T7)%)° = Z(G*)°, c’est-a-dire que a
est un élément cuspidal [GP, définition 3.1.1] de W. Par suite, si M est un sous-groupe de Levi propre de
G contenant T et si M* est un sous-groupe de Levi de G* contenant T dual de M, alors a € Wi (s).
La proposition 8.8 montre alors que ws(a) € Z4,(G). m

Corollaire 8.11. Soit a € Ag~(s). Alors :

(a) Cy. (s) =Tj, cest-a-dire Wy__(s) = 1.
)a C Ag~ (S)
(c) Wi, ,(s)* commute avec W°(s)*.

(€) Nuw(o(Wr,,)=W(s)" .

DEMONSTRATION - Le groupe < a > stabilise ®F. Par conséquent, (a), (b) et (c¢) découlent de la
proposition 8.7. Montrons (d). Soit w € Ny (Wy,,). Par construction, a est un élément cuspidal [GP,
définition 3.1.1] de Wy, ,. Par suite, waw™' € Wy, et est conjugué & a sous W. Donc, d’apres [GP,
théoreme 3.2.11], il existe z € Wy, tel que waw™" = zaz™'. Donc w € W Wy, ,. Cela montre que
Nw (Wi, ,) C W* Wy, . L'inclusion réciproque est immédiate.

Montrons pour finir (e). Soit w € W (s) normalisant Wy, ,. Quitte a multiplier w par un élément de
Ag-(s) (et en utilisant (d)), on peut supposer que w € W°(s). D’apres (d), on a awa™*w™ € Wy, .

1

Mais, d’autre part, awa=tw=! € W°(s). Donc, d’apres (a), awa ™ lw™t =1. m
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REMARQUE - A ce jour, la preuve de [GP, théoréme 3.2.11] nécessite la classification des groupes de
Coxeter finis et de leurs classes cuspidales, ce qui est désagréable. Il faut noter que l’analogue de [GP,
théoréme 3.2.11] est faux en général pour les groupes de réflexions complexes. O
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Chapitre III. Induction et restriction de Lusztig, séries de Lusztig

Nous rappelons ici la construction de I'induction et de la restriction de Lusztig ainsi que la définition
de séries de Lusztig géométriques et rationnelles. Un des buts de ce chapitre est de fournir une preuve
complete de la disjonction des séries de Lusztig rationnelles (en partant de la disjonction des séries
géométriques des groupes & centre connexe). Cette preuve est largement esquissée dans [Lu3] et [DiMi2,
chapitre 14] mais dans ces deux cas, elle n’est pas tout-a-fait complete. Dans la section 9 nous rappelons
quelques propriétés de la dualité entre caracteres linéaires d’un tore et éléments semi-simples du dual.
Nous reprenons notamment un lemme d’Asai [As, théoréme 2.1.1] sur les caracteéres centraux associés
a des éléments semi-simples géométriquement mais non rationnellement conjugués. Dans la section 10,
nous étudions les actions du centre sur les applications de Lusztig. Nous rappelons aussi dans quels cas
la formule de Mackey est connue. La section 11 est consacrée a la disjonction des séries de Lusztig ainsi
qu’a quelques-unes de leurs propriétés (caractere central, compatibilité & U'induction de Lusztig...).

9. CARACTERES LINEAIRES DE TORES MAXIMAUX

9.A. Dualité. Soit V(G, F) I'ensemble des couples (T,6) ou T est un tore maximal F-stable de G
et 0: TF — @,” est un caractere linéaire. Soit V*(G, F) ensemble des couples (T*,s) oit T* est un
tore maximal F*-stable de G* et s € T*F". Le choix des morphismes ¢ et j définis dans §1.B induit une
bijection [DiMi2, proposition 13.13]

(9.1) V(G,F)/G' — V*(G, F)/G*".

Si (T,0) € V(G,F) et (T*,s) € V*(G, F), nous écrivons (T,H)&(T*,s) pour dire que (T,0) et
(T*, s) sont associés par la bijection 9.1.

Lemme 9.2. Soient (T,0) € V(G,F), (T*,5) € V*(G,F) et z € (Keri*)F". Voyons 26 comme

un caractére linéaire de TF par restriction depuis GF. Alors (T,0) S, (T*,3) si et seulement si

(T, 056) <& (T, 52).
DEMONSTRATION - Claire. m

9.B. Restriction. Si (T,0) € V(G, F), nous posons

ResS(T,0) = (TN G,ResL, .. 0) € V(G, F).

TFNGF

De méme, si (T*,3) € V*(G, F), nous posons
ResS (T7,5) = (*(T7),i*(5)) € V*(G, F).

Le lemme suivant se démontre en revenant a la définition de la dualité entre les tores.

Lemme 9.3.

(a) Soient (T 0) et (T*,3) deux Eléments de V(G, ) et V*(G, F) respectivement. On suppose que
(T,0) <S5 (T*,3). Alors ResS (T, 0) <S> *ResS (T, 5).

(b) Soient g‘ 0) et (T*,s) deux éléments de V(G, F) et V*(G, F) respectivement. On suppose que
(T, 0) — (T*,s). On pose

T =T.Z(G) et T = i*~}(T")

et soit 5 un élément semi-simple de G*F" tel que i *(8) = s (Un tel élément § existe d’apreés le
corollaire 2.7). Alors il existe une extension 6 de 6 o TF telle que (T, ) S, (T*,5).

9.C. Conjugaison géométrique et rationnelle. La définition suivante a été posée par Deligne et
Lusztig [DeLul, définition 5.5].

Définition 9.4. Soient (T1,61) et (T2, 0;) deuz élément de V(G, F) et soient (T5,s1) et (T5,s2) deux
éléments de V*(G, F) tels que (T, 0) «—— (T}, sk) pour tout k € {1,2}. On dit que (T1,61) et (T2,62)
sont géométriquement conjugués (respectivement sont dans la méme série rationnelle) si sq et
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s9 sont géométriquement conjugués (respectivement rationnellement conjugués), c’est-a-dire si ils sont
. P . *
conjugués dans G* (respectivement G*I'" ).

Soit s un élément semi-simple de G*¥~. Nous noterons (s), ou (s)g- s'il y a ambiguité, la classe de
conjugaison géométrique de s. De méme, nous noterons [s], ou [s]g«r+, la classe de conjugaison rationnelle
de s. Soit V*(G, F, (s)) (respectivement V*(G, F, [s])) 'ensemble des couples (T*,s') € V*(G, F) tels
que s' est géométriquement (respectivement rationnellement) conjugué & s. Par dualité, nous notons
V(G, F, (s)) (respectivement V(G, F, [s])) 'ensemble des couples (T, 0) € V(G, F) associés aux couples
appartenant & V*(G, F, (s)) (respectivement V*(G, F, [s])) par la bijection 9.1.

Corollaire 9.5. Soit 5 € G un élément semi-simple et soit s = i*(3). Si (T,0) € V(G, F, (3)), alors
Resg (T, 0) € V(G, F, [s]).

9.D. Autres caractérisations des séries géométriques et rationnelles. Concernant la conjugaison
géométrique des couples appartenant & V(G, F'), le lemme suivant nous fournit une définition équivalente
[DeLul, proposition 5.4] :

Lemme 9.6 (Deligne-Lusztig). Soient (T1,601) et (T2,02) deuz éléments de V(G, F). Alors (T1,601)
et (Tq,02) sont géométriqguement conjugués si et seulement si il existe un entier naturel non nul n et un
élément g € G tel que Ty = 9T et

92ONFTL/F :9(91 ONFTL/F)
ot NFn/F:Tan — TF t—tF(t)...F"'(t) est la norme de F™ ¢ F (k=1 ou 2).

Nous allons maintenant utiliser le groupe G (et le fait que son centre est connexe) pour donner une
autre définition des séries rationnelles. Tout d’abord, notons que les séries géométriques et rationnelles
coincident dans G & cause du théoréme de Steinberg (voir théoréeme 3.5) :

* . 77 7 . . —~ * 7’ Ve . . 7’ .
Proposition 9.7. Deuz éléments semi-simples de G*F~ sont géométriqguement conjugués si et seulement
si ils sont rationnellement conjugués.

Corollaire 9.8. Soient (T1,61) et (Ta,02) deuz éléments de V(G, F). Alors (T1,60:) et (Tq,62) sont
géométriquement conjugués si et seulement si ils appartiennent a la méme série rationnelle.

La prochaine proposition fournit, en termes du groupe G, un outil pratique pour déterminer si deux
éléments semi-simples de G*I" sont rationnellement conjugués.

Proposition 9.9. Soient s, et sy deux éléments semi-simples de G*F~ . Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) s1 et s2 sont rationnellement conjugués ;
(2) Il existe des éléments semi-simples rationnellement conjugués 3, et 35 dans G*F tels que i*(5;) =
s; pour tout i € {1,2} ;
(3) Il existe des éléments semi-simples géométriquement conjugués 31 et 5o dans G tels que
i*(5;) = s; pour tout i € {1,2}.

DEMONSTRATION - D’apres la proposition 9.7, (2) et (3) sont équivalents. Il est par ailleurs clair que (2)
implique (1). Il nous reste donc & démontrer que (1) implique (2).

Supposons donc qu'il existe g € G*F tel que so = gs1g~ 1. Puisque i* : G G est surjective
(voir corollaire 2.7), il existe §; € G*F" et § € G*I" tels que i*(51) = s1 et i*(§) = g. Posons maintenant
50 = §51g'. Alors 3; et 35 sont des éléments semi-simples rationnellement conjugués de G et

1*(8k) = si pour tout k € {1,2}. m

Corollaire 9.10. Soient (T1,0;) et (Ta,60:) deuz éléments de V(G,F). Soit Ty = Ty.Z(G) (pour
k €{1,2}). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (T1,61) et (To,602) appartiennent a la méme série rationnelle ;
(2) Il existe des extensions 01 et Oy de 0, et 0y respectivement (a 'i‘f et '1‘5 respectivement) telles
que (T, 91) et (T, ég) sont géométriguement conjugués.



32

DEMONSTRATION - Cela résulte immédiatement de la proposition 9.9 et du lemme 9.3 (b). m

9.E. Caractéres centraux. La proposition suivante explique comment varient les caracteres linéaires
" P TSEPT .
Resz(gyr 0 lorsque (T, 6) parcourt une série géométrique ou rationnelle.

Proposition 9.11. Soient (T1,601) et (T2,02) deux éléments de V(G, F).
(a) Si(T1,01) et (Ta,02) sont géométriqguement conjugués, alors
TF T
Resz(lG)oF 01 = ResZ(ZG)C,F 0.
(b) Si (T1,01) et (T2, 602) appartiennent & la méme série rationnelle, alors

F F
Resr'zr(lg)F 0, = Resg(zG)F 0.

DEMONSTRATION - (a) Si (T4,61) et (Taq,602) sont géométriquement conjugués, alors, d’apres le lemme
9.6, il existe un entier naturel non nul n et un élément g € G tel que Ty = 9T et

92 ONF"/F = 9(91 ONF"/F)-
Soit z € Z(G)°F. Puisque le groupe Z(G)° est connexe, il existe 2’ € Z(G)°F" tel que Npn/p(2') = 2.

Donc
02(2) = 02(Npnp(2')) = 01(Npnyp(9~2'9)) = 01(Npn yp(2')) = 61(2)
car 2z’ est central. Cela montre (a).
(b) Si (T~1, 1) et (Tg, 02) appartiennent & la méme série rationnelle, alors, d’apres le corollaire 9.10, il
existe (T1,01) et (Tq,02) dans V(G, F) tels que
Resg (Tk, Ox) = (T, 0)

(k € {1,2}) et tels que (T1,60;) et (Ta,0s) sont géométriquement conjugués. Par conséquent, d’apres (a)
(appliqué au groupe G) et puisque Z(G) est connexe, on a

™ 5 _ 5 T 5
ReSZ(G)F 01 = Resz(é)F 0.

Donc (b) découle de ce que Z(G) =Z(G)NG. =

Si s est un élément semi-simple de G*”, nous notons  : Z(G)F — @ZX le caractere linéaire défini par
(9.12) § = Resg g 0
pour tout (T,0) € V(G, F,[s]) ; § est bien défini d’aprés la proposition 9.11 (b). Nous notons d’autre
part §° la restriction de § & Z(G)° ; le caractere linéaire 3° peut aussi étre défini par ’égalité
(9.13) §° = Resggor 0
pour tout (T, 0) € V(G, F, (s)) (voir proposition 9.11 (a)).

Soit maintenant o € H'(F*, Ag+(s)). Si go € G* est tel que g, F(ga) € Cg-(s) et représente o, alors
S0 = gasg, ! € G*F " est géométriquement conjugué A s et [sq] ne dépend que de « et non pas du choix
de go. De plus, (8a)acH!(F+,Aq-(s)) est une famille de représentants des classes de G*F" _conjugaison

contenues dans (s)é D’autre part, d’aprés la proposition 9.11 (a), 8,871 est un caractere linéaire du
groupe Z(G)F. 11 est donné par la formule suivante :

Lemme 9.14 (Asai). Si o € HY(F*, Ag-(s)), alors 3,571 = wl(a).
RAPPEL - Le morphisme w! : HY(F*, Ag-(s)) — (Z(G))" a été défini en §8.A. O

DEMONSTRATION - Le lemme 9.14 est démontré dans [As, théoréme 2.1.1] lorsque F' agit trivialement sur
le groupe Z(G) (et lorsque F est un endomorphisme de Frobenius). L’essentiel de sa preuve s’applique
ici encore mais nous préférons la rappeler dans ce cadre légerement plus général.

Spit T* un tore ma~ximal F*-stable de~C~}* contenant 3 et soit T un tore maximal F-stable de G dual
de T*. Posons T = TN G et T* = i*(T*). Soit o € H'(F*, Ag+(s)) et soit a un élément de Cg=(s)
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representant . On peut supposer que a normalise T* et que g, 'F(g,) = a. Alors s, peut étre vu
comme un élément de T* : plus précisément, s, € T**F"

Choisissons un entier naturel non nul n tel que F” soit un endomorphisme déployé de T sur un corps
fini & g éléments et tel que (aF*)" = F*" sur T*. On note encore par a ’élément de Ng(T) correspondant
a a € Ng-(T*).

Il existe & € Y(T*) = X(T) tel que

- N |
5= an/p(z)(z(q — 1))
On pose z = Res; Z. Alors
1
:N n 7 .
s = Npwypla) i)
D’autre part, il existe zo € Y(T*) = X (T) tel que
1
- N n «a 7 .
= Npjap(aa)0(=2))

Alors 3 = Resgr @ et 54 = Resgr T4

Soit z € Z(G)¥. Alors il existe t € T tel que t 1 F"(¢) = z. On pose u = F(t). Puisque F(z) = z on
au F"(u) = z. Soit t; = t7LF(t) et to = t712F(¢). Alors Npnp(t1) = Npnjap(ta) = z et t; € TF
et to, € TN = TF"  En particulier,

§(2) = Npn p()(t1) ot $a(2) = Npa/p (1) (ta).

Mais,
1 1

NF"/F(-T)(i(q — 1)) = NF"/aF(wa)(i(q 1

)
donc
ReSEFn NFn/F(ZL'> = ReS%Fn NF"/u,F(:Ca>-
Par conséquent, on a
5a(2)8(2)71 = Ngnp(w )tatll)
Npnp(x)(aua™ Lu=h)
= (“Npn/r(2) - NF"/F( z))(u).

D’autre part,
1

ps(a) =asa~'57" = ("“Npnp(Z) - NFn/F(f))(i(q 1

)
donc, d’apres 4.9, on a

wi(@)(2) = wi(a)(u'F"(u))
= (*“Npoyp(&) = Npayp(E)) (07

q" —1
ce qui est le résultat attendu. m

10. INDUCTION ET RESTRICTION DE LUSZTIG

10.A. Définitions. Soit P un sous-groupe parabolique de G et supposons que P posséde un complément
de Levi F-stable L. Soit U le radical unipotent de P. Posons, suivant Lusztig [Lul],

YS ={9€G|g 'F(9) € UL

Alors GF agit sur YS’ par translations & gauche tandis que L agit par translations & droite. Par
conséquent,

HY(YG) = > (-1)FHNYE, Q)
k>0
est un G¥-module-L¥ virtuel et
HI(YG) = Y (-DFHE(YE, Q)Y

k>0
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est un LT -module-G¥ virtuel. Nous noterons

REcP: ZIrLY — ZIrr G
A —  HI(YE) ®g,.r A

*RECP: ZIr G — ZIrr LY

° o H(Y§)®gerl

les applications d’induction et de restriction de Lusztig respectivement. Elles s’étendent naturellement
par linéarité en applications entre espaces de fonctions centrales

Rfp : Cent(L") — Cent(GF)

et *Rfcp : Cent(G") — Cent(L").

Ces deux applications sont adjointes I'une de l'autre par rapport aux produits scalaires (, )1, et (,)gr.
D’autre part, nous noterons

G . F F mn
QLCP : Guni X Luni - @é

(u, v) — Tr((u,0), H:(YG))

la fonction de Green associée & la donnée (L, P, G).

ExeEMPLE 10.1 - INDUCTION DE HARISH-CHANDRA - Si P est F-stable, alors U agit par translation a
droite sur Y§ et Y& /U ~ GI'/UF. Par conséquent,

0 sik #2dimU

k Gy ~
H;(Yy) ~ {@Z[GF/UF] sik=2dimU.

Par suite, R c p est le reflet, sur les groupes de Grothendieck, d’un vrai foncteur entre les catégories de
modules, foncteur qui sera toujours noté RE c p- De méme pour *RE’ c p- Ces deux foncteurs sont appelés
respectivement induction et restriction de Harish-Chandra. Pratiquement toutes les formules démontrées
dans ce chapitre au sujet des applications de Lusztig ont un sens en termes de modules lorsque 1’on est
en présence d’induction ou de restriction de Harish-Chandra (voir par exemple 10.4, 10.5, propositions
10.10 et 10.11...). O

10.B. Actions de Z(G)F et H'(F, Z(G)). L’action de Z(G)" par translation & gauche (ou & droite)
sur Y& commute aux actions de G et L. Par conséquent, si z € Z(G)¥', alors on a

G G G L
(102) tz ORLCP:RLCPOtz
et
(10.3) tho*RE - p = *RE - potS.

Posons L = L.Z(G). Soit a € H'(F,Z(G)) et soit I, € L¥ tel que 08 (a) = [,LLFZ(G)". Alors la
conjugaison par [, induit un automorphisme de YS’, ce qui implique que

(10.4) Te oREcp=Rpcp OT}];%‘(a)
et

L * G * G G
(10.5) Thi(a)© Bcp = RicpoTy -

EXEMPLE 10.6 - Soient (1, € HY(F, Z(G))" et ( € H(F, Z(G))" et soit A € Cent(LF) et v €
Cent(GT)¢. Alors, d’apres 10.4, on a

RIG4C P>\ S Cent(GF)CLOhII_"
D’autre part, si ¢ = (g, o hi,, alors, d’apres 10.5, on a
*RE . py € Cent(LF)q, .

De méme, si Ker ¢ ¢ Ker hy,, alors
*RI(,;C pY=0.0
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10.C. Restriction de G &4 G. Notons P I'unique sous- groupe parabolique de GtlqueP=PNG
et soit L I'unique complément de Levi de P tel que L = LN G. Alors L est F-stable et U est le radical
unipotent de P. De plus,

(10.7) YS =GP xgr Y& = Y8 xyr LF.
Par suite, on a, pour tout k € N, un isomorphisme de G¥-modules-L¥
(10.8) HNYE) ~QGT ®g gr HE(YS)
ainsi qu'un isomorphisme de G’ -modules-L*

(10.9) HEYS) ~ HE(YS) &5, QLT

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 10.10. On a :

(a) md$r oRE. p = RS, o IndLr,

(a*) Res%i o*Rf(:;C p= *REcpo Resgi,

(b) IndEr o*RE p = "RE_ 4 0 Indr,

(b*) ResGF oR =RE.po ReSLF,

(c) Soplwv = > Qfcpluv)= > Qfcpul).
9€[GF /GF] IE[LF /L7

DEMONSTRATION - Nous démontrerons ici seulement la formule (a), les autres découlant d’arguments
similaires. Notons aussi que (a*) et (b*) sont des formules adjointes de (a) et (b). Soit A un L¥-module.
Alors, d’apres 10.8, on a des isomorphismes de G¥'-modules

< .
Indgp (Hf(YS) ®g,Lr A) ~ QZGF ®g,ar (Héc(Y ) ®g,LF A)

12

(HE(YE) @g,ir QL") &g, A
Hk(YS) ®@[£F (@ZEF ®@[LF A)
HYYS) @g,5r IndEr A

R

R

R

et (a) en résulte. m

Nous rappelons aussi la

Proposition 10.11. Soit 7 : fJF/LF — @gx un caractere linéaire. Alors T peut élre vu comme un
caractére linéaire de G¥'/GY ~ LE /L et, en utilisant cette identification, on a
Y [ F G G
(a) Si A € Class(L"), alors Rtg?()‘ ®T)= RLCp()\) ®T.

(b) S8i7 € Class(GF), alors *Rgcﬁ(ﬁ ®T)= *Rscfj(ﬁ) Q7.

10.D. Dualité d’Alvis-Curtis. Notons P(A() l'ensemble des parties de Ag. Alors ¢g agit sur P(Ag)
et on note P(Ag)? I'ensemble des parties ¢o-stables de Ag. Avec ces notations, on peut définir

_ G * G
Da = 2 : n RLI cp; © RLI CcPr:
IeP(Ag)®0
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Alors Dg : ZIrr G — ZIrr G est une involution isométrique [DiMi2, proposition 8.10 et corollaire
8.14] appelée dualité d’Alvis-Curtis. Elle s’étend en une application linéaire Cent(G!) — Cent(GF)
toujours noté Dg.

10.E. Formule de Mackey. Soient Q un sous-groupe parabolique de G et soit M un sous-groupe de
Levi F-stable de Q. Notons S (L, M) l'ensemble des g € G tels que L N 9M contient un tore maximal
de G. Nous noterons Af p.M c @ l'application linéaire Cent(M!") — Cent(L") définie par

G G G L IM
ALcP,McQ = *RLcPORMcQ - Z RLngMchyQO *RLmyMcPﬂgMo(adg)MF-
gE[LF\Sa (L,M)F /MF]
Ici, (ad g)mr : Cent(M*) — Cent(9MT) est I'application induite par la conjugaison par g. Nous dirons
que “la formule de Mackey a lieu dans G” si, pour tout sous-groupe réductif connexe G’ de G de méme
rang, pour tous sous-groupes paraboliques P’ et Q' de G’ et pour tous compléments de Levi F-stable L’
et M’ de P’ et Q' respectivement, on a Af - p e q = 0. Il est conjecturé que la formule de Mackey
est valide sans hypothese. Pour l'instant, elle n’est connue que dans les cas suivants :

Théoréme 10.12 (Formule de Mackey).

(a) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite.
(al) P et Q sont F-stables.
(a2) L ou M est un tore mazimal de G.
Alors AEC pMcq =0

(b) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite.
(bl) § =1 et g # 2.
(b2) 6 =1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Eg, E7 ou Es.
(b3) 6 =2 et G est de type By, G ou Fy.
Alors la formule de Mackey a lieu dans G.

DEMONSTRATION - (al) est dit & Deligne [LuSpa, théoréme 2.5], (a2) est dii & Deligne et Lusztig [DeLu2,
théoreme 7] et (b3) et (b4) et (b5) sont montrés dans [BoMi]. m

De méme que pour le théoreme 10.12, il est conjecturé que le corollaire suivant reste vrai sans hypothese.

Corollaire 10.13. Soit Py un sous-groupe parabolique de G dont L est un complément de Levi. Sup-
posons l'une des conditions suivantes vérifiées :
(1) L est un tore maximal de G.
P et Py sont F'-stables.
0=1¢etq#2.

6 =1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Eg, E7 ou Eg.
5) 0 =2 et G est de type Ba, Gy ou Fy.
Alors REC P~ REC Py’
G _ G
DG ORLCP = EGELRLCp ODL
et Dro*Rfcp =caeL R p o Da.

NOTATION - Si A est un caractere virtuel de L, nous noterons Wgr (L, A) le groupe Ngr (L, \)/LE et
E(GF L, \) I'ensemble des caracteres irréductibles de G apparaissant dans le caractere virtuel RS cpA-
A priori, cet ensemble pourrait dépendre du choix de P. Bien sir, il n’en dépend pas si I'une des
hypotheses du corollaire 10.13 est satisfaite. Dans la suite, nous n’emploierons cette notation que lorsque
cet ensemble ne dépend pas du choix de P ou bien lorsque le choix du sous-groupe parabolique sera
éclairé par le contexte. O

REMARQUE - Si T est un tore maximal F-stable de G et si B est un sous-groupe de Borel contenant T,
nous noterons RE et *RE les applications RE - et *RE - 5. De méme, nous noterons QF la fonction
de Green QF - g respectivement. O
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10.F. Fonctions absolument cuspidales. Une fonction centrale v : G — Q, est dite absolument
cuspidale si, pour tout sous-groupe de Levi F-stable propre de G et pour tout sous-groupe parabolique
P de G dont L est un complément de Levi, on a *Rf_py = 0 (voir [Bon4, définition du §3.1] ou

[Bon5, §4.2]). Nous noterons Cus(GT) le Qy-espace vectoriel des fonctions absolument cuspidales sur
GT. D’apres 10.2 et 10.4, Cus(GT') est stable sous les actions des groupes Z(G)¥ et HY(F, Z(G)). Si la
formule de Mackey a lieu dans G, alors

(10.14) Cent(GT) = @ RECus(L™).
LE[L(Z(G)"/GF]

Rappelons que £(Z(G)) est ensemble des sous-groupes de Levi de G (voir §7.B) ; L(Z(G))F est
alors I'ensemble des sous-groupe de Levi F-stables de G, sur lequel le groupe G agit par conjugaison.
Remarquons que, d’apres 10.4, I'action de H'(F, Z(G)) sur Cent(GT") stabilise Cus(GT).

EXEMPLE 10.15 - Soit ¢ € Z/\,(G) et supposons que ( est F-stale. Soit v € Cent(G!").. Alors, d’apres
I'exemple 10.6, v est absolument cuspidale. O

11. SERIES DE LUSZTIG GEOMETRIQUES ET RATIONNELLES

11.A. Définitions. Si (T, 0) AR (T*, s), nous noterons RS. (s) le caractere (virtuel) de Deligne-Lusztig
RS (0). Fixons un élément semi-simple s € G*I*. Nous appellerons série de Lusztig géométrique (respec-
tivement rationnelle) associée & s et nous noterons £(G', (s)) (respectivement £(G', [s])) 'ensemble des
caracteres irréductibles de G apparaissant dans un RG(6), on (T,0) € V(G, F,(s)) (respectivement
(T,0) € V(G, F,[s])). En d’autres termes,

E(GT,(s)) = U E(GF, T, )
(T,0)eV(G,F,(s))

et E(GT [s]) = U E(GF,T,0).
(T,0)eV(G,F,[s])

REMARQUES 11.1 - (a) Il est clair que V(G, F, (s)) = U V(G, F,t]), donc
[t1C(s)

EGF. ()= [J &@", 1.
1)

(b) Si 5 est un élément semi-simple de G*F", alors, d’aprés le corollaire 9.8, on a £(GF,(3)) =
E(GT, [3)]).

(c) Les séries de Lusztig géométriques ou rationnelles sont stables sous I'action de H(F, Z(G)). En
effet, si a € HY(F, Z(Q)) et si (T,0) € V(G, F), alors 7S (RS (0)) = RS () d’apres la formule 10.4.

(d) Si v € E(GT, (s)) (respectivement v € E(GT,[s])) et si z € Z(G)°F (respectivement z € Z(G)F),
alors

18y =38(2)y

(respectivement tSy =5(2)y ).
En effet, soit v € Irr G et notons A le caracteére linéaire de Z(G)¥ tel que tSy = A(z)y pour tout
z € Z(G)F. D’apres les formules 10.2 et 9.12, on a t& RS () = 3(2) RS (0) pour tout (T,0) € V(G, F, [s]).
Donc, si A # 38, v et RE(6) sont orthogonaux. O

11.B. Partition en séries géométriques. La preuve du théoréme suivant est die a Deligne et Lusztig
[DeLul, théoréme 6.2].

Théoréme 11.2 (Deligne-Lusztig).
(a) Soit s un élément semi-simple de G*F, soit (T,0) € V(G, F,(s)), soit U le radical unipotent
d’un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier naturel. Alors toute composante
irréductible de H¥(YE) ®g,rr 0 appartient d la série de Lusztig géométrique E(GE, (s)).
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(b) On a
Irr G = HE(GF, (s))

ot (8) parcourt l’ensemble des classes de conjugaison géométriques d’éléments semi-simples de

G,
Le théoréme 11.2 combiné au corollaire 9.8 fournit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 11.3. Irr GF = 5 E(GT[3)).

Si s est un élément semi-simple de G*¥ | nous noterons Cent(G¥, (s)) le sous-Q,-espace vectoriel de
Cent(GT) engendré par £(GT, (s)). Le théoréme 11.2 (b) montre que

(11.4) Cent(GF) = (ép) Cent(GF, (s)).

11.C. Partition en séries rationnelles. Dans cette sous-section, nous montrons qu’il est possible
de remplacer “série géométrique” par “série rationnelle” dans I’énoncé du théoréeme de Deligne-Lusztig
précédent. Ce résultat est bien connu : il était annoncé dans [Lu3, 7.3] et Lusztig y donnait une indication
pour la preuve. Une esquisse plus compléte peut aussi étre trouvée dans [DiMi2, 14.50]. La preuve
(complete) que nous donnons ici ne prétend a aucune originalité : il s’agit juste de suivre les indications
des précédents auteurs. Nous I'avons incluse car elle s’inscrit bien dans le cadre des méthodes qui seront
développées tout au long de cet article. Nous commencgons par des rappels élémentaires.

Proposition 11.5. Soient (T*,3) € V*(G, F) et z € (Keri*)". Posons (T,s) = *iResG( ,5). Alors
(a) ResSr RS (3) = RE. ().
(b) RE.(52) = RE. (3)2€.
DEMONSTRATION - (a) résulte du lemme 9.3 et de la proposition 10.10 tandis que (b) découle du lemme
10.11 et de la proposition 9.2. m

Corollaire 11.6. Soit § un élément semi-simple de G*F" et soit z € (Keri*)F*. Alors lapplication

E(GF,[5)) — E&(GT,[52])

Y — vz

est bijective.

Le lien entre les séries rationnelles de G et les séries géométriques (ou rationnelles) de G sont
donnés par la proposition suivante.

Proposition 11.7. Soit § un élément semi-simple de G*F" et soit s = i*(8). Alors :

(a) Si 7 e E(GF,[3]) et si v est une composante irréductible de la restriction de 7 o GF, alors
v € E(GT,[s]).

(b) Soit v € E(GF,[s]). Alors il existe 5 € E(GF,[3]) tel que v est une composante irréductible de la
restriction de 7 ¢ GF.

DEMONSTRATION - (a) Soit W le groupe de Weyl de G relatif 4 Ty. Pour tout w € W, nous choisissons
un tore maximal F-stable T, de G de type w par rapport & To. On pose aussi

Nw = R%ﬂ (1Tfj)(1)
ol l4p est le caractere trivial de ’i‘i Alors, d’apres [Lu2, corollaire 2.11], on a

Z 717 = |W|Z("WZRG ~)

F€lrr GF weW 0e(TE)
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En projetant orthogonalement cette égalité sur Q,&(G*,[3]) (voir corollaire 11.3), on obtient

<1y~ 1 & 5
S i X e Y R6)
FEE(GT,[3)) wew fe(Ty)
(Tw,0)eV(G,F,[3])
Dongc, si 4 € E(GF, [3]) et si v est une composante irréductible de la restriction de 7 a GF, alors il
existe (T, 0) € V(G, F,[3]) tel que 7 soit une composante du caractére virtuel Resgi Rg (6). Tl résulte
du corollaire 9.5 et de la proposition 11.5 que v € £(GF, [s]). Cela montre (a).

(b) Soit v € E(GF, [s]). Alors il existe un tore maximal F*-stable T* de G* contenant s tel que v est
une composante irréductible de RE. (s). Soit T* = i*~1(T*). Alors, d’apres la proposition 11.5, v est
une composante irréductible de la restriction de R% (5) & GF'. En particulier, il existe une composante
irréductible v de R% (3) telle que «y soit une composante irréductible de la restriction de ¥ & G¥. Mais
5 € E(GT,[3]) par définition, donc (b) est démontré. m

Théoréme 11.8 (Lusztig).

(a) Soit s un élément semi-simple de G*F" | soit (T,0) € V(G,F,[s]), soit U le radical unipotent
d’un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier naturel. Alors toute composante
irréductible du GF'-module HF(YS) ®g,1r 0 appartient a E(GE,[s]).

(b) On a

Irr GF' = HE(GF, [s]),
(]

\ . . . 71 7 . . *
ot [s] parcourt les classes de conjugaison rationnelles d’éléments semi-simples de G* .

DEMONSTRATION - (a) Soit T = T.Z. Alors Indgi 7 est un sous-G*-module of
mdSr HH(YE) ®g,pr 0 = HY(YS) @ 50 IndTr 0

(voir Tisomorphisme 10.8) donc il existe une extension 6 de 6 & TFet une composante irréductible 7
du GF-module H*(YE) ®g,Tr 0 tels que ~ soit une composante irréductible de la restriction de 7 &
GF. D’apres le corollaire 9.5, on a (T,0) € V(GF,[i]) pour un élément semi-simple ¢ de G*¥ tel que
i*(f) = s. Donc, par le théoreme 11.2 (a), 5 € £(GF,[f]). 1l résulte alors de la proposition 11.7 (a) que
v € E(GF, [s]).

(b) Soient s; et sy deux éléments semi-simples de G*I tels que £(GF,[s1]) et E(GF,[s2]) ont un
élément en commun, disons . Pour k = 1 ou 2, soit (T, 0x) € V(G, F, [sk]) tel que 7 soit une composante
irréductible de ch_f’k (0%). Soit Uy le radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G contenant T}, et

soit ’i‘k le tore maximal F-stable de G contenant T}. Alors il existe un entier naturel ny tel que v soit

~F
une composante irréductible de H'* (YS’k) ®@[Tkp 0x. Si 4 est une composante irréductible de Indgp v,
alors, grace aux isomorphismes 10.8 et 10.9, il existe un caractére linéaire 0, : ’i‘kF — @gx tel que 7y est
une composante irréductible du GF-module H* (YS,) ®g,TF 0. Mais (T, 0;) € V(G, F, [3;]) pour un
élément semi-simple 5, € G*F" tel que i*(51,) = sg. Donc 7 € £(GF,[51]) NE(GF, [55]). Par conséquent,
d’apres le corollaire 11.3 et le théoreme 11.2 (a) appliqué & G¥', on obtient que 3; et 33 sont conjugués
sous G*I". Cela implique que [s1] = [so]. m

Si s est un élément semi-simple de G*F”, nous noterons Cent(G*, [s]) le sous-Q,-espace vectoriel de
Cent(GT") engendré par £(GY, [s]). Le théoréme 11.2 (b) montre que

Fy_ X F
(11.9) Cent(G") = @ Cent(G", [s]).
[s]
11.D. Induction de Lusztig et séries de Lusztig rationnelles. Soit P un sous-groupe parabolique

de G et supposons que P admet un sous-groupe de Levi F-stable L. Soit L* un sous-groupe de Levi
F*-stable de G* dual de L. Alors le foncteur de Lusztig Rf - p préserve les séries de Lusztig :
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Théoréme 11.10 (Lusztig). Soient s un élément semi-simple de L*F" | X\ € E(GF[s]pr) et v €
E(GT L, N). Alors v € E(GT | [s]ger+).

DEMONSTRATION - Soit (T,0) € V(L, F, [s]y-r+) tel que 7 est une composante irréductible de RS (6).
Notons qu’alors (T, 0) € V(G, F, [s]g-F+). Soit B un sous-groupe de Borel de L contenant T. Nous
notons V et U les radicaux unipotents de B et P respectivement. Alors il existe un entier naturel k tel
que 7 soit une composante irréductible du G¥-module H* (YS’) ®g,Lr A et il existe un entier k' such that
A soit une composante irréductible du L¥-module H, f/ (YL) ®g,TF 0. Par suite, v est une composante
irréductible du G¥-module

HE(YS) @, (HE (YY) 9,00 0) = (HEYE) 9g 00 HE (YY) €g,1r 0.

Mais, par la formule de Kiinneth et d’apres [DiMi2, preuve de 11.5], H¥(YS) ®g,LF HY (YY) est un
sous-GF-module-TF de H*¥ (Y$,), donc v est une composante irréductible de H¥* (YSy;) ®g,1r 0,

ce qui montre que v € E(GY, [s]g+r+) d’apres le théoreme 11.8 (a). W

Corollaire 11.11. Soit s un élément semi-simple de G*F", soit v € E(GF,[s]g.r+) et soit X une
composante irréductible de *RE - pvy. Alors A € E(LY | [t]y,-r+) pour un élément semi-simple t € L qui
est G*F -conjugué d s.

11.E. Stabilisateurs de caractéres irréductibles de G¥. Le résultat suivant a été montré par
Lusztig [Lu7, proposition 10]. Pour cela, il a tout d’abord réduit le probléeme au cas ot G est quasi-
simple. Puisque ce résultat est évident lorsque GF /GF Z(G)F est cyclique, il ne lui restait a traiter que
le cas des groupes de type Ds,. Un délicat argument de comptage lui a alors permis de conclure. Il
serait plus satisfaisant d’avoir une preuve plus directe, mais nous en sommes incapables. Notons que cet
argument de comptage est présenté en détails dans [CaEn, chapitre 16].

Théoréme 11.12 (Lusztig). Soit ¥ un caractére irréductible de GF. Alors la restriction de 7 ¢ GF
est sans multiplicité.

UESTION - Le groupe G /GF est un p/-groupe et, si s est un p/-’élément de G¥, alors GI =
g g
Cer(s).GT car, s étant semi-simple, il est contenu dans un tore maximal. II est alors naturel de se
G
poser la question suivante :

Soit G un groupe fini et soit N un sous-groupe distingué de G. On suppose que G/N est
un p’-groupe et que G = C(g)N pour tout p'-élément g € G. FEst-ce que la restriction a
N d’un caractéere irréductible de G est toujours sans multiplicité ?

D’apres ce qui précede, une réponse positive a cette question fournirait une preuve du théoreme 11.12
qui n’utilise pas la classification des groupes réductifs finis. O

Le morphisme &0 0 o' : GF/GF.Z(G)F — (Ag-(s)F")" est surjectif. Nous noterons G¥ (s) le sous-
groupe de GF' tel que G¥'/GF(s) soit isomorphe & (Ag-(s)F )" via ce morphisme. Bien str, G (s)
contient GF.Z(G)F

Corollaire 11.13. Soient s un élément semi-simple de G*F et v € E(GF,[s]). Soit GF(v) le sta-
bilisateur de v dans GY. Alors G () contient G¥'(s). En d’autres termes, GF'(s) (ou Kerd?) agit
trivialement sur £(GT,[s]).

DEMONSTRATION - Soit § un élément semi-simple de G*F tel que s = i*(5). D’apres le théoreme 11.12

et la proposition 11.7 (b), il existe 7 € £(GT, [3]) tel que
(Res&r 4, 7)qr = 1.

Donc, par la théorie de Clifford et en utilisant Iisomorphisme (Keri*)" ~ (GF/GF)", il suffit de
montrer l’assertion suivante :

Si z € (Keri*)F" wérifie 3 ® 2 = 7, alors z € Im g,
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Soit donc z € (Keri*)™" tel que y®2 = 4. Alors 7 € £(GF, [3])NE(GF, [52]) d’apres le corollaire 11.6.
Donc 3 et §z sont G*F"-conjugués ce qui montre que z appartient & I'image de ¢ (voir lemme 8.3). m

0

S

Cent(GF, (s),a) = {7y € Cent(GF, (s)) |V z € HY(F, Z(G)), 78y = w2(a)(2)7}

Siae Ag-(s)F, rappelons que w?(a) est un caractére linéaire de H'(F, Z(G)) ; posons

et Cent(GT, [5],a) = {7 € Cent(GF, [s]) | ¥ = € H'(F, Z(G)), 787 = wl(a)(2)7}.
Le corollaire 11.13 montre que

1L
(11.14) Cent(GF, (s)) = ® Cent(G*', (s),0)

a€Agx(s)F*

et

1L
(11.15) Cent(GT, [s]) = @ Cent(G”, [s], a).

a€AgH(s)F*

Nous verrons plus tard que, si a € Ag-(s)F", alors Cent(GF,[s],a) # @ (voir 17.2).

11.F. Fonctions absolument cuspidales. Posons Cus(Gf,(s)) = Cus(G) N Cent(GF,(s)) et
Cus(GF,[s]) = Cus(GF) N Cent(GF,[s]). De plus, si a € Ag-(s)" , nous poserons Cus(G¥, (s),a) =
Cus(GF) N Cent(GF, (s),a) et Cus(GF,[s],a) = Cus(GF) N Cent(GF,[s],a). On a alors, d’apres le
théoreme 11.10,

(11.16) Cus(GF) = (E.J%CU.S(GF, (s)) = [é_?]Cus(GF, [s]).

De plus, puisque Cus(G!") est stable par I'action de H(F, Z(G)), il résulte de 11.14 et 11.15

(11.17) Cus(GF (s))= @  Cus(GF,(s),a)
acAgx(s)F”

et

(11.18) Cus(GF,[s]) = é_a Cus(GF, [s], a).

a€Agx(s)F”
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Chapitre IV. Théorie de Harish-Chandra

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P de G et soit A un
caractére cuspidal de L¥. Notons L =LNG et P = PN G et posons A\ = ResLF A. Alors toutes les
composantes irréductibles de A\ sont cuspidales. Dans la section 12, nous montrons que ces composantes
irréductibles ne sont pas conjuguées sous Ngr (L), c’est-a-dire qu’elles définissent des séries de Harish-
Chandra différentes. L’ingrédient principal est un théoreme de M. Geck [Ge, page 400]. Nous étudions
dans la section 13 les algebres d’endomorphismes des induits de ces caracteres cuspidaux pour obtenir un
paramétrage global des composantes irréductibles de REN.

12. AUTOUR D’UN THEOREME DE M. GECK

12.A. Rappels. Un caractere irréductible v de G¥ est dit cuspidal si, pour tout sous-groupe parabolique
F-stable P de G et pour tout complément de Levi F-stable de P, on a *RF - py = 0. Les faits suivants
se déduisent immédiatement des propositions 10.10 et 10.11.

Proposition 12.1. Soit ¥ € Irr GF, so0it v une composante irréductible de la restriction de 7 o G et
soit T € (G /GT)". Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 7 est cuspidal.
(2) ¥ ® T est cuspidal.
(3) ~ est cuspidal.

Si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable G de P et si \ est
un caractere irréductible cuspidal de LT, alors £(G', L, \) est appelé une série de Harish-Chandra. La
proposition 12.1 montre qu’il existe un lien entre les séries de Harish-Chandra de G et celles de GF.
Ce lien est pour ’essentiel ’objet de ce chapitre.

12.B. Notations. Dans ce chapitre, nous fixons un sous-groupe parabolique F-stable P de G et un
complément de Levi F-stable L de P. Posons P=PNG et L=LNG. Soit U le radical unipotent de
P ou de P. Nous fixons un caractére irréductible cuspidal X de LT et nous posons

A = Reskr .
Nous fixons aussi une composante irréductible A\; de A. Pour tout « € fJF/I:F()q), nous notons Ay = “A;.
Alors, d’apres le théoreme de Lusztig 11.12, on a

D S T e
zeLF /LF (A1) zeLF /LF (A1)

Puisque le groupe LT /L est abélien, on a L (\,) = L¥(\;) pour tout z € L /LF (\;).

Nous notons At (respectivement A\t, z € LF /LT (\)) le caractere irréductible de P (respectivement
P obtenu en composant le caractere A (respectivement \;) avec le morphisme surjectif PF - LF
(respectivement P¥ — L¥). Nous fixons un PF-module M ayant A* comme caractére. Nous notons M
la restriction de M & P¥ et M, le sous-P¥-module irréductible de M ayant A\j" comme caractére. Alors

_— o . - - - -
Indg, M ={f:G" = M | vy e P", Vg€ G", f(yg) = y.f(9)},
F ~
Indgr M = {f: G" — M | vy € P¥, Vg € G*, f(yg) = y.f(9)}
et des descriptions similaires sont valides pour Indgj: M,. Alors

(12.2) mdSr M= &  IndSr M,
z€LF/LF (A1)
AR G . G 3 A r G~ G~
Le G"-module Indg M a pour caractere R s A. De méme, les G"-modules Indpr M et Indpr M,
ont pour caracteres RL cpAet RL c pA\z respectivement.

Soit f € IndPF M. Notons f la fonction GF — M = M definie comme suit. Soit § € GF. Alors il
existe Z € PF et g € GF tels que § = Zg. On pose f( ) = Z.f(g) : remarquons que f( ) ne dépend pas
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du choix de Z € P¥ et g € GF tels que § = Zg. Alors la restriction de f a GT est égale & f et il est
facile de vérifier que ’application

mdSr M — ResSr ndS, M

12.3
(12.3) ; . 7

est un isomorphisme de G¥-modules.

Le groupe Wgr (L, A) est naturellement isomorphe & Wgr (L, \) = Ngr (L, A\)/LF. En général, nous
nous réfererons a ce dernier car il est plus adapté a notre situation. Par exemple, il est naturellement un
sous-groupe de Wgr (L, ).

12.C. Un théoreme de M. Geck. Dans [Ge, corollaire 2], Geck énonce le résultat suivant : le
caractere Rfcp()\l) a une composante irréductible de multiplicité 1. Cependant, pour I'obtenir, il a en
fait démontré le résultat plus fort suivant [Ge, page 400] :

Théoreme 12.4 (Geck). Le caractére RECP)\ a une composante irréductible de multiplicité 1.

ESQUISSE DE LA PREUVE DE GECK - Soient 4 et 4’ deux composantes irréductibles de RSC 155\ dont la
restriction & G ont une composante irréductible commune. Alors, par la théorie de Clifford et par le
théoréme 11.12, ces deux restrictions coincident. En particulier, 4(1) = 4/(1). Pour prouver le théoréme
12.4, il est donc suffisant de montrer qu’il existe une composante irréductible 4 de RS c 135\, apparaissant

avec la multiplicité 1 et telle que (1) # 4'(1) pour toute autre composante irréductible 4’ de RSC 135\.

En fait, Geck montre que le degré générique de la signature de l'algebre de Hecke associée a la donnée

(G, L,)\) a une p-partie supérieure & celle des degrés génériques des autres caracteres irréductibles de
lalgebre de Hecke [Ge, théoreme 1], ce qui permet de conclure. B

REMARQUE - Lusztig [Lu5] a montré que RSC 155\ posséde une composante irréductible de multiplicité
1. Donc le théoreme de Geck généralise celui de Lusztig. Mais il faut bien noter que la preuve de Geck
utilise le résultat de Lusztig. O

Cette version plus forte 12.4 du théoreme de Geck est nécessaire pour montrer le résultat (tres utile)
suivant :

Corollaire 12.5.
(a) Pour tout x € L /LF (A1), le caractére RE - p), posséde une composante irréductible de multi-
plicité 1.
(b) Six ety sont deux éléments distincts de fJF/f‘F(Al), alors les caractéres cuspidaux Ay et Ay ne
sont pas conjugués sous Ngr(L). De facon équivalente,

<RI(,;C P>‘Cb7 RI(,;C P)‘y>GF =0.

(¢) On a Wgr(L,\) = Wgr (L, \s) pour tout z € LF JLF ().
d) Si~ est une composante irréductible de RE - p X, alors GF () est contenu dans G¥ .LF (\;).
LCP

DEMONSTRATION - (a) résulte du théoréme 12.4 et de I'égalité :

REC pA = Z mRIC;}C pAl.
z€LF /LF (\;)

En fait, (a) est ’énoncé original de Geck [Ge, corollaire 2].

Prouvons maintenant (b) et (c). Les groupes Ngr (L) et L agissent sur Irr L et ces deux actions
commutent. Donc, si x et y appartiennent & EF/iF(Al) et si n € Ngr(L) est tel que "A\; = Ay,
alors n € Ngr(L, ). Par conséquent, prouver (b) et (c) est équivalent & prouver que Ngr (L, \) agit
trivialement sur E = {)\, | z € L¥/LF(\;)}. Puisque les actions de Ngr (L, \) et L¥ sur E commutent,
toutes les orbites de Ngr (L, ) sur E ont le méme cardinal, disons n. Mais alors n divise la multiplicité
de toute composante irréductible de RF - pA. Donc, d’apres le théoreme 12.4, n = 1 et (b) et (c) en
résultent.
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(d) Soit g € GF tel que 9y = . On peut supposer que g € L. Par hypothese, il existe z € L¥ /L (\1)
tel que ~ est une composante irréductible de RE cpAz- Mais 9y =« donc vy est aussi une composante
irréductible de RE_p9)\,. Done, d’apres (b), g € LF(\;) =L (\;). m
12.D. Une extension centrale de Wgr (L, ). Posons

Wir (L) = {(w,0) € Wgr(L) x (LF/LE)YN | "X = @6}
Notons qu'en fait Wi r (L, \) C War(L,A) x (LF/LF)". Nous identifierons Wgr (L, \) avec le sous-
groupe Wgr (L, ) x {1} de Wer (L, A). De méme, nous identifierons (L /L (A;))" avec le sous-groupe
{1} x (L¥ /L (\1))" de W4 r (L, \). La premiére projection
Wir(L,A) — Wgr(L,\)

(w,0)  —  w
est surjective (d’apres le théoreme 11.12 et la théorie de Clifford) et son noyau est égal a (L /L (A\))".
De plus, (L¥ /L (A1))" est central dans W (L, A). La deuxieme projection

Gr(LX) — (LI

(w, 0) — 0
n’est pas surjective en général et son noyau est Wgr (L, 5\) Nous notons L (G, A1) le sous-groupe de

L’ contenant L¥ tel que Pimage de cette deuxiéme projection soit (L* /L (G, A\1))". En fait, le groupe
L¥(G, A1) est contenu dans L (A1). On a des isomorphismes canoniques

(12.6) Wer (L, N)/War (L, ) ~ (LF /LE (G, A )"
et
(12.7) War (L, \)/War (L, A) ~ (LF (M) /LY (G, A)".

Résumons tout ceci dans le diagramme suivant, dans lequel toutes les suites horizontales ou verticales
sont exactes et tous les carrés sont commutatifs :

1 1
We (£, §) W (L))
1 — (LF/LF () We (L, A) Wea (L, \) ——> 1

1 — (L7 /L (\))» — L7 /LF(G, M) — (L (M) /LF (G, )N — 1

REMARQUE 12.8 - Les isomorphismes 12.6 et 12.7 entrainent que les groupes WéF(fJ, ) /Wer (L, A) et
Wear(L,\)/Wgr(L, ) sont abéliens. O

Proposition 12.9. On a :
(@) (LF/LF(G. M) = (0 € (LF/LFY | (BS_ 3 @0 = RE L3},
(b) Siy e E(GF,L,\), alors GF () contient G .L¥ (G, \1).
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DEMONSTRATION - (a) Soit # € (LF/L¥(G,\))". Alors il existe w € Wgr (L) tel que (w,0) €
Wgr (L, A). Par conséquent, “A = A®6. Donc, Si’aprés la propoNSition 10.11, on a (RE"’C 135\)®9 = RSC 155\.
s . . r F F\A G Y _ G Y 9 N oy
Re61pr(~)quenient, soit 9~€ (Ii /L) tel~que~(RI~J c 13)\) ®0 = RP c pA- Alors, d’apres la proposition 10.11,
ona RSC P (A®0) = RSC 13)\. De plus, A et A®6 sont cuspidaux d’apres la proposition 12.1. Donc il existe
w € Wgr (L) tel que “X\ = A ® 0. En d’autres termes, (w,0) € W4 (L,\) donc 0 € (LF/LF (G, \1))".
(b) Soit 4 une composante irréductible de RS’C 155\ telle que v soit une composante irréductible de la
restriction de 7 & GI'. D’apres le théoréme 11.12 et la théorie de Clifford, (b) est équivalent & ’énoncé
suivant : si @ € (L /L) est tel que ¥ ® 0 = 7, alors 0 € (L¥ /LT (G, \1))". Mais, si ¥ ® § = 7, alors 7
i . &% . & 5 . & 1_ p& 5
est une comp(zsan’ie irréductible de Ry - pA ainsi que de RP cp (A®80). Par suite, RE c pA = RE P (A®0)
et donc 6 € (LY /LY (G, \1))" d’apres (a). m

Corollaire 12.10. Siy € £(GF,L,\), alors GF.LF (G, A1) c GF(y) c GF.LF (\).

13. ALGEBRES D’ENDOMORPHISMES

13.A. Description. Nous noterons dans ce chapitre H I’algebre d’endomorphismes du GF-module
Indg’j M et par H Palgebre d’endomorphismes du G¥-module Indlcs;'; M. Alors H est, via I'isomorphisme
12.3, une sous-algebre de H. Pour tout x € L¥ / LF (A1), nous notons H, I'algébre d’endomorphismes du
G -module Indgg M,,. Alors, d’apres le corollaire 12.5 (b), on a

H= ] ™

z€LF /LF(\;)

et donc IrrH = H Irr'H,.
z€LF /LF (\1)

Cela nous donne un morphisme d’algebres H — H, pour tout = € L /L ()\;).

D’apres [HoLel, lemme 6.5] et d’apres le corollaire 12.5, le caractere irréductible \; de L s’étend en
en un caractere irréductible v4 de Ngr (L, A).

Lemme 13.1.

(a) Le stabilisateur de vy dans LT est LT (G, \;).
(b) Le stabilisateur, dans LY, de la restriction de v1 @ Ngr (L, \) est LY (\1).

DEMONSTRATION - Soit N = Ngr (L, )\)f;F Alors, d’apres la formule de Mackey, on a

N N r F
Resf Indy__ ¢ 5, v1 = Indge Ar.

. .
Le caractére Indpr A; est sans multiplicité, donc le caractére Ind% vy est sans multiplicité. Soit

i oF (LX)
une de ses composantes irréductibles telle que RestN U a A comme composante irréductible. Alors
Resl, i = > A®F
Te(LF (A1) /LF(G,A1)"

o1, pour chaque 7 € (L (\)/L¥ (G, 1)), 7 désigne une extension de 7 & L : alors le caractére A @ 7
ne dépend que de 7 et non du choix de 7. Cette décomposition a lieu car l'orbite de A sous cette action
de N est {A®@7 | 7€ (LF(\)/LE(G, M)}

Soit 6 un caractere linéaire de LY /LY ~ N/Ngr (L, \). Alors, par la théorie de Clifford, I’énoncé (a)
du lemme 13.1 est équivalent a l’assertion suivante :

U ®60 =10 siet seulement si LT (G, \) C Ker#.
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Supposons tout d’abord que I ® § = . Alors

=l

(RestNF 7)®60 = Res;p(?®0)
= Reng 1

ce qui implique que L (G, \;) C Ker. ~ ~

Réciproquement, supposons que L (G, \;) C Kerf. Alors ReszYF o) = ResiNF 7 donc 7 ® 6 est une
composante irréductible de Ind%GF(L, N V1 et RestNF r®0) a A composante irréductible. Ceci implique
que 7 ® § = p. D’ou (a).

(b) découle d’un argument similaire. m

Pour tout =z € I:F/LF()\l), nous choisissons un représentant # de x dans L¥. Alors vy est une
extension de A\, & Ngr (L, ). Nous posons

vV = Z i‘l/l.
z€LF /LF(\;)

Alors v est une extension de A & Ngr (L, \). Pour chaque z € I:F/fJF()\l), nous notons ji la restriction
de vy & Ngr (L, \).

REMARQUE 13.2 - Soit = € L¥/LF(\;). Alors, si LF(G,\;) # LF(\)), le caractéere “v; depend du
choix de & d’apres le lemme 13.1 (a), tandis que le caracteére u, n’en dépend pas d’apres le lemme 13.1
(b). Ceci justifie la notation. O

Posons
H= Z Kz
z€LF /LF (A1)
de sorte que u est la restriction de v a ng(i, 5\) Par la formule de Mackey, on a
Ngr (LX)

— Ind%7 )
Ner (L5 H1 = HALr AL

Resng N Ind
ar (LX)
ar (LX)
Nerp(LA) - %

donc il existe une unique composante irréductible g de Indx w1 telle que

Res

D’apres le lemme 13.1 (b), on a
Ngr(LA) -

(13.3) w= ReSNgF(f«:\) fi.

Fixons une représentation ¢ : Ng (L,\) — GL(M) ayant pour caractére fi et une représentation
o : Ngr(L,\) — GL(M) ayant pour caractére v étendant toutes deux les representations de L¥ et L¥
sur M et M respectivement. Alors
Nor (L)
Ner (LX)

Ngr (L) ~

(13.4) Res o= ReSNGF(i,:\) o

d’apres 13.3. Pour tout x € fJF/I:F()q), notons o, la restriction de o aux sous-espace M, de M.
Pour tout w € Wgr (L, \), nous notons w un representant de w dans Ngr (L, ) et nous définissons,

G*¥ F
pour tous f € Indgr M; et g € G*,
Tw(f)9) = > o1(i)f (i~ ug).
ueUF
Alors, d’aprés [HoLel, proposition 3.9], (Tw)weWGF(L,A) est une base de H;. De méme, nous définissons,
pour tous w € Wgr (L, 5\), fe Indg’j M et g e GF,

Tw(F)(@) = Y (i) f(i " ug).
uweUF

Alors, encore d’apres [HoLel, proposition 3.9], (T.,) (L3 est une base de H.

weEWqp
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D’apres [HoLel, corollaire 5.4], il existe des isomorphismes de Q,-algebres

(13.5) Hi =~ Q[Wer (L, N
et
(13.6) H =~ Q[Wer (L, V).

De plus, 'image de T,, dans H; est T,, d’apres 13.4 done, par un argument de déformation, les isomor-
phismes ci-dessus peuvent étre choisis de sorte que le diagramme

H @Z [WGF (]:7 5‘)]
(13.7) l l
H1 = Q[War (L, )]

soit commutatif. Nous ferons bien siur ce choix-la par la suite.

REMARQUE 13.8 - Une fois choisie une racine carrée de ¢ dans Q, et une fois choisis 1 et #, alors les
bijections entre ensembles de caracteres irréductibles induites par les isomorphismes 13.5 et 13.6 sont
uniquement déterminées (voir [HoLe2, théoreme 4.8] et [BeCu, théoréme 2.9]).

13.B. Paramétrage des caractéres dans une série de Harish-Chandra. D’apres le corollaire 12.5
(b), on a

EGT LN = J[ EGT.LN).
z€LF /LF (A1)
Les isomorphismes 13.5 et 13.6 induisent des bijections
I Wer(L,)) — E(GF L,
n — RU

ot It Wgr(L,\)  — S(GT,E,S\)
X — R,.

Théoréme 13.9. Avec les notations ci-dessus, on a :
(a) RE_pAi = > n)R,.
n€lrr Wg p (L,\)
(b) Soitn € Irr Wgr (L, A) et x € It Wgr (]: A). Alors

(L)
(Rn,Resgp R))gr = <ReSWZF( 3 X, Wer(L,3)°

(c) Soit 1€ L¥(\) et soit & le caractére linéaire de Wgr (L, N) associé a | via lisomorphisme 12.7.
Soit n un caractére irréductible de Wgr (L, ). Alors

'R, = Ryse.

DEMONSTRATION - (a) est immédiat.
(b) Faisons ici agir G et G & droite sur M et M respectivement. Soient Vj, (respectivement

V) un H;-module (respectivement H-module) irréductible ayant pour caractere n (respectivement y) &
travers les 1somorph1smes 13.5 et 13.6. On voit V;, comme un H-module. Posons M, = M* @ V,, et
M, = M* ®p Vy. Alors M, (respectivement M, ) est un G¥-module (respectivement GF-module) &
droite irréductible ayant pour caractére R, (respectivement Rx)- On a

(R, Resgi R)gr = dimg, Homgr (My, Resg,i M,)
= dimg, M, ®g,gr Resgp M,
. F "k ¥,
= dlm@[ V77 (g (M ®@IZGF RGSGF M ) ®ﬂ VX'
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Or, Resgi M* = M* et M ®g,cr M* =H. Par conséquent,
GI 5 : * >
(Ry,Resgr Ry)gr = dimg, V;/ @1 H @5 Vy
= dim@[ Vn* ®7j£ VX'
La commutativité du diagramme 13.7 montre que ce dernier terme est égal a

Wer (LX)
<ReSWZF (f;,i) , X>WGF (];X)a

ce qui montre (b).
(¢) Puisque I € L¥()\;), Pautomorphisme (1) de M stabilise M;. Soit f € Indgﬁ M;. Posons
U.)l(f) : GF — M1
g +— a)(fU gl)).
Alors wi(f) € Indgg M et
GF GF
() IDdPF M1 — IDdPF M1
est un isomorphisme de Q,-espaces vectoriels. De plus, si g € G, alors [~!gl agit sur Indgg M; comme
wflgwl.
Si e, désigne I'idempotent primitif central de H; associé a n, alors (c) est équivalent & 1’égalité
wlenwl_l = enee-
Par un argument de déformation, montrer cette égalité revient & montrer que
wlTwwl_l =71,(1)7'T,
pour tout w € Wgr (L, ), ol 7, est le caractére linéaire de L (A1) associé & I par isomorphisme
Wear (L) /Wer (L, \) ~ (LF () /LE (G, M)
Donc soient f € Indgg M et g € GF. Alors
(WiTww;  f)(9) (D) (Tww; ' ) gl)
= Y s Pl )
ueUF

= Y o (i)a() T fli ul T g)

ueUF

= 3 so(@)a () f (1 ug)

ueUrF

= Y 0o (@)a(l) 7l i ug)

ueUF

= > 0o (@)a(l) oy (lb ). (i ug)

ueUF
= (D)o (w)a(l) oy (lv™ ™ M)y (b) (T f)(9)-
D’apres 13.4, on a o1 (I~ Mb) = 5(1)6 (w1~ @). Done
(iTww; ' )(g) = &(Dor(w)or (™ i)or (w) ™1 .(Tw f)(9)-
De plus, par définition de 7, la représentation

]N:JF()\l) — GL(Ml)
l — o1 ()or (W) oy () 7t

admet le méme caractére que la représentation

iF(Al) — GL(Ml)
l — 1w (l)a(l)

et leur restriction & L est égale & ;. Donc on a

o1(w)oy (b ) oy ()™ = 7, (1)F (1)
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pour tout [ € L¥()\;). D’ott le résultat. m

REMARQUE 13.10 - Une fois choisi I'isomorphisme d’algébres H ~ Q[Wegr (I:,S\)], I’isomorphisme
Hi1 ~ Qy[War (L, \)] est déterminé & un caractére linéaire prés de Wgr (L, \)/Wgr (L, \) c’est-a-dire,
d’apres le théoreme 13.9 (c), & conjugaison pres par un élément de LY ()\;). O

13.C. Paramétrage de £(GF,L, ). Soit maintenant n un caractere irréductible de W« (L, \). Alors
la restriction de 7 au sous-groupe central (L /L (A1))" de Wgr (L, A) est un multiple d’un caractére
linéaire de (L¥/LF(\))". Donc 7 definit un élément z,, de L¥/LF(A;). Choisissons un relevé #, de
x,, dans LF/LF (G, ;) et soit &, le caractere linéaire de Wir (L, \) associé & &, par lisomorphisme
(Wi r(L,N)/War (L, X))A ~ L7 /LT (G, A1). Alors n® &' est un caractére irréductible de W« (L, A)
et (LF/LF(A1))" est contenu dans son noyau. Donc il peut étre vu comme un caractere irréductible de
Wer (L, A). On définit alors

(13.11) Ry =R, et

Remarquons que R, ne dépend pas du choix du représentant Z, de z, (voir théoréme 13.9 (c)). De
plus, si 7 contient (L¥ /L¥(\1))" dans son noyau, alors  peut étre vu comme un caractére irréductible
de Wgr(L,A) et le caractere R, défini par 13.11 coincide avec le caractere R, défini au début de la
sous-section 13.B. S’il y a ambiguité, ce caractere irréductible sera noté R,(f . Le théoreme suivant est
une conséquence de cette discussion :

Théoréme 13.12.
(a) L’application
e Wie (L) — E(GF,L, )
n — Ry,
est bijective.
(b) On a

RIC,;CP)‘: Z n(1)Ry.
nelr W/, (L,)
(c) Soitn et x deux caracteres irréductibles de Wi (L, \) et Wgr (L, \) respectivement. Alors
&F =~ W, - (L))
(R, Resgr Ry)gr = <Reswzi(f,,5\) 77aX>WGp(IZ,Z\)'

(d) Soitn € Irr Wi p (L, \). Alors R, € £(GF L, Az, )
(e) Soientl € LY etn € Irr Wir (L, \). Notons & le caractére linéaire de WéF(]:, \) associé a1 via
lisomorphisme (WéF(i,S\)/WgF (IZ,X))A ~ LF/L¥(G, A1) induit par 12.6. Alors

l
Ry = Ryge -

Corollaire 13.13. Soit n un caractére irréductible de W, (L, X). Alors

(a) La restriction de n a Wgr (L, \) est sans multiplicité.
(b) Soit Lff le sous-groupe de LT contenant L (G, \) tel que

Ly /L (G A = {€ € (Wgr (LX) /Wer (L) [ n® & =1}
(Rappelons que l'on a un isomorphisme (W (L, \)/Wgr (L) ~ LF /LF (G, \,).) Alors
GF(R,) = G LY.

DEMONSTRATION - (a) résulte du théoréeme 13.12 (c) et du théoréme 11.12. (b) découle du théoreme
13.12 (d). m

REMARQUES 13.14 - (a) Gardons les notations du corollaire 13.13 (b). Le sous-groupe (L /LF(A))"
est central donc tout caractere linéaire £ de Wi, (L, \)/Wgr (L, A) vérifiant  ® £ = 7 doit contenir ce
sous-groupe dans son noyau. Donc L¥ (G, \;) C ]:5 C L (A1) (comparer avec le corollaire 12.10).
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(b) Comme dans la remarque suivant le théoréme 13.9, le paramétrage de £(G*', L, \) donné dans le
théoreme 13.12 (a) est bien~ déﬁxii a tensorisation pres par un caractere linéaire de Wi (L, A)/Wgr (L, \)
(une fois l'isomorphisme H ~ Q,[Wgr (L, )] choisi) donc il est bien défini & conjugaison pres par un
élément de LT . Pour fixer précisément ce paramétrage, il faut choisir une composante irréductible de la
restriction de Ry & G et associer & cette composante irréductible le caractere trivial de W (L, A) : c’est

équivalent & choisir une extension v; de la composante irréductible p1 de la restriction de 7 & N& (I:, 5\)
N g (LA
telle que ReSLEF( )Ml =)\.0O
13.D. Action de H'(F, Z(G)). Soit z € H'(F, Z(G)). Notons &, le caractere linéaire du groupe
&r (L, A)/Wer (L, X) image de z par la suite de morphismes
HY(F, 2(G)) == L /LF . Z(G)F — LF/LF (G, A1) = (Whr (L, N)/War (L, \).

Ici, le dernier isomorphisme est le dual de 12.6. On peut voir £, comme un caractere linéaire de W » (fJ, 5\)
La proposition suivante est immédiate.

Proposition 13.15. Soient z € H'(F, Z(G)) et n € Irr W (L, \). Alors TSR, = Rye. .

13.E. Induction de Harish-Chandra. Pour une preuve de ’analogue du théoreme suivant pour la
série de Harish-Chandra £(G¥', L, A1), voir [HoLe2]. Le théoreme ci-dessous en découle facilement.
Théoréme 13.16. Soit M un sous-groupe de Levi F'-stable de G tel que L C M. On choisit une bijection
e Wi (L, A) — &L, L,A)
n — R%/I
telle que (RE/ICQR%/I,R?k;F # 0. Alors
G M G w’ (]:,i)
M
pour tous caractéres irréductibles n et ¢ de Wy e (L, \) et Wer (L, \) respectivement.

REMARQUE 13.17 - Choisir une bijection
e Wi (L,A) — EMF,L,N)
n — RTI;/I
est équivalent & choisir une extension v{ de A\ & Npr(L,\) et une racine carrée de ¢ (voir [HoLe2,
théoréme 4.8] et [BeCu, théoreme 2.9]). Si nous demandons & cette bijection de vérifier

(R QRiVIv Rf)gr #0,

alors nous devons choisir pour v} la restriction de vy et, pour la racine carrée de ¢, la méme que celle
choisie pour le groupe G¥. O
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Chapitre V. Autour des caracteres de Gelfand-Graev

Le but de ce chapitre est d’étudier les caracteres de Gelfand-Graev ainsi que leurs composantes
irréductibles, appelés caractéres réguliers. Dans les groupes a centre non connexe, il peut y avoir plusieurs
caracteres de Gelfand-Graev (ils sont paramétrés par H(F, Z(G))) et ce ne sont pas forcément des fonc-
tions uniformes, contrairement a ce qui se passe dans les groupes & centre connexe [DeLul, §10]. Dans la
section 14, nous rappelons la définition et les premieres propriétés de ces caracteres, comme les résultats
de Digne, Lehrer et Michel [DiLeMi2] ou lauteur [Bon’7, partie II] sur la restriction de Lusztig. Dans la
section 15, nous rappelons comment sont paramétrés les caractéres réguliers ou semi-simples (un caractére
semi-simple est, au signe pres, le dual d’Alvis-Curtis d’un caractére régulier). La section 16 est consacrée
a l’étude des séries de Harish-Chandra au-dessus d’un caracteére semi-simple cuspidal en adaptant I’étude
faite au chapitre précédent a ce cas particulier. Dans la derniere section de ce chapitre, nous étudions les
combinaisons linéaires d’induits de Lusztig de caracteres semi-simples.

14. CARACTERES DE GELFAND-GRAEV

14.A. Eléments unipotents réguliers. Si g € G, alors dim Cg (g9) =2 dimTy. Un élément g de G est
dit régulier si dim Cg(g) = dim Ty. L’ensemble des éléments réguliers de G forme un ouvert dense de G
(voir [St4, théoreme 1.3 (a)]).

Concentrons-nous maintenant sur les éléments unipotents réguliers. Tout d’abord, il existe des éléments
unipotents réguliers [St4, théoreéme 3.1]. Ils sont tous conjugués dans G [St4, théoreme 3.3] : notons Ufé'g
la classe de conjugaison des éléments unipotents réguliers de G. Un élément unipotent u de G est régulier
si et seulement si il est contenu dans un seul sous-groupe de Borel [St4, corollaire 3.12 (b)]. Un élément
unipotent u € Uy est régulier si et seulement si u & Uy pour toute partie non vide I de Ay [St4, lemme
3.2]. Notons Uy y¢g 'ensemble des éléments unipotents réguliers de Uy : ¢’est un ouvert dense de Uy.

Soit Uy = Hae(bngo U,, ou @6” est le systeme de racines positives de ®q associé a Ag. Alors Uy est le
groupe dérivé de Ug. De plus, action de U; par translation (a droite ou & gauche) sur Uy stabilise Ug yeg-
Il est de plus clair que Ty agit transitivement sur Ug ,65/U;. En particulier, (Ug e/Up)" = U e/ UT
est non vide. D’autre part, le stabilisateur de tout élément de Ug r4g /U; dans 'i‘o est Z(é) Ce dernier
étant connexe, on en déduit que T§ agit transitivement sur U5 réa/ Ul

Proposition 14.1. Soit v € Ug . Alors :

(a) Ca(u) =Z(G).Cu,(u).

(b) Sip est bon pour G, alors Cy,(u) est connexe.

(c) L’application Uy — uUy, x — zux~! est surjective.

(d) Siu' est un autre élément de Uy ysg, alors il existe b € By tel que v’ = bub™!.
(e) By est lunique sous-groupe de Borel de G contenant u.

DEMONSTRATION - (a) découle du fait que le stabilisateur, dans Ty, d’un élément de Uy 6o/ U7 est égal
a Z(G). Pour (b), voir [SprSt, 3.7]. Montrons maintenant (c). Soit f : Ug — Uy, z +— zuz~!. C’est un
morphisme de variété. L’image de f est une orbite sous ’action d’un groupe unipotent, donc c’est une
sous-variété fermée de uU;. De plus, la dimension des fibres de f est toujours égale a

dim Cy, (u) = dim Cg (u) — dim Z(G) = |Ay.
Par conséquent, la dimension de I'image de f est
dim Uy — dim Cy, (u) = [®7 | — |A¢| = dim Uy.

Puisque uU; est irréductible, 'image de f est bien uU;. (d) découle du fait qu’il n’y a qu’une classe de
conjugaison d’éléments unipotents réguliers, que chaque élément unipotent régulier est contenu dans un
seul sous-groupe de Borel et que le normalisateur de By dans G est By [Bor, théoréme 11.16]. (e) est
clair. m

14.B. Caractéres réguliers de Ug . Un caractere linéaire ¢ : U — @Z est dit régulier s’il contient

F
U!" dans son noyau et si Resg% 1 # 1 pour toute partie stricte ¢g-stable I de Ay (le lecteur peut
I
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aisément vérifier que cette définition coincide avec [DiLeMil, définition 2.3]). Notons (U¥ )rse V'ensemble
des caracteres linéaires réguliers de U¥'.
. . . N . T . =X
Fixons maintenant et ce jusqu’a la fin de cet article un caractere linéaire non trivial x; : F, — Q, . Si
. — X .
n est un entier naturel non nul, nous noterons xn : Fpn — Q,", ® = x1(Trp . /r,(2)). Avec ces choix, on

obtient [DiLeMi2, §2] une application bijective TOF -équivariante Ufi rég JUf = (uf )rAég. Cela montre que
le groupe TOF agit transitivement sur I'ensemble des caracteres réguliers de UJ" et que le stabilisateur d'un
caractére régulier dans TE est Z(G)F. Par conséquent, T8 /T8 Z(G)F ~ H'(F, Z(G)) agit librement
sur Pensemble des T -orbites dans (Uo)fég.

On appelle caractére de Gelfand-Graev de GT tout caractere de la forme Indgg 1, ol ¢ est un caracteére
régulier de Ul". Notons Uniyeg(G*) I'ensemble des classes de G'-conjugaison d’éléments unipotents
réguliers de G et GG(GT") I'ensemble des caracteres de Gelfand-Graev de G!'. La derniere remarque
du précédent paragraphe montre que H'(F, Z(G)) agit transitivement sur GG(G!") (en particulier, il n’y
a qu'un caractére de Gelfand-Graev dans GT).

Si [u] € Uniweg(GE), alors [u] N UL est contenu dans Ug:rég
T} -orbite. On peut donc lui associer un caractere de Gelfand-Graev I'G . l’application

Unire(GF) — GG(GF)
[u] —  Ig

: F F
et son image dans Uj /U7 est une

est surjective et H'(F, Z(G))-équivariante. Nous verrons plus tard qu’elle est bijective.

Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous fixrons un élément unipotent régulier
u € Ugrég, nous notons 1 le caractére régulier de U} associé et nous posons

F
I'¢ = Indgr .

Une fois fixé 1, 'ensemble des TZ -orbites de caracteres réguliers de U¥ est en bijection naturelle avec
T /T Z(G)F ~ H'Y(F, 2(G)). Soient z € H'(F,Z(G)) et £, € T} tels que o (£.TH.Z(G)F) = .
Posons 1, = 1o(adt,)~t. Alors {¢, | 2 € H'(F, Z(G))} est un ensemble de représentants des TE -orbites
de caracteres linéaires réguliers de Uf'. On définit alors

(14.2) ¢ =IndGr v..

Remarquons que I'S ne dépend que de z et que

(14.3) 'S =1%o (adt,) ! = 78TC.

Donc les caracteres de Gelfand-Graev de G sont les I'S ol 2 parcourt H!(F, Z(G)).

14.C. Restriction de Harish-Chandra. Le théoreme suivant a été montré par Digne, Lehrer et Michel
[DiLeMil, théoreme 2.9] (voir aussi [As, preuve du lemme 3.6.1] pour un énoncé moins fort).

Théoréme 14.4 (Digne-Lehrer-Michel). Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de G et soit
L un complément de Levi F-stable de P. Alors *RE - pI'® est un caractére de Gelfand-Graev de LT
Plus précisément, si Bo CP et To CL, alors la restriction de ¢ a UL N LY est un caractére réqulier de
Ul NLE et

* PG G _ 1, L7 u§
Ry -pI'™ = IndUgmLp(ResUgmLF ).

NOTATION - Sous les hypothéses et notations du théoreme 14.4, on pose
(14.5) 't = *RE_pTC.

Remarquons que I'" ne dépend pas de P. Si on pose I'V = 7LT'Y pour tout z € H'(F,Z(L)), alors,
d’apres 10.4, on a

(14.6) Thi (o) = "BEcpl's
pour tout z € HY(F,Z(G)). O
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14.D. Dualité d’Alvis-Curtis. Les résultats de cette section sont diis eux aussi a Digne, Lehrer et
Michel.

Théoréme 14.7 (Digne-Lehrer-Michel).

(a) Sige GE est tel que DgT'S(g) # 0, alors g est un élément unipotent régulier.
(b) Siz et 2" sont deuz éléments de H'(F, Z(G)), alors

(Del'S To)ar = na|Z(G)"d.,.0.

DEMONSTRATION - voir [DiLeMil, theoreme 2.12 (i) et (ii)]. m

Corollaire 14.8 (Digne-Lehrer-Michel). La famille (FS)zeHl(F,Z(G)) est libre. En particulier, si z
et 2/ sont deux éléments distincts de H'(F, Z(Q)), alors TS #T'G.

14.E. Restriction de Lusztig. Nous fixons dans cette sous-section un sous-groupe de Levi F-stable L
de G.

Hypotheése : Nous supposerons dans cette sous-section, et seulement dans cette sous-
section, que p est un bon nombre premier pour G.

Dans [Bon3, §2], 'auteur a défini une application
resy : Uniygg(GT) — Uniygg(LY).
Rappelons sa définition (pour la preuve des faits utilisés dans la discussion suivante, nous nous référons
a [Bon3)).
Tout d’abord, si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P de
G, notons g, cp : P — L la projection canonique et posons
pE 1 Uniwg(GF) — Uniyeg (L)
[glar  +— mce(lgleNP).
Il est bien connu que pf est bien définie et ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique F-stable
ayant L comme sous-groupe de Levi [DiLeMil, proposition 5.3].

Revenons au cas général. Soit L; un sous-groupe de Levi F-stable L-déployé de L minimal tel que
I’application hfl soit un isomorphisme. Le groupe L; étant cuspidal, il existe alors un sous-groupe de
Levi F-stable G-déployé Lo qui lui est géométriquement conjugué. Alors ’application

cL: Uniwg(LE) —  Uniwg(LT)
(e —  [Jgr NL{

est bien définie et bijective. De plus, ph est elle aussi bijective. On pose alors, comme dans [Bon3, page
279],

G _ (L -1 G
resg, = (pL,)” © cL © pL,-

Nous allons maintenant définir une autre application Uniyeg(GE") — Uniyeg(LT). Notons z un élément
de G tel que L; = 9Ly. Puisque L et Ly sont F-stables, F/(g)g~* appartient & Ng(L1). Notons wy, sa
classe dans Wg(L1). Nous noterons ici ¢f : Wa(Ly) — Z(L1) le morphisme de groupes noté ‘Pﬁ,vl
dans [Bon7, partie I, corollaire 3.8], olt v1 est un élément unipotent régulier de L. Il est & noter que ce
morphisme a été calculé explicitement dans [Bon7, partie II, table 1]. Identifions Z(L1) et Z(L) via hf
et notons zy, V'image dans H*(F, Z(L)) de 'élément ¢f (wr) de Z(L). On pose alors

dim§ = TZLL o resy .
Nous rappelons les propriétés des applications reslcf' et dlmf .

Proposition 14.9. On a :

(a) Les applications resf et dlmf ne dépendent pas des choix de L1, Lo et g effectués ci-dessus.

(b) Size HY(F,Z(G)), alors resf or& = T,%L(Z) ores et dim 078 = T}I;L(Z) odlm§.

G L

)
(c) Les applications res@ et dlme sont surjectives.
Si M est un sous-groupe de Levi F-stable de L, alors res$; = resk; ores® et dim$, = dlm¥ odlm®.
M M L M M L

(d
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DEMONSTRATION - Les assertions (a), (b) et (c) sont évidentes. Le fait que res$ = reslyoresE est
démontré dans [Bon6, proposition 7.5 (¢)]. Il suffit alors d’appliquer [Bon7, partie II, corollaire 12.4] pour
obtenir que dlmfy; = dlmy; o dimy*. m

NOTATION - Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous noterons, lorsque p est bon pour G, uy,
un représentant de la classe de L-conjugaison dlmf [ulgr. D’autre part, nous noterons I' le caractere
de Gelfand-Graev de L associé & [ug]pr. O

La conjecture suivante propose une généralisation du théoreme de Digne-Lehrer-Michel sur la restric-
tion de Harish-Chandra d’un caractere de Gelfand-Graev.

Conjecture & : Si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique P de G, alors
*RECpFG = EGELFL.

Conjecture &' : Si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique P de G, alors
*REC P71? = ’yilL'

Nous dirons que “la conjecture & (resp. &) a liew dans G” si, pour tout sous-groupe de Levi M de
G, pour tout sous-groupe parabolique P de M et pour tout complément de Levi F-stable L de P, on a
*RM-pI™ = eppen IV (resp. *RE-pyM =95 ).

Proposition 14.10. Si la formule de Mackey a liew dans G, alors la conjecture & a lieu dans G si et
seulement si la conjecture & a lieu dans G.

DEMONSTRATION - Cela résulte facilement de [DiLeMi2, propositions 2.1 et 2.5]. m

Lorsque le centre de G est connexe, ces conjectures ont été montrées par Digne-Lehrer-Michel [DiLeMil,
proposition 5.4] : en effet, dans ce cas, les fonctions centrales ' et 7S sont des combinaisons linéaires
explicites de caracteres de Deligne-Lusztig RS (0), ou (T,0) € V(G,F). 1l suffit alors de calculer
*RE-pRE(0) : cela se fait en utilisant la formule de Mackey qui est valable dans ce cas (voir théoréme
10.12 (a2)).

Lorsque le centre de G n’est pas connexe, ces conjectures ne sont démontrées qu’en utilisant la théorie
des faisceaux-caractéres, ce qui restreint leur domaine de validité (notamment & cause de ’emploi de
[Lu8, théoreme 1.14]).

Théoréme 14.11. Sip est bon pour G, si F' est un Fy-endomorphisme de Frobenius de G et siq > qo(G),
ot qo(G) est un constante ne dépendant que de la donnée radicielle associée & G, alors les conjectures
& et & ont lieu dans G.

REMARQUE - Dans [DiLeMi2, théoréme 3.7], Digne-Lehrer-Michel ont montré que *REC pl'C est égal,
au signe egey, pres, a un caractere de Gelfand-Graev de L. En revanche, ils n’ont pas déterminé lequel.
En étudiant plus précisément ’algebre d’endomorphismes de l'induit d’un faisceau-caractere cuspidal
supporté par la classe unipotente réguliere [Bon7] et en intégrant cette information supplémentaire dans
la preuve de Digne-Lehrer-Michel, nous avons obtenu le théoréme ci-dessus [Bon?7, partie II, théoréme
15.2]. O

15. CARACTERES REGULIERS ET CARACTERES SEMI-SIMPLES

Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous fizons un élément semi-simple s €
G*I". Nous fizons aussi un élément semi-simple 5 € G*I'" tel que i*(5) = s et nous
posons s’ =i'*(3) € G™*I".
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Nous reprenons les notations introduites dans la section 8 (T%, B, @4, ¢1...). Pour tout w € W°(s),
nous choisissons un tore maximal F*-stable T} de C&.(s) de type w par rapport & Tj. Notons ¢ :
W — {1, —1} le caractere signature de W. Nous noterons e, (respectivement 2) sa restriction a W(s)
(respectivement W°(s)). Alors, si w € W°(s), on a ey = e(w)ecy,, (s) et donc, d’apres le corollaire
10.13,

(15.1) DgRE. (s) = eaecy,, (s)e(w) RE- (5).

REMARQUE 15.2 - Il se peut que la restriction du caracteére signature & Ag-(s) soit non triviale, comme
le montre le cas o G = SLy(F), F : G — G est un endomorphisme de Frobenius déployé et s est
I'unique élément d’ordre 2 de T§. O

Soient 'i“{ = ¢*~1(T%). Alors W est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl de G* relativement
a T7 et, puisque Cg. (5) est connexe (voir théoreme 3.5), on a W (5) = W°(3) et Ag.(5) = {1}. De plus,
W (8) = W°(s) car W°(s) est le groupe de Weyl du systeme de racines ®,. Pour tout w € W (3§), on pose

’i‘j‘u i*~1(T},). D’apres la proposition 10.11 (a), on a, pour tout a € Ag«(s),
(15.3) RS, (5) ®pu(a) = RS, (5)
w ailwa
car §p,(a) = asa~!. En particulier,
(15.4) RF.  (s) = RF. (s).
D’apres la formule de Mackey (théoréme 10.12 (2)), on a, pour tous w, w' € W°(s),
|Cw (s)(we1)|  si wey et w' ¢y sont conjugués sous W(s),
(15.5) (RS (), B (ar = {0 wiglodl = wo

15.A. Définition. Un caractere irréductible de G est dit régulier (respectivement semi-simple) sil est
une composante irréductible d'un caractere de Gelfand-Graev de G (respectivement du dual d’Alvis-
Curtis d’'un caractere de Gelfand-Graev de G¥). Nous allons dans cette section paramétrer les caracteres
réguliers (et semi-simples) de G¥ appartenant & £(GF,[s]) ou (G, (s)). Nous allons aussi établir les
premiéres propriétés (action de GF| restriction de Harish-Chandra...).

Posons
EGECY,, (s)
G G G
po=pG = — &l RS, (s),
W,

(15.6)

EGECY,. (s)

X=X = ReaT Y cWRE ()
|W (S)| weWe(s)
Remarquons que, d’apres 15.1,
(15.7) Xs = €Gecy,. (s)Da(ps)-
Alors, d’apres le corollaire 11.5, on a
GF

ps = Resgr ps,

(15.8)
GF
Xs = Resgr xs.

D’apres la proposition 10.11, on a

Ps & z = Psz,
(15.9)

X5 ® Z = X5z

pour tout z € (Keri*)™ .

Théoréme 15.10 (Deligne-Lusztig).
(@) (xsT%)gr =1.
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(b) ps et xz sont des caractéres irréductibles de G et ils appartiennent o E(GF, [5]).
(c) Le caractére de Gelfand-Graev de GT' a la décomposition suivante :

(8]

REMARQUE - Le théoréme précédent est démontré dans [DeLul, théoréme 10.7] lorsque F' est un en-
domorphisme de Frobenius. Dans le contexte légerement plus général dans lequel nous nous plagons, le
résultat reste valide. En effet, d’apres [DeLul, page 161], il faut seulement utiliser le fait que la formule
de Mackey a lieu lorsque 1'un des deux sous-groupes de Levi est un tore (voir théoreme 10.12 (a2)). O

Corollaire 15.11 (Asai).

(a) <XsaFG>GF =1

(b) ps et xs sont des caractéres de GT' sans multiplicité et toute composante irréductible de ps ou Xs
appartient a E(GT,[s]).

(c) Sixsa est lunique composante irréductible commune ¢ TS et xs (voir (a)), alors

FG = ZXS,L

[s]

DEMONSTRATION - (a) résulte du théoreme 15.10 (a), de 15.8 et de la réciprocité de Frobenius. (b)
résulte du théoreme 15.10 (b), de (a), de 15.8 et de la proposition 11.7 (a). (c) découle de (b) et du
théoreme 15.10 (c). m

On pose ps,1 = egecy,. (s DalXs1) € E(GF,[s]). Cest une composante irréductible de ps. S’il y a
ambiguité, on notera pS’l et XS1 les caracteres irréductibles ps 1 et xs1 de G respectivement.

Corollaire 15.12 (Digne-Lehrer-Michel). Soit L un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe
parabolique F-stable P de G. Notons L* un complément de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique
F*-stable de G* dual de L. Alors

G G L
*RLchs,l = Z Pt,1
[tly«px C [S]G*F*
* G G L
et Ry -pxs1 = Z Xt

[t xr* Clslgar=

DEMONSTRATION - La deuxi¢me égalité résulte du théoreme 14.4, du corollaire 15.11 (c), et du corollaire
11.11. La premiere découle de la seconde et de la relation de commutation entre I'induction de Harish-
Chandra et la dualité d’Alvis-Curtis [DiMi2, théoréme 8.11]. m

Si €€ (Ag-(s)")", on pose
Ps.e =T Psi1
et Xs,& = T,SXS,la

S
dépendent que de £ et non du choix de z). La proposition suivante décrit les caracteres réguliers ou

semi-simples appartenant & £(GF, [s]).

ot z € HY(F, Z(Q)) est tel que @2(z) = £ (d’apres le corollaire 11.13, les caractéres xs¢ et pse ne

Proposition 15.13 (Asai). Le stabilisateur de ps1 (ouxs1) dans G est égal & GT (s). Par conséquent,

Ps = Z Ps,g

£€(Agx(s)F7)"

et Xs= Y. Xee

E€(Agx(s)F)N
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DEMONSTRATION - Seule la premiere assertion nécessite une preuve, la deuxiéme résultant immédiatement
de la premiére et du corollaire 15.11 (b). Mais, par la théorie de Clifford, elle découle de la formule 15.3. m

Corollaire 15.14.
(a) Size HYF,Z(G)) et si & € (Ag-(s)F)", alors

TS Psg = Pscan(z)

et TS X6 = Xs£0(2)-

(b) Xs.¢ est une composante irréductible de I'S si et seulement si € = &9(2).

S’il y a ambiguité, nous noterons pfg et XSg les caracteres irréductibles p, ¢ et x, ¢ de GF respective-
ment (£ € (Ag-(s)7)").

Corollaire 15.15 (Digne-Lehrer-Michel). Soit L un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe
parabolique F-stable P de G. Soit L* un complément de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique
F*-stable de G* dual de L. Soit £ € (A~ (s)F*)A. Pour tout t € L*F" tel qu’il existe g € G*F" vérifiant

[
9s =t, on pose & = Resif:((:))w 9¢  le caractére linéaire & ne dépend pas du choix de g. Alors
G G L
"Ry cpPse = Z Pte,
[tlpwrx Clslguer=
* G G L
et RLCPXS,E = Z Xt.€,

[ e C [slgem

DEMONSTRATION - Cela résulte du corollaire 15.12, de la commutativité du diagramme 8.6 et de 10.5. m

Proposition 15.16. On a ps = xs si et seulement si C&.(s) est un tore maximal de G*. Dans ce cas,
il existe un caractére linéaire &5 d’ordre 2 de Ag-(s)F " tel que, pour tout € € (Ag-(s)F )", on ait

Dapse = eaeog,. (s)Ps g -

DEMONSTRATION - La premiere assertion est immédiate. Supposons donc que C&. (s) est un tore maximal
de G*. Notons &, le caracteére linéaire de Ag-(s)"" tel que

Daps,1 = ececy,. (s)Ps6.-

Puisque 7& o Dg = Dg o 78 pour tout z € H'(F, Z(G)), on en déduit la formule donnée dans la

4
proposition 15.16. Pour finir, puisque Dg est une involution, on a £2 = 1. m

EXEMPLE 15.17 - Le caractere linéaire &5 de la proposition 15.16 peut étre non trivial. En effet,
supposons ici que G = SLy(F), que F est 'endomorphisme de Frobenius déployé standard sur F, et
que p (ou ¢) est impair. Notons s l'unique élément de T§ d’ordre 2 et notons 6 l'unique caractere
linéaire de T§ d’ordre 2. Alors p, = RE (0) et *RE (ps,1) = 6 d’apres le corollaire 15.12. D’autre
part, Dg = (ch_f’o o *ch_fo) —Idz 1 gr. Donc Da(ps1) = ps,e, ou € est 'unique caracteére non trivial de
Ag- ()" ~7/27. 0
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16. CARACTERES SEMI-SIMPLES OU REGULIERS CUSPIDAUX

Nous allons ici étudier les séries de Harish-Chandra associées & un caractere cuspidal semi-simple (ou
régulier).

16.A. Caractérisation de la cuspidalité. Soit & € (Ag-(s)" ). Si Ps,e est cuspidal, alors Dgps.e =
Neps,e et donc Dgps = ngps. En particulier, ps = xs. Donc un caractere irréductible cuspidal est
semi-simple s1 et seulement si il est régulier. Dorénavant, nous fixons un couple (T1,01) € V(G, F) tel
que (T, 91) (T3, 5) et nous posons (T1,6;) = i){esG(Tl, 01). Le lemme suivant précise quand est-ce
qu’un caractere semi-simple est cuspidal.

Lemme 16.1. Soit £ € (Ag~ (s)F*)A. Le caractére irréductible ps ¢ de GT' est cuspidal si et seulement si
2. (s) est un tore mazimal F*-stable de G* qui n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi F*-stable
G*-déployé.

DEMONSTRATION - Remarquons que, d’apres le corollaire 12.1, p, ¢ est cuspidal si et seulement si le
caractére irréductible p; de GF Dest. Il est donc suffisant de montrer le théoréme pour G.

Si ps est cuspidal, alors Dg ps = ngps donc ps = x5. Cela montre que Cg. (5) est un tore maximal de
G* donc que Cg. (5) = T5. Dans ce cas,

G [/~
ps = ege; Ry, (3)

donc Cg. (5) n’est contenu dans aucun complément de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique
F*-stable propre de G*.

Réciproquement, supposons que Cg. (§) soit un tore maximal F*-stable de G* qui n’est contenu dans
aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé. Alors ps = egeq, RG (91) Soit L un complément de
Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable propre P de G et soit L* un complément de Levi

F*-stable d’'un sous-groupe parabolique F*-stable propre de G* dual de L. Alors, d’ apres la formule de
Mackey (voir théoréme 10.12 (a2)), on a

ce qui montre la cuspidalité de p;. m

16.B. Groupe d’inertie. Notons L; (respectivement ]3*) le sous-groupe de Levi F-stable (respec-
tivement F*-stable) G-déployé (respectivement G*- deploye) contenant T (respectivement T*) et min-
imal pour ces propriétés (voir remarque 2.4). Alors, Ly et L* sont duaux. On pose Ly = L, N G et
L = i*(L¥). Soit P, un sous- groupe parabolique F-stable de G dont L soit un complément de Levi.
On pose P, = P,N G. En apphquant le corollaire 2.3 au groupe Cg. (§), on obtient que Cf ( ) = T*.

Donc, d’apres le lemme 16.1, p; L: est un caractere irréductible cuspidal de Lf . Donc, d’apres 1e corollaire
12.1, les caracteres irréductibles pi‘z de LI sont cuspidaux pour tout & € (Ap: (s)F*)A. Le groupe W%
stabilise Ker(F* —¢'/?, Y (T%)®Q(q'/?)) donc il normalise L*. On a en fait le résultat plus précis suivant :

Proposition 16.2. Le groupe W, (L é,pé <) est canoniquement isomorphe a W (s)F"

DEMONSTRATION - On a
P = +RS (0y).
Le groupe W (s)F" est isomorphe & Wgr(T1,601) et le groupe W(5)F" est isomorphe & Wgr(T1,0;). De
plus, puisque C~;(§) =T7, ona Wyr(T1,01) = {1}.
Le groupe Wgr(T1,671) normalise L. Soit w € Wgr(T1,0:1). Notons 7, le caractére linéaire wél.éfl
de TF/TF ~ LF /LF. Alors
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Dong, si on note @ 'image de w dans Wgr (L), alors I'application
a: Wgr(T1,60) — éF(is,psPs)
w — (0, Tw)

est un morphisme de groupes bien défini.

Montrons d’abord que « est injective. Soit w € Wgr(T1,601) tel que a(w) = 1. Alors 7, = 1 donc
w € Wgr(T1,01). Mais w =1 donc w € Wyrr (T1,0:1) cest-a-dire w = 1.

Il reste & montrer que o est surjective. Soit (w,7) € Wgr (L, p%*). Notons 1 un représentant de w
dans Ngr(L,). On a

L, (uj L (j
R“'JTI( t1) = RTI(GI ®T)

donc il résulte de la formule de Mackey (théoréme 10.12 (2)) qu’il existe I € L tel que (“Ty, %)

("1, Y (6, ®7)). Soit wy = I""4b. Alors i, € Ngr(T1,0;) et, si on note w, son image dans Wgr (T4, 61),
alors a(w4) = (w, 7). B

Soit Wi, (s) le groupe de Weyl de Cr:(s) relativement & T7. On a Wi, (s) = Ar«(s) car Cf.(s) =
i*(C’L*( §)) = T1. Donc Ag:(s) est un sous-groupe F*-stable de W (s).

Proposition 16.3.
(a) Ap:(s)F" est contenu dans Ag-(s)F" .
(b) AL*( F" est central dans W (s)F"
(c) G*(s) = GFLI(G, p9)-
(d) p€ € E(GF, Ly, ).

DEMONSTRATION - (a) découle de la proposition 8.7 (b). (b) résulte du fait que Ag~(s) est abélien, de
(a) et de la proposition 8.7 (c). (c) résulte de la proposition 16.2. (d) découle de 1'égalité

(RE 505" )ar =1,

qui a été montrée dans le corollaire 15.12. m

REMARQUE 16.4 - Le sous-groupe Ap« (s )" de W(s)F" ~ Wi (L, pg‘) est isomorphe au sous-groupe
central (L /L¥ (ps))" défini dans le §12.D. O

16.C. La série £(GF, L, plfS). D’apres le théoreme 13.12 (a) et d’apres la proposition 16.2 on obtient
des bijections

e W) — S(GF Ls,ps)

(16:5) X — R
et
(16.6) IrrW(s)F* —  E(GF Ly, ple) _

n — Ryl
D’apres [Lub, chapitre 8], la bijection 16.5 est bien définie une fois fixée la convention suivante :

(16.7) Ruf3] = p

et, par la remarque 13.14 (b), la bijection 16.6 est bien définie une fois fixée la convention suivante :
(16.8) Ryls] = pS,.

S’il y a ambiguité, nous noterons RS [s] le caractére irréductible Ry [s] de GF (n € Irr W(s)" ") et par
RG[ 3] le caractere irréductible R, [5] de G (y € Tr W(3)F").

REMARQUE 16.9 - D’apres le théoreme 11.10, on a

E(GT, Ly, pi*) CE(GF,[5)

et E(GF Ly, pt) CE(GF,[s]). O
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Grace aux théoremes 13.12 et 13.16, on obtient :

Théoréme 16.10.

(a) Sin etx sont des caractéres irréductibles de W (s)F™ et We(s)F" = W(3)F" respectivement, alors
(Ryls), ResSr Ry[8)ar = (Resty S0 m, Xhws)r- -
(b) SinecTrrW(s)" et & e (Ag-(s)F)", alors
%Ry [s] = Ryoels)

(c) Soit L un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P de G contenant
Ls. Fizons un sous-groupe de Levi F*-stable L* d’un sous-groupe parabolique F*-stable de G*
contenant LY et tel que la LT -classe de conjugaison de Ly soit associée a la L*F" -classe de
conjugaison de L%. Notons Wi(s) le groupe de Weyl de Cr-(s) relativement a TF. Alors

SF*
(REpRY[s), RE[s)har = (Indy Y oo m, Qe

L

pour tous caractéres irréductibles 1 et ¢ de Wi,(s)F et W(s)F" respectivement.

Remarquons que assertion (c) du théoréme précédent 16.10 utilise le corollaire 15.12.

17. CARACTERES SEMI-SIMPLES ET FONCTIONS ABSOLUMENT CUSPIDALES

17.A. Un exemple de fonction absolument cuspidale. Sia € Ag+ (S)F, on pose

Psa = P = EGECE,. (s) > @) pae
E€(Agx(s)F)n
11 est facile de retrouver les caracteres irréductibles ps ¢ comme combinaisons linéaires des p, .. En effet,
siée(Ag-(s)F )", ona

EGECY,. () .
(17.1) Pse = m > @)
a€Agx(s)F*

Par ailleurs, il résulte du corollaire 15.14 que
(17.2) ps.a € Cent(GF | [s],a).
Si a et b sont deux éléments de Ag~(s)"", un calcul élémentaire montre que
. . Ag-(s)F"| sia=0b,
(17'3) <ps,a;p5,b>GF = {| ( ) | .
0 sinon.

D’apres ’exemple 10.6, on a :

Proposition 17.4. Sia € Ag-(s)" est tel que wy(a) € Z)

Ss(G), alors ps o est une fonction absolument
cuspidale.

17.B. Restriction de Lusztig. Nous travaillerons sous '’hypothése suivante :
Hypotheése : Nous supposerons jusqu’a la fin de ce chapitre que p est bon pour G.

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L™ un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual
de L. L’hypothese entraine que l’application resf entre ensemble de classes unipotentes régulieres est
bien définie (voir §14.E). En particulier, le caractere de Gelfand-Graev I'V est lui aussi bien défini. Nous
allons ici donner une formule pour la restriction de Lusztig des caracteres pg’g.

Proposition 17.5. Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G. Soit & €
* * * . F*
(Ag=(8)F ). Pour tout t € L*E" tel qu’il existe g € G*F wérifiant 9s = t, on pose & = Res?e ) g

A (tyF* T8
le caractere linéaire & ne dépend pas du choix de g. Alors

G G L
"RL psie = EGELECY,, (5) Z €ce, (H)Pre,

[tlpwrx Clslguer=
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et *RI(J;XSE = EGEL Z X%Et .

[tly«p C [S]G*F*

REMARQUE 17.6 - La proposition 17.5 généralise le corollaire 15.15 tout comme le théoreme 14.11
généralisait le théoreme 14.4. O

Corollaire 17.7. Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G. Soit
a € Ag~ (S)F* Pour tout t € L*F" tel quil existe g € G*F vérifiant 9s = t, on note a; I’élément gag™!
de Ag+ (t)F* ; Uélément a: ne dépend pas du choix de g. Alors

[Ac-(s)"] 1

*pnG G __
Ry, Ps,a = |AL* (t)F* t,ag*
[l xrx Clslgar=

ar€AL-(t)F"

17.C. Combinaisons linéaires d’induits de caractéres semi-simples. Soit w € W(s). On fixe
un élément g, € G* tel que g,  F(g,) normalise T} et représente w. On pose alors Tf = 9«T5 et
Sw = gwsgy,'. D’aprés le théoréme de Lang, on peut choisir g,, de sorte que s, = 54, ot a désigne la
classe de w dans H(F*, Ag~(s)). C’est ce que nous ferons dans la suite. Il est & noter que le couple
(T%, 5,) est bien défini & G*F -conjugaison prés par w (et méme par la classe de w dans H'(F*, W (s)) :
en effet, le stabilisateur du couple (T7, s) dans G* est égal & I'image inverse de W(s) dans N« (T7)).
Fixons maintenant a € Ag-(s)". Alors le sous-groupe de Levi F*-stable L; , a été défini dans §8.D.

Si w € W(s)?, on pose L , ,, = 9L ,. Alors le couple (L , ,,Sw) est bien défini a G*F"_conjugaison
prés par w (et méme par la classe de w dans H'(F*, W (s)*) : en effet, le stabilisateur du couple (L ,, s)

dans G* est égal a I'image inverse de W (s)* dans Ng~(T5) d’aprés le corollaire 8.11 (e)). De plus,
puisque a € Arx a(s)F par construction, on en déduit que a € Ar- (8)F" pour tout w € W(s)® (a
travers le morphisme injectif naturel Ar.  (s) < Ag-(s)). Notons que

(17.8) Ci. (s0) =TT,

(voir corollaire 8.11 (a)). Notons Lg 4, un sous-groupe de Levi F-stable de G dual de L

aw- Alors le
couple (L g, p?jgz’”) est bien défini & GF-conjugaison prés par w (et méme par la classe de w dans
H'(F*,W(s)*). Donc la fonction Rf p'ijf;’“’ est bien définie : nous la noterons R 4., Elle appartient

;W

a QE(GF, (s)). Si a désigne la classe de w dans H'(F*, Ag«(s)), alors, d’apres le théoreme 11.10 et
17.2, on a
(17.9) Rs.amw € Cent(GF | [s4],a).
Si f € Cent(W(s)%1), on pose :
1
R(Sa a) = M1/ Nal f(w¢l)Rs,a,w-
T w(sy] w};s)a
D’apres 17.9, cela nous définit une application linéaire R(s,a) : Cent(W(s)%¢;) — Cent(GT, (s),a).
S’il est nécessaire de préciser le groupe ambiant, nous noterons Rg’a’w la fonction R 4.0 et R(s, a)?r la
fonction R(s,a)y.

REMARQUE 17.10 - Si 7 € HY(F*, Ag-(s)), nous identifierons 7 & une fonction centrale sur W (s)%¢;
de la fagon suivante : si w € W(s)®, 'image de w¢; par cette fonction centrale est égale & 7(w), ol @ est
I'image de w & travers la suite de morphismes W (s)® — Ag«(s) — H'(F*, Ag-(s)). Avec cette notation,
on a, pour tout z € Z(G)¥ et pour tout f € Cent(W (s)%¢p1),

tS’R(s, a)r = 38(2)R(s, a)fol(z)-

Ici, z désigne I'image de z dans Z(G)¥". Pour montrer cela, il suffit de remarquer que, d’apres le lemme
9.14 et d’apres la remarque 11.1 (d), on a

tZGRs,a,w = §(Z)(D; (2) (w)RS7a7w
pour tout w € W(s)*. O
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Proposition 17.11. Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Soit a € A(;*(s)F* et soient
w et w' deux éléments de W (s)*. Alors

|Cw (s)a (wo1)|  si wey et w'dy sont conjugués sous W(s)?,

<Rs,a,w7Rs,a,w’>GF .
0 sinon.

DEMONSTRATION - D’apres la formule de Mackey, et compte tenu de la proposition 17.4, on a

(Rs,a,waRs,a,w’>GF = Z <psusj,(¢lzwa "ps SIEGWI>Lfa w’
neVE JLE ] -
oU Ny ={n € G | Ly g0y = "L g0 }. D’autre part, on a une bijection naturelle entre [NF L o]
et [Nﬁi,/in*w,] (ot bien sir Ny, = {n € G* | L}, , = "L}, .. }) et, a travers cette bijection, on a
(Rs,aws Rs,aw)ar = Z <Ps$,‘a“’aPiii,’zfl,ahga,w-

n€NZF /L

s,a,w

. . . . . * —1 : 4 *F* )
En particulier, si les couples (Lj , ,,sw) et (L, ,/,nSwn™") ne sont pas conjugués sous G (c’est-
a~dire si w¢1 et w'¢ ne sont pas conjugués sous W(s)*), alors (Rsq,us Rs,aw)ar = 0. Nous pouvons
donc supposer maintenant que w = w’. On a, dans ce cas,

J— s,a,w 'LS,O/,UJ
<Rs,a,w7RS,a,w’>GF = § <p5w,a apnswn—17a>L§a W
RE[Ngup (Lf o 0)/L2E]

saw) s,a,w

'Ls,a w

s,a,w s . —1
Posons ﬂn = <psw7a P a>L5,a,w' Si 5, et nsyn

Soit maintenant n € Ng.r+ (L

o) ne sont pas
a,

L:Z w-conjugués, alors 3, = 0. Si sy, et ns,n~! sont LZ{; w-conjugués, alors il existe un représentant de

taw)/LEE ., qui centralise s,, et alors 3, = |AL:’a,w(sw)F* |. Par suite,

la classe de n dans Ng.r- (L
(Rsaws Rs,aw)gr = |AL;‘,a,w (SUJ)F*| X |(NG*F* (Ls a, w) NCax(sw) *)/CLE,a,w (SUJ)F*|
(Voo (L) 0 G (5)™ ) /G ()"

Or, Cf.  (sw) = T}, et, d’apres le corollaire 8.11 (e), on a (Ng*(L ) NCaq-(s )) /T3 ~ W(s)®. D’ou

w

le résultat. m

Corollaire 17.12. Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Alors Uapplication R(s,a) :
Cent(W (s)%¢1) — Cent(GF, (s),a) est une isométrie.

17.D. Induction de Lusztig. Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe
de Levi F*-stable de G* dual de L. On suppose que L* contient un élément s’ € L*F" géométriquement
conjugué & s. Le but de cette section est de décrire I'action de I'induction de Lusztig R sur I'image de
R(s',a)¥, pour a € Ap-(s')"" . Le résultat décrit cette action en termes d’une induction tordue entre les
groupes Wp(s') et W(s). Avant d’exprimer ce résultat, nous avons besoin de comparer ces deux groupes.
On se fixe un sous-groupe parabolique P* de G* dont L* est un sous-groupe de Levi et on note V* le
radical unipotent de P*.

Fixons tout d’abord un élément g € G* tel que gsg—! = s’. Soit B} un sous-groupe de Borel F*-stable
de C}.(s") et soit T§ un tore maximal F*-stable de Bf . Alors g $ Cv~(s')) est un sous-groupe de

Borel de C&.(s) et 9 T} est un tore maximal de 9 (Bj,Cy-(s')). Donc il existe h € C&. (s) tel que
(TL,BLCv- () = 9(T}, Bj).

Notons que (gh)s(gh) ™t = s'. Par suite, (gh) "' F*(gh) normalise T} et centralise s : on note wy, sa classe
dans W (s). Puisque le couple (T, B;) est bien défini & conjugaison prés par un élément de C§. (s')F,
Pélément wy, est bien défini par la couple (L*,s’). En particulier, si on identifie Ar-(s") avec le sous-
groupe correspondant de Ag-(s) (via la conjugaison par gh), alors wy, commute avec Ap-(s’). D’autre
part, via la conjugaison par gh, nous verrons Wry,(s") et W (s') comme des sous-groupes wr, F*-stables
de W (s) et W°(s) respectivement.
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Proposition 17.13. Soit a € Ap-(s')F et identifions a avec un élément de Ag~(s)* comme ci-dessus.
Alors le diagramme

Cent(Wi(s") wrd1) — " Cent(LE, (s'), a)

W(s)% o1 G
Indy - onawp ey RE

R(s,a)¢

Cent(W(s)*¢1) Cent(GF, (s),a)

est commutatif.

DEMONSTRATION - Si w € Wg(s)* (vu comme un sous-groupe de W(s)®*), nous fixons un élément
lw € L*F" tel que I, F*(l,) appartienne au normalisateur de T}, et représente (gh)w(gh)~t. On a T} =
(gh)T3(gh)~! et remarquons que (l,gh)~'F*(l,gh) normalise T} et représente wwy,. La proposition
découle alors facilement de cette observation, de la transitivité de 'induction et de [Bon2, lemme 3.1.1]. m

17.E. Transformés de Fourier de caractéres semi-simples. Si A est un groupe abélien fini et si ¢
est un automorphisme de A, on note M(A, ¢) le groupe (A%¥)" x H!(p, A). Son dual M(A, )" est égal
a A% x H'(p, A)". Si (a,7) € M(Ag~(s), F*)", on pose

. . 1 _
Prar = Psar = T o > T(@)€(a) ™ poa.c-
[Ag-(s)™| .
(§,)eM(Ag=(s),F™)
Ici, nous avons identifié le groupe Ag+(s,) avec le groupe Ag-(s) (via la conjugaison par 1’élément g,
tel que gosg,! = sa) @ cette identification ne change pas I'action du morphisme de Frobenius car Ag-(s)
est abélien. Si (§, ) € M(Ag~+(s), F*), alors
1

17.14 J

()" E(a)ps a,r-
(a,7)EM(Agx(s),F*)N

Proposition 17.15. Soient (a,7) et (a’,7') deux éléments de M(Ag~(s), F*)". Alors :
(a) ps.ar € Cent(GF, (s),a).
0) prar = e Yo T @hsa
A= (s) |a€H1(F*,Ag*(s))
1 si(a,71)=(d,7),
0 sinon.
(d) SizeZ(G)F, alors tSps o, = 3(2)Ps,a,r01(2)-
(e) Sila formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G, alors

(C) <ﬁ5,a,raﬁ5,a’,r’>GF =

ﬁs,a,r = R(S; a)T'

Ici, T est vu comme la fonction centrale sur W(s)*¢1 qui envoie wey sur 7(w), ot @ désigne
Iimage de w dans H'(F*, Ag~(s)).

DEMONSTRATION - (a), (b) et (c) sont évidents. (d) se montre de la méme manieére que la premiere
égalité de la remarque 17.10. Montrons (e). Tout d’abord, d’apres (a) et le corollaire 17.12, on a
(Ps,ars Ps.ar)ar = (R(s,a)r, R(s,a)-)gr = 1. Il nous reste a montrer que

(%) (Ps,a,rs R(s;a)r)qr = 1.
Soit w € W (s)® et notons « la classe de w dans H'(F*, Ag+(s)). Pour montrer (x), il suffit de montrer
que

() <ﬁ5,a,77T(O‘>R1(i,a,wp£$’$w>GF =1

Mais, d’apres (b), d’apres 17.9 et d’apres le théoréme 11.10, on a, par adjonction,

s,a,w

. ) 1 N ) )
<Ps,a,r,7(0¢)RS P?j’,Z’ﬂGF = W<T(a) Rfs,a,wpsa,a,T(Q)ngf&’wcﬂ
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Par suite, d’apres 17.3 et le corollaire 17.7, on a

1 |Ag-(s)F"
N RG ‘L. a,w _
<ps,ll,TaT(a) Lsyawwpsw,a >GF |AG* (S)F*| X |AL; aw(Sw)F*|

X |AL:’a,w (S’w)F*l = 1,

ce qui montre (xx). m

EXEMPLE 17.16 - Supposons dans cet exemple, et uniquement dans cet exemple, que a = 1. Nous
poserons alors R(s) = R(s,1). D’autre part, L, ,, = T;,. Sin est un caractere irréductible F*-stable
de W(s) et si 7} est une extension de n & W(s)x < ¢1 >, alors R(s); est un caractére fantome de G¥.

Tous les caracteres fantomes de GF ne sont pas obtenus ainsi. O

17.F. Séries rationnelles. Nous allons maintenant construire une isométrie R[s,a] de l'espace des
fonctions centrales sur W°(s)%¢; invariantes par 'action de Ag-(s)" vers Cent(GF,[s],a). Si f €
Cent(W°(s)%¢1), on pose

1
Rls,aly = ’R[s,a]? = A ()T

Z f(w¢1)Rs,a,w-

weWe(s)a

We(s)e]

D’apreés 17.9, on a R a0 € Cent(GF, [s],a) pour tout w € W°(s)¢. On a donc défini une application
R[s,a] : Cent(W°(s)%¢1) — Cent(GF, [s],a) dont il est facile de vérifier que, si f € Cent(W°(s)%1) et
be Ag-(s)F", alors

(17.17) R[s,aly = R[s,a]s.

e
En particulier, 'image de R[s,a] est égale & 'image de sa restriction & (Cent(W° (s)“(bl))AG*(S)
Ag=(s)""

et g sont deux éléments de (Cent(W°(s)*¢1)) , OIl pOse

L Sif

L9 we(s)ag,
(f, g>s,a = |AG* (S)F*l .

e
Alors (, )s,q est un produit scalaire sur (Cent(W° (s)“qﬁl))AG* @

* «(8)F"
Proposition 17.18. Soit a € Ag-(s)f" . Alors l’application R[s,a] : (Cent(WO(s)“qbl))AG SN
Cent(GT, [s],a) est une isométrie (pour les produits scalaires (,)s.o et (,)gr ).

DEMONSTRATION - Si f € Cent(W(s)%¢1), on note Resg , f sa restriction a W°(s)*¢;. Il est alors
immédiat que Res] , f est stable sous I'action de Ag-(s)" ", Cela nous définit donc une application Res; , :
F* F*
Cent(W (s)%¢1) — (Cent(Wo(s)“qbl))AG*(s) . Réciproquement, si f € (Cent(W"(s)“qﬁl))AG*(s) , on
pose, pour w € W°(s)% et b € Ag+(s),
o cwe™! sib=c 1F*(c) pour un ¢ € Ag-(s),
(Ethaf)(wabl): f( d)l) . ) *( )p G ( ) .
’ 0 si b # ¢ 1 F*(c) pour tout ¢ € Ag+(s).

Il est a noter que la premiere formule ne dépend pas du choix de ¢ car f est invariante sous I’action de
Ag+(s)"". 1l est alors clair que Ext; , f € Cent(W(s)*¢1). On a donc défini une application Extg , :

)E"
(Cent(W"(s)“qﬁl))AG*(‘s) — Cent(W(s)%¢1). De plus,
(17.19) Res; , o Ext; , = Id

(Cent(We (s)a¢y))da (D"

D’autre part, Extg , est une isométrie (pour les produits scalaires (,)s.a et (,)w(s)=g,) et le diagramme

Ag- (S)F* R|s,a]

(Cent(W°(s)*¢1)) Cent(GF, [s],a)
(17.20) e
Cent(W (s)%¢1) Ris) Cent(GF (s),a)
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est commutatif. Les applications R(s,a), Extg , et I'injection Cent(G*, [s],a) < Cent(G*', (s),a) é¢tant
des isométries, on en déduit que R[s, a] est une isométrie. m

REMARQUE 17.21 - 1l était possible de démontrer directement en utilisant la proposition 17.11 que
Rls,a] est une isométrie. Nous avons cependant voulu introduire les applications Res; , et Extg , car
elles nous seront utiles par la suite. O

Proposition 17.22. Si la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G, alors
B 1
|Aa- ()™

Ici, 1 est vu comme la fonction constante et égale a 1.

Rls,al; Ps.a-

DEMONSTRATION - Notons 7, : Cent(G*) — Cent(G”,[s]) la projection orthogonale. Alors le dia-
gramme

Cent(W (s)96:) Rise)

Cent(GF (s),a)

(17.23) Res?

Rs,a]

(Cent(W(s)2gy)) ") Cent(GF, [s], )

est commutatif. D’ott R[s, a]; = 7 R(s,a)1. Le résultat découle alors de la proposition 17.15 (e). m

Nous concluons ce chapitre par un résultat décrivant I'induction de Lusztig a travers les applications
R]s,a]. Soit donc L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable
de G* dual de L. On suppose que s € L**". Reprenons les notations de §17.D (en remplagant s’ par s),
de sorte que W1,(s) est vu comme un sous-groupe wr, F*-stable de W (s). Remarquons aussi que, puisque
s’ =s,on awr € W°(s).

Proposition 17.24. Supposons que a € Ay« (S)F* Alors le diagramme suivant est commutatif :

|ALs () |R[s,a)™

Cent(WE (s)*wr,é1) Cent(L", [s])
We(s)*o G
Indwﬁ(s)aqud)1 Ry,
Agx*(s L R[s,a G
Cent(W°(s)9¢) — e RETT o t(GF [s]).

DEMONSTRATION - Le méme argument que dans la preuve de la proposition 17.13 allié encore & [Bon2,
lemme 3.1.1] prouve immédiatement cette proposition. m
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Chapitre VI. Faisceaux-caracteres

L’objet de ce chapitre est I’étude de I'influence de la non connexité du centre de G sur la théorie
des faisceaux-caracteres. Le centre de G agit sur les faisceaux-caracteres de deux fagons. La premiere
est la trace de 'action par conjugaison : cette action induit une action sur chaque faisceau-caractere
par multiplication par un caractére linéaire de Z(G). Le calcul de ce caractere linéaire est classique
mais nous le rappelons ici (voir proposition 18.4). La deuxiéme action est 'action par translation : le
translaté d’un faisceau-caractere par un élément de Z(G) est encore un faisceau-caractere. Cela induit
une action de Z(G) par permutations de ’ensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres.
Nous étudions cette action & travers le processus d’induction parabolique (voir théoréme 19.4). Nous
en profitons pour tirer quelques conséquences de ce théoreme sur le paramétrage ou sur les fonctions
caractéristiques des faisceaux-caracteres. A partir de la section 21, nous nous consacrons aux faisceaux-
caracteres apparaissant dans I'induit d’un faisceau-caractere cuspidal dont le support rencontre la classe
unipotente réguliere. Nous y établissons un paramétrage de tels faisceaux-caracteres séries par séries
et obtenons une formule pour leurs fonctions caractéristiques comme combinaisons linéaires d’induits
de Lusztig de caracteres semi-simples (voir théoreéme 22.5). Comme conséquence, nous obtenons que la
fonction caractéristique d’un faisceau-caractere, non nécessairement cuspidal, dont le support rencontre
la classe unipotente réguliére est une transformée de Fourier de caractéres semi-simples (voir corollaire
22.7).

18. ACTION DE Z(G) SUR LES FAISCEAUX-CARACTERES

Nous rappelons dans cette section comment sont construits les faisceaux-caracteres avant d’étudier
laction de Z(G).

18.A. Systemes locaux kummériens. Fixons un sous-groupe de Borel B de G ainsi qu'un tore
maximal T de B. Soit U le radical unipotent de B. Nous fixons aussi un tore maximal T* de G* dual
de T. Nous identifierons le groupe de Weyl W de G relativement & T avec celui de G* relativement a
T*. Nous ferons aussi I'identification X (T) = Y (T*).

Notons S(T) I'ensemble des classes d’isomorphie de systémes locaux kummeériens sur T. Le produit
tensoriel munit S(T) d’une structure de groupe abélien. D’autre part, le groupe W agit naturellement
sur S(T). Le choix des applications 1, j et k construites dans §1.B permet de construire un isomorphisme
W-équivariant de groupes abéliens T* ~ S(T), s — L. Nous allons rappeler sa définition : si s € T*, il
existe z € X(T) = Y(T*) et n € N*, premier & p, tels que i1+ (x/n) = s. On note e,, : F* — F* z — 2™
C’est un revétement étale galoisien de groupe p,, (F). Nous noterons X, le systeéme local sur F* associé
a ce revétement et au caractere linéaire  : p,, (F) — Q,”. On aalors :

(18.1) Lo=1"X,.

Ici, z : T — F* est seulement vu comme un morphisme de variétés.

18.B. Faisceaux-caracteres. Fixons maintenant un élément w de W et un représentant w de w dans
Ng(T). Nous noterons 7,;, : BwB — T 'unique application telle que, si v et v’ appartiennent & U et
t € T, alors 7y (viwtv') = t. C’est un morphisme de variétés. Soient

Y. = {(9,hU) € G x G/U | h™'gh € BuB}

et Y., ={(9,hB) € G x G/B | h"lgh ¢ BuB}.

Notons [y, : Y., — Yo I’application canonique. Posons

Qup - Y., — T
(gahU) — Ww(h_lgh)

Yo : Y., — G
(9,hB) +— g.

Alors auy, B et vy, sont des morphismes de variétés bien définis. Nous avons donc construit un diagramme

et

Qlajy . w ~ w
T Y., B v, —21 G.
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Le groupe T agit sur Y., de la fagon suivante : sit € T et si (g,hU) € Yw, on pose
tx (9, hU) = (g, ht~0).

Alors 3, est une fibration principale de groupe T. D’autre part, le groupe T agit sur T de la fagon
suivante : si t et t' appartiennent & T, on pose
gt =W it't

Alors il est facile de vérifier que a; est T-équivariante. De plus, le groupe G agit diagonalement sur Y.,
et Y,, par conjugaison sur la premiere coordonnée et par translation a gauche sur la deuxieme, et il agit
sur G par conjugaison. Les morphismes (,, et v, sont alors G-équivariants.

Soit s € T* et supposons que w vérifie w(s) = s. Alors, d’apres [Lu6, 2.2.2], L, est T-équivariant
pour l'action *,,. En particulier, o L, est un systeme local T-équivariant sur Y,,. Par suite, il existe
un unique (& isomorphisme prés) systeme local Ly, s sur Y, tel que 5L, s ~ af L. De plus, puisque

o, L est G-équivariant, il en est de méme de £,, ;. Posons :
K’w,s - Kﬁs - R('Yw)!‘éw,s-

On rappelle qu'un faisceau pervers irréductible A sur G est appelé un faisceau-caractére s’il existe un
triplet (s,w,i) ou s € T* et w € W vérifient w(s) = s et ¢ est un entier relatif tels que A soit une
composante du faisceau pervers PH!(K,, 5). Nous noterons FCar(G) 'ensemble des classes d’isomorphie
de faisceaux-caracteres sur G. Il est a noter que tout faisceau-caractere est G-équivariant pour ’action
par conjugaison.

Nous allons conclure cette sous-section par une construction explicite du systeme local Zwﬁs. Pour cela,
écrivons s = i=(x/n) comme précédemment. Dire que w(s) = s équivaut & dire que A = w(z/n)—x/n €
X (T). En d’autres termes, w(x) —x = n, avec A € X(T). Soit Fy le B-module irréductible F sur lequel
B agit via I'unique caractere A:B - F~ qui étend \. Soit B) le fibré en droite associé a A (il est obtenu
en quotientant par B la variété G x Fy, B agissant diagonalement sur G x F par translations a droite
sur la premiére coordonnée et par le caractére A sur la deuxieéme). Si (g, z) € G x F, nous noterons gy z

sa classe dans By. Nous noterons Bj le complémentaire de la section nulle dans Bj. Posons alors

Yuon={(g,hU,z) € Gx G/UxF* | h~'ghe BuB et 2" = z(my(h"*gh))}

et Yuun=1{(gh*2)€GxB|hlghec BuB et 2" = x(my(h~'gh))}.

11 est facile de voir que les variétés Y, »n €t Y »n sont bien définies. Notons fi z.n @ Yw.en — Yw,

(9,hU,z) — (g,hU) et fw@,n : \?w%n — Yo, (g,h*x z) — (g,hB). Posons aussi Gy z.n : Ywazn — F,
(9,hU,2) — z et Byon: wamyn — wamyn, (g,hU, 2) — (g, h *y 2). Alors le diagramme

% dw,x,n ~ ﬂw,z,n ~
F w,xr,n w,xr,n
En fw,x,n f’w,z,n
T 0 0y . Buw _ Y
F* Y, Y, G

est commutatif. De plus, les carrés sont cartésiens et les morphismes fw,z,n et fw,x,n sont des revétements
galoisiens de groupe p,,(F). Le lemme suivant est alors immédiat :

Lemme 18.2. L,, ; est le systéme local sur Y, associé au revétement étale fo, 5 n et au caractére linéaire
- X
Ky, (F> - QE

REMARQUE 18.3 - Le groupe T agit sur \A(w%n comme suit : sit € T et si (g,hU,z2) € Yw%n, alors
on pose

"(g,hU, z) = (g, ht~"U, A(t)2).
Il est alors facile de voir que fw,z,n est T-équivariant et que an’zﬁn est le quotient de Yw,z,n par cette
action de T. O
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18.C. Action de Z(G). Si A est un faisceau pervers irréductible G-équivariant sur G, laction par

conjugaison de G sur lui-méme induit une action de Z(G) sur A. Cette action se factorise par le

groupe connexe Z(G)° et, puisque A est irréductible, cette action est donnée par un caracteére linéaire
= . . T

Ca: Z2(G) — Q, . La proposition suivante donne un moyen de calculer ce caractere linéaire lorsque A

est un faisceau-caractere :

Proposition 18.4. Soit A un faisceau-caractére sur G. Soient s € T*, w € W et i € Z tels que w(s) = s
et A soit une composante irréductible de pHi(Kw,s). Notons w ’image de w dans Ag+(s). Alors

Ca = ws(w).

DEMONSTRATION - Pour cela, il suffit de calculer Paction de Z(G) sur L, .. En effet, Paction de G sur
Y, induit une action trivale de Z(G), donc Z(G) agit sur le systeme local £~UJ75 par multiplication par
un caractere linéaire, qui ne peut étre que (4.

On utilise pour cela la description de Ew,s donnée par le lemme 18.2 dont on reprend les notations (z,
n, A\...). Le groupe G agit sur Yw,z,n comme suit : siy € Getsi(g,hx*)z2) € an,z,n, on pose

Mg, hxn 2) = (ygr v xy 2).
Alors fy . est G-équivariant et il suffit de regarder comment agit v € Z(G). On a, si y € Z(G),
(g, hxx 2) = (g, hoxa A(7)2).

Or, on a A(7)" = z(w~ ' (7))x(y)~" = 1 car 7 est central, donc A(7) € ., (F). Par suite, v agit sur L,
par multiplication par x(A(y)). Mais, par définition de ws, on a kK(A(Y)) = ws(w)(¥), ou 7 désigne la
classe de v dans Z(G) (voir 4.9). m

18.D. Séries géométriques. Soit s un élément semi-simple de G*. Nous noterons FCar(G, (s))
Pensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteéres A sur G tels qu’il existe i € Z, t € (s) N T*
et w € W tels que w(t) =t et A soit une composante de PH (K, ).

11 résulte de [Lu6, proposition 11.2 (c¢)] que

(18.5) FCar(G) = [[FCar(G, (s)).
5)

Bien siir, les ensembles FCar(G) et FCar(G, (s)) ne dépendent pas des choix de T, B et T*. Nous
utiliserons a loisir cette souplesse en fonction des questions que nous aborderons.

Sia € Ag-(s), notons FCar(G, (s), a) I'ensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres A
sur G tels quil existe ¢ € Z, t € (s) N T* et w € W tels que w(t) = ¢, W ~ a et A soit une composante
de PH (K, ). Ici, la notation @ ~ a signifie que la classe @ de w dans Ag~(t) ~ Ag«(s) est égale a a,
I’isomorphisme entre Ag«(s) et Ag-(t) étant induit par un élément conjuguant s en t. La proposition
18.4 montre que

(18.6) FCar(G, (s)) = H FCar(G, (s),a)
a€Agx(s)

et que

(18.7) FCar(G, (s),a) = {A € FCar(G, (s)) | ¢4 =ws(a)}.

19. AcTIiON DE Z(G) SUR FCar(G)

Si s € T* et we W sont tels que w(s) = s et si z € Z(G), alors (t¥)* K, s ~ K, 5. Cela montre en
particulier que, si A € FCar(G, (s)), alors

(19.1) (tS)* A € FCar(G, (s)).

De plus, si z € Z(G)°, alors (t§)*A ~ A. Cela nous définit donc une action de Z(G) sur I'ensemble
FCar(G) ainsi que sur toutes les séries géométriques FCar(G, (s)).
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Le but de cette section est de décrire cette action via le processus d’induction des faisceaux-caracteres.
Nous nous restreindrons aux faisceaux-caractéres apparaissant dans 'induit de faisceaux-caracteres cus-
pidaux dont le support contient des éléments unipotents. Nous aurons pour cela besoin d’introduire des
notions développées dans [Bon7, partie I].

19.A. Notations. Soit L un sous-groupe de Levi de G, soit C une classe unipotente et supposons que C
supporte un systéme local cuspidal £. Soit £ un systeéme local kummérien sur Z(L)°. Posons F = LK E.
C’est un systeme local cuspidal sur 3 = Z(L)°C. Rappelons que Uexistence d’un systéme local cuspidal
supporté par C implique que Ng (L) stabilise C et £ et donc stabilise 3 et F (voir [Lu4, théoréeme 9.2
(b).

Soient Z(L)%, = {# € Z(L)° | Cg(2) = L} et Iy = Z(L);4,C. On note Ly¢q la restriction de £
a Z(L)fég et Freg la restriction de F & Xgg. On a Freg = Lrgg K E. Posons Wg (L, £) = Na(L, £)/L.
Fixons maintenant v € C et notons ( le caractere irréductible du groupe Ay, (v) associé & sa représentation
sur &, par monodromie. Fixons aussi € X (Z(L)°) et n € N*, premier a p, tels que £ = z*X),.

Si w € Wg (L), alors w € Wg(L, £) si et seulement si w(z/n) —z/n € X(Z(L)°). Dans ce cas, nous
notons w la restriction de w(x/n) —x/n & Z(G) NZ(L)°. Alors il est facile de vérifier que W est trivial
sur Z(G)°, c’est-a-dire que w € X (Ker hr,). En composant avec %, nous verrons @ comme un élément de

(Ker )" (voir 1.8). L’application
we o Wg(L,,C) — (Ker hL)/\

w [— w

est un morphisme de groupes ne dépendant que de £ et non pas du choix de x et n. Nous noterons
W (L, £) le noyau de w,. Par dualité, on obtient une application surjective

LZJL : Ker hL — (Wg(L,ﬁ)/Wé(L,ﬁ))A.

19.B. Induction. Soit A = IC(X, F)[dim X]. C’est un faisceau-caractere cuspidal sur L. Nous allons
rappeler ici la construction du faisceau pervers induit de A. Pour cela, posons

Y:zerég, ?:GXL Erég et 'Y= U ngégg_l.
geG

Ici, G X1, X¢ désigne le quotient de G x X.¢, par 'action diagonale de L par translation a droite sur
le premier facteur et par conjugaison sur le deuxieme. Notons « : Y — Y.¢g la deuxiéme projection,
B:Y — Y la projection canonique et 7 : Y — Y lapplication telle que 7 o B(g,x) = grg™?.

Alors Y est une sous-variété localement fermée lisse de G, 7w est un revétement étale galoisien de
groupe Wg (L, X) et a et 3 sont des morphismes de variétés (voir [Lu4, §3] et [Bon7, §1]). Il existe alors
un systeme local frég sur Y tel que o Freg ﬁ*]:}ég. Par conséquent, 7w étant un revétement étale,

T Frég €st un systeme local sur Y. On a alors [Lud, proposition 4.5]

(19.2) Indf A = IC(Y, m.Freg)[dim Y.

19.C. Algébre d’endomorphismes. Comme dans [Bon7, §3], posons Wg (L, v) = Ng(L,v)/Cf.(v) et
W&(L,v) = (Na(L) N C&(v))/Cs (v). L'introduction du systéme local £ nous conduit & considérer les
sous-groupes Wg (L, v, £) = Ng(L, v, £)/Cf (v) et W& (L, v, L) = (Na(L, £L)NCE (v))/CE (v). Rappelons
que Wea(L,v) = W& (L, v) x Ar(v) (voir [Bon7, 5.3]). D’autre part, Ay, (v) stabilise £, donc est contenu
dans Wg (L, v, £). Par suite

(19.3) We(L,v, L) = W&(L,v, £) x Ar(v).

Puisque W& (L,v) ~ Wg (L), on a W& (L,v, £) ~ W (L, £). Par suite, si w € Wg(L, £), nous noterons
w un représentant de w choisi dans Ng(L, £) N C& (v).

Notons A 'algebre d’endomorphismes du faisceau pervers semi-simple Indf A. Nous allons construire,
en suivant [Lu4, proposition 3.5 et théoréme 9.2] et [Bon7, §5 et 6], un isomorphisme entre A et lalgebre
de groupe de Wea (L, £) ~ W& (L, £).

Soit w € Wg(L,£). Soit 7/, l'isomorphisme & = (intw)*€ qui induit lidentité sur &,. Soit oy,
I'isomorphisme £ = (int)*£ qui induit I'identité sur £1. Alors 6/, = o, X 7/, est un isomorphisme
F 5 (int w)*F. 1 lui correspond [Lu4, §3.4] un automorphisme @/, de IndS A.
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Dans [Bon7, corollaires 6.2 et 6.7] a été construit un caractere linéaire 71(4;,1174 W& (L,v) — {1,—-1}.
Nous noterons 7, = Yyu,¢c(W)7),, 0w = VSv,g(w)G;u
ont été faits, il est facile de vérifier que I’application

0: Wel,£) — A

w — O

et O, = VEU,g(w)GL- Compte tenu des choix qui

est un isomorphisme d’algebres.

Si n est un caractere irréductible de Wg (L, £), nous noterons K, le faisceau-caractére, composant
irréductible de Indf A, associé au caractére 7 grace a 'isomorphisme de Lusztig ©. En d’autres termes,
Hom(Kn,Indf' A) est un A-module admettant 7 comme caractere. Notons que, si z € Z(G) N Z(L)°,
alors (t4)*A ~ A, donc (t$)* Indf A ~ Ind{ A. Par suite, on obtient une action de Ker hy, sur {K,, | n €
Irr Wa (L, £)}, c’est-a-dire une action de Ker hy, sur Irt W (L, £). Nous pouvons maintenant énoncer et
démontrer le résultat principal de cette section, a savoir la description de cette action.

Théoréme 19.4. Soient n € It W& (L, v, L) et soit z € Ker hy,. Notons 2 un représentant de z dans
Z(G)NZ(L)°. Alors

G\ *
(tz- ) K77 ~ KU@L(Z)'

DEMONSTRATION - Nous reprenons ici les constructions de [Bon7, §5 et 6]. Mais nous devons tenir
compte du systeme local £ (qui, dans [Bon7], était supposé constant). Il nous faut donc les modifier
légerement en introduisant le revétement étale de Z(L)° qui trivialise le systeme local L.

Soit

Zon ={(2,8) € Z(L)° | () ="}
Alors la permiere projection py : Z,,, — Z(L)° est un revétement étale de groupe pu, (F) : le systéme
local £ est celui associé & ce revétement et au caractere k de p,,(F). Notons Z, ,, ¢ 1'image inverse de
Z(L)p, dans Z; ,. Posons i
Y., =G/CL(v) X Zyg prég-
Comme dans [Bon7, §3.A], posons
Y' = G/CL(v) x Z(L)g,

et notons f : Y’ — Y Dapplication naturelle. Soit f+ : ?;n — Y Dapplication définie par composition
de Idg e (v) Xp1- Notons = 7o fr.

Le groupe Wa (L, v, £) x u,, (F) agit a droite sur Y;n de la fagon suivante : si (w,§) € Wg(L, v, £) X

., (F) et si (gCf (v), 2,&") € ?alv,n’ on note A, = w(z/n) —x/n € X(Z(L)°) et on pose

(9CL(v), 2,€) - (w, &) = (g CE,(v), ™" 20, Ay (2)EE)).

11 est alors facile de vérifier, en utilisant [Bon7, §3.A], que Wg (L, v, £) x u,, (F) agit librement sur ?;n

Fixons maintenant z € Ker hy, et notons Z un représentant de z dans Z(L)°. Soit z; € Z(L)° tel que
21" = z. Alors 'application

t1: Y;,n - ?;,n
(9CL(v),2",€) — (9CL(v), 22", 2(21)8)
est un automorphisme de variétés vérifiant 7+ ot; = t? o7nt. Le théoreme 19.4 découle immédiatement
de ces remarques et du fait que, si w € W&(L, v, L), alors
(B (903 (0), 2, €) - w) = (guCR (v), 2" Ao (27 0 210)€)

et ko A(27 ' w lz1w) = we(w)(2) = Ge(2)(w). m

19.D. Un analogue du théoréme 13.12 pour les faisceaux-caracteres. Posons

WE(L, L) = {(w, 1) € Wa (L, £) x Z(G)" | dz(w) = Resg oo, 1}

rhy,
Alors 'application W (L, £) — W§ (L, £), w — (w, 1) est un morphisme de groupe injectif qui nous per-
mettra d’identifier W (L, £) avec un sous-groupe de W§ (L, £). De plus, application w/. : W& (L, £) —
Z(G)", (w,p) + p est un morphisme de groupes dont le noyau est W (L, £). Nous noterons & :
Z(G) — (WL(L, £) /W (L, £))" le morphisme dual.
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D’autre part, I'application Z(L)" — W(L, L), p +— (1, 0 hy) est aussi un morphisme injectif de
groupes : nous identifierons Z(L)" avec le sous-groupe correspondant de W (L, £). Alors I'application
WL, L) — Wg (L, £), (w, u) — w est surjective et son noyau est Z(L)". En d’autres termes,

(19.5) W& (L, L)/ Z(L) ~ Wg(L, £).

Pour finir, notons que Z(L)" est central dans W{ (L, £). Résumons tout ceci dans le diagramme suivant,
dans lequel toutes les suites verticales ou horizontales sont exactes et tous les carrés sont commutatifs :

1 — ZL)N —————— WL, L) ————> W (L, £) —> 1

Wy we

| —=ZOL) —— = Z(G)) ——— (Kerhp)" — 1

1 1

Soit  un caractere irréductible de W (L, £). Notons z, 1’élément de Z(L) (vu comme un caractere
linéaire de Z(L)") par lequel Z(L)" agit sur la représentation de W (L, £) associée & 1. Notons 2,
un élément de Z(G) tel que hr(Z,;) = z,. Nous verrons Z, comme un caractere linéaire de Z(G)",
c’est-a-dire comme un caractere linéaire de W (L, £). Posons
(19.6) Ky=(t$)'K

"7‘2’2 (Zy)~ 1
Remarquons tout d’abord que cette notation a un sens. Premierement, 7@} (2, ') est trivial sur Z(L)"
donc peut étre vu comme un caractere irréductible de Wg (L, £) d’apres 19.5. D’autre part, en vertu du

théoreme 19.4, le membre de droite ne dépend pas du choix de Z,. On a donc montré le résultat suivant :

Proposition 19.7. L’application 1 — K, est une bijection entre Irr W¢ (L, L) et 'ensemble des com-

posantes irréductibles de Ind$( @& (tY)*A). De plus
z€Z(L)

maf (o (@) A

) - Ko,
zeZ(L) n€lrr W (L,L)

n

La proposition 19.7 suggere fortement qu’il doit exister un isomorphisme naturel entre l'algebre
d’endomorphismes du faisceau pervers Indyr (@ (t%)*A) et l'algere de groupes de W§ (L, £). Nous
Z(L)

ze
allons ici le construire. Pour cela, posons A’ = @ (tX)*A et notons £’ le systeme local @ (t¥)*L
z€Z(L) 2€Z(L)
sur Z(L).

Soit (w,u) € W§&(L, £). On a construit un isomorphisme o, : £ = (intw)*L. Si 2z € Z(G) N Z(L)°,
la preuve du théoréme 19.4 montre que Paction de (o), sur £, est &g(w)(z)Idg, = p(z)Idg,. Par
suite, il existe un unique isomorphisme o, , : £ = (intw)*L’ tel que, pour tout z € Z(G), on ait
(0w): = p(z)Idz, . Par tensorisation avec 7,,, on obtient un isomorphisme 6, : F' = (int w)*F’, o
F =L KE.

A travers le diagramme d’induction, 6y, , induit un automorphisme ©,,,,, du faisceau pervers Indf Al
Si on note A’ I'algeébre d’endomorphisme de Indf A’, alors :
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Théoreme 19.8. L’application

0: QWsL,L) — A
(wa:u‘) — @w,u

est un isomorphisme d’algébres. Si n est un caractére irréductible de W& (L, L), alors la composante
wrréductible de Indf A’ associée a1 a travers lisomorphisme © est K.

20. FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Nous allons maintenant introduire dans ce chapitre l'isogénie F'. Un faisceau pervers A sur G sera
dit F-stable s'il est isomorphe & F* A. Nous noterons FCar(G)¥ I'ensemble des (classes d’isomorphie de)
faisceaux-caracteres F-stables. Si A est un faisceau pervers F-stable sur G et si ¢ : A = F*A est un
isomorphisme, nous noterons X4 : GF — Q, la fonction caractéristique de A, définie par

Xap(9) = Y (=1)' Tr(ps, HLA)
i€’
pour tout g € G¥. Bien siir, X4, dépend de ¢. Cependant, si A est irréductible, alors ¢ est bien
déterminée a un scalaire pres. En conséquence, la fonction X4, est bien déterminée par A a un scalaire
pres.

20.A. Cas classique. Reprenons les notations de la section précédente (L, £, &£,...). Supposons
donc maintenant que L est F-stable, que T est F-stable, que F(v) = v et que F*F ~ F. Fixons un
isomorphisme ¢ : F*F ~ F. Cet isomorphisme s’étend en un isomorphisme ¢# : F*A = A. Soit g,, un
élément de G tel que g, F(gy) = w™!. Posons

L’LU = ngv Uy = ngv C’LU = ngv 2’LU = ngv

Lo, = (adgy)'L, Eu=(adgy)E, Fu=_(adg,')'F et A, = (adg,')*A.
Alors Foy = Ly X E,,. Alors Ly, vy, Cu, X, L, Ew, Fuw et Ay sont F-stables et, suivant la construction
de [Lu8, §9.3], on obtient un isomorphisme ¢, : F*F, = F,. Il s’étend en un isomorphisme @7 :
F*A, 5 Ay,

Fixons maintenant un caractére F-stable n de Wg(L, £). On note ¢ 'automorphisme de Wg (L, £)
induit par F. On choisit une extension 7 de n au produit semi-direct Wg (L, £)x < ¢ >. Ce choix d’'une
extension (ainsi que celui de ¢) détermine un isomorphisme ¢; : F*K, = K,. Il résulte de [Lu6, partie
II, 10.4.5 and 10.6.1] et [Lu8, proposition 9.2] que :

Théoréme 20.1 (Lusztig). Supposons p presque bon pour G et q assez grand. Avec les notations
précédentes, on a

1
XK, o = A(wo)RE Xa, o
’ We (L, £)] wew;L L) b ’

20.B. Translation par Z(G). Nous allons étudier ici le comportement des fonctions caractéristiques
vis-a-vis de la translation par un élément du centre. Cela sera fait en termes du paramétrage de la
proposition 19.7.

Le systeme local £ étant F-stable, il en est de méme du systeéme local £’ sur Z(L). De méme, le
systeme local F’ est F-stable. On fixe un isomorphisme ¢’ : F*F’' ~ F’ étendant .

Soit (w,p) € W&(L, £). Dans la sous-section 19.D, nous avons construit un isomorphisme 6y, :
F' 5 (intw)*F'. Reprenons les notations de la précédente sous-section et posons L!, = (int gy, 1)*L’,
F! = (int g ')*F et Al = (intg,')*A’. En suivant encore [Lu8, §9.3], on obtient un isomorphisme
Py : F*Fl, = F,. Cet isomorphisme s’étend en un isomorphisme @/, : F* A} = Al .

Fixons maintenant un caractere irréductible nn de W¢ (L, £). Alors K, est F-stable si et seulement
si n est F-stable. Notons 7 une extension de 7 au produit semi-direct W& (L, L)@ < ¢ >, ol ¢ est
lautomorphisme de W¢ (L, £) induit par F. Comme dans le cas classique, le choix de 7 détermine un
isomorphisme ¢;; : F*K, = K,,. Le théoréme suivant découle presque immédiatement du théoréme de
Lusztig précédent.
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Théoréme 20.2. Supposons p presque bon pour G et q assez grand. On a

1 - G
XK,y 05 = Wa(L.L)| Z ((w, p)¢) Ry, Xar o#,-
(w,p)eWg(L,L)

DEMONSTRATION - Notons z = 2, € Z(L). Puisque 7 est F-stable, on a z € Z(L)¥. L’algebre
d’endomorphisme du faisceau pervers Indf (t%)*A s’identifie, via la construction précédente, a la sous-
algebre de Q,W§ (L, £) égale & QW& (L, L)e., ot e, est I'idempotent central WlLM Yrezmn 7(2)71r.
Il suffit alors d’appliquer le théoreme de Lusztig en remarquant que la restriction de X Lt A zY, est
égale a

1 -1
1Z(L)] > T o m

21. ELEMENTS UNIPOTENTS REGULIERS

Hypotheése : Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons que p est
bon pour G.

Nous nous intéressons ici aux faisceaux-caracteres apparaissant dans 'induit, & partir d’un sous-groupe
de Levi L de G, de faisceaux-caracteres cuspidaux dont le support rencontre Z(L)U:‘ég. On rappelle que,
puisque p est supposé bon pour G, le groupe Ar,(ug,) est isomorphe & Z(L). Si ¢ € Z(L)", nous noterons
& le systeme local L-équivariant sur U:‘ég tel que Paction de Z(L) sur la fibre en ug, € U:‘ég se fasse par le

caractere (. Si z € Z(L), on notera Z un représentant de z dans Z(L). En d’autres termes, z = 2Z(L)°.

21.A. Cuspidalité. Fixons un systeéme local kummérien £ sur Z(G)°, un élément z € Z(G) et un
caractere linéaire ¢ de Z(G). Posons F = ((tS)*L) K &.

Proposition 21.1. F est un systéme local cuspidal si et seulement si ¢ € Z{(G).
DEMONSTRATION - voir [Bon5, proposition 1.2.2]. m

Soit FCary¢, (G) I'ensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres cuspidaux dont le sup-
port rencontre Z(G)Ugg.
des triplets (s,a,7), olt s est un élément semi-simple de G*, a € Ag«(s) est tel que ws(a) € 24
7 € Ag-(s)". Nous allons construire une bijection entre Cus,ss(G) et FCaryi, (G).

Soit (s,a,T) € Cusreg(G). On peut supposer, et nous le ferons, que s € T*. Par construction, 1’élément
s est géométriquement cuspidal et donc ws : Ag«(s) — Z(G)”" est un isomorphisme (voir proposition 7.1
(e)). En particulier, @, : Z(G) — Ag=(s)" est aussi un isomorphisme. Posons z = & (1) et notons L .

la restriction de £ & 271 = 271Z(G)°. Posons maintenant

-7:8711,7' = -7:G = Es,z X &us(a)-

$,a,T

Soit Cusyeg (G) un ensemble de représentants (modulo I'action naturelle de G)
(G) et

Notons que Ly, =~ (t$)*Ls1. Clest un systéme local G-équivariant irréductible cuspidal sur la variété

lisse z—lugg = 2_1Z(G)°Urcé'g. Posons

Agur=AS,  =IC("UE,, Fsor)dimZ(G)USG,].

S,a,T rég> rég

C’est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G.

Lemme 21.2. Soit (s,a,7) € Cuswg(G).

(@) Ca,.,, = ws(a).

(b) As,q,- est lextension par zéro du systéme local Es 4 - .
(¢) Asqr € FCar(G, (s)).

(d) As - est cuspidal.
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DEMONSTRATION - Soit (s, a,T) € Cus,se(G). Rappelons que l'existence de (s, a,7) implique que toutes
les composantes quasi-simples de G sont de type A. Posons ¢ = ws(a) et z = O (7).

(a) découle du fait que Z(G) agit sur & via le caractere linéaire (.

(b) Soit  un élément de I’adhérence de zblreg n’appartenant pas a zureg Puisque toutes les som-
posantes quasi-simples de G sont de type A, ceci implique qu’il existe un sous-groupe de Levi L propre
de G contenant z. En particulier, Z(L)° C C&(x). Donc Z(G)NZ(L)° agit trivialement sur la fibre en z
de A, o . Par suite, si cette fibre est non nulle, la restriction de ¢ a Ker Ay, est triviale, ce qui contredit
la proposition 21.1. Donc (As.q,r)z = 0.

(c) Rappelons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. La classification des
éléments quasi-isolés réguliers [Bon8] montre que, quitte & conjuguer le triplet (s, a,7), on peut supposer
que s € T* et que a est un élément de Coxeter standard de W. Nous allons calculer K, , dans ces
conditions.

Tous les éléments de BaB sont réguliers et BaB rencontre toutes les classes de conjugaison d’éléments
réguliers [St4, remarque 8.8]. La proposition 18.4 et Pargument du (b) montre que le support de A qr
est contenu dans Z(G )blrce'g Notons ¢ : Z(G )ugg < G, Y l'image inverse de Z(G)US, dans Y,,

v Y — Z(G)UG la restriction de vy, et L la restriction de £~a7s A4Y. On a alors

rég
(%) Kao=ilRnL.
Fixons un élément unipotent régulier z € BaNaB™ NU.4e. Soit

¢: G/Z(G) x Z(G) — Y

(9Z(G),t) > (tgzg™',gB).

Nous allons montrer que ¢ est un morphisme de variété bijectif purement inséparable. On a construit une
action de G sur Y,. Le groupe Z(G) agit aussi sur Y. par translation de la premiere coordonnée. Cette
action conserve Y. Cela munit Y d’une action de G x Z(G). On remarque alors que ¢ est G x Z(G)
équivariant. Il suffit donc de montrer que ¢ est bijectif. En effet, cela montre que la variété Y est une
orbite sous l'action d’un groupe algébrique, donc elle est lisse, donc elle est normale et un morphisme
bijectif entre variétés normales est purement inséparable [Bor, théoréme 18.2].

Soient (¢Z(G),t) et (¢’Z(G),t") deux éléments de G/Z(G) x Z(G) ayant méme image par ¢. Alors
la partie semi-simple de tgzg~! coincide avec celle de #'¢’zg’ ™!, c’est-a-dire t = t/. On a par conséquent
g 1¢’ € BN Cg(x). Mais, d’apreés [Bon7, corollaire 10.3], U N Cg(x) = 1 donc la partie unipotente de
g~ 1g est égale & 1. Donc, puisque z est un unipotent régulier, on en déduit que ¢Z(G) = ¢'Z(G), ce qui
montre U'injectivité de .

Montrons maintenant la surjectivité de . Soit (g, hB) € Y. Alors, par définition, il existe ¢ € Z(G)
et y € G tels que g = tyzy~'. Posons k = h~ly. Alors, par hypothese, kzk~! € BaB N blreg Donc,
d’apres [Bon7, corollaire 10.3] et [St4, théoréme 1.4], il existe b € B tel que kxk~! = bxb~!. En d’autres
termes, yry~! = hbzb~*h~L. Donc (g, hB) = ¢(hbZ(G), ).

Posons £/ = (,0*[:. Puisque ¢ est bijectif et purement inséparable, on a <p*£~' = £ et donc

Ka,s - l'R%/ Nla
Z(G),t) — tgxg~t. Alors L =ER (@:ez()Ls,2), ol € est un
systéme local G-équivariant irréductible sur G/Z(G). L’action de Z(G) sur € étant donnée par ¢, £’ est
Punique systeme local sur G/Z(G) sur lequel Z(G) agit par . Pour z € Z(G), notons i, : zugg — G.
Notons ¢ : G/Z(G) — UE,, gZ(G) — gvg~' et € = RHE. Alors

rég>
Ka,s = @ iz!(g X ACs,z)-
z€Z(G)

rég

oty : G/Z(G) x Z(G) — Z(GUE,. (g

Il nous reste & calculer £. En décomposant ¢ en la suite de morphismes G/Z(G) Lel /Ca(u) — Uy,
on est ramené au calcul de RJE. Mais, puisque ¢’ est un morphisme lisse dont les fibres sont isomorphes
a Cy(u), qui est, comme variété algébrique, un espace affine de dimension rg,,.(G), on a

€ =E[-218em(G)]-
On en déduit que

(21.3) Kos= &  Asar[m],
TEAg* (s)N
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pour un m € Z que je n’ai pas envie de calculer. Cela montre (c).

(d) est évident. m

cus
rég

Proposition 21.4. L’application Cusy¢s(G) — FCar
As or € FCar(G, (s)).

(G), (s,a,7) — Asar est bijective. De plus,

DEMONSTRATION - Soit (s,a,7) € Cusyeg(G). Alors & 4 r est un systeme local cuspidal sur zUrAég (voir
[Lu4, définition 2.4] et proposition 21.1). Par suite, A, est un faisceau-caractere cuspidal [Lu6, §7]
dont le support rencontre Z(G)Ugg. Cela montre que 'application est bien définie.

Montrons qu’elle est surjective. Soit A € FCariis(G). D’apres [Lu6, §7], il existe z € Z(G), un

rég
systeme local £ sur z = 2Z(G)° et ( € Z(G),,, tel que A = IC’(zL{gg, LK F¢)rg G]. En effet, puisque
G est de type A, les éléments semi-simples isolés sont centraux et les éléments unipotents distingués sont
réguliers. Notons que (4 = (.

Soit s tel que A € FCar(G, (s)) (voir 18.5). Il existe w € Wa(T) tel que w(s) = s et A est une
composante irréductible de PH*(K,, 5). Notons a la classe de w dans Ag~(s). D’apres la proposition
18.4, on a ( = ws(a). Posons maintenant 7 = ws(z) € Ag-(s)". Puisque A € FCar(G, (s)), la restriction
de L5 &4 Z(G)° est égale a tiL, out; : G — G, g — Zg est la translation par 2. Donc L, = £, ce qui
montre que A = A; 4 ;.

Montrons maintenant qu’elle est injective. Soient (s,a,7) et (s',a’,7’) deux éléments de Cus,se(G)
tels que Agqr ™~ Ag o 7. Dapres 18.5 et le lemme 21.2 (c), s et s’ sont conjugués sous G*. On peut
donc supposer qu’ils sont égaux. De plus, (a = (a, ., donc, d’apres la proposition 18.4, on a
ws(a) = ws(a’). Donc a = a’ car ws est injectif. Pour finir, les supports de As 4 - €t Ag 4 sont égaux,

ce qui implique que &7 (1) = &7 1(7'), d’out 'on déduit que 7 = 7. m

s,a,T

21.B. Induction. Fixons un élément semi-simple s € T* et un élément a € Ag+(s). Posons L, =
Ce((T*)°). Alors, d’apres la proposition 8.10, ws(a) € 2, (Ls,q). Notons FCarse (G, (), a) 'ensemble

cus
des faisceaux-caracteres apparaissant dans Indi (@ AL, ). Ilest anoter que FCaryy (G, (s), a)
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est contenu dans FCar(G, (s),a). Alors, d’apres la proposition 19.7, on a une bijection
(21.5) Irr W§ (Ls,a, £s.a) — FCareg (G, (s),a),

ou L, désigne la restriction de L5 & Z(Ls 4)°. Il nous reste a déterminer le groupe W§ (L 4, Ls,q). Cest
fait dans la proposition suivante (comparer avec la proposition 16.2).

Proposition 21.6. Si s € T* et a € Ag+(s), alors W& (Lo, Ls,q) est canoniquement isomorphe a
W(s)* ~ Ag~(s) x W°(s)®. A travers cet isomorphisme, on a Apx (s) ~ Z(Lga)" et W(s)*/Ap: (s) ~
WG(Ls,a; ‘Cs.,a)-

DEMONSTRATION - Soit w € W (s)®. Alors w normalise Ly , et L . Posons
N: W(s)* — Wg(Lsa Ls,a)

wo = (Wws(w),

ou W désigne la classe de w dans W (Ls o) et w la classe de w dans Ag«(s). Nous allons montrer que X
est un isomorphisme.

Le fait que l'application N est bien définie découle immédiatement de la construction de w;s et de la
définition de Wg(Ls,a, £s,a). Soit w € W(s)? tel que R(w) = (1,1). Alors w € Wy, ,(s)* = Ar: ,(s)
car s est géométriquement cuspidal dans L , donc régulier (voir les propositions 8.10 et 8.9). Mais alors
ws(w) =1 et donc w = 1 d’apres U'injectivité de ws. Cela montre l'injectivité de .

Il nous reste & montrer la surjectivité. Soit (w, u) € W (Ls,q, Ls,q)- Soit w un représentant de w dans
W. 1l résulte de 18.5 (appliqué au groupe L; ,) que 'on peut supposer que w € W(s). Il est alors facile
de vérifier que

(21.7) we. ., (w) = Resp o) w(i).

Donc Resiérc;h)L uw= Resiérc;h)L ws(w). Puisque Ap: (s) ~ Z(Lsq)", il existe a € Ap: (s) tel que p =

ws(W)ws(a) = ws(wa). Quitte & changer de représentant de w dans W (s)?, on peut donc supposer que
ws() = p. Notons b la classe de 1w dans Ag-(s). Alors w’ = b1 € W°(s) et normalise Ls ,. Donc,
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d’apres le corollaire 8.11 (e), aw’ = w'a et donc aw = wa. Par suite, w € W(s)* et R(w) = (w, ), ce qui
montre la surjectivité de N. m

22. FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Le but de cette section est de calculer les fonctions caractéristiques des faisceaux-caracteres F-stables
appartenant & FCar,ss(G, (s),a), out s est un élément semi-simple de G* et a € Ag+(s). Tout d’abord,
remarquons que, si FCar(G, (s))f" # @, alors (s) est une classe de conjugaison F*-stable. Par conséquent,
on peut supposer que s € G*I" | ce qui sera fait par la suite. D’autre part, si FCar(G, (s),a)" # @, alors
on a, pour tout A € FCar(G, (s),a)t, (a4 = ws(a) € (Z(G)N)F. Puisque wy est injectif, cela implique
que a € Ag-(s)F".

Par conséquent, nous ferons I’hypothese suivante :

Hypothése :  Dans cette section, nous fizrons un élément semi-simple s € G*F et
un élément a € Ag-(s)f . Nous reprenons les notations des chapitres précédents (T7,
Ty,...) et nous supposons que T =T; et T* = T7.

Nous aurons d’autre part besoin de la notation suivante. Si ¢ € H*(F, Z(G))", nous posons

g(G’C) = an_%Tgscm(G) Z C(Z)_l Z wz(tut—l)-

z€H'(F,2(G)) teTE /Z(G)F
Remarquons que G(G,() est égal a an_%rgsem(G) fois le scalaire noté o.-1 dans [DiLeMi2, §2]. En
particulier [DiLeMi2, proposition 2.5] :
(22.1) Si ¢ € 20 .(G) est F-stable, alors G(G,() est une racine quatrieme de ['unité.

REMARQUE 22.2 - Le calcul de G(G, () lorsque ¢ € Z2,.(G) sera effectué dans ’appendice B. m

22.A. Cas cuspidal. Nous allons rappeler dans cette sous-section comment les transformées de Fourier
de caracteres semi-simples sont reliées aux fonctions caractéristiques de faisceaux-caractéres cuspidaux
dont le support rencontre Z(G)Urcé'g.

Supposons dans cette sous-section, et uniquement dans cette sous-section, que wy(a) € 22
ce cas, on a

(G). Dans

FCar(G, (s),a)" = {Ag 0, | 7€ H'(F*, Ag-(s))"}.
Posons Ag 4 = @re(ag«(s))r As,a,r- Alors Ag, est F-stable et il existe un unique isomorphisme ¢ g :
F*Ag 4 = Ag 4 tel que, pour tout z € Z(G)¥, on ait
. 1
(‘Ps,a)zu = 5(2)q2 Eoom (G) Id(As,a)zu .

Si T € HY(F*, Ag~(s))", notons s 4 - la restriction de ¢, , en un isomorphisme F*Ag ., — Agq-. 1
résulte de [Bon5, théoreme 6.2.2] que

(22'3) XAS,a,Ta‘Ps,a,T = g(G’ws(a))pA&a,T'

22.B. Le résultat. Revenons au cas général, c’est-a-dire ne supposons plus que ws(a) € Z2,,

(G).
On note alors Ag, le faisceau pervers ©r¢(a,. (S))AAE,Z’?T sur L, , et on note ¢sq : F*AS@QAS@
I'isomorphisme tel que, pour tout z € Z(Ls ), on ait
. 1,
(SDS,U«)Z’UILSJL = S(Z)q2 Zsom (Lis,a) Id(AS,a)zuLs .
SiTe Hl(F*,AL; .(5))", on note @, 4~ la restriction de ¢, en un isomorphisme F*A?jl’f‘f = AEZ’,“T.
D’apres 22.3 appliquée a Lg 4, on a
(22'4) XAs,a,mws,a,r = g(LS,avWLs,a,S(a))FA’EZ’?-

Soit n un caractére irréductible F*-stable de W (s)®. Soit 7] une extension de n & W(s)*x < ¢ >. Le
choix de cette extension fixe un isomorphisme ¢ 47 : F*K(s,a), = K(s,a),.
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Théoréme 22.5. Supposons que p est bon pour G et que q est assez grand. Soit n un caractére
irréductible F*-stable de W (s)®. Soit 7] une extension de n ¢ W(s)%x < ¢1 >. Alors

XK(s,a)n,%,a,ﬁ = g(Lsyaa st,ays(a))R(s’ a)ﬁ-

DEMONSTRATION - Soit w € W(s). Notons w un représentant de w dans Ng(T1). Fixons g, € G tel
que g, ' F(gw) = w. On note w la classe de w dans W (s)/Ayp- (s). On peut choisir la famille (guw)wew (s)
de sorte que, si w € W(s) et b € Ap« (s), on ait 9*L, , = 9*L, ,. Par suite, on peut poser

L'JJ = ngs,a = Ls,a,w-

Posons X' = Z(Ls,,).C. Reprenons maintenant les hypotheses et notations du théoreme 20.2 et supposons
de plus que C soit la classe unipotente réguliere de L; o, que £’ soit égal a la restriction de £, & Z(L, ),
que & =&, (), que F' = L'KE et que ¢’ = ¢, 4. Posons alors

Cy =9C, X =93
L= (adgy )L, Ep=(adgy)E, Fio=(adgy,')*F et Ay=(adgy')*Asa.
L’élément w définit quant & lui un isomorphisme ¢, : F* Ay = Ay qui, lui, dépend de w et pas seulement
de w.
Compte tenu du théoreme 20.2, il nous reste a montrer que

(*) XA@,‘Pw = g(LS7a’st,a75(a))p]S;j,a'

Rappelons que s, = guwsg,'. On pose Ty = 9Ty et L, = (ad g,t)*Ls. En fait, £/ est la restriction
de L, & Z(Ly). Par conséquent, on a, pour tous z € Z(Lg)F et z € Eg,

XAz, (27) = 8y (Z)XAw,cpw (z).

D’autre part, I'action de Z(Ly ) par conjugaison sur F, montre que, pour prouver (x), il suffit de montrer
que

(**) XAE/,‘Pw (U’Lw) = g(LS#l’ st,mS(a))pi—f,a(uLm)'

Mais, d’apres [DiLeMi2, proposition 2.5], on a G(Ls 4, wr, ,,s(a)) = G(Lg,wL,,s(a)). Donc il suffit de

L

montrer, d’apres 22.4, que Xa, o, (ur,) = ¢ Bem Lo ce qui découle de [Bon7, théoreme 15.10]. m

Nous allons nous intéresser maintenant aux faisceaux-caracteres dont le support rencontre Z(G)Z/{gg.

Soit K € FCar(G, (s)) dont le support rencontre Z(G)I/lrcé'g. Notons a I'unique élément de Ag~(s) tel que
C(x = ws(a) (voir la proposition 18.4). Alors K est une composante irréductible de Indiwa As.q. Notons

Nk le caractere irréductible de W (s)®* correspondant.
Lemme 22.6. Soit z € Z(G) et supposons que le support de K contienne z2Uysg. Alors ng = 0s(2).

DEMONSTRATION - Quitte & translater K par un élément de Z(G) (c’est-a-dire, d’apres le théoréme 19.4,
a multiplier nx par un caractere linéaire de Ag+(s)), on peut supposer que le support de K contient
ugg. En utilisant les constructions de [Bon?7, partie I|, on s’apergoit, en utilisant [Bon7, corollaire 6.7],
que I'on peut supposer que £’ = Q,. Dans ce cas, il découle de la définition de © et [Bon7, corollaire 6.2]
queng =1. 1

Corollaire 22.7. Soit K € FCar(G, (s))!" dont le support rencontre 2Uyg,, pour un z € Z(G)¥. Posons

1

T =@, (2) et notons T Uextension de T a Ag~(s)X < ¢1 > qui est triviale sur < ¢1 >. Alors

XK7‘P$,@,1" = g(LS7a’st,a75(a’))p/\5a7avT'

DEMONSTRATION - Cela résulte immédiatement du théoréeme 22.5, du lemme 22.6 et de la proposition
17.15 (e). m
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Chapitre VII. Groupes de type A

Hypotheése :  Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons que
toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. Nous supposerons aussi que
6 =1, c’est-a-dire que F' : G — G est un endomorphisme de Frobenius.

Rappelons que 'hypothese ci-dessus implique que la formule de Mackey a lieu dans G (voir théoréme
10.12). Le but de ce chapitre est d’obtenir un paramétrage des caracteres irréductibles de G et de
montrer, lorsque ¢ est assez grand, que la conjecture de Lusztig a lieu.

23. DESCRIPTION DE Cent(GF, [s])

23.A. Structure de W (s)x < ¢1 >. Notons ici ®(y),..., P, les composantes irréductibles de @, et
posons @z;) =orn iy et Ay = AN Py, Notons Wi, le groupe de Weyl du systeme de racines @ ;).
Alors WO(S) = W(l) X oo X W(r)

Chaque W(;) est isomorphe a un groupe symétrique et Ag-(s) permute les W;). Il est possible de
choisir une famille d’isomorphismes W;) ~ &,,, (ot n; est un entier naturel >2 et Y/, n; = n) telle
que Ag-(s) agisse seulement par permutation des composantes. Une fois un tel choix d’isomorphismes
effectué, il existe ws € W°(s) tel que wsF* (ou ws¢y) agisse sur W°(s) seulement par permutation des
composantes. Il n’est pas défini de maniére unique car le centre de W°(s) n’est pas forcément trivial.
Cependant, cette non unicité ne peut se produire que lorsqu’il existe des ¢ tels que n; = 2. Si n; = 2,
nous supposerons que la composante de ws dans W(;) est égale a 1. Cela définit ws de fagon unique. S’il
est nécessaire de préciser, nous le noterons wg .

Lemme 23.1. wy commute avec les éléments de Ag-(s).

DEMONSTRATION - Soit a € Ag+(s). Alors F*(a) € Ag~(s). D’autre part, [ws¢1,a] agit sur W°(s)
seulement par permutation des composantes. Or, [wyé1,a] = w, ¥ (Dw, € WO(s). Par suite, wy I (P,
est central dans W°(s) et donc égal & 1 compte tenu du choix précis fait pour ws. ®m

23.B. Fonctions absolument cuspidales. Nous rappelons la description de l’espace des fonctions
absolument cuspidales dans notre cas [Bon5, théoréeme 4.3.3] :

Théoréme 23.2. Sia € Ag-(s)F", alors

@éps,a si ws(a’) € Zé\us(G)’
0 sinon.

Cus(GT,[s],a) = {

—

. Ag ()"
Corollaire 23.3. Soit a € Ag-(s)" . Alors lapplication R[s,a] : (Cent(Wo(s)“qbl)) <

Cent(GT, [s],a) est une isométrie bijective (pour les produits scalaires (,)s.q €t {,)gr ).

DEMONSTRATION - Le fait que R[s,a] est une isométrie a été montré dans la proposition 17.18. Il nous
reste & montrer la surjectivité de R[s,a]. Puisque la formule de Mackey a lieu dans G (voir théoréme
10.12), on a
Cent(GY,[s],a) = @ RE(Cus(L¥,[s],a)),
Le s,a
ot L, est 'ensemble des sous-groupes de Levi F-stables de G dont un dual L* contient s et tels que
a € Ap-(s)F". Mais, d’apres le théoreme 23.2, on a
Cent(GF’ [S]’ a/) = D @ZRI(?p.?,aa

€Ls,a,cus

oll Ls,4,cus est I'ensemble des L € L, tels que wy, s(a) € 2/,

(L). 11 suffit alors de montrer que, si L* est
un sous-groupe de Levi F*-stable de G* contenant s et vérifiant que a € Ar-(s) et wi, s(a) € Z4,4(L), alors
L* est conjugué sous C&.(s) a un Lg 4., pour un w € W°(s)®. Reprenons les notations du §17.D (W (s),

WL(s), AL«(s) et wy,). Alors wr, commute avec a et est le type du tore Cy.(s) (voir corollaire 8.11 (a)).
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Par suite, on peut supposer que Cy.(s) = T}, . Puisque wr, s(a) € Z25(L), on a L* = Cq-(((T},,)*)°),
ce qui montre que L* est conjugué sous C&..(s) & L g,y . B

23.C. Une autre isométrie. Fixons encore a € Ag-(s)F . L’élément w,p; agit sur W°(s)® par permu-
tation des composantes done, d’apres 27.6, on a une isométrie bijective naturelle entre Cent(W°(s)%¢1) =
Cent(W°(s)%w4¢1 ) et Cent(TW°(s)<®ws?1>). Cette isométrie commute & action de Ag-(s)F . De méme,
a agissant par permutation des composantes de W°(s)®s ¥ ", on a une isométrie bijective naturelle entre
Cent(W°(s)<®»ws91>) et Cent(W°(s)**F a) commutant & I’action de Ag-(s)¥ . Nous noterons

Os.a: Cent(W°(s)"*F a) — Cent(W°(s)%1)

la composition de ces isométries. Posons alors R[s,a] = R[s,a] o 05 4. Notons que, si b € Ag-(s)" et si

f € Cent(W°(s)“sF a), alors, d’aprés 17.17, on a
(23.4) R[s,alo; = R[s,als.
L’application o, se restreint en une isométrie bijective toujours notée

Ag= ()T

)AG*(S)F*

Osa: (Cent(WO(s)WSF*a)) — (Cent(WO(S)a¢1)

Age ()" , 1

& condition de munir (Cent(W°(s)**I" a)) du produit scalaire (, )’ , = m(, YW (s)wsF* -

.
L’application R[s, a] : (Cent(W°(s)“s¥ a))AG*(S) — Cent(GF, [s],a) est alors une isométrie bijective
(pour les produits scalaires (,). , et {,)gr). Faisons l'identification isométrique canonique

s,a

. 1 © NAa ()"
Cent(W(s)"F )= & (Cent(WO(s)wSF a)) ¢

a€Ag(s)F*
et, a travers cette identification, posons

R[s] = D RJ[s,al.

a€Agr (s)F*

On a alors :
Proposition 23.5. L’application R[s]: Cent(W (s)"s¥") — Cent(GF, [s]) est une isométrie bijective.

Si cela s’avere nécessaire, nous noterons oS, , R[s,a]® et R[s]¢ les applications o o, R[s, a] et R][s].

23.D. Quelques propriétés de ’isométrie R[s]. Nous allons commencer par étudier 'action de
H'(F, Z(G)) & travers cette isométrie. Si z € H'(F, Z(G)) et si f € Cent(W (s)¥F"), alors

(23.6) TER[s]y = Rlslfan (),

ott &9(z) est vu comme un caractére linéaire de W (s)®s¥" = W°(s)wsF" x Ag-(s)F".

Nous allons maintenant étudier un cas particulier d’induction de Lusztig. Un sous-groupe de Levi
L* de G* est dit (s, G*)-déployé s'il est F*-stable et s’il contient T}, . Un sous-groupe de Levi L de
G est dit (s, G)-déployé s’il est F*-stable et s’il contient T, . Nous allons ici calculer I'induction de
Lusztig RE : Cent(LT, [s]) — Cent(GT, [s]) lorsque L est (s, G)-déployé en utilisant les isométries R[s]™
et R[s]. Mais avant cela, nous allons étudier quelques-unes des propriétés de ces sous-groupes de Levi.

Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé. Notons L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G*
contenant T, tel que le triplet (L*, T, , F*) soit dual de (L, T, F). Par définition, L* est (s, G*)-
déployé. Comme dans §17.D, définissons un sous-groupe parabolique standard W¢(s) de W°(s) ainsi
qu'un élément wy, de W°(s). Notons wr, s ’élément de Wy (s) défini comme ws. Alors il est possible de
choisir wy, et wr, 5 tels que ws = wy, swy,. Par suite W7 (s)wrLgr = W (s)wsér et Iapplication R[s]¥ est
une isométrie Cent(Wy,(s)“sF ) = Cent(LF, [s]).
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Proposition 23.7. Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G. Alors le diagramme

. R[s)"
Cent(Wy,(s)s¥") ———— Cent(L¥", [s])

Wi(s)™s
Iy " RE

. RIsI®
Cent(W (s)wsf") ———— Cent(GF, [s])

est commutatif.

DEMONSTRATION - Soit a € Agp-(s)f . Soit f une fonction centrale sur W¢(s)“s* a invariante par
laction de Ap-(s)" . Notons f# son extension par 0 en une fonction centrale sur Wy, (s)®“<F". Il nous
suffit de montrer que

s)wsF”
RER[S]?# = (R[S]G o Ind%((i)wsw ) (f#)

W (s)¥s
Wo(s)wsF*

wsF" " Notons tout de méme que ¢g# est invariante par W°(s)®s¥ -

Posons I = IndW(Z);F* f#, g =Ind

(pas forcément centrale) sur W (s)
conjugaison. On a alors

® f et notons g# l'extension de g par 0 en une fonction

1 sF
# _ WrL(s)"
f - |AL*( | I dWI;(s)wsF* f

1
[= — ag#.
ORI

a€Ag (s)F*

et donc

Compte tenu de 23.4, on a donc
[Ag- ()"
[ A= (s)"|

R[s]¢ = Rl[s,a]%.

Il nous suffit donc de montrer que
[Ac-(s)" |Rls,alg = |AvL- ()" |RE Rls, al}.
En d’autres termes, nous devons montrer que le diagramme

|ALs ()7 |R[s,a]"

Cent(Wg(s)“+*" a) Cent(L%, [s], a)

)"—Us

WO “a
Indyyo 2o reg RY

. Agx ()" R[s,a]®
Cent(We(s) 0 F" q) Aoe L T oo hi(GF, (9], a),

est commutatif. Cela découle de la commutativité du diagramme 27.8 et de la proposition 17.24. m

Nous terminons par une formule exprimant R[s]; dans un cas particulier. Si¢ est un caractére linéaire

de Ag-(s)f", nous verrons £ comme une fonction centrale sur W (s)“sf" comme dans la formule 23.6.

Proposition 23.8. Supposons que la conjecture () a lieu dans G. Soit & € (Ag-(s)" ). Alors
R[s]e = ececy, (s)Ps.¢-

DEMONSTRATION - Notons 1, la fonction sur W°(s)*s "a constante et égale & 1. Alors 05,4(15,) est
constante et égale & 1. Puisque £ = ZaeAG*(S pr&(a)ls,, on a

R[s]e = Z {(@R [Sva]as,a(ls,a)'
a€Agx(s)F"

Il suffit alors d’utiliser 17.1 et la proposition 17.22. m
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23.E. Caracteres irréductibles de G''. Nous allons montrer ici que, si 7 est un caractere irréductible
de W (s)w=F" alors +R|[s], est un caractére irréductible de G¥. Nous aurons cependant besoin de la
conjecture (&) ce qui, & ’heure actuelle, restreint le domaine de validité de ce résultat au cas ol g est
grand. Sachant que c’est une fonction centrale de norme 1, il suffit de montrer que c’est un caractere
virtuel de G¥'. Pour cela, nous utiliserons le corollaire 28.3 ainsi que les propositions 23.7 et 23.8.

Théoréme 23.9. Supposons que la conjecture (8) a lieu dans G. Soit n € Cent(W(s)*=F"). Alors
Rls], € £E(GT,[s]) si et seulement sin € +Irr W (s)wsF".

DEMONSTRATION - Nous allons commencer par montrer le lemme suivant :

Lemme 23.10. Soit Wi un sous-groupe parabolique wsF™*-stable de W°(s) et soit Ay

son normalisateur dans Ag+ (s)F*. Alors il existe un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé
de G tel que Wr(s) = W1 x A;.

DEMONSTRATION - On peut identifier le groupe W7 % A; & un sous-groupe F-stable de
Ng(Ty,)/Tw,. Posons alors

L = Ca((Ty2*41)°).

Alors L est F-stable et (s, G)-déployé. D’autre part, d’apres le lemme 3.3, on a Wi (s) =
Wi. 1l est de plus clair que Wy, (s) contient W7 x A;. Comme A; est le normalisateur de
Wi (s) = Wi dans Ag~(s), on en déduit que Wr(s) = Wy x A;. O

Il résulte du corollaire 28.3, du lemme 23.10 et de la proposition 23.8 que, si n € ZIrr W (s)®sF",
alors R[s], est une combinaison linéaire, & coefficients dans Z, de caracteres virtuels de la forme RE} 0,
olt L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et p € (LY, [s]) est un caractere semi-simple. En
particulier, R[s], est un caractere virtuel. Par suite, si 7 est de plus irréductible, R[s], est un caractére
virtuel de norme 1, donc c’est, au signe pres, un caractére irréductible. m

Comme conséquence directe de la preuve du théoreme précédent, on obtient :

Corollaire 23.11. Supposons que la conjecture (&) a lieu dans G. Notons S lensemble des couples
(L, p) ou L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et p € E(LY,[s]) est un caractére semi-simple.
Soit v € Cent(GF, [s]). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) v € ZE(GT, [s)).
(2) y€ @ ZREp.
(L,p)eS
(3) Pour tout (L,p) € S, (*RE~, p)pr € Z.

Corollaire 23.12. Supposons que la conjecture (&) a lieu dans G. Notons R l’ensemble des couples
(L,x) ou L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et x € E(LT,[s]) est un caractére régulier.
Soit v € Cent(GF, [s]). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) v € ZE(GT, [s]).

(2) vye @ ZREx.
(L,x)ER

(3) Pour tout (L,x) € R, (*REv,X)Lr € Z.

23.F. Signes. Nous allons terminer cette section en expliquant comment déterminer le signe intervenant
dans le théoréme 23.9. Plus précisément, soit n € Irr W(s)“’SF*. D’apres le théoreme 23.9, il existe un
unique €, € {1, —1} tel que €, R[s],, soit un caractére irréductible de G". Pour calculer ¢,), nous rappelons
la construction des caractéres irréductibles de GF par Lusztig et Srinivasan [LuSr|] dans le cadre de la
théorie de Deligne-Lusztig. Si x est un caractére irréductible F*-stable de W(5) = W°(3) = W°(s),
nous noterons x son extension préférée (au sens de [Lu6, chapitre IV, §17]) au groupe W(8)x < ¢ >.
Rappelons aussi que Pisométrie R(3) : Cent(W (5)¢1) — Cent(GF, (3)) a 6té définie dans I'exemple 17.16.
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Théoréme 23.13 (Lusztig-Srinivasan). Si x est un carctére irréductible F*-stable de W (3), alors
la fonction centrale egec,,, (syR(3)g est un caractére irréductible de G* appartenant a E(G¥, (5)). De
plus, application
W)™ — &G, [3)
X F— E@feg. () R(3)x

est bijective.

Notons Z(W°(s), Ag-(s), F*) ’ensemble des couples (x, &) ot x € (Irr W°(s))¥" et & € (Ag- (s, x)F ).
Si (x,€) € Z(W°(s), Ag=(s), F*), on note Y, le caractere irréductible de W°(s)®sF" correspondant & y
par la bijection 27.4. Si Ag-(s,x) désigne le stabilisateur de y dans Ag-(s), alors Ag- (s, x)"
stabilisateur de x4 dans Ag-(s)"". Notons X, I'extension canonique de x4 & W°(s)"s™" x Ag-(s,x)
(voir proposition 27.1). Posons alors

est le
-

W(s)wsF" ~
Ny.e = Indwg()s)wsw st Aes (5,) F* (Xo ®E).
Le groupe Ag-(s)" agit sur Z(W°(s), Ag-(s), F*) par conjugaison sur la premi¢re composante. D’apres
27.2, application
T(W°(s), Ag- (), F*) — T W (s

(23.14) (x;€) — Tx.

est surjective et ses fibres sont les orbites sous Ag-(s)¥ ". Notons maintenant ¥ Iextension canonique de
X aWo(s)x <wspr >=W°(s)x < ¢1 >.

Proposition 23.15. Soit x un caractére irréductible F*-stable de W°(s). Alors

Resgi R(5)x = Z Rlslp, -
£€(Agx (s,0) )"

DEMONSTRATION - On a

*

W(s)wsF
Z x.e = Insz()()S)wsF* Xo-
E€(Agx(s,) )N

Cette fonction centrale est nulle en dehors de W°(s)“s¥" et coincide avec D acAc. (s)F “Xo sur W° (s)wsF",

Compte tenu de 23.4, on a

> R[s],, . = |Ag- ()| x R[s,1],.
€€(Agr (s, X)F )N

Mais, par construction, R[s,1],, = R(s,1);. Le résultat découle alors de la proposition 11.5 (a). m

D’apres [Lu6, chapitre IV, §17], il existe un unique €, € {1,—1} tel que x = e, x sur W°(s)¢;. Ce
signe est déterminé & partir des deux exemples extrémes suivants :

EXEMPLE 23.16 - Si ws =1, alors €, = 1 (voir corollaire 29.3). O

EXEMPLE 23.17 - Si C&.(s) est quasi-simple et si ws # 1, alors, d’apres [Lu6, chapitre IV, §17.2 (a)],
on a g, = (—1)x, ou a, est le a-invariant attaché & x (voir [Lu6, §16.2]). O

Il résulte alors de la proposition 23.15 et du théoreme de Lusztig-Srinivasan que :

Corollaire 23.18. Si (x,§) € Z(W°(s), Ag-(s), F™), alors &, , = caece,. (s)Ex-
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24. CONJECTURE DE LUSZTIG

Dorénavant, nous noterons &' (G*', [s]) ensemble {e,R[s], | n € Irr W (s)“s*" }. 1l est vraisemblable
qu'en général £'(GF | [s]) = E(GT,[s]). Cependant, nous ne sommes pour l'instant capable de le prouver
que lorsque q est assez grand (voir le théoreme 23.9). Nous travaillerons néanmoins avec cet ensemble.

Nous posons &'(GF, (s)) = Hocwm (7o, agx(s)) E'(GF [s4])-

24.A. Familles. Reprenons les notations précédant le lemme 9.14. Si o € HY(F*, Ag~(s)), soit (a)
I'élément de Ag-(s) représenté par g, F(g.). En fait, Papplication § : HY(F*, Ag«(s)) — Ag~(s) est
une section du morphisme canonique Ag-(s) — H(F*, Ag~(s)). Ce n’est en général pas un morphisme
de groupes.

Le groupe W(sy) est naturellement isomorphe & W (s) (grace & la conjugaison par g,), mais nous
devons le munir d’un automorphisme de Frobenius différent §(«) F*. Par exemple, on a une application
surjective (voir 23.14)

I(W°(s), Ag=(s), 8(a)F*) — Trr W (s)*=*""
qui induit une application surjective

T(W°(s), Ag- (s), 5@)F*) — £/(GF [sa]).
On en déduit une troisieme application surjective

(24.1) 11 T(W°(s), Ag-(s),8(a)F*) — E'(GF, (s)).
a€H1(F*,Agx(s))

Les fibres de cette application sont des Ag-(s)? -orbites (en effet, puisque Ag-(s) est abélien, on a
Ag-(5)*T" = Ag-(s)" pour tout a € Ag-(s)). Nous allons ici donner une autre description de cette
surjection en termes de familles.

Soit x un caractere irréductible de W°(s). S’il existe « € HY(F*, Ag~(s)) tel que x est d(a)F*-stable,
alors 'orbite de x sous Ag+(s) est F*-stable. Réciproquement, si Porbite de x sous Ag=(s) est F*-stable,
alors il existe o € H'(F*, Ag-(s)) et a € Ag-(s) tels que y = @ S(@F (O)(F"y) En particulier, %y est
d(a)F*-stable. Nous allons donc utiliser les Ag-(s)-orbites F*-stables de caractéres irréductibles pour
regrouper les éléments de £(GF, (s)) en familles. On note

iy H'(F*, Ag- (s,X)) — H'(F*, Ag-(s))

le morphisme naturel de groupes.

Si x est un caractere irréductible de W°(s), nous noterons [x]| son orbite sous Ag~(s). On note
Ag+(s)\Irr W°(s) l'ensemble de ces orbites. Fixons un élément F*-stable [x] € Ag~(s)\Irr W°(s).
Alors, d’apres le calcul précédent, on peut choisir x de sorte que x soit d(a, )F*-stable pour un a, €
H(F*, Ag+(s)). Bien siir, le couple (x, o, ) n’est pas uniquement déterminé par [x]. De plus, I’élément
o, n’est pas forcément déterminé par le choix de x.

Soit maintenant (£, a) € M(Ag~(s, x), F*). Alors il existe a € Ag~(s) tel que

a8 (uy(a)ay)d(ay) T F* (a) € Ag-(s,X)
et représente . On pose alors
Xa = X
Le caractére x, est déterminé & Ag-(s)¥ "_conjugaison pres et il est facile de vérifier que yo est stable

sous l'action de 6(uy (), )F™*. On pose alors

(24.2) R(s,X, 0y )ae = Egacé*(S)EXR[S#X(Q)QX]UXQ’E € &'(GF,(s)).

Alors la fonction centrale R(s, X, &y )a,e dépend uniquement du choix de x, a, et § : rappelons que c’est
un caractere irréductible, du moins lorsque ¢ est assez grand (voir le théoreme 23.9 et le corollaire 23.18).

Proposition 24.3. Soient (&, ) et (¢, /) deuz éléments de M(Ag-(s,x), F*). Alors R(s,x, 0y )a.c =
R(s, X,y )ar ¢ S0 et seulement si (§,a) = (§',a).

DEMONSTRATION - Soient (€, ) et (¢, ') deux éléments de M (A~ (s, x), F™*) tels que R(s, X, @y )a.e =
R(s, X,y )a¢r. Alors, par construction, on sait que py(a) = py(a’), les caractéres xo et xor sont
conjugués sous Ag- ()7 et &€ = ¢ (d’apres la proposition 23.14). Soient a et a’ deux éléments de Ag- (s)
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tels que a™1d(py ()ay)d(ay) L E*(a) et a7 6 (uy (o) )d(ay ) T F*(a’) appartiennent & Ag-(s,x) et
représentent « et o respectivement. Alors, puisque Yo = %X et Yor = ¢ X sont conjugués sous Ag- (s)F"

il existe b € Ag-(s, x) et ¢ € Ag~(s)" tels que o’ = abe. Cela montre que o = o/. m

)

Si on note (G, (s), [x]) I'ensemble {R(s, X, ay)ae | (€, 0) € M(Ag~(s,x), F*)}, alors E(GF, (s), [x])
ne dépend que de [x] et non du choix de x et «,. On a alors

(24.4) £'(G", () = IT E(GT,(s), X))
e (A (N I we ()

et la proposition 24.3 montre qu’il y a une bijection

(24.5) M(Ag-(s,x), F*) ———= E(GT, (s), [x])

pour tout [x] € (Ag~(s)\Irr W"(s))F*. Cette bijection dépend du choix de x, ay, §. Nous noterons
Cent(GF, (s), [x]) le sous-Q,-espace vectoriel de Cent(G¥', (s)) engendré par £(GF, (s),[x]). On a, d’apres
24.4,

(24.6) Cent(GF, (s)) = @ _ Cent(G”,(s), [x])
b€ (Ag- ()\Trr Wo(s))

24.B. Transformation de Fourier. Fixons y € Irr Wo(s))F dont la Ag~(s)-orbite est F*-stable et
soit a,, un élément de H'(F*, Ag~(s)) tel que x soit §(a,)F*-stable. Si (£,a) € M(Ag+(s,x), F*),
notons R(s, X, &y )a,¢ la fonction centrale définie précédemment grace & ce choix-ci via 24.2.

Si (a,7) € MY(Ag+(s,x), F*), posons

N 1 Z _
R(Sv)(aax)a,‘f' = F* 5(&) 1T(Q)R(S7X’QX)G¢7§'
|AG* (Sa X) | «
(§;)eM(Ag=(s,x),F*)

Alors (R(s, x, Oy )a,r)(a,r)EMY (Ag- (s,x),F*) €St une base orthonormale de Cent(G*', (s), [x]). La proposi-
tion suivante décrit 'action de H(F, Z(G)) et de Z(G)¥ sur Cent(GF, (s),[x]) dans cette base.

Proposition 24.7. Soit (a,7) € MY (Ag-(s,x), F*). Alors :
(a) R(s,X,y)ar € Cent(GF, (s),a).
(b) Soit z € Z(G)F'. Notons 7, la restriction ¢ H'(F*, Ag=(s,x)) du caractére linéaire &1 () de
HY(F*, Ag-(s)), ot z désigne la classe de z dans Z(G)¥. Alors

tf’R(s, Xo Qx)a,r = Bay, (Z)R(s, X O )a,rrs -

DEMONSTRATION - La premiére assertion découle immédiatement de la définition. La deuxiéme découle
du lemme 9.14 et de la remarque 11.1 (d). m

24.C. Conjecture de Lusztig. Fixons un caractére x de W°(s) et un élément o, de H'(F*, Ag~(s))
tels que *(@)Fy = y. Soit (a,7) € MY (Ag-(s, ), F*). Notons x, le caractere irréductible de W°(s)
associé & x par la bijection 27.4. Son stabilisateur dans Ag«(s)X < ¢1 > est Ag-(s, x)x < 6(ay)p1 >.
On note Y, I'extension canonique de xq & W°(s)® x (Ag=(s, X)X < d(ay)é1 >). On note 7, l'extension
de 7 a Ag-(s,x)x < 6(ay )1 > telle que 7o, (6(xy)p1) = 1. Pour finir, on pose

gV ()° .
Mear = Indye asag. (5,00 (Xa ®7)

_ o W(s)*x<di> S
et Mxonar = Idype (0 (UG (s x<b(ay) 61> (Xa @ Tay )

Alors 1)y 4, est un caractere I"*-stable de W (s)® et 7y o, ,a,r €st une extension de 7y 4, & W(s)*>x < ¢1 >.

Théoréme 24.8. Avec les notation précédentes, on a

R(S’ X’ ax)a,r = EG‘EC%* (S)EXR(S’ a)ﬁx,ax,a,r .
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DEMONSTRATION - Quitte & changer d’élément semi-simple F*-stable dans (s), on peut supposer que
ay = 1 (rappelons qu’alors () = 1). D’autre part, le résultat ne dépend pas du choix de la section
d, donc nous pourrons supposer que 6(u1(a)) € Ag+(s,x) pour tout a € Ag«(s,x). Ici, 1 : Ag=(s) —
HY(F*, Ag+(s)) est Papplication canonique.

Soit a € Ag+(s,x). Notons @ la classe de o dans H(F*, Ag=-(s,x)). Alors il existe b € Ag-(s) tel
que b~10(pu1(a))F*(b) = a et on pose xo = x. Alors R[S, (a)ln,. . ne dépend que de @ et est égal &
R[s,, (a)lny, - Par suite, si on note xa,q le caractere irréductible de W°(s)® associé & x, par la bijection
274, on a

R 1 _
R(&X»Oéx)a,‘r = Ai Z T(Oé) 1R[Sl“‘1(0‘)’a/])2a,a'
| G* (S;X)| QGAG* (sﬁx)
L, ,w,a
D’autre part, si w € W°(s)?, on a Xa,a(wd(u1(a))d1) = Xa(b™'wba) et RE, ( )Mﬁswﬁﬁjf&»,a =
py(a) Ws
L. e aﬁ"gigw,z’a- Par suite,

A 1
R(S)X7a )a,r = ()2(1 ®7~'1)(’LU¢1)RG plils'z’aa
) |WO(S)a . AG* (S, X)| wEWO(S);AG* (s,x) B e

ce qui montre le résultat (voir aussi [Bon2, lemme 3.1.1]). m

Le théoreme 24.8 et le théoreme 22.5 montre la conjecture de Lusztig pour tous les groupes de type A
lorsque q est assez grand :

Corollaire 24.9 (Conjecture de Lusztig en type A). Avec les notation précédentes, on a

R(Sa X5 ax)a,‘r - EGEC(O}* (s)gxg(Ls,aa stwa,s(a))_lxK(s,a)

nx,a,7 X, ax,a, 7"

25. LE GROUPE SPECIAL LINEAIRE

Nous précisons ici, dans le cas du groupe spécial linéaire, quelques-uns des résultats obtenus dans le
chapitre précédent. Nous établissons aussi une décomposition de Jordan des caractéres et sa compatibilité
avec l'induction de Lusztig (voir le diagramme 25.5).

Hypotheése :  Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cette section, nous fizons un groupe a
centre conneze Go de type A,_1 muni d’un endomorphisme de Frobenius déployé F sur

F, et nous supposerons que G est un sous-groupe de Levi F'-stable de G..

Notons avant de commencer que I’hypothese entraine que ws; = 1 et donc que €, = 1 pour tout
caractere irréductible F*-stable x de W°(s) (voir exemple 23.16). En d’autres termes, F* agit sur W°(s)
(qui est un produit direct de groupes symétriques) seulement par permutation des composantes.

25.A. Théorie de Harish-Chandra. Commencons par décrire les séries de Harish-Chandra contenues
dans £(GY, [s]).

Proposition 25.1. On a £(GF[s]) = £(GF, Ly, p¥+).

DEMONSTRATION - D’apres la proposition 23.5, on a [E(GF,[s])| = |Irr W (s)¥"|. D’apreés 16.6, on
a |E(GF Ly, pb)| = |Tr W (s)¥"|. Puisque £(GF, Ly, p) est contenu dans £(GF,[s]), on a en fait
I’égalité de ces deux ensembles. m
D’apres la proposition 25.1 et d’apres 16.6, on obtient une bijection
IrW(s)f" — &(GF,[s])
n — Rys].

En fait, cette bijection coincide avec celle obtenue via 'isométrie R[s], du moins lorsque g est assez grand :

Théoréme 25.2. Si la conjecture (&) a lieu dans G, alors Ry[s] = egecy, (s)lsly pour tout n €
Irr W (s)F".
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DEMONSTRATION - Soit Wj un sous-groupe parabolique standard F*-stable de W°(s) et soit A; son

normalisateur dans Ag-(s)¥ ", Alors, par le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 23.10, on
a Wi x Ay = Wy,(s) pour

L= CG((T}/VI ><1(A1><1<¢1>))o)'

Le groupe L est en fait G-déployé. Donc, compte tenu du corollaire 28.3, de la proposition 23.7 et
du théoreme 16.10 (c), il suffit de montrer le résultat lorsque 1 se factorise en un caracteére linéaire de
Ag-(s)F". Cela découle alors de 16.7, du théoreme 16.10 (b) et de la proposition 23.8. m

La preuve du théoreme 25.2 montre également la version suivante plus précise du corollaire 23.11. 11
n’y a pas besoin d’hypothese sur g car on peut passer par la théorie de Harish-Chandra et le théoreme
16.10 (c).

Corollaire 25.3. Notons Sy l'ensemble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe de Levi G-déployé de G
dont un dual L* dans G* contient s et p € E(LY, [s]) est un caractére semi-simple. Soity € Cent(GF, [s]).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) v € ZE(GT, [5]).

(2) y€ @ ZREp.
(Lap)esd

(3) Pour tout (L,p) € Su, (*RE~,p)Lr € Z.

Corollaire 25.4. Notons Ry l’ensemble des couples (L, x) ou L est un sous-groupe de Levi G-déployé de
G dont un dual L dans G* contient s et x € E(LY,[s]) est un caractére régulier. Soit v € Cent(GT [s]).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) v € ZE(GT, [s]).

(2) v € &) ZRE)(.
(L,x)€ERa

(3) Pour tout (L,x) € Ra, (*RE7, X)Lr € Z.

25.B. Décomposition de Jordan. D’apres [Bon2, proposition 6.4.3], I'application ¢* induit une bijec-
tion entre £(i*~1(Ca-(s))F ,1) et £(Ca~(s)F",1). Par suite, d’apres [Bon2, 7.4.3], on a une bijection

e W(s)¥ — E(Cq-(s)F,1)
n — RSJ}'

On obtient donc une bijection

Rgs: EGT[s]) — E&(Ca-(s)F 1)
R”][S] = Rsy

appelée décomposition de Jordan des caracteres de GF.

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L™ un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual
de L et contenant s. D’aprés le théoréme 25.2, d’apres la proposition 17.24 et d’aprés [Bon2, théoréme
7.6.1], le diagramme

NL s w
ZELF | [s]) ——— > 7&(Cy- ()7, 1)

(25.5) Cae(s)

EGELRE ECy. (s)ECE, (S)RCL*(S)

N s
L(E(GT [5]) ———

ZE(Ca-(s)F",1)

est commutatif lorsque la conjecture (&) a lieu dans G.
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26. QUESTIONS EN SUSPENS

1. 1l serait intéressant d’étudier les questions abordées dans ce chapitre (séries de Harish-Chandra,
décomposition de Jordan) dans le cas des groupes de type A non nécessairement déployés. Concernant
la question de la décomposition de Jordan, il faudrait établir ’analogue de la bijection [Bon2, 7.4.3]. La
commutativité de ’analogue du diagramme 25.5 est alors purement formelle.

2. A travers le théoreme 23.9, on obtient un paramétrage des caracteres irréductibles de G par les
paires (,€) en utilisant seulement un caractere de Gelfand-Graev de G. Un autre paramétrage par
les paires (i, &) a été obtenu par Shoji [Sh2] (ou encore [Bon5]) en utilisant les caractéres de Gelfand-
Graev généralisés. Il serait intéressant de relier ces deux paramétrages. Cela permettrait de relier les
transformées de Fourier introduites ici et les caractéres fantémes définis par Shoji dans [Sh3].

3. L’écriture d’un algorithme effectif, & partir des résultats de cet article, pour calculer la table de
caracteres des groupes réductifs connexes de type A est maintenant théoriquement possible. Cela reste
tout de méme un travail considérable.
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Appendice A. Produits en couronne

Nous allons rappeler dans cet appendice quelques faits sur les caracteéres de produits en couronne de
groupe finis. Nous reprendrons essentiellement ce qui est fait dans [Bon2, §2].
Dans cet appendice, r, di,..., d, désigneront des entiers naturels non nuls. On se fixe des groupes

finis G1,..., G, et on pose
ks

GO:H(G1 X - X Gy).
=1 d; fois

On fixe aussi un morphisme de groupes A — &4, X --- x &4,. Alors A agit sur G° via ce morphisme par
permutations des composantes et on pose

G=G°xA.
27. EXTENSION CANONIQUE

27.A. Définition. Si x est un caractere irréductible de G°, on note A(x) son stabilisateur dans A et
G(x) son stabilisateur dans G. On a G(x) = G° x A(x). La proposition suivante est classique et sa
preuve peut par exemple étre trouvée dans [Bon2, Proposition 2.3.1] :

Proposition 27.1. Soit x un caractére irréductible de G°. Alors il existe une unique extension X de x
a G telle que x(a) soit un entier naturel non nul pour tout o € A(x).

Soit Z(G°, A) I'ensemble des couples (x,&) ot x € IrrG° et & € Irr A(x). Le groupe A agit par
conjugaison sur Z(G°, A) et, par la théorie de Clifford, application
I(G°,A) — IrrG

(€  +— IndG,(x®¢)
induit une bijection entre Z(G°, A)/A et Irr G.

(27.2)

Le caractere irréductible x de la proposition 27.1 sera appelé I’eztension canonique de x & G(x). Soit
a € A. Dans [Bon2, 2.2], 'auteur a construit une application
(27.3) 7 1 G°a — G°°

induisant une bijection bien définie entre I’ensemble des classes de conjugaison de G°X < a > contenues
dans G°a et Pensemble des classes de conjugaison de (G°)* ainsi qu’une bijection

(IrrG°)* — TIrr((G°)%)
X — Xa-
Si x € (Irr G°)?, nous noterons X, la restriction de ¥ a G°a. Alors (Xa)ye(irr o) €st une base or-

thonormale de Cent(G°a). Ces deux applications satisfont la propriété suivante : si y est un caractére
irréductible de G° et si a € A(x), alors

(27.5) X(w) = Xa(ma(w))
pour tout w € G°a. Rappelons aussi que 7, (a) = 1 donc x(a) = xa(1). D’autre part, 'application w,
induit une application linéaire

(27.4)

i Cent((G°)*) — Cent(G°a)

’ f — foma

et I’égalité 27.5 montre que c’est une isométrie.

(27.6)

EXEMPLE 27.7 - Nous rappelons ici la définition de ces deux applications dans un cas particulier dont

le cas général peut aisément se déduire par produit direct. Supposons que r = 1 et posons d = d.

Supposons aussi que *(w1, ..., wq) = (Wg, w1, ..., w4—1). Alors G1 ~ (G°)® et, via cet isomorphisme,
(W1, ..., We) = W1 ... WY

et
IrGy;, —  (IrrG°)*

_—

d fois
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est la bijection réciproque de la bijection 27.4. O

27.B. Induction. Fixons maintenant a € A et une famille (H;;)1 < i< r1<j < dis OU H;j est un sous-
groupe de G;. On pose

ka
H° = H(Hﬂ X X szl)
i=1
et on suppose que H® est a-stable. Alors la restriction de m, & H°a est 'analogue de 7, pour le groupe
H® et on a encore une isométrie toujours notée 7 : Cent((H°)*) — Cent(H°a). D’autre part, il résulte
de [Bon2, lemme 3.2.1] que le diagramme

Cent((H®)") —%~ Cent(H°a)
(27.8) Ind(57.), nd$es
o
Cent((G°)?) Cent(G°a)

est commutatif.

Proposition 27.9. On a :
(a) Six € (Irr G°)?, alors

mdfe, o= Y. &@)df,(x®9).
Eelrr G(x)/G°

(b) L’application Indgoa a pour image l’espace des fonctions centrales sur G qui s’annulent en dehors
de G°[a], ot [a] est la classe de conjugaison de a dans A.

DEMONSTRATION - (a) Par la transitivité de I'induction, on peut supposer, et nous le ferons, que G(x) =
G. Notons A’ =< a > et G’ = G° x A’. Nous noterons X’ la restriction de x & G'. D’apres 1.3, on a

dge, Xo = dd (Y €)' (x@9)).
EeAN

Par conséquent,

dEe, %o = @ (Indd (Y €@)7'9)).
£eAN

Il ne reste donc plus qu’a montrer que

IndA/( Z @5) = Z @57

EEAN (elir A

ce qui est évident.

(b) D’apres les formules données dans la preuve de 1.3, I'application Indg;a a pour image ’espace des
fonctions centrales sur G’ nulles en dehors de G°a. (b) en découle car toute classe de conjugaison de G
contenue dans G°[a] rencontre G°a. m

28. PRODUITS EN COURONNE DE GROUPES SYMETRIQUES

Nous ferons dans cette section 'hypothese suivante :

Hypotheése : Jusqu’a la fin de cette section, nous fixrons une famille d’entiers naturels
non nuls (n;)1 < i < r €t nous supposons que G; = S, le groupe symétrique de degré n;.
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Fixons un entier ¢ € {1,2,...,7}. Notons ¢; : G; — {1,—1} la signature. Si A = (Aq,..., ;) est
une partition de n;, nous noterons G; x le sous-groupe (parabolique) de G; isomorphe & &y, x --- X &,
(sous-groupe de Young). Nous noterons A* la partition duale de A. Nous noterons by le nombre de
transpositions contenues dans G; x» : on a

x

b= (i — DA,
j=1
Par exemple, b(,,) = 0. Notons x, l'unique caractere irréductible commun a Indgz Lla, et e ®
Indgz . la, ;- (voir [GP, théoréme 5.4.7]). Toujours d’apres [GP, théoréme 5.4.7], on a

(28.1) mdg’ 1., =xa+ O BaiXu-
pkn;
b, <bx

s o , . _ .
Revenons & notre groupe G°. Nous noterons P Pensemble des familles A = (Ajj)1 <i<r1 < <d; OU

X

Aij est une partition de n;. Le groupe A agit naturellement sur P par permutations. Nous posons alors
b>\ = Zi,j b)\ij’

T

c))\ = H(Gi7>\i1 XX Gi,/\idi)
i=1
et nous notons Ay le stabilisateur de A dans A, c’est-a-dire le normalisateur de G§ dans A. On pose
Gx = G5 x Ax.

Nous noterons y le caractere irréductible de G° défini par

T

XX = ®(X)\i1 ®-® X)\idi)'

i=1
11 est facile de vérifier que
A(xa) = Ax.
Notons P* I'ensemble des couples (X, €) tels que X € [P/A] et € € Irr Ax. Posons maintenant

¢
XXe = Indgo o a, (X2 © )

et IIxe = Indg)\ &.

Alors lapplication Pt — Z(G°, A), (X, &) — (xa,€) induit une bijection entre P et Z(G°, A)/A. Par
conséquent, I’application

Pt — IrG

(A& +— X;g

est bijective.
Proposition 28.2. Si (A, £) € PT, alors

— At +
Mae=Xxet D Premeie

(m,€)ePt
bu<b>\

0t B e €N

DEMONSTRATION - Tout d’abord, remarquons que, si le résultat de la proposition est vrai lorsque A = Ay,
alors il est vrai dans le cas général. Nous pouvons donc supposer, et nous le ferons, que A = Ajy.
Soit (u,&") € PT tel que <HA,§,XZ_5/>G # 0. Alors

(ResSo Iy ¢, ResSo XZ,gf>G° # 0.
Mais, par la formule de Mackey

Res@e Tlae = €(1) Y Inds las,
a€[4/A3]
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et ResGo x“ ¢ = =£(1 Z Xop

a€[A/AL]
Par suite, il existe a € A tel que (Indg;u 1G3AaXu>G° # 0. D’apres 28.1, ceci implique que g = *A ou
que by, < bax = bx. Dans le premier cas, on a alors A = p car X et p parcourent [P/A]. Il nous reste
donc & montrer que, si € et £ sont deux caracteres irréductibles de Ay, alors

1 sie=¢
* e, XS o )a =
) (Mg X)"E>G {0 sinon.
Puisque A = Ay, on a
(Mg xXede = (6 @ResG, Wn)an
= |A|Z§ a)¢’(a ( ZX"wa)
a€Ax w€G°
Il nous suffit donc de montrer que, pour tout a € Ay,
1 -
(xx) e Z Xa(wa) = 1.
AMuweay
mais,
1 . ¢ -
[N Y Xalwa) = (lagasResds, ¥a)oga

weaGs,
= <IndGZa 1G;a,Resgoaf<)\>Goa
= {Id(G) gy (xa)a)
(Gg)e (G)> XX )a/(Go)e
= 1

)

I’avant-derniere égalité découlant de la commutativité du diagramme 27.8, la derniere découlant de la
formule 28.1 appliquée au groupe (G°)*. m

Les deux corollaires suivants découlent facilement (par une récurrence descendante sur by ) de la propo-
sition 28.2.

Corollaire 28.3. ZIrrG= &  ZIIx
(A 9ePt

&

Corollaire 28.4. Soit n € Cent(G). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) ne ZIrrG.
(2) Pour tout (X, €) € PT, (Resgx n,8)Gx € L.

29. EXTENSION CANONIQUE, EXTENSION PREFEREE

Soit (W°,S) un groupe de Coxeter cristallographique fini. Notons Autcoxeter(W°,.S) le groupe des
automorphismes o de W° tels que o(S) = S. Fixons un groupe fini A et un morphisme de groupes
A — Autcoxeter (W°,S). A travers ce morphisme, A agit sur W° et on peut former le produit semi-direct
W =W?ex A.

Soit x un caractere irréductible de W°. Si a € A(x), Lusztig [Lu6, chapitre IV, §17] a défini une
extension de y & W°x < a >, appelée extension préférée dont une des propriétés est que la représentation
sous-jacente est définie sur Q. Nous voulons montrer ici la proposition suivante :

Proposition 29.1. I existe une unique extension de x a W° x A(x) dont la restriction d tout sous-
groupes W°x < a >, ot a parcourt A(x), soit l'extension préférée de Lusztig.

DEMONSTRATION - L’unicité de I’extension vérifiant les conditions de 1’énoncé est évidente. Montrons
en l'existence. Tout d’abord, nous pouvons travailler & conjugaison pres par un élément de A en raison
du lemme suivant (dont la preuve est immédiate) :
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Lemme 29.2. Soient a etb deuz éléments de A. Notons x l'extension préférée de Lusztig
aWex < a>. Alors ¥ est Uextension préférée de Lusztig de x a W°x < bab™! >.

Nous pouvons supposer, et nous le ferons, que A = Autcoxeter(W°,S) et que le morphisme A —
Autcoxeter (W2, S) est I'identité. Par produit direct, on peut aussi supposer, et nous le ferons, que A(x)
agit transitivement sur 'ensemble des composantes irréductibles de W°. En d’autres termes, W*° est un
produit direct de d copies d’'un groupe de Coxeter cristallographique fini irréductible (W7, S1), on peut
écrire Y = x1 X --- X x4 oi1, pour tout i, x; est un caracteére irréductible de Wy, A = (A4;)% x &4, o1
A1 = Autcoxeter(W1, S1) et U'image de A(x) dans G4 est un sous-groupe transitif de &,.

Soit ¢ € {1,2,...,d}. Puisque 'image de A(x) dans &, est un sous-groupe transitif, il existe o € &, et
(b1,...,bq) € (A1)? tels que (1) =i et 0.(by,...,bq) € A(x). En particulier, *y; = x1. Par conséquent,

il existe (ay,...,aq) € (A1) tels que, pour tout i, on ait y; = ;.
Notons 7 le cycle de longueur d égal & (1,2,...,d). Alors, quitte & remplacer y par (41:-%)y (en
utilisant le lemme 29.2), on peut supposer, et nous le ferons, que x;1 = --- = xq. En particulier,

A(x) = A1(x2)* % Sq.

Supposons démontré le résultat lorsque d = 1. Notons alors ¥ l'extension de x1 & Wi x A;(x1)
telle que Res%i iéff;) X1 soit 'extension préférée de x1 & Wi x A1(x1). Alors Pextension canonique de
X1 ®--@x1 aW = (W; x A)? x &, vérifie les conditions de ’énoncé.

On est donc ramené au cas ou d = 1, c’est-a-dire au cas ou W° = Wj est irréductible. On peut méme
supposer que A(x1) # 1. Dans ce cas, a part lorsque Wi est de type Dy, Ay est cyclique d’ordre 2 et
le résultat est évident. Supposons donc que W° est de type D4y. Alors A ~ &3. Deux cas peuvent se
produire :

e Si 3 ne divise pas |A(x)|, alors [A(x)| = 2 et le résultat est évident.

e Si 3 divise |A(x)|, alors, d’apres [Lub, proposition 3.2], A(x) = A et il existe une extension Y’ de x a
We % A(x) dont la restriction & W°x < b > est I'extension préférée de Lusztig lorsque b € A est d’ordre
3. Notons ¢ le caractére signature de A ~ S3. Il est alors clair que X’ ou Y’ ® ¢ satisfait aux conditions
de la proposition. m

L’extension de y vérifiant les conditions de la proposition précédente sera appelée I’ extension préférée
de x & W° x A(x).

Corollaire 29.3. Si A agit sur W° seulement par permutation des composantes irréductibles, alors
Dextension préférée de x a W° x A(x) est Uextension canonique.

Corollaire 29.4. Soit A’ un sous-groupe de A et posons W' = W° x A’. Soit x € Irr W° et notons x
(respectivement X' ) lextension canonique de x a W(x) (respectivement W'(x)). Alors X' est la restriction
de X.
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Appendice B. Sommes de Gauss

Le but de cet appendice est de donner des formules pour les racines de I'unité G(G, () lorsque ¢ €
Zh (G) est F-stable. D’apres [DiLeMi2, proposition 2.4], G(G, () peut étre décrit par un produit de
sommes de Gauss. Dans la section 30, nous rappelons quelques propriétés générales des sommes de Gauss.
Nous appliquons ces résultats dans la section 31 pour calculer explicitement les racines de I'unité.

NOTATION - Nous noterons r l’entier naturel non nul tel que ¢ = p".

30. SOMMES DE (GAUSS

Un caractere additif x; : F, — @ex non trivial a été fixé dans le §14.B. Si s € N*, on rappelle que
Xs : Fps — @ZX est défini par x, = x1 0 Try, ot Try : Fps — T, est la trace. Sis € N*etsif:Fy — @gx
est un caractere linéaire, nous noterons

Gs(0) = Y O(a)x,(x)
X
mE]FpS
la somme de Gauss associée. La premiere identité sur les sommes de Gauss est bien connue : si 6 est non
trivial, alors

(30.1) Gs(0)Gs(67") = p*0(-1).

Nous allons maintenant traiter un cas particulier intervenant dans le groupe spécial unitaire (voir la
preuve de la proposition 31.4). Il s’agit des sommes de Gauss de la forme Ga,.(0), ol 6 est un caractere
linéaire non trivial de quz tel que #4971 = 1 (rappelons que ¢ = p"). Tout d’abord, notons qu'un tel

caractere est trivial sur ¢ (surjectivité de la norme). Il découle alors de la formule 30.1 que G(0) = +q.
Nous allons déterminer exactement le signe.

Pour cela, notons Tr : Fz: — I, la trace. Elle est surjective et Fy-linéaire. Donc il existe § € IFqXQ tel
que Tr& = 0, de sorte que Ker Tr = F €. Si ¢ est pair, alors Ker Tr = F, (donc on peut prendre £ = 1).
Si g est impair, £ est un élément de IFqXQ tel que £2 appartient & F, mais n’est pas le carré d’un élément
de Fy. Alors, si 6 est un caractere linéaire non trivial de IE‘qX2 tel que #9T1 =1, on a

(30.2) Gar(0) = 6(&)a.

REMARQUE - On a toujours &2 € Fx, donc 6(§) € {1,—1}. De plus 6(£) ne dépend pas du choix de §.
Notons aussi que, si ¢ est pair, on a £ € F)* donc 6(§) = 1. O

PREUVE DE 30.2 - Nous remercions J.L. Waldspurger pour nous avoir présenté la formule 30.2 ainsi que
I'argument suivant. Tout d’abord, puisque 6 est trivial sur F ', on a

1
Gar(0) = -1 > 0ay)x(Tr(a)).
erFqX2 yelry
Par un changement de variable évident, on obtient

Gor(0) = q%l S 0@ (y Tr(@)

mE]F:Z yE]Ff;

- 5 Y 00X wTa))
2€FY, yerg
- Lley X - ¥ ow)
zE]FZZOKerTr IEIF><2

S VD S S)

q—1
zG]FXZ NKer Tr CEG]FXZ
q q
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Puisque 6 est non trivial, la deuxieme somme est nulle. Puisque Ker Tr = F,£ et que 0 est trivial sur F,
la premiere somme vaut (¢ — 1)6(£). Au bilan, il nous reste Go,.(8) = 6(£)q. m

Nous terminons cette section par un cas particulier classique, du a Gauss. Supposons ici p impair.
Soit L : F;s — {1, —1} le caractére de Legendre, c’est-a-dire 'unique caractére d’ordre 2. La formule
30.1 montre que A\, = p~%/2G,(L,) est une racine quatrieme de I'unité. Sa valeur dépend du choix de
X1 ainsi que du choix d'une racine carrée de p dans Q,. Posons i = j(1/4) (rappelons que 7 : Q — @ZX
est le morphisme de groupe de noyau Z défini dans la sous-section 1.B). Alors ¢ est une racine primitive
quatrieme de I'unité. Sip = 1 mod 4, on prend p'/? = G;(L1). Sip = 3mod4, on prend p'/? = i~1G;(L1).
Il résulte de 30.1 que p'/? est alors une racine carrée de p. Alors, d’apres [Ga, VIL.356], on a

- {1 si p=1modd4,

(30.3) . .
5 ¢l p=3mod4.

7

31. CALCUL DE G(G,()

31.A. Propriétés générales. Rappelons qu’il a été fixé un morphisme injectif x : F* — @ex qui
fournit, par restriction & F; un caractere linéaire que l'on notera encore k. Avant d’exprimer G (G,0)
sous forme d'un produit de Gs(k™), nous aurons besoin de quelques notations. Notons (@) )aca, la

Q-base de Y (Ty/Z(G)°) duale de Ag. Notons Ag/¢o I'ensemble des orbites de ¢g dans Ag. Pour finir,
si w € Ag/do, notons «, € w un représentant et r,, Uentier naturel non nul tel que F“”‘( w) =P,

Soit ¢ € H'(F,Z(G))". Fixons ( € X(To/Z(G)°) tel que ¢ = ko ResgfégG ¢. Alors, d’apres

[DiLeMi2, proposition 2.4], on a (¢/“l — 1) < é,w(\l/w >7,€ Z pour tout w € Ag/¢g (car (F — 1)(¢) est
trivial sur Z(G)) et

(31.1) G(G, Q) =naq 2 =@ T g (s~ D<Cma>m0),
weAo/po
Il est immédiat que le membre de droite ne dépend pas du choix de , ce qui est souhaitable. Nous allons
maintenant rappeler quelques propriétés des nombres G(G, ¢).
Soit G un groupe réductif connexe muni d’'un endomorphisme de Frobenius F': G — G défini sur F,
et soit 7 : G — G est un morphisme isotypique défini sur F,. Alors 7 induit un morphisme surjectif
Z(G) — Z(G) et, si on note alors ¢ = ¢ o € Z(G)", alors il découle facilement de 31.1 que

(31.2) G(G,¢) =G(G,).
D’autre part, si G = Gg X -+ X Gg (k fois) et si F' permute transitivement les composantes Gy,

notons (o € H'(F*, Z(Gy)) le caractere correspondant & ¢. On a alors, d’apres [DiLeMi2, preuve de la
proposition 2.5],

(31.3) G(G,¢) = G(Go, Co)-

Ici, G(G, (p) est calculé en utilisant Iisogénie F*.

31.B. Cas cuspidal. Nous supposons maintenant que ¢ € Z%,.(G) et que ¢ est F-stable. Alors toutes
les composantes irréductibles de G sont de type A. Par suite, compte tenu de 31.2 et 31.3, il suffit de
calculer G(G, ¢) lorsque G = SL,,(F) et F' = 0% 0 Fjat, ot k € {0,1}, Fhat : G — G est 'endomorphisme
de Frobenius déployé sur F, et 0 : G — G, g — Jlg~1J. Ici, J désigne la matrice monomiale dont les
coefficients sur la deuxieme diagonale sont tous égaux a 1.

Proposition 31.4. Supposons que G = SL,,(F) et que F' = 0¥ 0 Fyat, ot k € {0,1}. On pose e = (—1)F.

Soit ¢ € Z0(G) et supposons que ¢ est F-stable. Alors ¢ est d’ordre n, n divise ¢ — ¢, et :
1 st n est impair,
g(Ga C) = (g—e)(n—2) . .
A (=1)" " ® si n est pair.

REMARQUE - La formule de la proposition précédente est close grace a 30.3. O
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DEMONSTRATION - Le fait que ¢ est d’ordre n découle de la table 7.3. Par conséquent, ¢ est injectif et
F-stable, donc F' agit trivialement sur Z(G). Par conséquent, n divise ¢ — e car F agit sur Z(G) par
élévation a la puissance £q. En particulier, n est premier a p. Nous aurons besoin de quelques notations.
On numérote les n — 1 racines simples comme suit :

o1 Qg Qp—1
v

Notons pour simplifier w; = w;’j pour 1 < j < n—1. Il existe alors un entier £ € Z premier a n tel que,
pour tout 1 < j <n—1, on ait
< g, w;/ >T0 = ; .
e Commencons par étudier le cas déployé (c’est-a-dire k = 0, ou encore € = 1). Alors ¢g est I'identité
et on a

6(G.¢) = (1" F [ Gt 0/m")

n—

n—1
= (~1)" g HQT((W—U/")J’),
j=1

la derniere égalité découlant de ce que k est premier & n. Notons v le caractére linéaire £(4=1/" de Fx.
En regroupant j et n — j et en utilisant 30.1, on obtient :

9(G, Q) {

y(—1)LF2H ] si n est impair,
Ay (=125 i est pair.

Puisque x(—1) = —1, on a y(—1) = (=1)@1/? Cela montre le résultat annoncé lorsque n est pair.
Lorsque n est impair, la simplification provient du fait que v(—1)2 = y(—1)" = 1 et donc que y(—1) = 1.
e Etudions maintenant le cas olt k = 1, c’est-a-dire £ = —1. Alors ¢o(a;) = ap—j pour tout 1 < j < n—
1. Deux cas se présentent :
(n—1)/2
n— 2 .
g T H Gar ({4 ~1/m)ET si n est impair,
_ Jj=1
g(GaC) - (n—2)/2
_)\Tq_ ”;2

H QQT((H(‘IQ*”/")’”) sinon.
j=1

Notons « la restriction de KR@=1/n y F*,. Alors 7 est non trivial et ¥t =1 car n divise ¢+ 1 = g —&.
Notons, comme dans la preuve de 30.2, £ un générateur du noyau de la trace Tr : Fp2 — ;. D’apres
30.2, on a

y(€) 12 si n est impair,

—AT7(£)1+2+”‘+nT72 si n est pair.

G(G,() = {

Lorsque n est impair, alors v(£)% = v(£)" = 1 (car &2 € [ et v est trivial sur F¥) et donc v(§) = 1, ce qui

montre le résultat attendu. Supposons maintenant n pair. Alors ¢ et k sont impairs et on peut prendre
2 2

= g(()q+1)/2, ou &y est un générateur de quz. On a alors v(&) = n(fc(,q _1)/2)k(q+1)/”. Or, 5(()‘1 /2 _ -1,

donc (&) = (—=1)katD)/n = (—1)@+1)/n Cela termine la preuve de la proposition. m
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