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FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN,GROUPOÏDE DE GALOIS ET INTÉGRALES PREMIÈRESGUY CASALETable des matièresIntrodution 11. Dé�nitions et rappels 32. Le groupoïde de Galois d'un feuilletage 103. Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-Vey 114. Groupoïdes de Galois et intégrales premières 195. Le groupoïde de Galois d'un germe de feuilletage de (C2, 0) à singularitéréduite 246. Groupoïdes de Galois et extensions fortement normales 27Référenes 33IntrodutionEn 2001, B. Malgrange a proposé dans Le groupoïde de Galois d'un feuilletage ([Ma4℄)une manière de généraliser le groupe de Galois di�érentiel, dé�ni pour une équation dif-férentielle linéaire, aux feuilletages singuliers. Deux hangements importants par rapportaux théories préédentes apparaissent. Premièrement, on perd la struture de groupe al-gébrique remplaée par elle de D-groupoïde de Lie. Deuxièmement, alors que le groupede Galois agissait sur les variables dépendantes (les inonnues des équations di�éren-tielles), le groupoïde de Galois agit sur l'ensemble des variables dépendantes et indépen-dantes (l'espae portant le feuilletage donné par les équations di�érentielles).Le groupoïde de Galois est dé�ni par le système maximal d'équations aux dérivées par-tielles qui véri�e les onditions suivantes :� Les �ots des hamps de veteurs tangents au feuilletage sont des solutions de esystème.� Les inlusions de la dé�nition 1.2 sont véri�ées. Ces dernières signi�ent que l'identitéest solution du système, que la omposée de deux solutions est une solution et quel'inverse d'une solution est enore une solution.D'après [Ma4℄, un système d'équations véri�ant e dernier point est appelé D-groupoïdede Lie.Des dé�nitions analogues bien qu'impréises ont été esquissées par J. Drah [Dr1℄et E. Vessiot [Ves1℄, [Ves2℄. Elles étaient basées sur la notion de systèmes automorphesd'intégrales premières du feuilletage. Les preuves de l'existene de tels systèmes semblent,malheureusement, inomplètes. En basant sa dé�nition sur les propriétés dynamiques dufeuilletage, sans auune référene aux intégrales premières, et en utilisant son théorèmed'involutivité générique [Ma2℄, B. Malgrange ontourne les problèmes de dé�nition etrésoud les problèmes d'existene. 1



2 GUY CASALEDans et artile, nous étudierons le groupoïde de Galois d'un germe de feuilletage deodimension un. Nous rappellerons dans une première partie les dé�nitions loales de
D-groupoïde de Lie [Ma4℄ et les résultats relatifs aux D-groupoïde de Lie au-dessus d'undisque de C ([Cas2℄, [Ma3℄). Ces derniers nous permettrons, dans une deuxième partie, depréiser la nature du système d'équations aux dérivées partielles dé�nissant le groupoïdede Galois du feuilletage et de aratériser sa taille par un nombre : le rang transverse dugroupoïde de Galois du feuilletage. Ce nombre appartient à {0, 1, 2, 3,∞}.Dans la troisième partie, nous montrerons les liens entre le groupoïde de Galois et l'exis-tene de strutures transverses. Nous disuterons suivant le rang transverse du groupoïdede Galois l'existene de strutures méromorphes transverses eulidienne (rang transverseégale à un), a�ne (rang transverse égale à deux) ou projetive (rang transverse égale àtrois). Nous énonerons le résultat en terme de suites de Godbillon-Vey méromorphespour le feuilletage, assoiées aux strutures transverses. Le théorème 3.2 donne l'égal-ité du rang transverse du groupoïde de Galois ave la longueur minimale des suites deGodbillon-Vey méromorphes du feuilletage dans le as des suites de longueur 1, 2 ou 3.Ces résultats ont été annonés dans [Ma5℄ où B. Malgrange prouve une des deux inégal-ités d'une manière plus géométrique mais essentiellement analogue à la notre. La preuveque nous donnons de l'autre inégalité semble être di�érente de elle de B. Malgrange.Dans [Cas2℄ nous aratérisons les germes de di�éomorphismes de (C, 0) solutions d'un
D-groupoïde de Lie au-dessus de (C, 0). Les germes de feuilletages de (C2, 0) à singu-larités réduites étant omplètement dérit par leurs holonomies, nous étudierons pluspariulièrement es feuilletage dans la quatrième partie. Nous expliquerons omment lesrésultats de la partie préédente omplétés par eux de [Cas2℄ redonne la aratérisa-tion en terme d'invariants analytiques des germes de feuilletages de (C2, 0) à singular-ités réduites admettant une struture transverse méromorphe a�ne ou projetive. Nousretrouvons ainsi de manière �galoisienne� les résultats de M. Berthier et F. Touzet [B-T℄et eux de F. Touzet [Tou2℄.Dans la inquième partie, nous disuterons des di�érents types de transendane d'in-tégrales premières (dé�nition 4.1) du feuilletage aratérisés par le groupoïde de Galois(théorème 4.2). Suivant le rang transverse du groupoïde de Galois, le feuilletage admetune intégrale première de type méromorphe, Darboux, Liouville ou Riati. Dans le asd'un feuilletage dont le groupoïde de Galois est de rang transverse deux ou trois, lerésultat provient essentiellement d'un théorème de M. Singer [Si℄ et de sa version pro-jetive [Cas1℄ via le théorème 3.2. Pour les feuilletages de groupoïde de Galois de rangtransverse un, la démonstration onsiste à prouver une version adaptée du théorème deSinger. Le as des feuilletages de groupoïde de Galois de rang transverse nul se traite d'unmanière di�érente, nous onstruirons un quotient de l'espae des feuilles naturellementmuni d'une struture de ourbe analytique.Dans la dernière partie, nous dérirons quelques-unes des relations entre le groupoïdede Galois d'un feuilletage et la notion d'extension fortement normale de E. R. Kolhin([Ko℄). Les intégrales premières onstruites dans la partie préédente sont naturellementdes éléments d'une extension fortement normale du orps des fontions méromorphes.Nous prouvons ensuite la réiproque : si il existe une intégrale première du feuilletagedans une extension fortement normale du orps des fontions méromorphes, le groupoïdede Galois est de rang transverse �ni (théorème 6.4).



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 31. Définitions et rappelsDans [Ma4℄ B. Malgrange dé�nit la notion de D-groupoïde de Lie et montre plusieurspropriétés de es objets. Nous ommençons par rappeler les dé�nitions relatives aux D-groupoïdes de Lie au-dessus d'un polydisque ∆ de Cn.L'espae des jets d'ordre k d'appliations inversibles de ∆ dans ∆ sera noté J∗k(∆). Lehoix d'une oordonnée x sur ∆ permet de faire l'identi�ation :
J∗k(∆) = ∆ × ∆ × GLn(C) ×

2≤|α|≤k
Cn|α|ave les oordonnées naturelles (xi, yi, y

α
i ). Le multi-indie α appartient à Nn et on note

|α| la somme de ses omposantes. Nous noterons ǫj le multi-indie dont la seule oor-donnée non nulle est la j-ième et est égale à 1. On munit l'espae ∆ × ∆ du faiseaud'anneaux
OJ∗

k
(∆) = O∆×∆[yα

i ,
1

det(y
ǫj

i )
]qui s'identi�e à l'anneau des équations aux dérivées partielles, polynomiales en les dérivées,d'ordre inférieur ou égal à k ayant n variables indépendantes et n variables dépendantes.Étant donné un jet d'appliation y(x) de ∆ dans ∆, nous regrouperons les dérivées yα

isuivant leurs ordres |α|. Nous noterons y′ la jaobienne de y par rapport à x, y′′ la hessi-enne (qui est élément de S2Cn ⊗ Cn) de y par rapport à x, y′′′ élément de S3Cn ⊗ Cn laforme trilinéaire des dérivées troisièmes . . .Les espaes J∗k (∆) sont de plus munis d'une struture de groupoïde par la donnée� de la projetion soure s : J∗k (∆) → ∆ dé�nie par s(x, y, . . .) = x,� de la projetion but t : J∗k(∆) → ∆ dé�nie par t(x, y, . . .) = y,� d'une omposition c : J∗k(∆)×∆ J∗k (∆) → J∗k(∆) dé�nie sur les ouples de jets (h, g)tels que t(h) = s(g) par
c((x, y, y′, y′′, . . .), (y, z, z′, z′′, . . .)) = (x, z, z′y′, z′′(y′, y′) + z′y′′, . . .),� d'une identité, la sous-variété dé�nie par les équations xi = yi et y

ǫj

i = δj
i pour

0 ≤ i, j ≤ n et yα
i = 0 pour |α| ≥ 2, donnée par le plongement e : ∆ → J∗k(∆) par

e(x) = (x, x, id, 0, . . . , 0),� d'une inversion i : J∗k(∆) → J∗k(∆) qui à un jet (x, y, y′, y′′, . . .) fait orrespondre lejet
(y, x, (y′)−1,−(y′)−1y′′((y′)−1, (y′)−1), . . .),On a de plus n dérivations Di : OJ∗

k
(∆) → OJ∗

k+1
(∆) qui orrespondent aux dérivationspartielles de fontions omposées. Étant donnée une équation E :

DiE =
∂E

∂xi
+
∑

ℓ,α

∂E

∂yα
ℓ

yα+ǫi

ℓ .Toutes es �èhes sont ompatibles au projetions naturelles J∗k+1(∆) → J∗k (∆) e quipermet de les dé�nir sur l'espae ∆ × ∆ muni de l'anneau OJ∗(∆) = lim
−→

OJ∗
k
(∆). Lesdé�nitions suivantes sont issues de [Ma4℄.Dé�nition 1.1. Un groupoïde d'ordre k sur ∆ est donné par un idéal (= faiseaud'idéaux) ohérent Ik de OJ∗

k
(∆) tel que :(1) Ik ⊂ Ker(e∗),



4 GUY CASALE(2) i∗Ik ⊂ Ik,(3) c∗Ik ⊂ Ik ⊗O∆
1 + 1 ⊗O∆

Ik (la somme étant prise omme somme d'idéaux).Cette dé�nition est naturelle mais en pratique trop restritive pour la dé�nition degroupoïde de Galois telle qu'elle est donnée dans la suite. Il faut alors utiliser la déf-inition plus souple suivante.Dé�nition 1.2. Un D-groupoïde de Lie sur ∆ est donné par un idéal réduit I de OJ∗(∆)tel que� tous les idéaux Iℓ = I ∩ OJ∗
ℓ
(∆) sont ohérents,� I soit stable par dérivation,� pour tout ouvert relativement ompat U ⊂ ∆ il existe un entier k et un ensembleanalytique fermé Z dans U tels que pour tout ℓ ≥ k, Ĩℓ = Iℓ|U véri�e(i) les inlusions (1) et (2) de la dé�nition 1.1,(ii) l'inlusion (3) de la dé�nition 1.1 sur tout voisinage de (x, y, z) ∈ (U − Z) ×

(U − Z) × (U − Z).Dans et artile nous ne nous intéresserons qu'aux D-groupoïdes de Lie au-dessus d'unpolydisque de taille arbitrairement petite. En nous plaçant diretement sur un polydisqueplus petit que elui de dé�nition, les points (i) et (ii) seront véri�és sur tout le polydisque.Une solution de I en p ∈ ∆ est un morphisme u de OJ∗(∆)/I dans O∆,p au-dessus dela restrition O∆ → O∆,p, tel que u(DiE) = ∂
∂xi

u(E). En regardant f = u(y), on obtientun germe f : (∆, p) → (∆, q) satisfaisant les équations di�érentielles de l'idéal I. Ondé�nit de même les solutions formelles omme morphismes dans Ô∆,p. Réiproquement,un germe d'appliation inversible f , solution des équations di�érentielles engendrant Idé�nit un morphisme u par u(y) = f . Nous identi�erons souvent, par abus de langage,un D-groupoïde de Lie ave ses solutions formelles. En partiulier nous dirons qu'un D-groupoïde de Lie d'idéal I est inlus dans un seond d'idéal J si l'idéal I ontient l'idéal
J et qu'un D-groupoïde de Lie ontient un di�éomorphisme si e dernier est solutiondes équations de I.Donnons quelques exemples de D-groupoïdes de Lie :Exemple 1.3. Le groupoïde d'invariane d'une fontion méromorphe P

Q
est un D-groupoïdede Lie dont l'idéal est di�érentiablement engendré par

Q(x)P (y) − Q(y)P (x).Les propriétés (1) et (2) d'un D-groupoïde de Lie sont évidentes. La propriété (3) estvraie en dehors du lieu d'indétermination de P
Q
. En e�et, les égalités

Q(z)[Q(x)P (y) − Q(y)P (x)]

= Q(y)[Q(x)P (z) − Q(z)P (x)] − Q(x)[Q(z)P (y) − Q(y)P (z)]et
P (z)[Q(x)P (y) − Q(y)P (x)]

= P (y)[Q(x)P (z) − Q(z)P (x)] − P (x)[Q(z)P (y) − Q(y)P (z)]donnent l'inlusion voulue tant que P (z) 6= 0 ou Q(z) 6= 0.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 5Exemple 1.4. Le groupoïde d'invariane d'un hamp méromorphe de tenseurs, T , estun D-groupoïde de Lie dont l'idéal est di�érentiablement engendré par les omposantesde Γ∗T − T . Les propriétés (1), (2) et (3) proviennent de l'égalité
Γ∗2Γ

∗
1T − T = Γ∗2(Γ

∗
1T − T ) − (Γ∗2T − T )L'ensemble Z est alors inlus dans le lieu des p�les du hamp T .Exemple 1.5. Le groupoïde d'invariane d'un hamp d'hyperplan donné par une 1-forme ω intégrable (ω ∧ dω = 0) est un D-groupoïde de Lie. Son idéal est engendré parles omposantes de Γ∗ω ∧ ω ou enore, en oordonnées dans lesquelles ω =

∑
ωidxi, par

(Γ∗ω)i

(Γ∗ω)j
− ωi

ωj
. La troisième inlusion est véri�ée en dehors du lieu d'annulation de ω.Les autres exemples que l'on pourrait donner sont des généralisations de eux-i en on-sidérant les groupoïdes d'invariane (ou d'isométries) de strutures géométriques d'ordresupérieur à un : voir [Gr℄, [Dum℄.Étant donné un sytème d'équations aux dérivées partielles d'ordre k : Ik, l'idéal prqIkdes équations d'ordre k + q obtenues par dérivations de Ik peut ontenir des équationsd'ordre k n'appartenant pas à Ik. Cei nous interdit de onsidérer les jets d'ordre ksolutions de Ik omme des jets de solutions formelles. Les systèmes di�érentiels ayantde bonnes propriétés d'intégrabilité formelle (prqIk ∩ OJ∗

k+s
= prsIk) sont les systèmesinvolutifs. Les théorèmes d'involutivité générique de Cartan-Kuranishi et de B. Mal-grange nous assurent que n'importe quel système di�érentiel est équivalent à un systèmeinvolutif en dehors d'une hypersurfae de onditions initiales.Soit Ik un système d'équations d'ordre k tel que si E ∈ Ik ∩OJk−1(∆) alors DiE ∈ Ik.On note Sk la variété analytique dé�nie par Ik d'anneau OSk
= OJk

/Ik et pour E dans
OJk

on note δE le symbole de E, 'est-à-dire sa di�érentielle modulo les dxi et les dyα
jpour |α| ≤ k − 1. Soient E1, . . . Ep un sytème d'équations qui engendre loalement Ik.Le premier prolongement de l'idéal est engendré par les Eℓ et les DiEℓ. Pour trouver unzéro de pr1Ik dans J∗k+1(∆) au-dessus d'un zéro de Ik dans J∗k(∆), il faut résoudre unsystème d'équations ∑

j,|α|=k

∂E

∂yα
j

yα+ǫi

j =
∑

j,|α|<k

∂E

∂yα
j

yα+ǫi

j .De même, pour que pr2Ik ait des zéros au-dessus de eux de pr1Ik, il faut résoudre deséquations de la forme ∑

j,|α|=k

∂E

∂yα
j

yα+ǫi+ǫℓ

j = ∗.La nature des prolongements suessifs de Ik est don ontrolée par les symboles.On note A[ξ] l'anneau des polyn�mes en ξ1, . . . ξn à oe�ients dans un anneau A et
A[ξ]k l'espae des polyn�mes homogènes de degré k.Dé�nition 1.6. Après la substitution de δyα

j par ξαδyj,� on appelle symbole d'ordre k de Ik le OSk
-module Nk engendré dans

⊕jOSk
[ξ]kδyj = OSk

[ξ]mk par les lasses modulo Ik des δf ;� on appelle symbole de Ik le OSk
-module gradué N engendré par

Nk dans OSk
[ξ]m ;� on appelle module aratéristique de Ik, le module gradué quotient

Mk = OSk
[ξ]m/N .



6 GUY CASALEDans la dé�nition des systèmes di�érentiels ayant de bonnes propriétés de prolonge-ment, les symboles interviendront par l'intermédiaire des évaluations pontuelles du mod-ule aratéristique sur Sk. On demandera à es derniers d'être involutifs.Dé�nition 1.7. Soit M un C[ξ]-module gradué. On dira que M est ℓ-involutif si il existeune base (η1, . . . , ηn) de C[ξ]1 véri�ant pour tout q ≥ ℓ :Pour i = 1 . . . n, la multipliation par ηi

Mq/(η1, . . . , ηi−1)Mq−1 → Mq+1/(η1, . . . , ηi−1)Mqest injetive et Mq/(η1, . . . , ηn)Mq−1 = 0Dé�nition 1.8. On dira qu'un système di�érentiel Iℓ est ℓ-involutif si :(1) Sℓ est lisse,(2) Mℓ et Mℓ+1 sont loalement libres,(3) en tout point a de Sℓ, M(a) est ℓ-involutif,(4) pr1Sℓ → Sℓ est surjetif.Nous utiliserons les dé�nitions préédentes uniquement à travers les trois théorèmessuivants. Pour leurs démonstrations, nous renvoyons le leteur à [Ma6℄.Théorème de Cartan-Kähler 1.9. Si Iℓ est ℓ-involutif alors pr1Iℓ est ℓ + 1-involutif.Pour tout jet d'ordre ℓ solution de Iℓ, il existe une solution onvergente de Iℓ ayant ejet d'ordre ℓ.Théorème d'involutivité générique 1.10 ([Ma6℄). Soit I un idéal di�érentiel, réduitde OJ∗(∆) tel que les idéaux Ik soient ohérents. Quitte à diminuer le polydisque ∆, ilexiste un entier ℓ et un sous-ensemble analytique fermé de odimension un Zℓ ⊂ Sℓvéri�ant :(1) en dehors de Zℓ, I est ℓ-involutif,(2) pour tout entier q, en dehors de Zℓ, Iℓ+q est le prolongement d'ordre q de Iℓ et iln'y a auune omposante de Iℓ+q au-dessus de Zℓ.B. Malgrange montre parallèlement une version analytique du théorème de Ritt-Radenbush.Théorème 1.11. Soit I un idéal di�érentiel réduit de OJ∗(∆). Quitte à réduire ∆, ilexiste un entier ℓ tel que l'idéal I soit l'idéal réduit di�érentiablement engendré par Iℓ.Une première onséquene de es théorèmes est le théorème suivant.Théorème 1.12 ([Ma4℄). Soit Ik un système di�érentiel d'ordre k. On note I l'idéaldi�érentiel qu'il engendre et Iréd l'idéal réduit de I. Supposons que Ik soit inlus dans
ker e∗, soit stable par i∗ et qu'il existe un ensemble analytique fermé Z de ∆ tel que Ikdé�nisse un groupoïde d'ordre k en dehors de Z. Alors(1) Iréd est l'idéal d'un D-groupoïde de Lie,(2) il existe un ensemble analytique fermé Z ′ de ∆ tel que en dehors de Z ′, I = Iréd.Le théorème de �noethérianité� 1.11 permet de montrer :Théorème 1.13 ([Ma4℄). Soient Iα des idéaux de D-groupoïdes de Lie. L'idéal réduitengendré par la somme des Iα est enore l'idéal d'un D-groupoïde de Lie.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 7Introduisons maintenant la notion de D-algèbre de Lie, i.e la partie in�nitésimal des
D-groupoïde de Lie. Commençons par dé�nir le rohet de Spener sur les setion del'espae des jets d'ordre k de hamps de veteurs Jk(∆ → T∆) en suivant la onstrutiondiagonale [K-S℄.Soit Rk le �bré sur ∆ des jets d'ordre k d'appliations inversibles de ∆ dans (Cn, 0). Ona l'appliation suivante

λ : Rk × Rk → J∗k (∆)de�nie par (ϕ2, ϕ2) 7→ ϕ1 ◦ ϕ−1
2 . C'est le quotient de Rk × Rk sous l'ation du groupealgébrique des jets d'ordre k de biholomorphisme de (Cn, 0) :

GL(k)
n = J∗k ((Cn, 0) → (Cn, 0))par omposition aux buts sur les deux fateurs. Cette appliation induit une appliationdu tangent vertial le long de la diagonale T (Rk × Rk)/Rk

|diag sur le tangent vertial lelong de l'identité T (J∗k(∆))/∆|id qui permet d'identi�er les hamps de veteurs tangentà J∗k (∆) le long de l'identité et vertiaux aux hamps de veteurs tangents à Rk × Rk lelong de la diagonale, vertiaux et invariant sous l'ation de GL
(k)
n . On identi�e ensuitele tangent vertial de J∗k(∆) le long de l'identité à l'espae des jets d'ordre k de hampsde veteurs Jk(∆ → T∆) de la manière suivante. À un jet d'ordre k de hamp vertialen a, ∑ bα

i
∂

∂yα
i
, on fait orrespondre le jet ∑ bα

i (x − a)α ∂
∂xi

.Dé�nition 1.14. Grâe aux onstrution i-dessus, on peut identi�er les setions del'espae des jets Jk(∆ → T∆) aux hamps de veteurs sur Rk invariant sous l'ationde GL
(k)
n . Cei dé�nit un rohet [ , ] sur les setions de Jk(∆ → T∆) en ramenantle rohet de Lie. C'est le rohet de Spener. Ce rohet véri�e [X(k), Y (k)] = [X, Y ](k)pour les ouples de hamps de veteurs sur ∆ où (k) désigne la setion donnée par le jetd'ordre k d'un hamp.Dé�nition 1.15. La D-algèbre de Lie d'un D-groupoïde de Lie d'idéal I est le linéarisédu D-groupoïde le long de l'identité. Elle est donnée par l'idéal linéaire et di�érentiel

L(I) de OJ∗(∆→T∆) engendré par les équations
L(E) =

n∑

i=1


∂E

∂yi
(x, x, id, 0, . . . , 0)ai +

∑

|α|≤k

∂E

∂yα
i

(x, x, id, 0, . . . , 0)aα
i


pour E appartenant à Ik. Les ai sont les oordonnées sur les �bres de T∆ induites parle hoix de oordonnées xi sur ∆.Une solution de L(I) est un morphisme de OJ∗(∆→T∆)/L(I) dans On

∆,p ommutantaux dérivations. Le hoix de la oordonnée x sur ∆ identi�e On
∆,p aux germes de hampsde veteurs en p. Soient (ai(x))1≤i≤n les images des (ai)1≤i≤n sous e morphisme : lehamp ∑ ai(x) ∂

∂xi
est appelé hamp solution de L(I).Proposition 1.16 ([Ma4℄). Soit I l'idéal d'un D-groupoïde de Lie. Pour tout entier ℓ,le rohet de Spener de deux setions solutions de L(I)ℓ = L(I) ∩ OJ∗

ℓ
(∆→T∆) est unesetion solution.Dé�nitions 1.17.(1) Une D-algèbre de Lie est donnée par un idéal linéaire di�érentiel L de OJ∗(∆→T∆)tel que pour tout ℓ, les setions du �bré vetoriel dé�ni par le lieu d'annulationde Lℓ dans J∗ℓ (∆ → T∆) soient stables par rohet de Spener.



8 GUY CASALE(2) Nous dirons qu'une D-algèbre de Lie est de rang r lorsque le C-espae vetorieldes hamps solutions formelles en un point générique est de dimension r.(3) Une D-algèbre de Lie sera dite intégrable si elle est la D-algèbre d'un D-groupoïdede Lie.(4) Un D-groupoïde de Lie sera dit transitif lorsque les hamps solutions de sa D-algèbre de Lie évalués en un point générique x engendrent Tx∆ (ou, de manièreéquivalente, lorsque son idéal ne ontient pas d'équation d'ordre zéro).La lassi�ation et l'étude des D-groupoïdes de Lie au dessus d'un germe de disque de
C est faite dans [Cas2℄ à partir des notes de B. Malgrange [Ma3℄. Nous en rappelons lesrésultats prinipaux i-dessous.Proposition 1.18. Soit ∆ un germe de disque de C. Il y a exatement inq types de
D-algèbres de Lie sur ∆, orrespondant aux équations suivantes :- rang 0 : a = 0 notée A0- rang 1 : a′ + µa = 0 " A1(µ)- rang 2 : a′′ + µa′ + µ′a = 0 " A2(µ)- rang 3 : a′′′ + νa′ + ν′

2
a = 0 " A3(ν)- rang ∞ : équation nulle " A∞les oe�ents µ et ν étant méromorphes sur ∆.Théorème 1.19.(1) L'équation ν(y)y′2 +2y′′′

y′ −3
(

y′′

y′

)2

−ν(x) = 0 dé�nit l'unique D-groupoïde de Lieayant pour D-algèbre de Lie A3(ν) et sera noté G3(ν). Dans e as, l'ensemble Z(f la dé�nition 1.2) est le lieu des p�les de ν.(2) L'équation µ(y)y′+ y′′

y′ −µ(x) = 0 dé�nit l'unique D-groupoïde de Lie ayant pour
D-algèbre de Lie A2(µ) et sera noté G2(µ). Dans e as, Z est le lieu des p�lesde µ.(3) La D-algèbre de Lie A1(µ) n'est intégrable que lorsque µ a un p�le simple de résidurationnel p

q
. Les D-groupoïdes de Lie admettant A1(µ) omme D-algèbre de Liesont alors dé�nis par les équations :
γk(y)y′

k − γk(x) = 0 ave γk(x) = exp(k

∫
µ)(x)où k est un entier multiple de q. Ils seront notés Gk

1(γk). Dans e as, Z est vide.(4) Les D-groupoïdes de Lie ayant une D-algèbre de Lie de rang nul sont dé�nis parune équation h(x) − h(y) = 0 ave h holomorphe sur ∆. Ii Z est enore vide.Nous rappelons maintenant les résultats onernant les solutions f : (∆, p) → (∆, p)de es D-groupoïdes de Lie.Proposition 1.20. Soit a(x) d
dx

un hamp de veteurs holomorphe sur un disque ∆.Le germe de di�éomorphisme f = exp(a(x) d
dx

) est solution des D-groupoïdes de Liesuivants :� G1(−1
a
)� G2(µ) ave µ solution méromorphe de a′′ + µa′ + µ′a = 0� G3(ν) ave ν solution méromorphe de a′′′ + νa′ + ν′

2
a = 0



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 9et seulement de eux-i.Exemple 1.21. Les D-groupoïdes de Lie d'idéaux non nuls ontenant le di�éomorphisme
exp(x2 d

dx
) sont G1(− 2

x
), G2(− c

x2 − 2
x
) et G3(− c2

x4 ) où c est une onstante d'intégration.Le as des germes de di�éomorphismes formellement linéarisables est traité par l'énonésuivant.Théorème 1.22 ([Ma3℄). Un di�éomorphisme f formellement linéarisable est solutiond'un D-groupoïde de rang �ni si et seulement si f est analytiquement linéarisable.Dans e as f est solution d'un groupoïde de rang 1 : G1(
h′

h
) où h est la linéarisanteanalytique de f .Le as d'un di�éomorphisme f parabolique, 'est-à-dire véri�ant f ′(0) = 1, néessitela mise en plae des notations suivantes ([M-R2℄). Nous noterons

ak,λ(x) = 2iπ
xk+1

1 + λxk
et Xk,λ = ak,λ

d

dx
.Les germes de di�éomorphismes gk,λ = exp(Xk,λ) sont les formes normales formellesdes germes de di�éomorphismes paraboliques. Ils admettent pour intégrales premières

Hk,λ(x) = x−λe1/kxk

. Pour tout f(z) = z + czk+1 + . . ., il existe un di�éomorphismeformel tangent à l'identité ĥ qui onjugue f à gk,λ. Un théorème d'Éalle, Voronin,Martinet-Ramis ([E℄,[Ma1℄) dit que ĥ est k-sommable de somme (Ui, hi) sur 2k seteurs
Ui. On note inv(f) = (hi(Ui) ∩ hi+1(Ui+1), hi+1 ◦ h−1

i ) les invariants analytiques d'Éalleet Voronin dé�nis à automorphisme près sur le disque du modèle formel et s(f) =
(Ui ∩ Ui+1, h

−1
i+1 ◦ hi) leurs analogues sur ∆.Proposition 1.23.(1) Si f est solution d'un D-groupoïde de Lie, s(f) est solution du même D-groupoïdede Lie.(2) Soit f de forme normale gk,λ et d'invariant analytique inv(f). Le di�éomorphisme

f est solution d'un D-groupoïde de rang r si et seulement si il existe un D-groupoïde de rang r admettant gk,λ et inv(f) omme solutions.Le théorème suivant donne la liste des germes de di�éomorphismes paraboliques so-lutions d'un D-groupoïde de Lie de rang �ni. Pour ela nous utiliserons les invariants�géométriques� (ϕi,i+1) de Martinet-Ramis dé�nis par ϕi,i+1 ◦ (Hk,λ ◦hi+1) = Hk,λ ◦hi. Ilssont alternativement dé�nis au voisinage de 0 et de l'in�ni sur les sphères du hapeletdérivant l'espae des orbites de f ([M-R2℄).Théorème 1.24.(1) Un di�éomorphisme tangent à l'identité est solution d'un D-groupoïde de Liede rang 3 si et seulement si il existe un entier positif p tel que ses invariantsgéométriques soient de la forme τ
p
√

1+aiτp en 0 et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. Suivant laterminologie de J. Éalle, de tels di�éomorphismes seront appelés binaires.(2) Un di�éomorphisme tangent à l'identité est solution d'un D-groupoïde de Lie derang 2 si et seulement si il existe un entier p tel que ses invariants géométriquessoient tous de la forme τ
p
√

1+aiτp en 0 et τ en ∞ ou bien tous de la forme τ en 0et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. De tels di�éomorphismes seront appelés unitaires.



10 GUY CASALELe as des di�éomorphismes résonnants, f(x) = e2iπ p
q x+ . . ., se déduit de e théorèmeen onsidérant f ◦q.2. Le groupoïde de Galois d'un feuilletageSoit F un germe de feuilletage holomorphe singulier de odimension q dé�ni par desformes ω1, . . . ωq indépendantes sur le orps des fontions méromorphes véri�ant les on-ditions d'intégrabilité de Frobenius dωi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq = 0.Le groupoïde d'holonomie d'un feuilletage est un objet transverse dé�ni en dehors dessingularités du feuilletage et il ne re�ète pas omplètement la omplexité des singular-ités. Le groupoïde de Galois d'un feuilletage est la �l�ture de Zariski� du groupoïded'holonomie au sens de la dé�nition suivante :Dé�nition 2.1 ([Ma4℄). Soit F un germe de feuilletage holomorphe singulier de (Cn, 0).Son groupoïde de Galois, Gal(F), est le plus petit D-groupoïde de Lie tel que les hampstangents à F soient solutions de sa D-algèbre de Lie.L'existene de et objet est une onséquene diret du théorème 1.11. Quelques unesde ses propriétés ont été établies dans [Ma4℄.Remarque 2.2. Les équations ωi(X) = 0 dé�nissant les hamps tangents au feuilletagesont linéaires d'ordre zéro. L'hypothèse d'intégrabilité de Frobenius se traduit par le faitqu'elles dé�nissent un faiseau en sous-C-algèbre de Lie de T∆. L'idéal engendré par eséquations et toutes leurs dérivées dé�nit une D-algèbre de Lie, [Ma4℄. Dans la plupartdes as ette D-algèbre de Lie n'est pas intégrable.Le D-groupoïde de Lie Aut(Fω) des automorphismes du feuilletage a pour solutions lesgermes de di�éomorphismes Γ véri�ant Γ∗ωi ∧ω1 ∧ . . .∧ωq = 0 . Il ontient le groupoïdede Galois du feuilletage.Dé�nition 2.3. Un D-groupoïde de Lie admissible pour F est un D-groupoïde de Lieontenu dans Aut(Fω) dont la D-algèbre de Lie ontient la D-algèbre de Lie dé�nie parle feuilletage.Un tel D-groupoïde de Lieontient don le groupoïde de Galois du feuilletage. Nous al-lons étudier l'expression loale des équations d'un D-groupoïde de Lie admissible sur unouvert de redressement U . Nous noterons t les oordonnées transverses et z les oordon-nées tangentes. Les D-groupoïdes de Lie au-dessus de U sont donnés par des équationssur les di�érents espaes de jets

J∗k (U) = U × U × GLn(C) ×
2≤|α|≤k

Cn|α|.Nous noterons (t, z) les oordonnées sur le premier U , (T, Z) les mêmes oordonnées surle seond U et ∂|α|+|β|

∂tα∂zβ T , ∂|α|+|β|

∂tα∂zβ Z les oordonnées naturellement induites sur l'espae desjets.Lemme 2.4.(1) Soient F un feuilletage sur ∆ et (U, (t, z)) un ouvert muni de oordonnées redres-santes où t désigne les oordonnées transverses et z les oordonnées tangentes.L'idéal d'un D-groupoïde de Lie admissible pour F est engendré sur U par deséquations
∂Tj

∂zi
= 0 et Ei(t, T, . . .

∂|α|T

∂tα
)



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 11où les Ei sont les équations d'un D-groupoïde de Lie au-dessus du polydisquetransverse t(U).(2) Le rang du D-groupoïde transverse ainsi obtenu est indépendant de la arte hoisie.Dé�nition 2.5. Ce rang est appelé rang transverse du D-groupoïde admissible.Preuve. � Soit I l'idéal d'un D-groupoïde de Lie admissible. Il s'obtient en omplé-tant les équations de Aut(Fω) : ∂Tj

∂zi
= 0 par des équations supplémentaires Fi(t, z, T, Z, . . .).Toute solution Γ de I se fatorise sous la forme Γtrans ◦ Γtang ave

Γtrans(t, z) = (T (t), z) et Γtang(t, z) = (t, Z(t, z)).Comme I dé�nit un D-groupoïde admissible, toutes les transformations de la forme
Γtang sont solutions de I. Pour toute solution Γ de I, Γtrans est aussi solution de I etvéri�e de plus les équations de l'idéal di�érentiel engendré par (Z−z). L'idéal di�érentiel
I + (Z − z) dérit un D-groupoïde de Lie et est engendré par des équations de la forme

∂Tj

∂zi
, (Zj − zj), Ek(z, t, T, . . . ,

∂|α|T

∂t|α|
. . .).Les translations τ(t, z) = (t, z + a) sont solutions de I. La onjugaison par τ laisse Iinvariant ainsi que (Z − z). L'idéal engendré par les équations i-dessus est don égal àl'idéal engendré di�érentiablement par

∂Tj

∂zi

, (Zj − zj), Ek(z0, t, T, . . . ,
∂|α|T

∂t|α|
. . .).Cei permet de hoisir des générateurs Ei indépendants de z. Considérons l'idéal J =(

∂Tj

∂zi
, Ek(t, T, . . . , ∂|α|T

∂t|α| ) . . .
). Comme J + (Z − z) = I + (Z − z) est l'idéal d'un D-groupoïde de Lie, l'idéal engendré au-dessus du disque tranverse par les équationsEi(t, T, . . . , dkT

dtk
. . .)dé�nit un D-groupoïde de Lie. Pour un entier ℓ assez grand, un jet d'ordre ℓ de transfor-mation Γ = Γtrans ◦Γtang est solution de Jℓ si et seulement si Γtrans est solution de Iℓ. Lapartie tangente Γtang étant toujours solution de Iℓ, Iℓ et Jℓ ont mêmes solutions parmiles jets d'ordre ℓ. Comme e sont des idéaux réduits, ils sont égaux. Les théorèmes 1.10et 1.12 permettent de onlure que I = J .

�Ce lemme ramène l'étude loale en un point régulier du feuilletage de son groupoïdede Galois à la ompréhension des D-groupoïdes de Lie dé�nis au-dessus du polydisquetransverse et de leurs prolongements analytiques sur le polydisque de dé�nition du feuil-letage. En partiulier pour les feuilletages de odimension un, le groupoïde de Galois seradérit par des D-groupoïdes de Lie au-dessus d'un disque.3. Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-VeyDans e paragraphe, Fω désigne le feuilletage holomorphe singulier donné par une 1-forme ω intégrable (ω ∧ dω = 0) sur un polydisque ∆ dans Cn. On pourra supposer quele lieu singulier de ω est de odimension deux.Dé�nition 3.1 ([G-V℄). Une suite de Godbillon-Vey pour ω est une suite de 1-formesméromorphes ω1, ω2, . . . , ωn, . . . telles que :



12 GUY CASALE
dω = ω ∧ ω1

dω1 = ω ∧ ω2...
dωn = ω ∧ ωn+1 +

∑n
k=1

(
n
k

)
ωk ∧ ωn−k+1Elle sera dite de longueur ℓ si ωi = 0 pour i ≥ ℓ, de longueur 1 si il existe F méro-morphe et un entier k tels que d(F 1/kω) = 0.On remarquera que les suites de longueur 1 sont des suites de longueur 2 partiulièresorrespondant à ω1 = 1

k
dF
F
. La fontion multivaluée F 1/k est appelée fateur intégrant dela forme ω. Sur ∆ une telle suite existe toujours grâe à l'algorithme de Godbillon-Vey.Par ontre l'existene d'une suite de longueur �nie pour ω n'est pas toujours assurée. Lalongueur minimale des suites, mais pas la suite elle-même, ne dépend que du feuilletage

Fω. Nous ne nous intéresserons qu'aux suites de Godbillon-Vey de longueur inférieurou égale à trois. Pour un étude des suites de longueur supérieure, on pourra onsulter[CLLPT℄. Les feuilletages de odimension un admettant une suite de Godbillon-Vey delongueur inférieure ou égale à trois sont aratérisés par leur groupoïde de Galois :Théorème 3.2. Le feuilletage Fω admet une suite de Godbillon-Vey de longueur ℓ ave
ℓ ≤ 3 si et seulement si son groupoïde de Galois est ontenu dans un D-groupoïde de Liede rang transverse ℓ.Preuve du théorème 3.2 pour ℓ = 1. � Si F admet une suite de Godbillon-Vey delongueur 1, il existe F méromorphe et un entier k tels que d(F 1/kω) = 0. Soit Γ undi�éomorphisme loal onservant le feuilletage, 'est-à-dire véri�ant Γ∗(ω) = fΓω pourune fontion fΓ. On a alors Γ∗(F 1/kω) = F 1/k◦Γ fΓω. Considérons l'équation d'invarianede la forme fermée :

Γ∗(F 1/kω) = F 1/kω.En prenant la puissane k-ième, nous obtenons l'équation à oe�ients méromorphes :
F = F ◦ Γ fk

Γ .Cei est l'équation d'un D-groupoïde de Lie. En e�et fΓ est un polyn�me en les dérivéespremières de Γ à oe�ients holomorphes en Γ et méromorphes en x. De plus l'égalité
fΓ1◦Γ2

= (fΓ1
◦ Γ2)fΓ2permet de véri�er les axiomes d'un D-groupoïde de Lie :

F ◦ (Γ1 ◦ Γ2) fk
Γ1◦Γ2

− F

=
(
(F ◦ Γ1 fk

Γ1
− F )fk

Γ2

)
◦ Γ2 − (F ◦ Γ2 fk

Γ2
− F ).Véri�ons que e D-groupoïde de Lie est admissible pour le feuilletage Fω. Notons LX ladérivé de Lie par rapport à un hamp X et pour un hamp X préservant le feuilletagedé�nissons fX par LXω = fXω. La D-algèbre de Lie du groupoïde d'invariane de laforme fermée a pour équation :

LXF + kFfX = 0



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 13obtenue en linéarisant l'équation F = F ◦ Γ fk
Γ . Pour tout hamp X véri�ant ω(X) = 0,on a

d(F 1/kω)(X, .) = d(F 1/k)(X)ω + F 1/kdω(X, .)
= (LXF 1/k + F 1/kfX)ω
= ( 1

k
LXF

F
+ fX)F 1/kω.L'équation d(F 1/kω) = 0 est équivalente au fait que tout hamp de veteur tangent aufeuillatage véri�e l'équation de la D-algèbre de Lie. Par dé�nition de Gal(Fω), e dernierest inlus dans le D-groupoïde de Lie d'équations :

Γ∗ω ∧ ω = 0 et F k = F k ◦ Γfk
Γ .Cette équation étant d'ordre un, son expression loale donne une équation d'ordre unqui orrespond don à un D-groupoïde de Lie de rang transverse un.Réiproquement, supposons que F admette un groupoïde de Galois de rang transverseun. Sur haque arte de redressement de oordonnée transverse t, son équation, donnéepar le (3) du théorème 1.19 et le lemme 2.4, est elle du D-groupoïde de Lie d'invarianede la forme méromorphe (γ(t)dt)⊗k où γ est une raine k-ième de γk. Par transitivité,et entier k est indépendant de la arte loale. Les p�les et les zéros des di�érentesformes loales γ⊗k se reollent en un ensemble analytique Z de odimension un dans

∆ − Sing(F). Dans haque arte de redressement du feuilletage ne renontrant pas Z,dé�nissons le fateur intégrant loal par
Φ(z, t) =

γ(t)

w(z, t)où w est dé�ni en oordonnées par ω = w(z, t)dt.Sur un autre ouvert muni de oordonnées redressantes (z̃, t̃), onsidérons la forme γ̃ etle fateur intégrant Φ̃ dé�nis de manière analogue.Des hangements de oordonnées :
γ̃(t̃)

(
∂t̃
∂t

)
= ζγ(t) ave ζk = 1et w̃(z̃, t̃)∂t̃

∂t
= w(z, t),on déduit que les fateurs intégrants Φ se reollent en dehors de Z à multipliation parune raine k-ième de l'unité près. La fontion F = Φk est bien dé�nie et est méromorpheen dehors du lieu singulier du feuilletage. Celui-i est de odimension deux et le théorèmede Hartogs assure son prolongement méromorphe sur ∆. Toute raine k-ième de ettefontion est un fateur intégrant et dé�nit une suite de Godbillon-Vey de longueur unpour le feuilletage.

�Remarque 3.3. Si F n'a pas d'intégrale première méromorphe, la forme F 1/kω estunique à multipliation par une onstante près. Les équations du D-groupoïde que nousobtenons sont indépendantes de la forme ω initialement hoisie.



14 GUY CASALEPreuve du théorème 3.2 pour ℓ = 2. � Supposons que F admette une suite deGodbillon-Vey de longueur deux donnée par une forme α telle que dω = ω∧α et dα = 0.Soit (X, Y ) = Γ(x, y) un germe de di�éomorphisme loal préservant le feuilletage, 'est-à-dire véri�ant :
Γ∗ω = fΓω.Les égalités

Γ∗dω = Γ∗ω ∧ Γ∗α = −fΓΓ∗α ∧ ω

dΓ∗ω = dfΓ ∧ ω + fΓdω = (dfΓ − fΓα) ∧ ωdonnent la relation
(Γ∗α − α +

dfΓ

fΓ

) ∧ ω = 0entre les fateurs intégrants α pour ω et Γ∗α pour Γ∗ω. Il existe don une fontion gΓ,déterminée par Γ, ses dérivées premières et seondes, véri�ant
Γ∗α − α +

dfΓ

fΓ
= gΓω.On véri�e que les oe�ients gΓ satisfont

gΓ1◦Γ2
= (gΓ1

◦ Γ2)fΓ2
+ gΓ2

.Les transformations Γ telles que gΓ = 0 sont don solutions d'un D-groupoïde de Lied'ordre deux. Montrons que e D-groupoïde est admissible. Plus préisement, montronsqu'il ontient Gal(Fω) si et seulement si la forme α est fermée. En reprenant les notationsdu as préédent, les équations linéarisées le long de l'identité de gΓ = 0 sont
LXω = fXω et dfX + LXα = 0.Prenons un hamp X tel que ω(X) = 0. On a alors :

LXω = d(ω(X)) + dω(X, .)
= −α(X)ωdon dfX = −d(α(X))et LXα = d(α(X)) + dα(X, .).Nous en déduisons que X est solution du système linéarisé si et seulement si dα = 0.L'équation gΓ = 0 étant d'ordre deux, le D-groupoïde de Lie admissible que nous venonsde onstruire est de rang transverse deux.Réiproquement, supposons qu'il existe un D-groupoïde de Lie admissible de rangtransverse deux. Nous allons utiliser l'expression loale de e D-groupoïde de Lie pouronstruire une intégrale première à monodromie a�ne. Plaçons nous sur un ouvert deredressement de oordonnées (t, z) du feuilletage. La forme ω s'érit w(t, z)dt et leséquations du D-groupoïde de Lie admissible, données par lemme 2.4 et le théorème 1.19,sont de la forme :

∂T

∂z
= 0 et µ(t) = µ(T )

∂T

∂t
+

∂2T
∂t2

∂T
∂t

.Quitte à le restreindre, supposons que et ouvert soit simplement onnexe et ne ontiennepas de p�les de µ. Considérons sur et ouvert une intégrale première H solution des



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 15équations :
∂H

∂z
= 0 et ∂2H

∂t2

∂H
∂t

= µ.Sur un ouvert analogue muni de oordonnées (t̃, z̃) nous onstruisons de même une in-tégrale première H̃ . Un alul diret de hangement de oordonnées dans les équationsd'un D-groupoïde de Lie sur un disque ([Cas2℄) donne
µ̃(t̃) = µ(t)

∂t

∂t̃
+

∂2t
∂t̃2

∂t
∂t̃

.Ainsi H̃ véri�e
∂2H̃
∂t̃2

∂H̃
∂t̃

=
∂2H̃
∂t2

∂H̃
∂t

∂t

∂t̃
+

∂2t
∂t̃2

∂t
∂t̃

= µ̃,d'où
∂2H̃
∂t2

∂H̃
∂t

= µ =
∂2H
∂t2

∂H
∂t

.Sur l'intersetion des deux ouverts, que l'on suppose onnexe, il existe don deux on-stantes a et b telles que H̃ = aH + b. En prolongeant une solution loale par etteformule, on onstruit une intégrale première H du feuilletage, en dehors du lieu des p�lesdes di�érents µ, multivaluée à monodromie a�ne. La fontion F =
∂H
∂t

w
véri�e

d(Fwdt) = 0.La forme fermée α = dF
F

est univaluée en dehors des p�les des di�érents µ et véri�e
dω = ω ∧α. Sur une arte de redressement ontenant des p�les de µ, la forme α = dF

F
seprolonge méromorphiquement. En e�et,

α =
dF

F
=

∂2H
∂t2

∂H
∂t

dt − dw

w
= µ(t)dt − dw

w
,où les fontions µ et w sont méromorphes sur haque arte de redressement. Le lieusingulier du feuilletage étant de odimension au moins deux, la forme α se prolongeméromorphiquement au polydisque. �Remarque 3.4. Les suites de Godbillon-Vey de longueur deux de la forme (ω, α) et

(fω, α − df
f
) sont équivalentes (voir [S℄ et [Go℄) : elles dé�nissent la même struturea�ne transverse en dehors de Z. S'il n'existe pas de fateur intégrant méromorphe, lasuite (ω, α) est unique à équivalene près. L'équation du D-groupoïde de Lie admissiblede rang deux que nous obtenons est alors unique.



16 GUY CASALEPreuve du théorème 3.2 pour ℓ = 3. � Nous suivrons la même stratégie que dans lesas préédents. Supposons qu'il existe des formes méromorphes α et β telles que :
dω = ω ∧ α
dα = ω ∧ β
dβ = α ∧ β.Soit Γ un automorphisme loal du feuilletage et fΓ le oe�ient de proportionnalitéqu'il dé�nit. De la première équation de Godbillon-Vey, nous déduisons l'existene d'unefontion gΓ, déterminée par Γ, ses dérivées premières et seondes, véri�ant :

Γ∗α − α +
dfΓ

fΓ

= gΓω.De la deuxième équation, nous déduisons les égalités :
d(Γ∗α) = ω ∧ (fΓ Γ∗β)

d(α − dfΓ

fΓ
+ gΓω) = ω ∧ β + dgΓ ∧ ω + gΓ ω ∧ α.En faisant la di�érene, on obtient :

(fΓ Γ∗β − β + dgΓ − gΓα) ∧ ω = 0.Il existe don une fontion hΓ dépendant des dérivées troisièmes de Γ telle que
fΓΓ∗β − β − gΓα + dgΓ = hΓω.Nous en déduisons :

hΓ1◦Γ2
= hΓ2

+ hΓ1
◦ Γ2 (fΓ2

)2 + gΓ1
◦ Γ2 gΓ2

fΓ2d'où :
hΓ1◦Γ2

− 1

2
(gΓ1◦Γ2

)2 = (hΓ2
− 1

2
(gΓ2

)2) + (hΓ1
− 1

2
(gΓ1

)2) ◦ Γ2 (fΓ2
)2.L'équation hΓ − 1

2
(gΓ)2 = 0 véri�e les axiomes d'un D-groupoïde d'ordre trois. Montronsque e D-groupoïde ontient Gal(Fω) si et seulement si la troisième équation de la suitede Godbillon-Vey est véri�ée. La D-algèbre de Lie de e D-groupoïde de Lie a pouréquation :

fXβ + LXβ − gXα + dgX = 0où gXω = dfX + LXα. Soit X tel que ω(X) = 0. Comme dans le preuve préédente, ona fX = −α(X). Nous déduisons
gXω = −d(α(X)) + d(α(X)) + dα(X, .) = −β(X)ω.Des égalités

dβ(X, .) = LXβ + d(gX)

α ∧ β(X, .) = −fXβ + gXαon obtient par di�érene l'équation de la D-algèbre de Lie sous la forme :
(dβ − α ∧ β)(X, .) = 0.La troisième équation de la suite de Godbillon-Vey est don équivalente au fait que touthamp tangent au feuilletage est solution de la D-algèbre de Lie du D-groupoïde de Lieque nous venons de onstruire. Cei prouve l'inlusion de Gal(Fω) dans un D-groupoïdede Lie admissible de rang transverse trois.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 17Réiproquement, supposons que le feuilletage admette un D-groupoïde de Lie admis-sible de rang transverse trois. Sur un ouvert de redressement du feuilletage de oordon-nées (t, z), les équations du D-groupoïde de Lie admissible, données par lemme 2.4 et lethéorème 1.19, sont de la forme :
∂T

∂z
= 0 et ν(t) = ν(T )

(
∂T

∂t

)2

+ St(T )où St(T ) = 2
∂3T

∂t3

∂T
∂t

−3

(
∂2T

∂t2

∂T
∂t

)2 est la shwartzienne de T par rapport à t. Nous allons nousservir de ν pour onstruire une intégrale première du feuilletage H à monodromie proje-tive et un ouple de formes méromorphes (α, β) véri�ant les équations de Godbillon-Vey.Nous pouvons toujours hoisir une forme méromorphe α véri�ant la première équation :il su�t de prendre un hamp méromorphe X véri�ant ω(X) = 1 et de poser α = LXω.Plaçons-nous sur un ouvert de redressement ne renontrant pas le lieu des p�les Z desdi�érents ν. Soit H une intégrale première sur et ouvert solution des équations :
∂H

∂z
= 0 et StH = ν(t).Soit H̃ une intégrale première onstruite de manière analogue sur un ouvert de redresse-ment muni des oordonnées (t̃, z̃). D'après les hangements de variables usuels sur lesdérivées Shwartziennes et sur les équations des D-groupoïde de Lie [Cas2℄, nous avons

StH̃ = St̃H̃

(
∂t

∂t̃

)2

+ St̃tet
ν(t) = ν̃(t̃)

(
∂t

∂t̃

)2

+ St̃t.Nous en déduisons que StH̃ = StH et don que H se prolonge de manière multivaluéesur le omplémentaire de Z ave une monodromie projetive. A partir de ette intégralepremière, on onstruit la fontion F par dH = Fω d'où :
dF

F
∧ ω + dω = 0.Contrairement au as préédent, la forme dF

F
n'est pas méromorphe. La forme γ = dF

F
−αvéri�e γ = Gω pour une ertaine fontion G. On a alors dα = ω ∧ (dG− Gα). La forme

β herhée est de la forme :
β = dG − Gα + Kω.En remplaçant ette expression dans la troisième équation de Godbillon-Vey, on obtient :

(dK + GdG) ∧ ω + (G2 + 2K)ω ∧ α = 0.Posons K = −1
2
G2. Cei nous permet de onstruire la forme β à partir de α et G véri�antles équations de Godbillon-Vey. Il nous reste à montrer sa méromorphie. En prenant uneautre détermination H̃ = aH+b

cH+e
, nous obtenons, a priori, une autre forme β̃. En alulantette forme, on a :



18 GUY CASALE
dH̃ = F̃ω = F

(cH+e)2
ω

dF̃

F̃
= dF

F
− 2 c

cH+e
dH

G̃ = G − 2cF
cH+e

dG̃ = dG − 2cdF
cH+e

+ 2c2F 2ω
(cH+e)2

G̃α = Gα − 2cFα
cH+e

1
2
G̃2ω = 1

2
G2ω − 2cGFω

cH+e
+ 2c2F 2ω

(cH+e)2
.En remplaçant dF par Fα + FGω, on véri�e que β = β̃. La forme β est don univaluéesur les ouverts de redressement ne renontrant pas Z. Véri�ons qu'elle admet un pro-longement méromorphe sur Z. Sur une arte de redressement on érit ω = w(t, z)dt et

α = at(t, z)dt + az(t, z)dz. Dans es oordonnées F = 1
w

∂H
∂t

d'où :
Gwdt =

(
∂t,tH
∂tH

− ∂tw
w

− at

)
dt +

(
∂zw
w

+ az

)
dz

G = 1
w

(
∂t,tH

∂tH
− ∂tw

w
− at

) et ∂zw
w

+ az = 0

dG = −∂tw
w

Gdt − ∂zw
w

Gdz + 1
w

[
∂t

(
∂t,tH
∂tH

− ∂tw
w

− at

)]
dt

+ 1
w

(
∂z

(
−∂tw

w
− at

))
dz

−Gα = −atGdt − azGdz

−1
2
G2ω = 1

w

[
−1

2

(
∂t,tH

∂tH

)2

− 1
2

(
∂tw
w

)2

−1
2
a2

t + ∂t,tH
∂tH

∂tw
w

+ ∂t,tH
∂tH

at − ∂tw
w

at

]
.En sommant les trois dernières équations, après simpli�ation, on trouve :

β =
1

w

[
ν(t)dt − d

(
∂tw

w
+ at

)
+

1

2

(
∂tw

w
+ at

)2

dt

]
.On en déduit que la forme β est méromorphe en dehors du lieu singulier du feuilletageet se prolonge méromorphiquement à elui-i. �Remarque 3.5. Les suites de Godbillon-Vey de longueur trois de la forme (ω, α, β) et

(fω, α − df
f

+ gω, 1
f
(β − dg + gα + g2

2
ω)) sont équivalentes (voir [S℄ et [Go℄) : ellesdé�nissent la même struture transverse projetive en dehors de Z. Dans le as où lefeuilletage n'admet pas de suite de Godbillon-Vey de longueur deux, la suite de longueurtrois est unique à équivalene près. Le D-groupoïde de Lie obtenu est indépendant de lasuite.Remarque 3.6. Au ours de la preuve de e théorème, nous avons donné les équationsexpliites d'un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage ainsi que son expres-sion loale sur une transverse. Soit (t, z) des oordonnées de redressement. La forme ωs'érit w(t, z)dt. L'expression loale du D-groupoïde de Lie transverse est donnée par lesformules suivantes :(1) Soit (ω, F 1/k) une suite de longueur un pour le feuilletage. Le D-groupoïde de Lietransverse est G1(µ) ave :

µ(t)dt =
1

k

dF

F
+

dw

w
.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 19(2) Soit (ω, α) une suite de longueur deux pour le feuilletage. Le D-groupoïde de Lietransverse est G2(µ) ave :
µ(t)dt = α +

dw

w
.(3) Soit (ω, α, β) une suite de longueur trois pour le feuilletage. La forme α s'érit

atdt + azdz. Le D-groupoïde de Lie transverse est G3(ν) ave :
ν(t)dt = wβ + d

(
∂tw

w
+ at

)
− 1

2

(
∂tw

w
+ at

)
dt.Réiproquement, es mêmes formules permettent d'obtenir une suite de Godbillon-Vey expliite à partir des équations d'un D-groupoïde de Lie admissible.4. Groupoïdes de Galois et intégrales premièresRappelons les types de transendanes d'extensions du orps des fontions méromor-phes sur un polydisque ∆ de Cn.Dé�nitions 4.1.(1) Une extension di�érentielle du orps des fontions méromorphes sera dite de typeDarboux si elle est obtenue par une suite d'extensions qui sont soit algébriquessoit du type K(G) ⊃ K ave dG = γ, γ étant une forme à oe�ients dans K.(2) Une extension di�érentielle du orps des fontions méromorphes sera dite Liouvil-lienne si elle est obtenue par une suite d'extensions qui sont soit algébriques soitdu type K(G) ⊃ K ave dG = Gγ1 + γ0, γ1 et γ0 étant des formes à oe�ientsdans K.(3) Une extension di�érentielle du orps des fontions méromorphes sera dite de typeRiati si elle est obtenue par une suite d'extensions qui sont soit algébriques soitdu type K(G) ⊃ K ave dG = G2

2
γ2 + Gγ1 + γ0, γ2, γ1 et γ0 étant des formes àoe�ients dans K.Théorème 4.2. Soit F un germe de feuilletage de odimension un de (Cn, 0). Le feuil-letage F admet un intégrale première méromorphe (resp. de type Darboux, Liouville ouRiati) si et seulement si F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse0 (resp. 1,2 ou 3).Nous allons ommener par prouver le as non transitif (rang transverse 0). Les troisautres a�rmations seront prouvées simultanément par la suite.Lemme 4.3. Soient F un feuilletage de ∆ de odimension un et I l'idéal du groupoïdede Galois de F . Si le groupoïde de Galois n'est pas transitif alors l'idéal des équationsd'ordre zéro, I0 = I ∩OJ∗

0 (∆) de l'anneau OJ∗
0 (∆), est engendré par une unique équation.Preuve. � Plaçons-nous au voisinage d'un point régulier du feuilletage. D'après laforme des équations loales du D-groupoïde de Lie (voir le lemme 2.4), et le fait que sa D-algèbre de Lie soit de rang transverse nul, l'idéal I est engendré par une équation d'ordre0 (voir le (4) du théorème 1.19). Cei signi�e que l'idéal I est engendré au voisinage detout point de l'identité {(x, x, id, 0 . . . , 0)|x /∈ Sing(F)} dans J∗(∆) par une équationd'ordre zéro. Nous allons étendre ette propriété à tout jet dont la soure et le but endehors d'un ensemble de odimension un.



20 GUY CASALEEn utilisant le théorème d'involutivité générique pour les D-groupoïdes de Lie (théorème1.10) et le théorème de Cartan-Kähler (1.9), il existe un sous-ensemble analytique Z de
∆ et un entier ℓ tels que par tout point a = (s(a), t(a), . . .) de J∗ℓ (∆) solution de Iℓ desoure et but hors de Z passe une solution onvergente ϕ de Iℓ. Quitte à supposer ℓ assezgrand, ϕ est solution de I : en e�et d'après le théorème 1.11, il existe un entier ℓ tel que
Iℓ engendre di�érentiablement I.Par omposition à la soure, ette solution donne un isomorphisme d'un voisinagede (t(a), t(a), id, 0, . . .) sur un voisinage de a dans l'espae des jets d'ordre ℓ. Puisque
ϕ est solution de I et que les zéros de Iℓ sont stables par omposition en dehors de
Z, et isomorphisme se restreint en un isomorphisme loal des espaes dé�nis par Iℓaux voisinages de es mêmes points. Nous en déduisons qu'au voisinage de n'importequel point au-dessus de soure et but en dehors de Z, I est engendré par une équationd'ordre 0. Le lieu des zéros V de I0 est de odimension un dans (∆ − Z) × (∆ − Z).De plus et ensemble analytique V n'a pas de omposante irrédutible inluse dans
(Z × ∆) ∪ (∆ × Z). Dans le as ontraire il existerait une fontion f holomorphe sur
V nulle sur le omplémentaire de la omposante irrédutible et non nulle sur elle-i.Puisque le produit de ette fontion par une équation de Z est identiquement nul sur
V , f serait une élément de torsion de OJ∗(∆)/I pour une des deux projetions. L'idéal
I étant di�érentiel et réduit, on véri�e que f doit être identiquement nulle. Le lieu deszéros de l'idéal réduit I0 étant de odimension un, il est don engendré par une équation
H ([Ei℄). �Une relation d'équivalene analytique sur ∆ est la donnée d'un idéal I de O∆×∆ quis'annule sur la diagonale, qui est stable par la symétrie par rapport à la diagonale et quivéri�e la relation de transitivité suivante :

pr∗2,3I ⊂ pr∗1,2I + pr∗1,3Ioù les pri,j désignent les trois projetions naturelles de ∆ × ∆ × ∆ sur ∆ × ∆.Lemme 4.4. Sous les hypothèses du lemme 4.3, il existe un sous-ensemble analytique
Z de ∆ tel que l'idéal I0 = (H(x, y)) dé�nisse une relation d'équivalene analytique sur
∆ − Z.Preuve. � L'idéal I0 étant formé des équations d'ordre zéro de l'idéal I dérivant un
D-groupoïde de Lie, les propriétés de ré�exivité et de symétrie sont véri�ées. La stabilitépar omposition nous donne l'inlusion de pr∗2,3I0 dans l'idéal di�érentiablement engen-dré par pr∗1,2I0 + pr∗1,3I0. Il nous faut véri�er qu'il est inlus dans l'idéal algébriquementengendré par pr∗1,2I0 + pr∗1,3I0. Soit Z, l'ensemble analytique en dehors duquel on a lastabilité par omposition du D-groupoïde de Lie (voir (3) de la dé�nition 1.2). Plaçons-nous sur (∆−Z)× (∆−Z)× (∆−Z) et onsidérons les équations pr∗1,2H = H(x, y) et
pr∗1,3H = H(x, z). Quitte à augmenter Z, les formes vertiales pour la première proje-tion : ∑ ∂H

∂yi

(x, y)dyi et ∑ ∂H

∂zi

(x, z)dzine s'annulent pas. On note I l'idéal di�érentiel engendré par (H(x, y), H(x, z)) dans
OJ(∆→∆×∆) et Ik les équations de I d'ordre inférieur ou égal à k. Le fait que es formessoient non nulles et non olinéaires nous permet d'utiliser une généralisation du théorèmedes fontions impliites (voir [To℄) : pour tout zéro (x, y, z) de (H(x, y), H(x, z)) dans
(∆−Z)× (∆−Z)× (∆−Z), on peut trouver un zéro de I au-dessus de elui-i pour la



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 21projetion Jk(∆ → ∆×∆) → ∆×∆×∆. Cei signi�e que Ik∩OJ0(∆→∆×∆) oïnide avel'idéal algébriquement engendré par H(x, y) et H(x, z) sur (∆−Z)× (∆−Z)× (∆−Z)pour tout entier k. Les équations d'ordre zéro appartenant à I sont don exatementelles de et idéal.Pour ℓ assez grand, Iℓ est un sous-groupoïde de J∗ℓ (∆−Z), don H(y, z) appartient à Iℓ.D'après e qui préède H(y, z) appartient à l'idéal engendré algébriquement par H(x, y)et H(x, z). Nous avons don une relation d'équivalene en dehors de Z. �Preuve du as méromorphe du théorème 4.2. � On suppose que le groupoïde deGalois est d'ordre 0. Soit H une équation de l'idéal I0 donnée par le lemme 4.3 et Z lesous ensemble analytique en dehors duquel on a la stabilité du D-groupoïde de Lie paromposition. Quitte à agrandir Z, nous supposerons qu'il ontient le lieu singulier dufeuilletage. On note R le lieu des zéros de H dans (∆ × ∆) et R|∆−Z sa restrition sur
(∆ − Z) × (∆ − Z). Montrons que le quotient de (∆ − Z) par R|∆−Z est une surfae deRiemann.Par transitivité, les lasses d'équivalene pr2(pr

−1
1 (p) ∩ R|∆−Z) sont onstantes le longdes feuilles du feuilletage. Les projetions R|∆−Z sur ∆−Z étant sans torsion, elles sontplates au-dessus d'une transverse en p au feuilletage. Par transitivité elles sont plates surun ouvert ontenant p. D'après [Fr℄ elles sont ouvertes et en partiulier le saturé pour

R|∆−Z d'un ouvert est un ouvert.Pour prouver la séparabilité du quotient, on prend deux points p et q non équivalents.Soit T une transverse au feuilletage en p. Le point (4) du théorème 1.19 nous assureque les lasses d'équivalene de p et de q intersetent T en un nombre �ni de points. Onpeut don séparer es deux ensembles par des ouverts dans T saturés pour la relationd'équivalene restreinte à T . Les saturés de es ouverts donnent deux ouverts dans lequotient qui ne s'intersetent pas. Le quotient par R|∆−Z est un espae topologiqueséparé.La onstrution d'un atlas holomorphe de artes loales sur et espae se fait de lamanière suivante. Au voisinage U d'un point p de ∆−Z, il existe une fontion holomorphe
h onstante sur les lasses d'équivalene. On prolonge h sur le saturé U = pr2(pr

−1
1 (U)∩

R|∆−Z) du voisinage par pr2∗(pr
∗
1(h)|R|∆−Z

). Cei nous dé�nit une arte sur l'ouvert U duquotient. Soient (h1, U1) et (h2, U2) deux artes d'intersetion non vide. Les appliations
h1|U1∩U2

et h2|U1∩U2
ont les mêmes hypersurfaes de niveau. Il existe une appliationholomorphe F telle que h1|U1∩U2

= F ◦ h2|U1∩U2
. Celle-i dé�nit un hangement de arteholomorphe pour la variété quotient.On note alors S la surfae de Riemann obtenue et π : ∆−Z → S le passage au quotient.Montrons que quitte à rajouter des points à S, π se prolonge à ∆ − SingF . Si uneomposante irrédutible de Z est transverse au feuilletage, π étant onstante sur lesfeuilles, elle se prolonge à ette omposante. Sinon, onsidérons une transverse T aufeuilletage en un point p de ette omposante. D'après le (4) du théorème 1.19, il existeune oordonnée soure x sur T et but X sur T dans laquelle l'équation H sur T × Ts'érive Xk −xk = 0. Par onstrution de S, au voisinage de p le passage au quotient estdonné par :

π : T − {p} → S
x 7→ xk.Le quotient π admet don un prolongement holomorphe sur Z.Notons enore S l'image de e prolongement. En ramenant une fontion méromorphe



22 GUY CASALEde S sur ∆ − SingF , on obtient une intégrale première méromorphe qui se prolongeà ∆. Réiproquement si F admet une intégrale première méromorphe, le groupoïded'invariane de elle-i est un D-groupoïde de Lie admissible pour F d'ordre zéro : voirl'exemple 1.3. �Préisons maintenant la ondition néessaire et su�sante sur l'équation d'ordre zéro
H du groupoïde de Galois pour que le feuilletage admette une intégrale première holo-morphe.Proposition 4.5. Lorsque le groupoïde de Galois de F est non transitif d'équation H,le feuilletage admet une intégrale première holomorphe si et seulement si H(0, y) est nonidentiquement nulle.Preuve. � Si H(0, y) est non identiquement nulle, nous pouvons supposer que H estnon identiquement nulle le long de l'axe des yn et appliquer le théorème de préparationde Weierstrass a�n d'érire :

H(x, y) = yk
n + ak−1(x, y)yk−1

n + . . . + a0(x, y)où y = (y1, . . . , yn−1). Fixons deux points x et y en dehors de Z tels que H(x, y) = 0. Enutilisant la transitivité de la relation d'équivalene, H(x, y) = 0 implique qu'au voisinagede tout z ∈ ∆ − Z il existe une unité u(z) telle que H(x, z) = u(z)H(y, z). Grâe auxnormalisations de Weierstrass des polyn�mes H(x, z) et H(y, z) on obtient a0(x, z) =
a0(y, z) pour tout z. En partiulier on a a0(x, 0) = a0(y, 0). Cette fontion est nononstante. En e�et par symétrie, il existe une unité v telle que H(x, y) = v(x, y)H(y, x)d'où

a0(x, 0) = H(x, 0) = v(x, 0)H(0, x) = v(x, 0)(xk
n + . . .).Les feuilles de F étant inluses dans les lasses d'équivalene de la relation d'équivalenedonnée par H , la fontion holomorphe a0(x, 0) est une intégrale première du feuilletage.Réiproquement, si le feuilletage admet une intégrale première holomorphe non onstante

h(x), l'équation h(x) − h(y) de�nit un D-groupoïde de Lie ontenant le groupoïde deGalois du feuilletage. Les zéros de H(x, y) sont don inlus dans eux de h(x)−h(y). Enpartiulier pour x = 0 ei montre que H(0, y) est non identiquement nulle. �Remarque 4.6. Cette preuve s'adapte au as méromorphe, suivant les indiations de B.Malgrange, en utilisant le théorème de Weiertrass où on onsidère les variables x ommeparamètres.Les preuves des autres as du théorème 4.2 (rang transverse 1, 2 ou 3) se déduisentdu théorème 3.2 et du théorème i-dessous :Théorème 4.7. Un germe de feuilletage holomorphe singulier F de odimension unadmet une intégrale première de type Darboux (resp. Liouville ou Riati) si et seulements'il admet une suite de Godbillon-Vey de longueur un (resp. deux ou trois).Preuve. � Le as Liouvillien est dû à M. Singer : [Si℄. Sa généralisation au as Riatiest faite dans [Cas1℄. Nous allons donner la preuve du as Darboux.Supposons qu'il existe une intégrale première H de type Darboux pour la forme ω. Onnote K ⊂ K1 . . . ⊂ Kn la suite des extensions du orps K, telle que H soit dans Kn. Onsupposera que ette suite est de longueur minimale parmi toutes les suites d'extensionsde type Darboux néessaires à la onstrution d'une intégrale première.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 23L'extension Kn−1 ⊂ Kn ne peut pas être algébrique. Dans le as ontraire, H seraitalgébrique sur Kn−1. On note P (X) = Xp + ap−1X
p−1 . . . + a0 son polyn�me minimal ;

H n'étant pas onstante, il en serait de même pour au moins un des ai. On aurait
0 = dP (H) ∧ ω =

∑

i

H idai ∧ ωd'où par minimalité de P , dai ∧ ω = 0. L'existene des intégrales premières ai dans
Kn−1 ontredit la minimalité de la suite d'extensions. La dernière extension est dontransendante.Soit G telle que Kn = Kn−1(G) où dG = γ est une forme à oe�ients dans Kn−1.Lorsqu'on érit dH = Fω dans Kn, on peut supposer que le fateur intégrant F est dans
Kn−1. En e�et, en érivant F = akG

k + . . . par division suivant les puissanes roissantesde G et en alulant d(Fω), par transendane de G on obtient d(akω) = 0. On peutdon onsidérer la suite de longueur minimale donnée par les Ki pour i inférieur à n−1 et
Kn = Kn−1(H) ave dH = akω. Il existe don un fateur intégrant pour ω dans l'avant-dernier orps de la suite d'extension donnant une intégrale première de type Darboux.Si l'extension Kn−1 de Kn−2 est purement transendante, le même raisonnement assurel'existene d'un fateur intégrant pour ω dans Kn−2, e qui ontredit la minimalité de lasuite. L'extension Kn−1 de Kn−2 est don algébrique.Soit F un fateur intégrant de ω dans Kn−1. Il est algébrique sur Kn−2. On note
F1, . . . , Fp ses quantités onjuguées. Comme d(Fiω) = 0, on a

d(F1 . . . Fp)

F1 . . . Fp
∧ ω = pdω.Le produit F̃ = F1 . . . Fp est un élément non nul de Kn−2 dont une raine p-ième p

√
F̃ estun fateur intégrant pour ω. On onstruit don une nouvelle suite de longueur minimaleen onservant les n − 2 premières extensions et en remplaçant Kn−1 par Kn−2(

p
√

F̃ ) et
Kn par Kn−2(

p
√

F̃ , H) ave dH =
p
√

F̃ω. Montrons que ette suite est de longueur deux,'est-à-dire Kn−2 = K0.Si l'extension Kn−2 de Kn−3 est algébrique, le raisonnement préédent permet de on-struire une fontion F̃ dans Kn−3 dont une raine est un fateur intégrant pour ω. Onpourrait alors onstruire une suite de longueur n− 1 qui ontredirait la minimalité de lasuite.Si l'extension Kn−2 = Kn−3(G) est transendante ave dG à oe�ients dans Kn−3.On érit F̃ = akG
k(1+a1G

−1 + . . .). En faisant la division suivant les puissanes dérois-santes, on a
dF̃

F̃
∧ ω =

dak

ak
∧ ω + k

dG ∧ ω

G
+

d(a1G
−1 + . . .)

(1 + a1G−1 . . .)
∧ ω.Le dernier terme de la somme ontient des puissanes de G inférieures ou égales à −1.Le deuxième terme est de degré −1 en G. Par transendane de G on en déduit que

dak

ak
∧ ω = pdω. A partir du fateur intégrant p

√
ak on onstruit une suite d'extensions delongueur n− 1 ontenant une intégrale première. Cei ontredit à nouveau la minimalitéde la suite.On a obtenu une suite de longueur deux K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ave K1 = K0(

p
√

F̃ ) et
K2 = K1(H) où dH =

p
√

F̃ω : il existe un élément de K dont une raine est un fateurintégrant pour ω.



24 GUY CASALERéiproquement, une suite de Godbillon-Vey de longueur un permet par es formulesde onstruire une intégrale première de type Darboux pour ω.Cei ahève la peuve du théorème. �5. Le groupoïde de Galois d'un germe de feuilletage de (C2, 0) àsingularité réduiteNous allons maintenant déterminer les feuilletages sur un bidisque à singularité réduitedont le groupoïde de Galois est de rang transverse �ni en fontion des invariants de leurslasses analytiques.Dé�nition 5.1. Un feuilletage F de (C2, 0) sera dit à singularité réduite si il existe uneforme ω dé�nissant F dont la partie linéaire s'érit dans de bonnes oordonnées :(1) λ1xdy + λ2ydx, (λ1, λ2) ∈ C∗ × C∗, λ1

λ2
/∈ Q<0,(2) ydx.La terminologie employée renvoie au théorème de rédution de Seidenberg [Se℄ : essingularités sont les plus simples que l'on obtient après élatements.Les feuilletages de type (1) sont appelés des selles. Ils admettent deux ourbes analy-tiques invariantes lisses et transverses dont les holonomies ont pour parties linéaires

e−2iπλ1/λ2 et e−2iπλ2/λ1 . Ces feuilletages ont des omportements di�érents suivant lesvaleurs de λ1

λ2
. Lorsque λ1

λ2
n'est pas réel ou réel négatif non rationnel, on sait, d'aprèsPoinaré, que le feuilletage est analytiquement linéarisable. Lorsque λ1

λ2
est réel irra-tionnel, le feuilletage est formellement linéarisable [Il℄. Lorsque λ1

λ2
est rationnel es feuil-letages s'appellent selles résonnantes. Ils ne sont plus linéarisables, mais admettent lesformes normales formelles suivantes :

p(1 + (λ − 1)(xpyq)k)ydx + q(1 + λ(xpyq)k)xdy.Les axes de oordonnées sont des ourbes invariantes pour es feuilletages. L'holonomiede la feuille x = 0 alulée sur la transverse (y = 1, x = t) est le di�éomorphisme
f = e−2iπp/q exp

(
tqk+1

1 − λ q
p
tqk

d

dt

)
.La lasse de onjugaison analytique de ette holonomie est un invariant omplet de lalasse analytique du feuilletage. D'après les résultats de [M-R2℄, après préparation dufeuilletage, il existe des normalisations analytiques hi sur des seteurs Ui de la forme

−π
2
− ε < arg((xpyq)k) < π

2
+ ε qui sont asymptotes à la normalisante formelle tangenteà l'identité. Le oyle (Ui ∩ Ui+1, hi+1 ◦ h−1

i )i induit un invariant omplet de la lasseanalytique du feuilletage.Les feuilletages de type (2) sont appelés des n÷ud-ols. Ils ont pour formes normalesformelles
xk+1dy − y(1 − λxk)dxd'holonomie f = exp( tk+1

1−λtk
d
dt

) alulée sur la transverse (y = 1, x = t) à la séparatrieforte x = 0. D'après les résultats de [M-R1℄, après préparation du feuilletage, il existe desnormalisations analytiques hi sur des seteurs Ui de la forme −π
2
− ε < arg(xk) < π

2
+ εqui sont asymptotes à la normalisante formelle tangente à l'identité. Elles dé�nissent unoyle qui est un invariant omplet de la lasse analytique du feuilletage.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 25Dans le as des selles résonnantes et des n÷ud-ols, les invariants de la lasse de onju-gaison analytique de l'holonomie de la séparatrie forte sont donnés par les omposantestransverses des invariants analytiques du feuilletage.Proposition 5.2. Soit f l'holonomie d'un feuilletage à singularité réduite F . Si f estsolution d'un D-groupoïde de Lie G sur un disque transverse T alors il existe un D-groupoïde de Lie admissible pour F dont l'équation transverse au voisinage de T oïnideave elle de G.Preuve. � Nous ommençons par déterminer la liste des D-groupoïdes de Lie de rangtransverse supérieur ou égal à un admissible pour le n÷ud-ol modèle ω = x2dy − ydx.Le fateur intégrant F = 1
x2y

détermine un D-groupoïde de Lie de rang transverse unobtenu en érivant l'invariane de la forme fermée Fω :
dY

Y
− dX

X2
=

dy

y
− dx

x2
.Considérons les artes y 6∈ R≤0 et y 6∈ R≥0. En hoisissant deux déterminations de log y,on les munit des oordonnées redressantes t = x

x log y+1
et z = y. Dans es oordonnées,on véri�e que les équations de e D-groupoïde de Lie s'érivent :

∂T

∂z
= 0 et 1

T 2

∂T

∂t
=

1

t2
.On retrouve la formule (1) de la remarque 3.6 qui donne sur la partie transverse le

D-groupoïde de Lie G1(−2
t
).Les D-groupoïdes de Lie de rang transverse deux admissibles pour ω sont obtenusd'après le théorème 3.2 à partir de toutes les formes fermées α véri�ant dω = ω ∧ α.Dans le as du n÷ud-ol, es formes s'érivent

α =
dF

F
+ cFωoù c est un nombre omplexe quelonque. Considérons les artes y 6∈ R≤0 et y 6∈ R≥0.Dans les oordonnées préédentes, ω = w(z, t)dt. D'après la formule (2) de la remarque3.6, l'équation transverse du D-groupoïde de Lie assoié à la suite de Godbillon-Vey

(ω, α) est G2(µ) ave µ(t)dt = α + dw
w
. On véri�e que les équations de e D-groupoïde deLie s'érivent :

∂T

∂z
= 0 et G2(−

c

t2
− 2

t
).Les D-groupoïdes de Lie de rang transverse trois sont obtenus en prenant toutes lesformes α véri�ant la première équation de Godbillon-Vey et en omplétant la suite parl'unique forme β satisfaisant les deux dernières équations de Godbillon-Vey. On obtientles suites (ω = x2dy − ydx, α = dF

F
+ cFω, β = F 2ω). Dans les artes de oordonnées

(t, z) préédentes, d'après la formule (3) de la remarque 3.6, l'équation transverse du
D-groupoïde de Lie dé�nie par la suite (ω, α, β) est G3(ν) ave

ν(t)dt = wβ + d

(
∂tw

w
+ at

)
− 1

2

(
∂tw

w
+ at

)2

dtoù ω = w(z, t)dt et α = atdt + azdz. On en déduit que les équations de e D-groupoïdede Lie s'érivent :
∂T

∂z
= 0 et G3(−

c2

t4
).



26 GUY CASALED'autre part, d'après le début de la setion 6, les D-groupoïdes de Lie sur le disquetransverse ontenant l'holonomie exp(t2 d
dt

) du n÷ud-ol sont G1(−2
t
), G2(− c

t2
− 2

t
) et

G3(− c2

t4
) et seulement eux-i. Ces deux listes étant identiques, nous avons montré laproposition pour le n÷ud-ol x2dy − ydx. Les autres formes normales de n÷ud-ols,

xk+1dy − y(1 − λxk)dx, se ramènent au as préédent par (x, y) 7→ ( x
1−λx log x

, y) et larami�ation (x, y) 7→ (xk, y). Les formes normales de selles résonnantes se ramènent auxn÷ud-ols par l'élatement (x, y) 7→ (xy, y) et la rami�ation (x, y) 7→ (xp, yq). Touses feuilletages admettant des fateurs intégrants, on peut aussi dériver diretement leséquations des D-groupoïdes de Lie admissibles pour un de es feuilletages en onsidéranttoutes les suites de Godbillon-Vey que l'on peut assoier à e feuilletage, à équivaleneprès.Considérons un n÷ud-ol dans la lasse formelle de xk+1dy − y(1 − λxk)dx dontl'holonomie n'est plus analytiquement normalisable, et supposons que elle-i soit solu-tion d'un D-groupoïde de Lie de rang trois G3(ν). Nous allons onstruire un D-groupoïdede Lie admissible pour le feuilletage de rang transverse trois. On sait d'après le théorème1.23, que f est solution d'un D-groupoïde de Lie de rang trois si et seulement si saforme normale formelle et ses invariants analytiques sont eux-mêmes solutions d'un D-groupoïde de Lie de rang trois G3(ν). Soit ĥ la onjugante formelle entre f et sa formenormale. On a
ν = ν ◦ ĥ(ĥ′)2 + Sĥ.Nous avons prouvé i-dessus que e D-groupoïde de Lie se prolonge en un D-groupoïdede Lie G admissible pour le feuilletage modèle de rang transverse trois.Maintenant nous allons onstruire un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletageinitial à partir de G. Quitte à faire une onjugaison analytique, on peut supposer que laséparatrie forte du feuilletage a pour équation x = 0. Le n÷ud-ol est alors onjuguéau-dessus des seteurs (−π

2
− ǫ ≤ arg(x2k) ≤ π

2
+ ǫ) à sa forme normale formelle par desnormalisantes setorielles hi, ave i variant dans Z/2kZ, asymptotes à la normalisanteformelle. On onsidère alors les D-groupoïdes de Lie h∗iG au-dessus de haque seteur.Une fois que l'on s'est �xé les deux premières formes (ω, α) d'une suite de Godbillon-Veyde logueur trois pour le n÷ud-ol, e D-groupoïde de Lie est la donnée d'une troisièmeforme βi satisfaisant les équations de Godbillon-Vey. Montrons que sur les intersetionsde deux de es seteurs les deux formes βi et βi+1 oïnident. Puisque, d'après [M-R1℄,les omposantes transverses de hi ◦ h−1

i+1 sont les omposantes du oyle des invari-ants de l'holonomie f , elui-i étant solution de G3(ν), l'automorphisme du feuilletagemodèle hi ◦ h−1
i+1 est solution de G. Soit (t, z) des oordonnées redressantes au voisinaged'un disque (z = 0) transverse à la séparatrie forte (t = 0). En érivant les équationsdes D-groupoïdes de Lie orrespondants aux triplets (ω, α, βi) et (ω, α, βi+1) (formules3.6) on obtient pour haune des équations sur les seteurs transverses orrespondant,

G3(νi) et G3(νi+1) ave
νi = ν ◦ hi(h

′
i)

2 + S(hi)où on désigne par hi la omposante transverse de la normalisante setorielle hi. Commela omposante transverse de hi ◦ h−1
i+1 est solution de G3(ν) νi = νi+1, les fontions νi et

νi+1 étant asymptotes à ν, elles sont égales à ette dernière. La forme β est ainsi biendé�nie et méromorphe.



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 27Les selles résonnantes se traitent exatement de la même manière : seuls les seteurshangent de formes et sont donnés par (−π
2
− ǫ ≤ arg((xpyq)k) ≤ π

2
+ ǫ).La preuve dans le as d'une holonomie unitaire est analogue. �Proposition 5.3. Soit F un germe de feuilletage à singularité réduite.(1) F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse un si et seulementson holonomie est analytiquement normalisable.(2) F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse deux si et seulementsi son holonomie est unitaire.(3) F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse trois si et seulementsi son holonomie est binaire.Preuve. � Soit F un feuilletage réduit admettant un D-groupoïde de Lie de rangtransverse �ni. Celui-i dé�nit unD-groupoïde de Lie de même rang ontenant l'holonomiepar le lemme 2.4. Lorque l'holonomie est un di�éomorphisme résonnant, le théorème 1.24nous assure qu'elle est normalisable, unitaire ou binaire suivant la valeur du rang. Dansle as des holonomies formellement linéarisables, le théorème 1.22 nous assure qu'elle estanalytiquement linéarisable. Pour la réiproque, onsidérons d'abord les feuilletages an-alytiquement linéarisables ou normalisables. Il admettent toujours un fateur intégrantet don un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse un.Considérons ensuite les selles résonnantes et les n÷ud-ols d'holonomie unitaire oubinaire. Le D-groupoïde de Lie donné par le théorème 1.24 s'étend grâe à la proposition5.2 préédente en un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage de rang transversedeux ou trois. �Nous obtenons ainsi une nouvelle preuve de la aratérisation sur les invariants ana-lytiques des feuilletages à singularité réduite admettant une struture transverse a�neméromorphe ou une struture transverse projetive méromorphe.Ces résultats ont déjà été obtenus en utilisant d'autres tehniques dans [B-T℄ pour leas transversalement a�ne et [Tou2℄ dans le as transversalement projetif.6. Groupoïdes de Galois et extensions fortement normalesDans ette setion M∆ désigne le orps des fontions méromorphes sur le polydisque

∆ de Cn. Considérons l'espae J∗k(∆ → C) des jets d'ordre k d'appliations submer-sives de ∆ dans C (la notation ∗ désigne ii la propriété de submersivité). Le hoix deoordonnées x sur ∆ et H sur C nous permet d'identi�er et espae à un ouvert de
∆ × C ×|α|≤k Cα ave les oordonnées Hα naturellement assoiées au hoix de x et de
H . Ces espaes sont munis de l'anneau des équations aux dérivées partielles d'ordre in-férieur à k, OJ∗

k
(∆→C) = O∆[H, . . . , Hα . . .] et pour haque dérivation partielle ∂

∂xi
d'unedérivation Di : OJ∗

k
(∆→C) → OJ∗

k+1
(∆→C).Dé�nition 6.1. Une D-variété dans J∗(∆ → C) = lim

←−
J∗k (∆ → C) est donnée par unidéal J ⊂ OJ∗(∆→C) = lim

−→
OJ∗

k
(∆→C) di�érentiel et réduit tel que J ∩O∆ = ∅.Dé�nition 6.2. Soit A un anneau di�érentiel surM∆. Le spetre di�érentiel est l'ensem-ble Specdiff (A) des idéaux premiers et di�érentiels de A.



28 GUY CASALECet ensemble peut être muni d'une topologie appelée topologie de Zariski-Kolhin([Bu2℄, [Kov℄). Nous allons étudier dans ette partie la D-variété des intégrales premièresd'un germe de feuilletage F dé�ni par des formes ω1, . . . ωq. Elle est donnée par le systèmed'équations aux dérivées partielles dHi∧ω1∧. . .∧ωq = 0. Considérons l'anneau di�érentiel
M∆ ⊗O∆

OJ∗(∆→Cq)/(dHi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq)où (dHi ∧ω1 ∧ . . .∧ωq) est l'idéal di�érentiel réduit engendré par les omposantes de es
(q + 1)-formes pour i entre 1 et q, et notons OF son loalisé sur dH1 ∧ . . . dHq 6= 0.L'ensemble SpecdiffOF représente l'ensemble des systèmes d'équations aux dérivéespartielles ompatibles ave le fait d'être un système omplet d'intégrales premières. Lanotion de rédutibilité d'un système d'équations aux dérivées partielles de Jules Drah([Dr1℄) orrespond à la non trivialité du spetre di�érentiel.Dé�nition 6.3 ([Bu1℄,[Ko℄, [Kov℄). Soit M∆ ⊂ K une extension de degré de transen-dane �ni de orps di�érentiels. Cette extension sera dite fortement normale si pour touteextension di�érentielle E de K et tout morphisme σ : K → E au-dessus de M∆ :(1) σ laisse les onstantes de K invariantes,(2) σ(K) · E c = K · E coù E c désigne le orps des onstantes de E et le point désigne le ompositum des orpsdans E .D'après la théorie de Kolhin (voir [Ko℄ et [Kov℄), le groupe de Galois de es extensionsest un groupe algébrique. Ses sous-groupes algébriques sont en orrespondane ave lesextensions di�érentielles intermédiaires.Le théorème suivant on�rme les résutats inomplets de J. Drah [Dr2℄ et s'insrit dans�une théorie générale de la rédutibilité des équations� esquissée par E. Vessiot [Ves1℄,[Ves2℄.Théorème 6.4. Soit Fω un feuilletage de odimension un de (Cn, 0). Les assertionssuivantes sont équivalentes :(1) le groupoïde de Galois de Fω est propre ;(2) le spetre di�érentiel de OF est non trivial : Specdiff (OF ) 6= {0} ;(3) il existe une intégrale première de F dans une extension fortement normale K de

M∆.Nous démontrerons suessivement les impliations (3) ⇒ (2), (2) ⇒ (1) et (1) ⇒ (3)dans les lemmes suivants. Nous montrerons les deux premières pour un feuilletage deodimension quelonque.Lemme 6.5. Soit F un feuilletage donné par q 1-formes. Si il existe q intégrales pre-mières fontionnellement indépendantes dans une extension di�érentielle deM∆ de degréde transendane �ni alors le spetre di�érentiel de OF est non trivial.Preuve. � L'existene d'un système d'intégrales premières dans K donne un mor-phisme di�érentiel au-dessus de M∆ :
OF −→ Kinduit par l'identi�ation des oordonnées Hi ave les intégrales premières. Le noyaude e morphisme est un idéal di�érentiel premier de OF et donne don un élément de
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Specdiff(OF ). L'extension K étant de degré de transendane �ni e qui n'est pas le asde OF , le morphisme ne peut pas être injetif. L'élément obtenu dans Specdiff (OF) estnon trivial. �Lemme 6.6. Soit F un feuilletage donné par q 1-formes. Si le spetre di�érentiel de OFest non trivial alors le groupoïde de Galois de Fω est propre.Preuve. � Soit J un idéal di�érentiel premier de OJ∗(∆→Cq) ontenant l'idéal dif-férentiel donné par dHi ∧ω1 ∧ . . . ωq. Nous allons onstruire un D-groupoïde de Lie dontles solutions sont les germes ϕ tels que pour tout H = (H1, . . . , Hq), H est solution de
J si et seulement si H ◦ ϕ est solution de J . Pour ela on onsidère l'ation de J∗p (∆)sur J∗p (∆ → Cq) par omposition à la soure :

comp : J∗(∆ → Cq) ×∆ J∗(∆) −→ J∗(∆ → Cq).Cette ation se traduit sur les anneaux par l'existene d'une �èhe comp∗ satisfaisant lesdiagrammes ommutatifs suivant :� l'identité
OJ∗(∆→Cq)

comp∗

=

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

1⊗e∗

OJ∗(∆→Cq)� la omposition
OJ∗(∆→Cq)

comp∗

comp∗

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

1⊗c∗

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

comp∗⊗1 OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆) ⊗O∆

OJ∗(∆)Un germe de di�éomorphisme ϕ : (∆, a) → (∆, b) induit par prolongement un morphisme
ϕ∗ des jets de J∗(∆ → Cq) de soure b sur eux de soure a par omposition. Étant donnéun idéal J de OJ∗

p (∆→Cq), nous allons herher à déterminer les équations di�érentiellessatisfaites par les germes ϕ tels que ϕ∗∗(J ⊗Ca) = (J ⊗Cb) (on note ϕ∗∗ le morphismed'anneau induit par la transformation ϕ∗). Considérons l'idéal comp∗J dont les solutionssont l'ensemble des ouples (H, ϕ) tels que H ◦ ϕ est solution de J . Les solutions de
comp∗J +J ⊗1 sont les ouples (H, ϕ) tels que H et H ◦ϕ soient solutions de J . Il fautdéterminer le plus petit idéal I de OJ∗(∆) véri�ant comp∗J +J ⊗ 1 ⊂ J ⊗ 1 + 1⊗I endehors d'une hypersurfae. Les solutions de I sont les ϕ tels que si H est solution de Jalors H ◦ ϕ est solution de J .Nous allons déterminer un système de générateurs de l'idéal I. En l'absene de torsion,nous noterons enore J l'idéal engendré par J dansM∆⊗OJ∗(∆→Cq). D'après le théorèmede �noetherianité� 1.11, il existe un entier k tel que l'idéal J soit di�érentiablementengendré, en tant qu'idéal réduit, par ses éléments d'ordre inférieur à p. On note Jp latrae de l'idéal J dans l'anneau des équations di�érentielles d'ordre inférieur ou égale à
p : OJ∗

p (∆→Cq).Soit f1, . . . , fn un système générateur de l'idéal Jp, qu'on supposera M∆-libre. On leomplète en une base duM∆-espae vetoriel Jp : f1, . . . , fn, . . . , fm, . . . Puis on omplèteette famille par des e1, . . . , ek, . . . en une M∆-base de M∆⊗OJ∗
p (∆→Cq). Soit f ∈ M∆⊗
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OJ∗

p (∆→Cq), nous noterons :
comp∗f =

∑
fjα

j(f) +
∑

ekβ
k(f),ave les αj(f) et βk(f) dans M∆ ⊗O∆

OJ∗
p (∆). On onsidère alors l'idéal Ip de M∆ ⊗O∆

OJ∗
k
(∆) dé�ni par les βk(f) pour f ∈ Jp. Par onstrution et idéal véri�e deux propriétésimportantes.(a) Il est engendré par les βk(fi) pour i = 1, . . . , n. En e�et, on a lairement βk(f +

g) = βk(f) + βk(g). D'autre part omme
comp∗(fg) ≡

∑
eℓekβ

ℓ(f)βk(g) mod Jp ⊗ 1en érivant eℓek dans la base dérite au-dessus, on obtient que βi(fg) est uneombinaison des βℓ(f)βk(g) à oe�ients dans M∆. En partiulier, quelque soit
f dans Jp, βk(f) est dans l'idéal engendré par les βk(fi) pour i = 1, . . . , n.(b) En onsidérant la déomposition de comp∗fi on remarque que, pour tout ϕ de
J∗p (∆) solution de Ip, si H est solution de Jp alors H ◦ ϕ est aussi solution de
Jp. Réiproquement si pour toute solution H de Jp, H ◦ϕ est enore solution de
Jp alors, en utilisant l'indépendane des ek, on a ϕ solution de Ip. Un jet ϕ estsolution de Ip si et seulement si ϕ∗∗Jp ⊗ Ca ⊂ Jp ⊗ Cb.Véri�ons maintenant que et idéal véri�e les propriétés (1) et (3) d'un D-groupoïdede Lie. L'inlusion de et idéal dans l'idéal dé�nissant l'identité se déduit du diagrammeommutatif de l'identité i-dessus. D'autre part on a :

(comp∗ ⊗ 1)(comp∗)(f) =
∑

i,j

fiα
i(fj)α

j(f)
∑

l,j

elβ
l(fj)α

j(f)

+
∑

i,k

fiα
i(ek)β

k(f) +
∑

k,l

elβ
l(ek)β

k(f)et
(1 ⊗ c∗)(comp∗)(f) =

∑
fic
∗(αi(f)) +

∑
elc
∗(βl(f)).En utilisant le seond diagramme ommutatif, on obtient les égalités

c∗(βl(fi)) =
∑

k

βl(ek)β
k(fi) +

∑

j

βl(fj)α
j(fi)qui prouvent la stabilité par omposition. N'ayant pas de stabilité par l'inversion i,onsidérons l'idéal Ip + i∗Ip. Par onstrution il est stable par inversion et reste ontenudans l'idéal de l'identité. Nous venons de prouver qu'une partie de et idéal est stablepar omposition. Pour prouver que l'autre partie l'est aussi on introduit l'appliation i×̂idé�nie de J∗(∆) ×∆ J∗(∆) dans J∗(∆) ×∆ J∗(∆) par :

((x, y, . . .), (y, z, . . .)) → ((z, y, . . .), (y, x, . . .)) .Cette �èhe induit un morphisme (i×̂i)∗ véri�ant (i×̂i)∗c∗ = c∗i∗. En l'appliquant àl'égalité donnant la stabilité par omposition de Ip, on a :
c∗(i∗(βl(fi))) =

∑

k

i∗(βk(fi))i
∗(βl(ek)) +

∑

j

i∗(αj(fi))i
∗(βl(fj))e qui prouve la stabilité par omposition de Ip + i∗Ip. Quitte à multiplier par les dénom-inateurs des βl(fj), l'idéal Ip + i∗Ip est inlus dans OJ∗

p (∆). Nous venons de prouver qu'il



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 31dérit un sous-groupoïde de Lie de J∗p (∆), la stabilité par omposition n'étant véri�éequ'en dehors du lieu des zéros de es dénominateurs. Le théorème de prolongement deB. Malgrange [Ma4℄ assure que l'idéal réduit qu'il engendre di�érentiablement donne un
D-groupoïde de Lie.Véri�ons que e D-groupoïde de Lie est admissible pour le feuilletage. Les automor-phismes loaux du feuilletage qui se fatorisent en l'identité sur la transverse agissentomme l'identité sur OF don laissent invariants tous ses idéaux di�érentiels. Ils sontdon tous solutions du D-groupoïde de Lie que nous venons de onstruire.Véri�ons en�n que e D-groupoïde de Lie est propre. On hoisit des oordonnées trans-verses t et des oordonnées tangentes z. Les équations d'intégrales premières s'ériventloalement ∂Hi

∂zj
= 0. Les équations supplémentaires de l'idéal premier ompatible sontdon des équations que l'on peut supposer, quitte à e�etuer les substitutions néessaires,uniquement en les dérivés des Hi par rapport aux tk. Cet idéal ne peut être invariant parn'importe quelle transformation en t : le D-groupoïde de Lie onstruit est don di�érentde elui de tous les automorphismes du feuilletage. �Lemme 6.7. Soit F un germe de feuilletage de odimension un dont le groupoïde deGalois est propre. Il existe une intégrale première de F dans une extension fortementnormale de M∆.Preuve. � En odimension un le rang transverse d'un D-groupoïde de Lie admissiblepropre est �ni. La preuve de e lemme se fait au as par as en disutant suivant le rangtransverse du groupoïde de Galois du feuilletage. On sait d'après le théoreme 4.2 qu'ilexiste dans es as des intégrales premières partiulières. Ces intégrales premières vontnous donner des idéaux di�érentiels premiers partiuliers de OF . Les orps des frationsdes quotients de OF par es idéaux nous donneront dans haque as une extensionfortement normale ontenant une intégrale première.Les feuilletages méromorphiquement intégrables.Lorsque le rang transverse est nul, le groupoïde de Galois est non transitif et il existeune intégrale première méromorphe. L'extension est M∆ et le morphisme est elui qui à

H assoie une intégrale première méromorphe.Les feuilletages Darboux-intégrables.Lorsque le rang transverse est égal à un, rappelons omment on a onstruit une intégralepremière de type Darboux. Pour Γ ∈ Aut(Fω), on note fΓ la fontion dé�nie par Γ∗ω =
fΓω. On notera aussi ω =

∑
widxi dans des oordonnées �xées. Le groupoïde de Galoisd'un feuilletage Darboux-intégrable est de la forme :
Γ∗ω ∧ ω = 0 et m ◦ Γfk

Γ = mpour une fontion méromorphe m et un entier k. Le système dé�ni par les équations :
(dH)⊗k − m(x)ω⊗k = 0fournit un idéal di�érentiel premier J de OF . Le orps des frations K du quotient OF/Jest de degré de transendane un. Pour prouver qu'il s'agit d'une extension fortementnormale, prenons E une extension di�érentielle de M∆ et σ1 et σ2 deux plongements de

K dans E . Ces plongements sont omplètement déterminés par H1 = σ1H et H2 = σ2H ,où par abus de notation H désigne aussi son image dans K. Les éléments H1 et H2 de Evéri�ent tous les deux l'équation engendrant J . Il existe don une raine k-ième de l'unité
θ et une onstante b de E telles que H1 = θH2+b. Ayant obtenu une expression rationnelle



32 GUY CASALEde H1 en fontion de H2 à oe�ients dans les onstantes de E , on a σ1K · E c = σ2K · E c.Le orps K est don une extension fortement normale de M∆ de groupe de Galois lestransformations x → θx + b de la droite a�ne.Les feuilletages Liouville-intégrables.Lorsque le rang transverse de Fω est deux, il existe une forme fermée α véri�ant dω =
ω ∧ α. Le groupoïde de Galois d'un tel feuilletage a pour équations :

Γ∗ω ∧ ω = 0 et Γ∗α +
dfΓ

fΓ
= α.On onstruit des intégrales premières partiulières de e feuilletage en résolvant sues-sivement

dF

F
= α puis dH = Fω.Dans des oordonnées on érit ω =
∑

widxi et α =
∑

aidxi. Le système d'équationsorrespondant est :
∂H
∂xi

wi
=

∂H
∂xj

wj
, ∂2H

∂x2
i

∂H
∂xi

= ai +
∂wi

∂xi

wi
pour 0 ≤ i, j ≤ n.Ce système donne un idéal di�érentiel J de OF . Le orps des frations du quotient K estde degré de transendane deux. Étant données deux solutions H1 et H2 des équationsi-dessus dans une extension de M∆, on a H1 = aH2 + b ave a et b deux onstantes del'extension. Le orps K est don une extension fortement normale de M∆ de groupe deGalois les transformations x → ax + b de la droite a�ne.Les feuilletages Riati-intégrables.Lorsque le rang transverse de Fω est trois, e feuilletage admet une suite de Godbillon-Vey de longueur trois : (ω, α, β). On onstruit des intégrales premières partiulières enrésolvant la suite d'équations :

dG = G2

2
ω + Gα + β

dF
F

= Gω + α
dH = Fω.Dans des oordonnées on érit ω =

∑
widxi, α =

∑
aidxi, β =

∑
bidxi. Le systèmed'équations aux dérivées partielles orrespondant est :

∂H
∂xi

wi
=

∂H
∂xj

wj

1
wi

(
∂2H

∂x2
i

∂H
∂xi

−
∂wi
∂xi

wi
− ai

)
= 1

wj

(
∂2H

∂x2
j

∂H
∂xj

−
∂wj
∂xj

wj
− aj

)

∂

∂xi




∂2H
∂x2

i

∂H
∂xi



− 1

2




∂2H
∂x2

i

∂H
∂xi




2

= wi




(

∂wi

∂xi

wi

)
− 1

2

(
∂wi

∂xi

wi

)2




+
∂ai

∂xi
− 1

2
a2

i + bi − ai

∂wi

∂xi

wi
.Ces équations donnent un idéal di�érentiel J de OF . Le orps des frations du quo-tient K est de degré de transendane trois. Étant données deux solutions H1 et H2 des



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 33équations i-dessus dans une extension de M∆ on a H1 = aH2+b
cH2+d
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