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CLASSIFICATION DES OBJETS GALOISIENS DE Ug(g)
HOMOTOPIE PRS

PAR TuHomAs AUBRIOT

RESUME. — Pour toute algbre enveloppante quantique Ug(g) de Drinfeld-Jimbo
et toute famille A = (X\jj)1<i<j<¢ € k* d’lments inversibles du corps de base, nous
construisons explicitement par gnrateurs et relations un objet galoisien Ay de Uq4(g)
et nous montrons que tout objet galoisien de Uq(g) est homotope un unique objet de
la forme Aj.

ABSTRACT (Classification of Galois objects of Ug(g) up to homotopy equivalence)

For any Drinfeld-Jimbo quantum enveloping algebra Uy(g) and for any family A =
(Aij)i<i<j<t € k* of invertible elements of the base field, we explicitly construct a
Galois object Ay of Uq(g) by generators and relations and we prove that any Galois
object of Uq(g) is homotopic to a unique object of type Ajy.

Introduction

Le concept d’extension Hopf-galoisienne qui a été beaucoup étudié ces
dernieres années est une généralisation naturelle du concept classique d’exten-
sion galoisienne de corps commutatifs. C’est aussi ’analogue algébrique de la
notion de fibré principal dans le cadre de la géométrie non commutative.

Bien qu’une littérature abondante ait été consacrée aux extensions Hopf-
galoisiennes (voir par exemple [M], [ﬂ] et les références données dans ces deux
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articles), on a peu de résultats sur leur classification & isomorphisme pres.
Pour contourner la difficulté — qui semble grande — de classer les extensions
Hopf-galoisiennes & isomorphisme pres, Kassel [E] a introduit sur les extensions
Hopf-galoisiennes une relation d’quivalence moins fine que I'isomorphie, relation
qu’il a appelée homotopie. Dans [@] Kassel et Schneider en ont fait une étude
systématique. Ils donnent notamment une application a la classification des ex-
tensions Hopf-galoisiennes lorsque ’algebre de Hopf est ’algebre enveloppante
quantique Uq(g) associée par Drinfeld et Jimbo & une algebre de Lie semi-simple
complexe g. L’une des conséquences des résultats de [@] porte sur ’ensem-
ble Hy(Uy(g)) des classes d’homotopie des extensions U,(g)-galoisiennes du
corps de base k (ces objets sont également appelés objets galoisiens de Uy(g)) :
Kassel et Schneider démontrent que Hy(Uy(g)) est en bijection avec le groupe de
cohomologie H*(G, k*), ot G est le groupe des éléments “group-like” de U, (g)
oprant trivialement sur le groupe k* des lments inversibles de k. Le groupe G
est un groupe abélien libre dont le rang ¢ est égal a celui de 'algebre de Lie g.
Il est bien connu que tout élément de H?(G, k*) peut étre représent par une
famille A de ¢(¢ — 1)/2 éléments non nuls du corps de base.

Le but de cet article est de construire explicitement par générateurs et re-
lations un objet galoisien Ay de U,(g) pour toute famille A de ce type et de
montrer que tout objet galoisien de U,(g) est homotope & un unique objet
galoisien de la forme Ay.

Au paragraphe 1, nous rappelons la définition des concepts d’extension Hopf-
galoisienne et d’objet galoisien. Nous redonnons également la présentation stan-
dard de l'algeébre enveloppante quantique Ug(g).

Les objets galoisiens Ay sont construits au paragraphe 2. Nous y énongons
aussi le théoreme principal de Iarticle.

Le paragraphe 3 est entierement consacré a la démonstration du théoréme.

1. Rappels

1.1. Extensions galoisiennes et objets galoisiens. — Soit k£ un corps
commutatif. Tous les objets de cet article appartiennent la catégorie tensorielle
des k-espaces vectoriels et nous ne considrons que des algbres de Hopf admet-
tant une antipode bijective. Si H est une algébre de Hopf et A est une algebre H-
comodule a droite dont la coaction est le morphisme d’algebres § : A — A® H,
nous définissons la sous-algebre B des éléments H-covariants de A par

(1) B={ac€A|dé(a)=ax1}.
L’application linéaire 8 : A®@p A — A ® H définie par
(2) Bla®d) = (a®1)i(d),

pour a, a’ € A, est appelée lapplication canonique associée & A. Une algebre H-
comodule a droite A est une extension H-galoisienne de B si B est la sous-
algebre des éléments H-covariants de A, si I’application canonique 8 : AQp A —
H ® A associée a A est un isomorphisme et si A est fidelement plat en tant
que B-module a droite ou a gauche.

Un objet galoisien d’une algebre de Hopf H est une extension H-galoisienne
du corps de base k.

Deux extensions H-galoisiennes A et A’ de B sont dites isomorphes s’il existe
un morphisme f : A — A’ d’algebres H-comodules qui soit un isomorphisme
et qui soit 'identité sur B.
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Nous notons Galg (H) I’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions H-
galoisiennes de B. L’ensemble Galp(H) peut étre considéré comme un foncteur
contravariant en H. En effet, soit ¢ : K — H un morphisme d’algebres de
Hopf. Rappelons [@] que, tant donn une algbre de Hopf H, un comodule A
droite de coaction §4 et un comodule K gauche de coaction dg, le produit
cotensoriel AOy K est dfini comme le noyau de 'application

(3) Ida®dg — 04 QIdg : AQK - AQHQRK,

(ou encore 1'galisateur des coactions de A et K). Si A est une extension H-
galoisienne de B droite, alors

(4) *(A) = AOy K

est une extension K-galoisienne de B droite d’aprs [g, Prop 3.11 (3)].

Kassel et Schneider [KY] (voir aussi [K]) ont défini une relation d’équivalence,
notée ~ et appelée homotopie, sur Pensemble Galg(H) (nous renvoyons & [KY]
pour la définition). Nous notons Hp(H) l'ensemble des classes d’homotopie
d’extensions H-galoisiennes de B. L’application

(5) i*: Galg(H) — Galg(K)

induite par un morphisme d’algebres de Hopf i : K — H et définie plus haut,
passe aux classes d’homotopie et définit une application

(6) ’L*HB(H)HHB(K)

1.2. Cocycles et extensions clives. — Suivant ([M, Chapitre 7]), nous
dirons qu’une application bilinaire o : H x H — k est un cocycle normalis
inversible pour ’algbre de Hopf H si ¢ est inversible pour la convolution et
vrifie les relations

(7) o(r1),y1))o(T@)Ye), 2) = oYy, 2(1))0 (T, Y2) 2(2))
et
(8) o(l,2) = o(x,1) = e(x),

pour z,y,z € H (e est la conit de H).

Nous avons utilis ici la notation de Sweedler A(z) = x(1) ® 2(2) pour la
comultiplication A de H, notation que nous utiliserons dans la suite de I'article
pour les diffrentes comultiplications et coactions.

Rappelons (, Chapitre 7]) que si H est une algbre de Hopf, 0 : Hx H — k
un cocycle inversible normalis et B une algbre, alors le produit crois Bii, H est
I’espace vectoriel B ® H muni du produit associatif et unifre

9) (ath)(bik) = o(h(y), key)abiih(a) k),

pour tout a,b € B et h,k € H. De plus, cette algbre peut étre munie d’une
structure d’algbre H-comodule droite induite par la comultiplication de H,
ce qui fait de Bfi,H une extension H-galoisienne de B. Les extensions H-
galoisiennes de cette forme sont appeles extensions clives (cleft en anglais).
Lorsque k = B, le produit crois kfy H s’identifie H muni du produit

(10) T ooy =0(Ta),Y1))T2)Y2),

pour z,y € H. Nous notons ,H 1’espace vectoriel H muni de ce produit asso-
ciatif dont 1'unit est celle de H.
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Si H est une algbre de Hopf et p est un cocycle normalis inversible, nous
pouvons aussi dfinir ’algbre de Hopf H” comme la cogbre H munie du produit
associatif modifi

(11) Ty = p@ay,y1)Te)Yer  (TE)Ys),

pour z,y € H. Nous dfinissons aussi pour toute H-comodule algbre droite A la
H?-comodule algbre tordue droite A, qui est le H”-comodule (ou H-comodule)
A muni du produit

(12) a-pb=ambayp” (a@) b)),

pour a,b € A. Alors il existe une bijection entre les extensions H-galoisiennes
de B droite et les extensions HP-galoisiennes de B droite j : Galg(H) —
Galp(H?) donne par

(13) J(A) = Ap.

Montgomery et Schneider [@, Thorme 5.3] ont montr que, si ,H est une
extension clive de H, alors son image j(oH) = (oH), dans Gali(H”) est une
extension clive de H” qui s’identifie . ,-1(H?).

Au paragraphe 3, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 1. — Soit H' une sous-algbre de Hopf d’une algbre de Hopf H et o’ :
H @ H — k un cocycle de H', s’tendant en un cocycle o : H® H — k de H.
Nous avons alors un isomorphisme d’algbres

(14) CHOpH = H'.
Démonstration. — Considrons les bijections linaires (voir [EM, Prop 2.1])
(15) H % HogzH' % H

donnes par = (i ® Id) o A et v = e @ Id. Les structures d’espaces vectoriels
et de comodules de ,H et ,~H’ tant par dfinition les mémes que celles de H et
H' respectivement, ces bijections valent aussi pour ,H et o H' :

(16) JH Y HOpH % o H.

Montrons maintenant que 'isomorphisme p est aussi un morphisme d’algbres
de o H' sur ,HOy H. Notons g, h le produit dans ,~H’ de deux lments g et h
de H'; nous gardons la notation gh pour leur produit dans H’ et les notations
g, h pour les Iments g, h € H' vu dans H. Nous notons aussi g -, h le produit
dans ,H de deux lments g, h. Nous obtenons

(g -or h) = o' (hy, 9(1)) (9¢2)h2))

o’ (h(1y, 91)) (92 h2) © 9(3)h(3))
(a(h1y, 9(1)) 92 h2)) @ g3)h3)
=90) o ha) @ 92 h(2)

(17)

pour tout g,h € G, ce qui assure que
(18) w: oH — ,HOgH'

est un isomorphisme d’algbres.
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1.3. Les algebres enveloppantes quantiques de Drinfeld-Jimbo. —
Nous supposons dsormais que k est un corps de caractristique diffrente de 2
ou 3. Fixons la matrice de Cartan (a;j)1<i,j<¢+ d'une algbre de Lie semi-simple
complexe g, des entiers (d;)1<i<t € {1,2, 3} tels que d;a;; = d;aj; pour tout 1 <
i,j < t ainsi qu’un Iment inversible ¢ € k tel que ¢>% # 1 pour touti =1,...,t.

L’algbre de Drinfeld-Jimbo U,(g) (voir [[l, Chapitre 4]) est 'algbre associa-
tive unitaire engendre par les gnrateurs F;, F;, K; et KZ-_1 pour 1 < i <tetles
relations

(19) K K;=K;K;, KK '=K'K =1,
diaij o 1.
(20) K,E; = ¢%%i B, K,
(21) KZ'FJ‘ = q_diaiijKi,
K- K !

1—a¢j 1
(23) S || B s =0

r=0 " q%i

1—(11']' 1

1y —aij l—a;;—r T

(24) > )RR o

pour 1 <14,5 <t.
Il est bien connu ([, Chapitre 4]) que U,(g) peut étre munie d’une structure
d’algbre de Hopf avec la comultiplication A dfinie sur les gnrateurs par

(25) AE)=FE;®1+ K;® E;,

(26) AF)=F,oK '+10F,

(27) AKH) = K o K,

la coiinit € dfinie par

(28) e(E) =0, e(F)=0, K =1,

et antipode S dfinie par

(29) S(E)=-K; 'E;, S(F)=-FK; SK)=KT,

pour tout 1 < < +¢.

Notons G le sous-groupe multiplicatif de Uy(g) engendr par K1, Ko, ..., K;.
C’est un sous-groupe ablien libre de rang t. Notons encore Uy (g) ™ la sous-algbre
de U,(g) engendre par les gnrateurs Ki,KZ-_1 et F;, pour 1 < i < t, et les
relations ([19), (R0) et B3) et U,(g)~ celle engendre par les gnrateurs K;, K;*
et Fy, pour 1 <i <t, et les relations ([[9), (B1)) et (24). L’alghre de Hopf U, (g)
est filtre avec les gnrateurs KijEl en degr 0 et les gnrateurs F;, F; en degr 1.
L’algbre de Hopf gradue Gr U,(g) associe cette filtration est engendre, comme
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algbre, par F;, F;, K; et Ki_l, pour 1 <4 < t, soumis aux relations (@) - (@),
(), (B4) ainsi qu’ 1a relation de commutation

(30) E;F; — F;E; =0,

pour 1 <i,j <t Notons aussi Gr U,(g)™ la sous-algbre de Gr U,(g) engendre
par les gnrateurs K;, K; ' et E;, pour 1 < i < ¢, et les relations ([[9), (R0) et (23))
et Gr Uy(g)~ celle engendre par les gnrateurs Ki,Kfl et Fy, pour 1 <1 < ¢,
et les relations ), (@) et (@) et remarquons que nous pouvons identifier
Gr Uy(g)™ 2 Uy(g)™ ainsi que Gr Uy(g)~ = Uy(g)~.

Kassel et Schneider @, Section 4] ont montr qu’il existe un unique cocycle
normalis p : Gr Uy(g) x Gr U,y(g) — k qui vrifie

(31) p(Ki, Kj) = 1,

d —d;

(32) (B Fy) =~

pour 1 <i,5 <tet
(33) p(z,y) =0,

pour tous les autres couples de gnrateurs z,y (en particulier ce cocycle n’est
pas symtrique et p(F}, E;) = 0). De plus si z,y, z appartiennent la mme sous-
algbre Gr U,(g)" ou Gr U,(g)~, on a

(34) p(x,yz) = p(zy, y)p(T(2), 2),

(35) p(xy, z) = p(x, 2(2)) Py, 2(1))-

La relation (B4) est encore vraie si x € Gr Uy(g)™ et y,z € Gr Uy(g)* et la
relation (BY) est vraie si z,y € Gr U,(g)~ et z € Gr U, (g)*. En particulier, ces
relations impliquent

(36> p(zﬂ 1) = p(]‘ﬂ 1') = E(SC),

pour tout z € Gr U,(g). Kassel et Schneider [KY, Section 4] ont tabli qu’il
existe un isomorphisme d’algbres de Hopf U,(g) = Gr Uy(g)” qui est l'identit
sur les gnrateurs.

2. Le rsultat

Nous considrons une famille (A;;)1<i<;<¢ d'lments inversibles de k. Par com-
modit, nous posons A;; = )\]-_1-1 et A\j; =1 pour tout 1 <5 <3<t

Nous dfinissons l'algbre Ay comme 'algbre associative unitaire engendre par
des gnrateurs X;,Y;, Z;, ZZ-_1 pour 1 <1 <t et les relations

(37) ZiZy =N, Z;Zi,  ZiZ7t =77 Zi =1,
(38) ZiX; = \,;q" X, Z;,

(39) Z;Y; = qfdiaijyjzi,
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Zi
(40) XiY =YX = bij ——,
™ —qg
1—a¢j 1
(41) S [] araex —o
r=0 " qdi
1—a¢j 1
(42) Z (71>r |: T(Mj:| Yil—aij—Tyj}/ir =0,
r=0 qdi
pour 1 <14,5 <t.
Posons
(43) (X)) =X ®1+ Z; ® Ej,
(44) sY)=YieK '+10F,
(45) 8z =z o K

pour tout 1 < < t.
Nous nonons maintenant notre rsultat principal.

THEOREME. — 1) Les formules (f3), {4) et (3) munissent A\ d’une struc-
ture d’objet galoisien cliv sur Uy(g).

2) Tout objet galoisien sur U,(g) est homotope un objet galoisien de la
forme Ay.

3) Deuz objets Uy(g)-galoisiens Ay et Ax sont homotopes si et seulement si
les familles X et X' les dfinissant sont gales.

La suite de D'article est consacre la dmonstration du thorme.

3. Dmonstration du thorme

3.1. Cocycles sur Gr U,(g) provenant d’une famille A\. — Pour toute
famille A = (\ij)1<i<j<¢ d’inversibles de k, nous notons encore \;; = )\;il
et Aj; = 1 pour tout 1 < j < ¢ < ¢ et nous dfinissons un cocycle de Gr U,(g)
comme suit. Notons oy : k[G] x k[G] — k D'application bilinaire dtermine
par

(46) ox(Ki, Kj) = Aij,

pour 1 <i,5 <t, et par

(47) ox(9192, h) = ox(g1, h)or(g2, h),
et

(48) ox(h, g192) = oa(h, g1)or(h, g2),

pour g1,92,h € G. On a donc o (1,g) = ox(g,1) = 1 pour tout g € G.
Soit 7 : Gr Uy(g) — k[G] le morphisme d’algbres de Hopf dfini par

(49) n(Ei) =n(F;) =0, w(K) =K,

pour i =1,...,t. Posons oy = oy o (7w x7) : Gr Uy(g) x Gr Uy(g) — k. On ale
lemme immdiat suivant.
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LEMME 2. — Les applications o et oy sont des cocycles normaliss pour les al-
gbres de Hopf k[G] et Gr Uy(g), respectivement, inversibles pour la convolution,
d’inverses respectifs oy—1 et oy-1.

3.2. L’algbre comodule Ay comme U,(g)-extension clive. — Consid-
rons une famille A = (A;j)1<i j<¢+ d’lments inversibles de & et les cocycles (pour
'algbre de Hopf Gr U,(g)) o», dfini au paragraphe 1.3, et p~! inverse (pour
la convolution) du cocycle p, dfini par Kassel et Schneider et rappel au para-
graphe 1.3. La convolution de ces deux cocycles dfini un cocycle o, = o x p~*
pour 'algbre de Hopf Gr U,(g)? = U,y(g) (voir [MS, Thorme 5.3]).

LEMME 3. — Le cocycle inversible o, = ax * p~' : Uy(g) ® Uy(g) — k wvrifie
les relations

(50) op(1,2) = e(x) = op(x, 1),

et si x,y,z appartiennent la mme sous-algbre Uy(g)t ou Uy(g)™ ou si les
termes dans le premier membre de o, appartiennent U,(g)~ et ceuxr du second
membre appartiennent Ug(g)™, nous avons

(51) Jp(z,yz) = O'p(l'(l),y)o'p(.f(g),Z),
(52) O—p(zyaz) = O—P(zaZ(Q))O—P(yaZ(l))'
De plus, nous avons
(53) Up(Kia K]) = Az]a
(54) (Bi, Fy) = -2

Op\ Ly ') = ————)

P J qdl —q d;

pour tout 1 < i,j < t. Pour les autres couples (x,y) de gnrateurs nous avons
(55) op(z,y) =0.
Démonstration. — La relation de normalisation (@) est vrifie immdiatement

partir des conditions de normalisation pour @ et p. Les relations (F1)) et (52
se dduisent de la dfinition de oy comme bi-caractre et des relations (B4) et
(BY). Ces relations ne sont donc vrifies que pour des lments de la mme sous-
algbre U, (g)™ ou U,(g)~ ou si le premier terme appartient U,(g)~ et le second
U,(g)* comme pour les relations (B4) et (BF) de p.

La relation (F3) est une consquence des relations £7), (BI)) et (). La re-
lation (54) s’obtient partir des relations (29), €4), (B2), (%) et (E) comme
suit :

O'p(Ei, Fj) = O')\(Ei, Fj)pil(l, Kj_l) =+ O’)\(E’i7 1)[)71(1, F])
+UA(Ki, Fj)pil(Ei, K;l) + O',\(I{i7 1)[)71(Ei, Fj)
5ij
g% — g~
pour tout 1 < 4,5 < t. Pour les autres couples de gnrateurs le calcul se fait
de facon similaire et chaque terme de la somme apparaissant est nul, ce qui
implique la relation @) O

(56)

Posons, pour 1 <17 <t
(57) ox(Xi) = Ei, on(Yi)) =Fi, oa(Z) = K
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LEMME 4. — Les formules (57) dfinissent un morphisme d’algbres Uy(g)-
comodules droite oy : Ax — 5 Uq(g).

Démonstration. — a) Vrifions d’abord que ¢, est un morphisme d’algbres. Il
suffit d’tablir que Pimage des relations (B7) — (1) est nulle dans o,Uq(8).
Considrons la relation (B7) de commutation entre les Z;. On a

ox(ZiZj) = oA(Zi) -0, 2 (Z))
= K; - K
= 0,(K;, Kj) KK
= )\ZJKZKJ
(58) = Aij KK
= AngP(KjaKi)KjKi
= >\Z2JKJ op Kz
2
= )‘z‘j‘P/\(Zj) o, ox(Zs)
= oa(\}; Zi Z4),

pour tout 1 < 4,5 < t. De la méme faon on dmontre
(59) oNZiZ7Y) = ex(Z7' Z:) =1,

pour tout 1 <4,5 <'t.
Considrons la relation (B§) de commutation entre Z; et X;. On a

ox(ZiXj) = oa(Zi) -0, A (X;)
=K, -y, E
== Up(Ki, EJ)Kzl + Up(Kia Kj)KiEj
=0+ \; K Ej

(60) = \ijqh%i B K;

= Xijq"1 9 (0 + Nijo, (K, Ki) E; K;)
= X,q" "9 Ej -5, Ki
= 250" oA (X)) -0, oA (Zi)
= oA(\ 4" X Z;),

pour tout 1 <14,5 <'t.
La relation (BY) se dmontre de faon similaire. Pour (fd) on a
(61)
oA XY = Y;Xi) = oa(Xi) o, o (Y)) — oA (Y)) o, o (X5)
=FE; -, Fj — I} o E;
= (0p(Ei, 1K' + 0,(Ei, 1)1F; + 0,(K;, Fj) B, K !
+0,(Ki, 1)EiFy) — (0,(Fj, E)K; "1+ 0,(1, E;) Fj1
+0,(Fj, Ki)K; ' Ei + 0,(1, K;) F} E;)

pour tout 1 <i4,5 <t.
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Considrons la relation de Serre quantique (@) pour le gnrateur X;. Notons
que

Ei g, Ej = 0,(E;i, Ej)1 + 0,(E;, Kj)1E;
(62) +Up(Kian)Ei1 +Up(KiaKj)EiEj
= N Ei

pour tout 1 < 7,5 < ¢. Nous ne considrons que des lments de U,(g)", nous
pouvons donc utiliser les relations (B1)), (f9) et () pour calculer les valeurs
du cocycle o, valeurs qui sont nulles ds que le gnrateur E; apparait, et obtenir

Ei s, Ej 5, Ej

63 — = 0,((Ei) 1), (Ej)(1)oo((Ei)2) (Ej) ), (E) ) (Ei)3)(Ej) 3)(Ej) 2)
=0+ UP(KZ,KJ Up(KlKJ,KJ)ElEJE
= )\2 E; E2

<.

pour tout 1 < 4,5 < t. De faon similaire, nous avons

(64) Ei s, Ei 5, Ej = AijEEJ
et
(65) E; -, Ej o, E; = E;E;E;,

pour tout 1 < 4,5 < t. Par rcurence sur les entiers a, b et ¢, on montre facilement
que le produit de a fois le gnrateur E;, b fois le gnrateur E; et c fois le gnrateur
FE; vaut
(66)

Eig, g, Bio,Ej v 0, Eig Eig, g B =FE; D

j O i

_ b(a=¢) rra ;b e
_)‘ij EiEjEi

dans ; U,(g) pour tout 1 <, j < t. Remarquons en particulier que la puissance
d’un lment E; est la méme pour le produit classique de Uy(g) ou pour celui de
+,Uq(8), ce qui justifie la notation Ej'.

Alors, en utilisant (66), on obtient
(67)

—ag; r 1—ayy a;j+2r— —a;j—r r
12 (Zi_oj(l) [ r ]] . /\ijj+2 1Xi1 ! Xin)
- q ¢

=¥ (=) : 7raij | 4 /\?fjJrQT_lsﬁA(Xz‘)l*a”*T ‘o, PA(XG) w0, o2 (Xi)"
B El ai; (—1)" :1 —raij : qdl. )\?;jﬁ'QT*lEil*aij*T oy Ej o, B
B e et XA T B
S at
B Zl o (1) _1 —raij_ . Eil—airrEjEzr

=0.
De manire similaire, pour les gnrateurs F; dans U,(g)~, nous avons

Fy o, Fj = 0,(F;, Fj)K; 'K ' 4+ 0,(Fi,1)K; 'F;
(68) +0,(1, Fj)FK; ' +0,(1,1)F;F;
= F,F;
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et par rcurence

a b ¢ _ ra b e
(69) Ff-y F'-y Ff = FFF,

K2

pour tout 1 < 4,5 <t eta,b,ce N. Le produit des Iments F; est donc le méme
dans , Uq,(g) et dans Uy(g). La relation de Serre quantique ({J) dans A pour
le gnrateur Y; est alors une consquence immdiate de la relation (@) pour le
gnrateur F; dans Uy(g).

b) Pour montrer que @) est aussi un morphisme de comodules, il suffit,
puisque la comultiplication de Uy(g) est un morphisme d’algbres, de vrifier que
le diagramme

AA W—A> apUq(g)
(70) s la

®Id
A\ e U, (9) R opUq(g) ® U, (9)

commute pour une famille de gnrateurs de I’algbre Aj.
Pour les gnrateurs Ziﬂ, on a
Nopx(Zi) = A(K)
_ K:tl ® K:I:l
_ ( ©x ®Id>(zi1 ®Ki1)
= (px®1Id) o 5(Zi1)

(71)

pour les gnrateurs X;, on a

A o @A(Xl) = A(EZ)
=Eo1+K;®FE;
= (pARI)(X;®1+Z; ® E)
= (pxr ®1d) 0 0(X;);

(72)

pour les gnrateurs Y;, on a
Ao (Vi) = A(F)
=FeK '+10F

73 _

(73) = (@I, @K' +10 F)

pour tout 1 <74 < t. O
LEMME 5. — Le morphisme oy : Ax — 5,Uq(g) est un isomorphisme.

Démonstration. — Avec [[], Chapitre 4], introduisons 'algbre de Hopf U en-
gendre par les gnrateurs F;, F; et K;*' soumis aux relations ([[J) - (2) de
commutation de U,(g). Cette algbre peut étre munie d’une structure d’algbre
de Hopf avec la comultiplication, la coiinit et 'antipode dfinies par les mémes
relations (P5) — (R9) que pour U, (g). L’algbre U,(g) est alors le quotient de 1'al-
gbre U par l'idal I engendr par les relations de Serre quantiques (@) et (@) ;
notons P le morphisme d’algbre de Hopf de projection de U sur U,(g). La
famille
i B g i j j

(74) F;EfKL =" --~F§"Ef1“ -~-Efp’"KZ“ Klzlt,
ou il,.. .,’in,jl,. ..,jp,ll,. ..,lt parcourent {1, ..,t}, Qg y e .,Oéin,ﬂjl,...,ﬂjp
parcourent N et 7,,...,, parcourent Z, est une base de U (voir [[J]). L’algbre
de Hopf k[G] est aussi la sous-algbre engendre par les lments “group-like” de U.
Considrons le cocycle (que nous noterons encore o,) 0,0 (P®P):UQU — k
et notons , U l'algbre obtenue de U partir du cocycle ¢, en suivant le procd
derit au paragraphe 1.2 et dont le produit est donn par la relation (E)
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Cherchons maintenant une base de , U adapte au produit -,,. Remarquons
que de la méme manire que pour les relations (@) et (@), le produit d’un
Iment F; avec un Iment E; vaut dans ;U

F; o, E; = 0,(F;, E))K; ' +0,(F;, K;)K; 'E;
(75) +Up(1;Ej)E+0p(1;Kj)FiEj
= F,Fj,

celui d'un lment F; avec un lment K; vaut

Ei o, Kj = 0,(Ei, Kj)Kj + 0,(K;, Kj)E; K

(76) — \;EiK;

et celui de deux Iments K; et K; vaut

Ki 'ap Kj = Up(Kin)Kin

(77 = N\ Ki K,

pour tout 1 < 4,5 < ¢. Si les indices j1, ..., jp, 1, .., parcourent {1,... ¢},
notons J la suite d’indice j1, ..., jn,l1, l2, ..., l; et Ji la suite dfinie partir de la
prcdente en ne gardant que les indices partir de I'indice k (par exemple J;, =
jg,...,jn,ll,...,lt et Jl5 :l5,...,lt).

Nous devons calculer les produits dans ;U de produits des gnrateurs, et
nous avons donc besoin des valeurs de o, sur ces produits. Prcisment, nous
devons calculer les valeurs du cocycle o, pour des produits des gnrateurs Fj,
ce qui est possible avec les relations (§1)) et (52) car nous restons dans la mme
sous-algbre , U~ (dfinie de manire vidente comme pour Uy(g)~). De mme, la
valeur du cocycle o, sur les produits entre les gnrateurs E; et K; se calcule
grce ces relations car ces lments appartiennent la mme sous-algbre ,U T,
Enfin, les produits entre les gnrateurs F; et E; font intervenir le cocycle o,
avec comme terme de gauche des Iments de , U™ et comme terme de droite
des Iments de 5, U T, ce qui nous permet encore d’utiliser les relations @) et
(69). Alors, de faon similaire (FJ) - (5d), nous utilisons les relations (53), (68
et (F3) - (F7), exprimant les produits dans o, U des gnrateurs F;, E; et K; sur

la base F;—Ejﬁ—]K ;—l, de manire rpte grace aux relations (51)) et (53) de dfinition

. i B i B
de o,, pour exprimer les lments Ff— ‘o, El_] ‘o, KZ—l sur la base Ff—El—]K Z—l :

(78)
Qi Bi i i in B B
Ft e, El_J o, KL_L: FZFIY L g, Fi S O Ejp]p

iy Vg
Op Kl 1 9p Tp Klt

= (FO . FnY, ((Hj1Sj<j’Sjp 8P B . Ef)
‘o, ((Hllgl<l’§lt )‘zvllfw)szlLl o 'Kzlt)
= Ilkes Hk’eJk )‘ZII;'M/ F%E%KLLL’
ol ky, dsigne fy, si k est un indice relatif F (soit de la forme j,,) et dsigne v, si k

est un indice relatif K (soit de la forme ,,,). La famille E;—i-ap Fjﬁ—j-,,p KZ—I forme

, . _ . . - KKy
une base de l'espace vectoriel U = , U puisque les scalaires [ [, . ; [ 11 c T Nk

sont tous non nuls.

Notons XEEX]&ZZLL le produit Y;, 't - Y Xjﬁlj1 X

&, L, sont les multi-indices correspondant iy, ..., %n, Q..o s Qs 15+ - Jps

Bip My My s - .
R SN T
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Birse s Bipsliy ol vy oo, et dﬁ?issons I'application linaire ¢ : ,,U —
A, par sa donne sur la base F;— ‘o, El—J ‘o, KZ—l :
QG 57]

(79) Q/J(F; o, E

T ai Bi
i o Kf) = Y;*X;Zf

Dmontrons que 1 est un morphisme d’algbres. Les calculs @) - (@) assurent
aussi que

(80) Ki o, K; = XK -0, Ki,
(81) Ki o, Bj = X;q" " Ej -4, K,
(82) Kl 0p F] = qidiaij FJ ‘op K'L
et

K;
(83) Ei 5, Fj = Fj -0, Ei = 5ijm,

pour tout 1 < 4,5 < t. Alors pour crire le produit de deux lments de la base
i Bi W o S5 n
F o, B o, K et Fiio oo, B, Kii

miutationi() - (BY) de manire rpte pour obtenir une criture sur la base :

, nous utilisons les relations de com-

(84)
’ ! /
Qi ﬁ_] 0O\ Q& ﬁ_] ol ai//ﬁj//’yl// o ﬁj// Y
(7o, '%KL)"’P<F” ool "’PKK> Tpgrrr o e,
Oti//ﬂj//’ylll R
avec Ty iy € k. Remarquons que, dans ’algbre Ay, nous avons les mmes

relations de commutation (B7) - (B0) et donc le produit de deux Iments de la
B A
forme YiﬁX ]&lel et YZ,&X ]T]ZZTZ vaut de la mme manire

ey ﬁ o’ ﬁ, ’yl ai//ﬁ~//’yl// o’ ﬁ” ’y”
Qi P & T T Sl PG Y TS
(85) YEXPZ) (Y X2 ) = S i Y X 2y
Nous avons donc
’ ! ’
i Bi m g Bi .
w(Fi K El K KL Tp Fﬁ Tp EL K KL)
O‘i”ﬁj”m Oz;-/ ﬁ;/ 'Yl”
=Y (Z Ty Fg o, B o, Ky
B ol ﬁ;/ ’Yl”
(86) - E'Tﬁj”l” }/i”z XJTZZT

o Bs o (19 P
- (Y;szf) (Y,Xjle_,)

(633 B " :. B; 'Yl/
- T/J(F; op Ef op Kf) op w(FI op Ei ‘op KZ)’
ce qui tablit que ¢ est un morphisme d’algbres. Par suite, comme les gnrateurs
de ’algbre Ay appartiennent l'image de 1, celle-ci est surjective. Pour montrer
que 1 se factorise travers , U,(g), il suffit de montrer que le noyau de P est
inclus dans le noyau de 1. Soit u appartenant au noyau de P ; alors u appartient

13
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I'idal engendr par les relations de Serre quantiques () et (@) Donc u est une
combinaison linaire d’Iments de la forme

(87)
8 1—apq 1 , Kz ,
[e2) j Yl —a _ _ oy j Y
s a5 o [0n] ) i
- r=0 qr -
et de la forme
(88)
8 l—apq 1 , ﬁ/ ’
i j — a _ _ o j 7,
F?_'UPEJ'_J.UPKIW_I< Z (_1)T |: r pq:| FPI “r TFPF!;) Fi_’_"TPEJT]"TpKL’_L’
- r=0 q’r -
avec 4, @i, J, 3j,1, 7 des multi-indices de la forme prcdente et p,q = 1,...,t.

Par consquent 'lment u est une combinaison linaire d’lments de la forme

(89)

l1—a
i Bj ol pa 1—a +2r—1 ~1— _
Fia_.a'pEj_J.O'pKL_l'G'p< ZO (]‘)T|: r pq:| B AZZQ " EP “ra T'O'qu.a'pE;
r= qr

o B; o
i J
oy BTy B o, Kt

et de la forme

(90)
l—a
(o7 B 2l pe 1- a 1- -
Fl,—.gp EZ_J'UP KL—.UP ZO (71)7" |: . ;Dq:| ) Fp Apg—T ‘o, Fq ‘o, Fg)
r= qr
o Bi o4
'apFi_/_'Up EZ'UP KZ;

Donc 9 (u) est une combinaison linaire d’lments de la forme
(91)

Qi 55 2l G r 1- Qpq apq+2r—1 nl—apg—r
Y Fz' op Ej oo KL oo > (1) r Apg Ep op
= r=0 qr
oy By gl
Eq o E;) 0 Fﬂ o EL Tp Kf
l1-a
o B v - 1—a +or—1
= w (Fz_ ‘op E]_J ‘op KL_L) 1/1 Z (_1)T |: r pq:| )\ggq "
= r=0 qdp
1— — oz;-/ ﬁ// ’y//
Joa o, By o, E;) ¥ (Fi’ o, E]_,J - Kl%)
) . 1—apq _ _ _ _ ’,
= VEXPZE (N D A XX v
2 J L =0 r v i
B;" 'Yl//
X7-zg
et, de faon similaire, d’lments de la forme
(92)
Qi Bi 2l 1 r 1- Qpq 1—apg—r T
dj(Fé op Ej op KL op > (=1) r Iy op Fy K FP
= r=0 qr
Oz;., B;/ ’YL//
-UPFi ‘o, Ej/ ‘o, Kf)

Qi B; 'YL_ 1*apq r 1 —a 1—llpq—7‘ - a;, ﬁ// w_l/,
}E_szf< 2 (1) [ , pq} Y Yqu> o Gl
r= qr
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Les deux derniers membres de (91)) et de () sont nuls en vertu de ([]) et ().
Il en rsulte que ¥ (u) est nul et que le morphisme v se factorise en un mor-
phisme ¥ : , U,(g) — Ax.

Le morphisme W est surjectif puisque % ’est. De plus nous avons la relation

(1 0 W) (FES o, B oo, KT) = x (VX[ 2])
(93) ‘ = AV o, A (X% -0, oa(Z0)
= F 0, B o, KT
pour tout multi-indices i, as, J, &,i, Y- Donce 'application ¢y o W est gale Ii-

dentit de ,,Uq(g). En consquence, ¥ est injective. Comme W est surjective, elle

est bijective d’inverse ). O
3.3. Dmonstration du thorme. — Le point (1) est une consquence du
lemme E

Dmontrons le point (2). Soit A un objet galoisien de U,(g). Notons i le
plongement naturel de k[G] dans U,(g) ; ce morphisme d’algbres de Hopf nous
permet en particulier de dfinir une structure d’algbre U, (g)-comodule gauche
sur k[G] par

Agia i®Id
] —

— Uy(9) @ K[G].

Comme nous 'avons expliqu au paragraphe 1.1, ce plongement i : k[G] —
Uq(g) induit une application

(94) kG kG @ k[G]

(95) 7% Galk(Uq(g)) — Galk(kz[G])
Considrons l'image i*(A) de A dans Gal(k[G]). D’aprs [KY, Prop. 3.2],
(96) Gal(k[G]) = H*(G, k*).

Il est bien connu que ce dernier groupe est isomorphe & Hom(A2Z!, k*) (voir
par exemple [B, Thorme V.6.4 (iii)]). Par conséquent, il existe une famille A
telle que i*(A) = ,,k[G].

Le lemme [] assure que i*(A) = , k[G] est isomorphe, comme algbre,
o, Uq(8)Ov, (9)k[G] qui vaut i*(,,Uq(g)), par dfinition de i*. Les lemmes Hetf
assurent que ., Uq(g) > A, et par suite nous avons

(97) i*(A) =" (Ax).

Or Kassel et Schneider @, Thorme 4.5] ont montr que l'application i* :
Hi(Uy(g)) — Hi(k[G]) est une bijection sur les classes d’homotopie d’exten-
sions galoisiennes. Par consquent, A et Ay sont homotopes.

Dmontrons le point (3). Supposons que Ay et Ay dfinissent le méme lment
de H(Uq(g)). Alors i*(Ax) = i*(Ax ) dans Hy(k[G]). D’aprs [KS, Prop 3.2], on
a Hi(k[G]) = Galg(k[G]). Il rsulte de ceci et de la bijection (Pd) que A = X.
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