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CLASSIFICATION DES OBJETS GALOISIENS DE Uq(g)

HOMOTOPIE PRS

THOMAS AUBRIOT

Résumé. For any Drinfeld-Jimbo quantum enveloping algebra Uq(g) and
for any family λ = (λij)1≤i<j≤t ∈ k

⋆ of invertible elements of the base
field, we explicitly construct a Galois object Aλ of Uq(g) by generators and
relations and we prove that any Galois object of Uq(g) is homotopic to a
unique object of type Aλ.

Introduction

Le concept d’extension Hopf-galoisienne qui a été beaucoup étudié ces dernières
années est une généralisation naturelle du concept classique d’extension galoisi-
enne de corps commutatifs. C’est aussi l’analogue algébrique de la notion de
fibré principal dans le cadre de la géométrie non commutative.

Bien qu’une littérature abondante ait été consacrée aux extensions Hopf-
galoisiennes (voir par exemple [M], [S] et les références données dans ces deux
articles), on a peu de résultats sur leur classification à isomorphisme près. Pour
contourner la difficulté — qui semble grande — de classer les extensions Hopf-
galoisiennes à isomorphisme près, Kassel [K] a introduit une relation d’quiva-
lence moins fine que l’isomorphie sur les extensions Hopf-galoisiennes, relation
qu’il a appelée homotopie. Dans [KS] Kassel et Schneider en ont fait une étude
systématique. Ils donnent notamment une application à la classification des ex-
tensions Hopf-galoisiennes lorsque l’algèbre de Hopf est l’algèbre enveloppante
quantique Uq(g) associée par Drinfeld et Jimbo à une algèbre de Lie semi-simple
complexe g. L’une des conséquences des résultats de [KS] porte sur l’ensem-
ble Hk(Uq(g)) des classes d’homotopie des extensions Uq(g)-galoisiennes du
corps de base k (ces objets sont également appelés objets galoisiens de Uq(g)) :
Kassel et Schneider démontrent que Hk(Uq(g)) est en bijection avec le groupe de
cohomologie H2(G, k∗), où G est le groupe des éléments “group-like” de Uq(g)
oprant trivialement sur le groupe k⋆ des lments inversibles de k. Le groupe G
est un groupe abélien libre dont le rang t est égal à celui de l’algèbre de Lie g.
Il est bien connu que tout élément de H2(G, k∗) peut être représent par une
famille λ de t(t− 1)/2 éléments non nuls du corps de base.

Le but de cet article est de construire explicitement par générateurs et re-
lations un objet galoisien Aλ de Uq(g) pour toute famille λ de ce type et de
montrer que tout objet galoisien de Uq(g) est homotope à un unique objet
galoisien de la forme Aλ.
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2 THOMAS AUBRIOT

Au paragraphe 1, nous rappelons la définition des concepts d’extension Hopf-
galoisienne et d’objet galoisien. Nous redonnons également la présentation stan-
dard de l’algèbre enveloppante quantique Uq(g).

Les objets galoisiens Aλ sont construits au paragraphe 2. Nous y énonçons
aussi le théorème principal de l’article.

Le paragraphe 3 est entièrement consacré à la démonstration du théorème.

1. Rappels

1.1. Extensions galoisiennes et objets galoisiens. Soit k un corps com-
mutatif. Tous les objets de cet article appartiennent la catégorie tensorielle
des k-espaces vectoriels. Si H est une algèbre de Hopf et A est une algèbre H-
comodule à droite dont la coaction est le morphisme d’algèbres δ : A→ A⊗H,
nous définissons la sous-algèbre B des éléments H-covariants de A par

(1) B = {a ∈ A | δ(a) = a⊗ 1}.

L’application linéaire β : A⊗B A→ A⊗H définie par

(2) β(a⊗ a′) = (a⊗ 1)δ(a′),

pour a, a′ ∈ A, est appelée l’application canonique associée à A.
Une algèbre H-comodule à droite A est une extension H-galoisienne deB siB

est la sous-algèbre des éléments H-covariants de A, si l’application canonique β :
A⊗B A→ A⊗H associée à A est un isomorphisme et si A est fidèlement plat
en tant que B-module à droite ou à gauche.

Un objet galoisien d’une algèbre de Hopf H est une extension H-galoisienne
du corps de base k.

Deux extensions H-galoisiennes A et A′ de B sont dites isomorphes s’il existe
un morphisme f : A→ A′ d’algèbres H-comodules qui soit un isomorphisme et
qui soit l’identité sur B.

Nous notons GalB(H) l’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions H-
galoisiennes de B. L’ensemble GalB(H) peut être considéré comme un foncteur
contravariant en H. En effet, soit i : K → H un morphisme d’algèbres de
Hopf. Rappelons [EM] que, tant donn une algbre de Hopf H, un comodule A
droite de coaction δA et un comodule K gauche de coaction δK , le produit
cotensoriel A2HK est dfini comme le noyau de l’application

(3) δA ⊗ IdK − IdA ⊗ δK : A⊗K → A⊗H ⊗K,

(ou encore l’galisateur des coactions de A et K). Si A est une extension H-
galoisienne de B, alors

(4) i⋆(A) = A2HK

est une extension K-galoisienne de B d’aprs [S, Prop 3.11 (3)].
Kassel et Schneider [KS] (voir aussi [K]) ont défini une relation d’équivalence,

notée ∼ et appelée homotopie, sur l’ensemble GalB(H) (nous renvoyons à [KS]
pour la définition). Nous notons HB(H) l’ensemble des classes d’homotopie
d’extensions H-galoisiennes de B. L’application

(5) i∗ : GalB(H) → GalB(K)
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induite par un morphisme d’algèbres de Hopf i : K → H et définie plus haut,
passe aux classes d’homotopie et définit une application

(6) i∗ : HB(H) → HB(K).

1.2. Cocycles et extensions clives. Suivant ([M, Chapitre 7]), nous dirons
qu’une application linaire σ : H ⊗H → k est un cocycle normalis pour l’algbre
de Hopf H si σ vrifie les relations

(7) σ(x(1), y(1))σ(x(2)y(2), z) = σ(y(1), z(1))σ(x, y(2)z(2))

et

(8) σ(1, x) = σ(x, 1) = ε(x),

pour x, y, z ∈ H.
Nous avons utilis ici la notation de Sweedler ∆(x) = x(1) ⊗ x(2) pour la

comultiplication ∆ de H, notation que nous utiliserons dans la suite de l’article.
Rappelons ([M, Chapitre 7]) que si H est une algbre de Hopf, σ : H⊗H → k

un cocycle inversible normalis et B une algbre, alors le produit crois B♯σH est
l’espace vectoriel B ⊗H muni du produit

(9) (a♯h)(b♯k) = σ(h(1), k(1))ab♯h(2)k(2),

pour tout a, b dans B et h, k dans H.
De plus, cette algbre peut être munie d’une structure d’algbre H-comodule

droite induite par la comultiplication de H, ce qui fait de B♯σH une exten-
sion H-galoisienne de B. Les extensions H-galoisiennes de cette forme sont
appeles extensions clives (cleft en anglais). Lorsque k = B, le produit crois k♯H
s’identifie H muni du produit

(10) x ·σ y = σ(x(1), y(1))x(2)y(2),

pour x, y deux lments de H. Nous notons Hσ l’espace vectoriel H muni de ce
produit.

1.3. Les algèbres enveloppantes quantiques de Drinfeld-Jimbo. Nous
supposons dsormais que k est un corps de caractristique diffrente de 2 ou 3.
Fixons la matrice de Cartan (aij)1≤i,j≤t d’une algbre de Lie semi-simple com-
plexe g, des entiers (di)1≤i≤t ∈ {1, 2, 3} tels que diaij = djaji pour tout

1 ≤ i, j ≤ t ainsi qu’un lment inversible q ∈ k⋆ tel que q2di 6= 1 pour
tout i = 1, . . . , t.

L’algbre de Drinfeld-Jimbo (voir [J, Chapitre 4]) est l’algbre associative uni-
taire engendre par les gnrateurs Ei, Fi,Ki et K−1

i pour 1 ≤ i ≤ t et les relations

(11) KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

(12) KiEj = qdiaijEjKi,

(13) KiFj = qdiaijFjKi,
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(14) EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

qdi − q−di
,

(15)

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

E
1−aij

i EjE
r
i = 0,

(16)

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

F
1−aij

i FjF
r
i = 0,

pour 1 ≤ i, j ≤ t.
Il est bien connu ([J, Chapitre 4]) que Uq(g) peut être munie d’une structure

d’algbre de Hopf avec la comultiplication ∆ dfinie sur les gnrateurs par

(17) ∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei,

(18) ∆(Fi) = Fi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi,

(19) ∆(K±1
i ) = K±1

i ⊗K±1
i ,

la coünit ε dfinie par

(20) ε(Ei) = 0, ε(Fi) = 0, ε(K±1
i ) = 1.

et l’antipode S dfinie par

(21) S(Ei) = −K−1
i Ei, S(Fi) = −FiKi, S(K±1

i ) = K∓1
i ,

pour tout 1 ≤ i ≤ t.
Notons G le sous-groupe multiplicatif de Uq(g) engendr par K1,K2, . . . ,Kt.

C’est un sous-groupe ablien libre de rang t.

2. Le rsultat

Nous considrons une famille (λij)1≤i<j≤t d’lments inversibles de k. Par com-

modit, nous posons λij = λ−1
ji et λii = 1 pour tout 1 ≤ j ≤ i ≤ t. Si λ et λ′ sont

deux telles familles, nous notons λ−1 la famille des inverses (λ−1
ij )1≤i,j≤t de λ

ainsi que λλ′ la famille des produits (λijλ
′
ij)1≤i,j≤t des lments de λ et λ′.

Nous dfinissons l’algbre Aλ comme l’algbre associative unitaire engendre par
des gnrateurs Xi, Yi, Zi, Z

−1
i pour 1 ≤ i ≤ t et les relations

(22) ZiZj = λ2
ijZjZi, ZiZ

−1
i = Z−1

i Zi = 1,

(23) ZiXj = qdiaijλ2
ijXjZi,

(24) ZiYj = qdiaijYjZi, ,
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(25) XiYj − YjXi = δi,j
Z−1

i − Zi

q−di − qdi
,

(26)

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij X
1−aij

i XjX
r
i = 0,

(27)

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

Y
1−aij

i YjY
r
i = 0,

pour 1 ≤ i, j ≤ t.
Si la famille λ est identiquement gale 1, l’algbre Aλ s’identifie l’algbre de

Drinfeld-Jimbo Uq(g). Il suffit pour cela de poser Ei = Xi, Fi = Yi et K±1
i =

Z±1
i pour tout 1 ≤ i ≤ t et de comparer les relations (22) - (27) et (11) - (16).
Posons

(28) δ(Xi) = Xi ⊗ 1 + Zi ⊗ Ei,

(29) δ(Yi) = Yi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi,

(30) δ(Z±1
i ) = Z±1

i ⊗K±1
i ,

pour tout 1 ≤ i ≤ t.
Nous nonons maintenant notre rsultat principal.

Théorème. 1) Les formules (28), (29) et (30) munissent Aλ d’une structure
d’objet galoisien cliv sur Uq(g).

2) Tout objet galoisien sur Uq(g) est homotope un objet galoisien de la
forme Aλ.

3) Deux objets Uq(g)-galoisiens Aλ et Aλ′ sont homotopes si et seulement si
les familles λ et λ′ les dfinissant sont gales.

La suite de l’article est consacre la dmonstration du thorme.

3. Dmonstration du thorme

3.1. Cocycles sur Uq(g) provenant d’une famille λ. Pour toute famille λ =
(λij)1≤i,j≤t, nous dfinissons un cocycle de Uq(g) comme suit. Notons σλ : k[G] ⊗ k[G] → k
l’application linaire dtermine par

(31) σλ(Kε
i ⊗Kε′

j ) = λεε′

ij ,

pour 1 ≤ i, j ≤ t et ε, ε′ ∈ {−1, 0, 1}, et par

(32) σλ(g1g2, h) = σλ(g1, h)σλ(g2, h),

et

(33) σλ(h, g1g2) = σλ(h, g1)σλ(h, g2),

pour g1, g2, h ∈ G.
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Soit π : Uq(g) → k[G] le morphisme d’algbres de Hopf dfini par

(34) π(Ei) = π(Fi) = 0, π(K±1
i ) = K±1

i ,

pour i = 1, . . . , t. Posons σ̃λ = σλ ◦ (π ⊗ π) : Uq(g) ⊗ Uq(g) → k.

Lemme 1. Les applications σλ et σ̃λ sont des cocycles normaliss sur k[G]
et Uq(g), respectivement, inversibles pour la convolution, d’inverses respectifs σλ−1

et σ̃λ−1.

Démonstration. L’application σλ est un bi-caractre et par suite un cocycle, nor-
malis en vertu de (31). De plus cette dfinition comme bi-caractre ((32) et (33))
assure que la donne de σλ sur les gnrateurs (K±

i )1≤i≤t de G, suffit dterminer σλ

sur k[G]⊗ k[G]. On vrifie alors immdiatement que σλ−1 est l’inverse de σλ pour
la convolution par un rapide calcul pour ces gnrateurs. Nous pouvons aussi vri-
fier que σσλ

⋆ σλ′ = σλλ′ si λ et λ′ sont deux familles d’inversibles de k et ⋆
dsigne le produit de convolution :

(35)

(σλ ⋆ σλ′)(Kεi

i ⊗K
εj

j ) = λ
εiεj

ij (λ′ij)
εiεj

= (λijλ
′
ij)

εiεj

= σλλ′(Kεi

i ⊗K
εj

j ).

De plus, nous avons σ1 = ν ◦ ε et, par suite, σλ−1 est l’inverse de σλ pour la
convolution.

Comme σλ est un cocycle normalis et que π est un morphisme d’algbres de
Hopf, σ̃λ = σλ ◦ π ⊗ π est un cocycle normalis. Pour voir que σ̃λ−1 est l’inverse
de σ̃λ, nous pouvons faire un calcul direct sur les gnrateurs comme ci-dessus,
ou remarquer que nous avons la relation σ̃λ ⋆ σ̃λ′ = σ̃λλ′ , si λ et λ′ sont deux
familles d’inversibles de k et ⋆ dsigne le produit de convolution :

(36)

(σ̃λ ⋆ σ̃λ′)(x, y) = σ̃λ(x(1), y(1))σ̃λ′(x(2), y(2))
= σλ(π(x(1)), π(y(1)))σλ′(π(x(2)), π(y(2)))
= σλ(π(x)(1), π(y)(1))σλ′(π(x)(2), π(y)(2))
= σλλ′(π(x), π(y))
= σ̃λλ′(x, y),

pour x, y ∈ Uq(g). Comme σ̃1 est encore gal la compose de la coünit et de
l’unit, nous voyons que σ̃λ−1 est l’inverse de σ̃λ. �

3.2. L’algbre comodule Aλ comme produit crois de Uq(g). Pour une
famille λ = (λij)1≤i,j≤t fixe, nous allons dfinir un morphisme d’algbres

(37) ϕλ : Aλ → Uq(g)σ̃λ
,

où Aλ est l’algbre dfinie au paragraphe 2 et Uq(g)σ̃λ
est obtenue partir de

l’algbre Uq(g) du paragraphe 1.3 en utilisant le cocycle normalis σ̃λ dfini au
paragraphe 3.1. Posons, pour 1 ≤ i ≤ t,

(38) ϕλ(Xi) = Ei, ϕλ(Yi) = Fi, ϕλ(Z±
i ) = K±

i .

Lemme 2. Les formules (38) dfinissent un morphisme ϕλ : Aλ → Uq(g)σ̃λ

d’algbres Uq(g)-comodules droite.
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Démonstration. a) Vrifions d’abord que Aλ est un morphisme d’algbres. Il suffit
d’tablir que l’image des relations (22) − (27) est nulle dans Uq(g)σ̃λ

.
Considrons la relation (22) de commutation entre les Zi :

(39)

ϕλ(ZiZj) = ϕλ(Zi) ·σ̃λ
ϕλ(Zj)

= Ki ·σ̃λ
Kj

= σ̃λ(Ki,Kj)KiKj

= λijKiKj

= λijKjKi

= λ2
ij σ̃λ(Kj ,Ki)KjKi

= λ2
ijKj ·σ̃λ

Ki

= λ2
ijϕλ(Zj) ·σ̃λ

ϕλ(Zi)

= ϕλ(λ2
ijZjZi).

De la même faon on dmontre que

(40) ϕλ(ZiZ
−1
i ) = ϕλ(Z−1

i Zi) = 1.

Considrons la relation (23) de commutation entre Zi et Xj :

(41)

ϕλ(ZiXj) = ϕλ(Zi) ·σ̃λ
ϕλ(Xj)

= Ki ·σ̃λ
Ej

= σ̃λ(Ki, Ej)Ki1 + σ̃λ(Ki,Kj)KiEj

= 0 + λijKiEj

= λijq
diaijEjKi

= λijq
diaij (0 + σ̃λ(Kj ,Ki)

−1σ̃λ(Kj ,Ki)EjKi)
= λ2

ijq
diaij (σ̃λ(Ej ,Ki)1Ki + σ̃λ(Kj ,Ki)EjKi)

= λ2
ijq

diaijEj ·σ̃λ
Ki

= λ2
ijq

diaijϕλ(Xj) ·σ̃λ
ϕλ(Zi)

= ϕλ(λ2
ijq

diaijXjZi).

La relation (24) se dmontre de faon similaire.
Considrons la relation (25) de commutation entre Xi et Yj :

(42)
ϕλ(XiYj − YjXi) = ϕλ(Xi) ·σ̃λ

ϕλ(Yj) − ϕλ(Yj) ·σ̃λ
ϕλ(Xi)

= Ei ·σ̃λ
Fj − Fj ·σ̃λ

Ei

=
(
σ̃λ(Ei, Fj)1K

−1
j + σ̃λ(Ei, 1)1Fj + σ̃λ(Ki, Fj)EiK

−1
j

+σ̃λ(Ki, 1)EiFj) −
(
σ̃λ(Fj , Ei)K

−1
j 1 + σ̃λ(1, Ei)Fj1

+σ̃λ(Fj ,Ki)K
−1
j Ei + σ̃λ(1,Ki)FjEi

)

= 0 + EiFj − FjEi

= δij
Ki −K−1

i

qdi − q−di

= ϕλ

(
δij

Zi − Z−1
i

qdi − q−di

)
.
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Considrons la relation de Serre quantique (26) pour le gnrateur Xi. Notons
que

(43)
Ei ·σ̃λ

Ej = σ̃λ(Ei, Ej)1 + σ̃λ(Ei,Kj)1Ej

+σ̃λ(Ki, Ej)Ei1 + σ̃λ(Ki,Kj)EiEj

= λijEiEj .

et, en utilisant (32), (33) et (43), on obtient
(44)
Ei ·σ̃λ

Ej ·σ̃λ
Ej = σ̃λ(Ei, (E

2
j )(1))1(E

2
j )(2) + σ̃λ(Ki, (E

2
j )(1))Ei(E

2
j )(2)

= σ̃λ(Ei, E
2
j )1 + σ̃λ(Ei, EjKj +KjEj)Ej + σ̃λ(Ei,K

2
j )E2

j

+σ̃λ(Ki, E
2
j )Ei + σ̃λ(Ki, EjKj +KjEj)EiEj

+σ̃λ(Ki,K
2
j )EiE

2
j

= σ̃λ(Ei, Ej)
2 + σ̃λ(Ei, Ej)σ̃λ(Ei,Kj)

+σ̃λ(Ei,Kj)σ̃λ(Ei, Ej)Ej + σ̃λ(Ei,Kj)
2E2

j

+σ̃λ(Ki, Ej)
2Ei + σ̃λ(Ki, Ej)σ̃λ(Ki,Kj)

+σ̃λ(Ki,Kj)σ̃λ(Ki, Ej)EiEj + σ̃λ(Ki,Kj)
2EiE

2
j

= λ2
ijEiE

2
j .

De la même manire, on a

(45) Ei ·σ̃λ
Ei ·σ̃λ

Ej = λ2
ijE

2
i Ej .

Par rcurence sur les entiers a et b, on montre facilement que le produit de a fois
le gnrateur Ei et de b fois le gnrateur Ej vaut

(46) Ei ·σ̃λ
· · · ·σ̃λ

Ei︸ ︷︷ ︸
a

·σ̃λ
Ej ·σ̃λ

· · · ·σ̃λ
Ej︸ ︷︷ ︸

b

= Ea
i ·σ̃λ

Eb
j = λab

ijE
a
i E

b
j

dans Uq(g)σ̃λ
. Remarquons en particulier que la puissance d’un lment Ei est

la même pour le produit classique de Uq(g) ou pour celui de Uq(g)σ̃λ
, ce qui

justifie la notation Ea
i . Alors, en utilisant (46) on a

(47)

ϕλ

(
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij X
1−aij

i XjX
r
i

)

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij ϕλ(Xi)
1−aij ·σ̃λ

ϕλ(Xj) ·σ̃λ
ϕλ(Xi)

r)

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij E
1−aij

i ·σ̃λ
Ej ·σ̃λ

Er
i )

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij λ
1−aij

ij (E
1−aij

i Ej) ·σ̃λ
Er

i

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

λ
aij−1+r

ij λ
1−aij

ij λr
jiE

1−aij

i EjE
r
i

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij

r

]

qdi

E
1−aij

i EjE
r
i

= 0.
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De manire similaire, nous avons

(48)

Fi ·σ̃λ
Fj = σ̃λ(Fi, Fj)K

−1
i K−1

j + σ̃λ(Fi, 1)K
−1
i Fj

+σ̃λ(1, Fj)FiK
−1
j + σ̃λ(1, 1)FiFj

= FiFj

et en vertu de (32) et (33), le produit de deux lments Fi et Fj est le même
dans Uq(g)σ̃λ

et dans Uq(g). La relation de Serre quantique (27) dans Aλ pour
le gnrateur Yi est alors une consquence immdiate de la relation (16) pour le
gnrateur Fi dans Uq(g).

b) Pour montrer que ϕλ est aussi un morphisme de comodules, il suffit,
puisque la comultiplication de Uq(g) est un morphisme d’algbres, de vrifier que
le diagramme

(49)

Aλ
ϕλ−−→ Uq(g)σ̃λ

↓δ ↓∆

Aλ ⊗ Uq(g)
ϕλ⊗Id
−−−−→ Uq(g)σ̃λ

⊗ Uq(g)

commute pour une famille de gnrateurs de l’algbre Aλ.
Pour les gnrateurs Z±1

i , on a

(50)

∆ ◦ ϕλ(Z±1
i ) = ∆(K±1

i )
= K±1

i ⊗K±1
i

= (ϕλ ⊗ Id)(Z±1
i ⊗K±1

i )
= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Z±1

i );

pour les gnrateurs Xi, on a

(51)

∆ ◦ ϕλ(Xi) = ∆(Ei)
= Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei

= (ϕλ ⊗ Id)(Xi ⊗ 1 + Zi ⊗ Ei)
= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Xi);

pour les gnrateurs Yi, on a

(52)

∆ ◦ ϕλ(Yi) = ∆(Fi)
= Fi ⊗K−1

i + 1 ⊗ Fi

= (ϕλ ⊗ Id)(Yi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi)

= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Yi),

pour tout 1 ≤ i ≤ t. �

Lemme 3. Le morphisme ϕλ : Aλ → Uq(g)σ̃λ
est un isomorphisme.

Démonstration. Avec [J, Chapitre 4] introduisons l’algbre de Hopf U engendre
par les gnrateurs Ei, Fi et K±1

i soumis aux relations (11) - (14) de commutation
de Uq(g). Cette algbre peut être munie d’une structure d’algbre de Hopf avec la
comultiplication, la coünit et l’antipode dfinies par les mêmes relations (17) −
(21) que pour Uq(g). L’algbre Uq(g) est alors le quotient de l’algbre U par
l’idal I engendr par les relations de Serre quantiques (15) et (16) ; notons P la
projection de U sur Uq(g). La famille

(53) E
αi

i F
βj

j K
γl

l = E
αi1
i1

· · ·E
αin

in
F

βj1
j1

· · ·F
βjp

jp
K

γl1
l1

· · ·K
γlt

lt
,



10 THOMAS AUBRIOT

où i1, . . . , in, j1, . . . , jp, l1, . . . , lt parcourent {1, . . . , t}, αi1 , . . . , αin , βj1 , . . . , βjp

parcourent N et γl1 , . . . , γlt parcourent Z, est une base de U (voir [J]). L’algbre
de Hopf k[G] est aussi la sous-algbre engendre par les lments “group-like” de U
et l’application p : U → k[G] dfinie pour tout i = 1, . . . , t par

(54) p(Ei) = p(Fi) = 0, p(K±1
i ) = K±1

i

est surjective. Nous pouvons considrer le cocycle inversible σ̌λ = σλ ◦ (p⊗ p) et
noter Uσ̌λ

l’algbre obtenue de U partir du cocycle σ̌λ en suivant le procd dcrit
au paragraphe 1.2. Remarquons que σ̃λ = P ◦ σ̌λ. Aussi pour simplifier nous
garderons la notation σ̃λ pour le cocycle σ̌λ.

Cherchons maintenant une base de ce même espace vectoriel adapte au pro-
duit ·σ̃λ

. Remarquons que de la même manire que pour les relations (43) et (48),
le produit d’un lment Ei avec un lment Fj vaut dans Uq(g)σ̃λ

(55)

Ei ·σ̃λ
Fj = σ̃λ(Ei, Fj)K

−1
j + σ̃λ(Ei, 1)Fj

+σ̃λ(Ki, Fj)EiK
−1
j + σ̃λ(Ki, 1)EiFj

= EiFj ,

celui d’un lment Fi avec un lment Kj vaut

(56)
Fi ·σ̃λ

Kj = σ̃λ(Fi,Kj)K
−1
i Kj + σ̃λ(1,Kj)FiKj

= FiKj

et celui de deux lments Ki et Kj vaut

(57)
Ki ·σ̃λ

Kj = σ̃λ(KiKj)KiKj

= λijKiKj ,

pour tout 1 ≤ i, j ≤ t. Si les indices i1, . . . , in, j1, . . . , jp, l1, . . . , lt parcourent
{1, . . . , t}, αi1 , . . . , αin , βj1 , . . . , βjp parcourent N et γl1 , . . . , γlt parcourent Z,
notons J la suite d’indice i1, . . . , in, l1, l2, . . . , lt et Jk la suite dfinie partir
de la prcdente en ne gardant que les indices partir de l’indice k (par ex-
emple Ji3 = i3, . . . , in, l1, . . . , lt et Jl5 = l5, . . . , lt). Alors, de manire similaire
(43) - (46), nous utilisons les relations (43), (48) et (55) - (57), exprimant les

produits dans Uq(g)σ̃λ
des gnrateurs Ei, Fj et Kl sur la base E

αi

i F
βj

j K
γl

l , de

manire rpte grâce aux relations (32) et (33) de dfinition de σ̃λ, pour exprimer

les lments E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l sur la base E
αi

i F
βj

j K
γl

l :

(58)

E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l = E
αi1
i1

·σ̃λ
· · · ·σ̃λ

E
αin

in
·σ̃λ

F
βj1
j1

·σ̃λ
· · · ·σ̃λ

F
βjp

jp

·σ̃λ
K

γl1
l1

·σ̃λ
· · · ·σ̃λ

K
γlt

lt

=
(
(
∏

i1≤i<i′≤in
λ

αiαi′

ii′ )E
αi1
i1

· · ·E
αin

in

)
·σ̃λ

(
F

βj1
j1

· · ·F
βjp

jp

)

·σ̃λ

(
(
∏

l1≤l<l′≤lt
λ

γlγl′

ll′ )K
γl1
l1

· · ·K
γlt

lt

)

=
∏

k∈J

∏
k′∈Jk

λ
κkκk′

kk′ E
αi

i F
βj

j K
γl

l ,

où κk dsigne αk si k est un indice relatif E (soit de la forme im) et dsigne γk

si k est un indice relatif K (soit de la forme lm). La famille E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l
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forme une base de U et de Uσ̃λ
puisque les scalaires

∏
k∈J

∏
k′∈Jk

λ
κkκk′

kk′ sont
tous non nuls.

NotonsX
αi

i Y
βj

j Z
γl

l le produitX
αi1
i1

· · ·X
αin

in
Y

βj1
j1

· · · Y
βjp

jp
Z

γl1
l1

· · ·Z
γlt

lt
si i, αi, j,

βj , l, γl sont les multi-indices correspondant i1, . . . , in, αi1 , . . . , αin , j1, . . . , jp,

βj1 , . . . , βjp , l1, . . . , lt, γl1 , . . . , γlt et dfinissons l’application linaire ψ : Uσ̃λ
→ Aλ

par sa donne sur la base E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l :

(59) ψ(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ) = X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l .

Dmontrons que ψ est un morphisme d’algbres. Notons λii′ =
∏

ik∈i,i′
k
∈i′ λiki′

k

le produit des λiki′
l
lorsque ik dcrit le multi-indice i et i′l dcrit le multi-indice i′.

Trouvons l’criture dans la base E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l du produit de deux lments

de cette base. Les calculs (39) - (42) assurent aussi que

(60) Ki ·σ̃λ
Kj = λ2

ijKj ·σ̃λ
Ki,

(61) Ki ·σ̃λ
Ej = λ2

ijq
diaijEj ·σ̃λ

Ki,

(62) Ki ·σ̃λ
Fj = qdiaijFj ·σ̃λ

Ki

et

(63) Ei ·σ̃λ
Fj − Fj ·σ̃λ

Ei = δi,j
Ki −K−1

i

qdi − q−di
,

pour tout 1 ≤ i, j ≤ t. En utilisant ces relations de commutation (60) - (63) de
manire rpte, nous obtenons

(64)

E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

= λ2
li′q

dlali′E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

= λ2
li′q

dlali′

(
E

αi

i ·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

+E
αi

i ·σ̃λ
δi′,j

Kj−K−1
j

q
dj−q

−dj
·σ̃λ

K
γl

l ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

)

= λ2
li′q

dlali′

(
E

αi

i ·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

+E
αi

i ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
δi′,j

Kj−K−1
j

q
dj−q

−dj
·σ̃λ

K
γl

l ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

)
.
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De manire similaire, les relations (22) - (25) assurent que l’criture dans Aλ

du produit de deux lments de la forme X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l vaut

(65)

(
X

αi

i Y
βj

j Z
γl

l

)(
X

α′
i

i′ Y
β′

j

j′ Z
γ′

l

l′

)

= λ2
li′q

dlali′

(
X

αi

i ·σ̃λ
X

α′
i

i′ ·σ̃λ
Y

βj

j ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
Z

γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

+X
αi

i ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
δi′,j

Zj−Z−1
j

q
dj−q

−dj
·σ̃λ

Z
γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

)
.

Nous avons donc

(66)

ψ(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′ )

= ψ

(
λ2

li′q
dlali′ (X

αi

i ·σ̃λ
X

α′
i

i′ ·σ̃λ
Y

βj

j ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
Z

γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

+X
αi

i ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
δi′,j

Zj−Z−1
j

q
dj−q

−dj
·σ̃λ

Z
γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

)

= λ2
li′q

dlali′

(
X

αi

i ·σ̃λ
X

α′
i

i′ ·σ̃λ
Y

βj

j ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
Z

γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

+X
αi

i ·σ̃λ
Y

β′
j

j′ ·σ̃λ
δi′,j

Zj−Z−1
j

q
dj−q

−dj
·σ̃λ

Z
γl

l ·σ̃λ
Z

γ′
l

l′

)

= X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l X
α′

i

i′ Y
β′

j

j′ Z
γ′

l

l′

= ψ
(
E

αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l

)
ψ

(
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

)
,

ce qui tablit que ψ est un morphisme d’algbres. Par suite, comme les gnrateurs
de l’algbre Aλ appartiennent l’image de ψ, celle-ci est surjective. Pour montrer
que ψ se factorise travers Uq(g)σ̃λ

, il suffit de montrer que le noyau de P est
inclus dans le noyau de ψ. Soit u appartenant au noyau de P ; alors u appartient
l’idal engendr par les relations de Serre quantiques (15) et (16). Donc u est une
combinaison linaire d’lments de la forme

(67) E
αi

i F
βj

j K
γl

l

(
1−ast∑

r=0

(−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

E1−ast
s EtE

r
s

)
E

α′
i

i′ F
β′

j

j′ K
γ′

l

l′

et de la forme

(68) E
αi

i F
βj

j K
γl

l

(
1−ast∑

r=0

(−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

F 1−ast
s FtF

r
s

)
E

α′
i

i′ F
β′

j

j′ K
γ′

l

l′ ,
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avec i, αi; j, βj , l, γl des multi-indices de la forme prcdente et s, t = 1, . . . , t. Par

consquent, sur la base E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l , l’lment u est une combinaison linaire

d’lments de la forme

(69)

E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

E1−ast
s ·σ̃λ

Et ·σ̃λ
Er

s

)

·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′

et de la forme
(70)

E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

F 1−ast
s ·σ̃λ

Ft ·σ̃λ
F r

s

)

·σ̃λ
E

α′
i

i′ ·σ̃λ
F

β′
j

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l

l′ .

Donc ψ(u) est une combinaison linaire d’lments de la forme

(71)

ψ(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

E1−ast
s ·σ̃λ

Et ·σ̃λ
Er

s

)

·σ̃λ
E

α′
i′

i′ ·σ̃λ
F

β′
j′

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l′

l′ )

= ψ(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ) ψ

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

E1−ast
s ·σ̃λ

Et ·σ̃λ
Er

s

)

ψ(E
α′

i′

i′ ·σ̃λ
F

β′
j′

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l′

l′ )

= X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

X1−ast
s XtX

r
s

)
X

α′
i′

i′ Y
β′

j′

j′ Z
γ′

l′

l′

et, de faon similaire, d’lments de la forme
(72)

ψ(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ·σ̃λ

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

F 1−ast
s ·σ̃λ

Ft ·σ̃λ
F r

s

)

·σ̃λ
E

α′
i′

i′ ·σ̃λ
F

β′
j′

j′ ·σ̃λ
K

γ′
l′

l′ )

= X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l

(
∑1−ast

r=0 (−1)r
[

1 − ast

r

]

qds

Y 1−ast
s YtY

r
s

)
X

α′
i′

i′ Y
β′

j′

j′ Z
γ′

l′

l′ .

Les deux derniers membres de (71) et de (72) sont nuls en vertu de (26) et
(27). Il en rsulte que ψ(u) est nul et que le morphisme ψ se factorise en un
morphisme Ψ : Uq(g)σ̃λ

→ Aλ.
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Le morphisme Ψ est surjectif puisque ψ l’est. De plus nous avons la relation

(73)

(ϕλ ◦ Ψ)(E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ) = ϕλ(X
αi

i Y
βj

j Z
γl

l )

= ϕλ(Xi)
αi ·σ̃λ

ϕλ(Yj)
βj ·σ̃λ

ϕλ(Zl)
γl

= E
αi

i ·σ̃λ
F

βj

j ·σ̃λ
K

γl

l ,

pour tout multi-indices i, αi; j, βj , j, γl. Donc ϕλ◦Ψ est gale l’identit de Uq(g)σ̃λ
.

En consquence, Ψ est injective. Comme Ψ est surjective, elle est bijective d’in-
verse ϕλ. �

3.3. Objets galoisiens de Uq(g) et de k[G]. Notons i le plongement naturel
de k[G] dans Uq(g) ; il nous permet en particulier de dfinir une structure d’al-
gbre Uq(g)-comodule gauche sur k[G] par

(74) k[G]
∆k[G]
−−−→ k[G] ⊗ k[G]

i⊗Id
−−−→ Uq(g) ⊗ k[G].

Comme nous l’avons expliqu au paragraphe 1.1, ce plongement i : k[G] → Uq(g)
induit une application

(75) i⋆ : Galk(Uq(g)) → Galk(k[G]).

Lemme 4. L’image de Uq(g)σ̃λ
par l’application i⋆ est k[G]σλ

.

Démonstration. Par dfinition, nous avons

(76) i⋆(Uq(g)σ̃λ
) = Uq(g)σ̃λ

2Uq(g)k[G].

Considrons les bijections linaires (voir [EM, Prop 2.1])

(77) k[G]
µ
−→ Uq(g)2Uq(g)k[G]

ν
−→ k[G]

donnes par µ = (i⊗Id)◦∆ et ν = ε⊗Id. Les structures d’espaces vectoriels et de
comodules de Uq(g)σ̃λ

et k[G]σλ
tant par dfinition les mêmes que celles de Uq(g)

et k[G] respectivement, ces bijections valent aussi pour k[G]σλ
et Uq(g)σ̃λ

:

(78) k[G]σλ

µ
−→ Uq(g)σ̃λ

2Uq(g)k[G]
ν
−→ k[G]σλ

.

Montrons maintenant que l’isomorphisme µ est aussi un morphisme d’algbres
de k[G]σλ

sur Uq(g)σ̃λ
2Uq(g)k[G]. Notons g1 ·σλ

g2 le produit dans k[G]σλ
de deux

lments g1 et g2 de G et gardons la notation g1g2 pour leur produit dans G. Nous
obtenons

(79)

µ(g1 ·σλ
g2) = σλ(g1g2)µ(g1g2)

= σλ(g1g2)(g1g2 ⊗ g1g2)
= (σ̃λ(g1, g2)g1g2) ⊗ g1g2
= g1 ·σ̃λ

g2 ⊗ g1g2

pour tout g1, g2 ∈ G, ce qui assure que

(80) µ : k[G]σλ
→ Uq(g)σ̃λ

2Uq(g)k[G]

est un isomorphisme d’algbres. �
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3.4. Dmonstration du thorme. Le point (1) est une consquence des lem-
mes 2 et 3.

Dmontrons le point (2). Soit A un objet galoisien de Uq(g). Considrons son
image i⋆(A) dans Galk(k[G]). D’aprs [KS, Prop. 3.2],

(81) Gal(k[G]) ∼= H2(G, k⋆).

Il est bien connu que ce dernier groupe est isomorphe à Hom(Λ2, k∗) (voir
par exemple [B, Thorme V.6.4 (iii)]). Par conséquent, il existe une famille λ
telle que i∗(A) ∼= k[G]σλ

. On a donc i⋆(A) ∼= i⋆(Aλ) par les lemmes 2, 3
et 4. Or Kassel et Schneider [KS, Thorme 4.5] ont montr que l’application
i⋆ : Hk(Uq(g)σ̃λ

) → Hk(k[G]) est une bijection sur les classes d’homotopie d’ex-
tensions galoisiennes. Par consquent, A et Aλ sont homotopes.

Dmontrons le point (3). Supposons que Aλ et Aλ′ dfinissent le même lment
de H(Uq(g)σ̃λ

). Alors i⋆(Aλ) = i⋆(Aλ′) dans Hk(k[G]). D’aprs [KS, Prop 3.2],
on a Hk(k[G]) ∼= Galk(k[G]). Il rsulte de ceci et des bijections (81) que λ = λ′.
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