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__________________________________________________________________________________________ 
Abstract. S e v e r a l  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a e  a r e  u s e d  n o w a d a y s  i n  o r d e r  t o  c o m p u t e  a  m a g n e t i c  t o r q u e .  W e  
d e m o n s t r a t e  t h a t  i t s  m o r e  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  i s  t h e  v e c t o r i a l  p r o d u c t  o f  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y  w i t h  t h e  v e c t o r  
p o t e n t i a l .  W e  a s s o c i a t e  t h i s  L a r m o r ’ s  t o r q u e  w i t h  A m p è r e ’ s  f o r c e  a n d  m o r e  s p e c i f i c a l l y  w i t h  H e l m h o l t z   
m e c h a n i c a l  t e n s i o n ,  w h i c h  i s  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  s t r e s s e s  i n  “ o p e n ”  c i r c u i t s  c a r r y i n g  c u r r e n t .  W e  
s h o w  t h a t  A m p è r e ’ s  f o r c e  e n t e r s  i n t o  t h e  r e a l m  o f  N e w t o n i a n  E l e c t r o d y n a m i c s  a n d  w e  e x p l a i n  t h e  a b s e n c e  o f  
c o n t r a d i c t i o n  w i t h  s p e c i a l  r e l a t i v i t y .  H e n c e ,  w e  p r o v i d e  f o r  t h e  f i r s t  t i m e  a  t h e o r e t i c a l  b a s i s  f o r  t h e  n u m e r o u s  
e x p e r i m e n t s ,  w h i c h  c l a i m e d  t o  h a v e  d e m o n s t r a t e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  m e c h a n i c a l  t e n s i o n  s t a r t i n g  
w i t h  t h e  h i s t o r i c a l  A m p è r e ’ s  h a i r p i n  d e m o n s t r a t i o n  a n d  t h e  m o r e  m o d e r n  o n e s  o f  t h e  G r a n e a u s  a n d  o f  S a u m o n t .  
__________________________________________________________________________________________  
 P a c s  N u m b e r  : 0 3 .5 0 .D e  ;  4 1 .2 0 .-q  ;  4 7 .6 5 .+ a  . 
  
 

It is true that Ampère’s formula is no more admissible today, because it is based on 
the N ew tonian idea of instantaneous action at a distance and it leads notably to the strang e 
conseq uence that tw o consecutiv e elements of the same current should repel each other.  
Ampère presumed to hav e demonstrated ex perimentally this repulsion force, but on this point 
he w as w rong .  T he modern method, the more rational in order to establish the ex istence of 
electrodynamics forces and to determine their v alue consists in starting  from the electrostatic 
interaction law  of C oulomb betw een tw o charg es ( tw o electrons) , w hose one of them is at rest 
in the adopted frame of reference and studying  how  the interaction forces transform w hen one 
g oes, thank s to the L orentz -E intein relations, to a system of coordinates in w hich both 
charg es are in motion.  O ne sees the appearance of additional forces proportional to e2/c2, e 
being  the electrostatic charg e and c the lig ht v elocity, hence one sees that non only the spin as 
w ell as the mag netic moment of the electron are of relativ istic orig in – as D irac has show n – 
but that the w hole of electromag netic forces has such an orig in.  

 
Alfred Kastler ,  1 9 7 7 .  

I n t r o d u c t i o n   
T h e  m e c h a n i c a l  t o r q u e  e x e r t e d  b y  a  m a g n e t i c  i n d u c t i o n  o n  a  c o i l  c a r r y i n g  a  s t e a d y  c u r r e n t  c a n  b e  c a l c u l a t e d  b y  t a k i n g  t h e  v e c t o r i a l  p r o d u c t  o f  t h e  e q u i v a l e n t  m a g n e t i c  m o m e n t  

o f  t h e  c o i l  w i t h  t h e  m a g n e t i c  i n d u c t i o n  o f  s a y ,  a  m a g n e t  [ 1 ,  2 ] . O t h e r  e x p r e s s i o n s  a p p e a r  i n  t h e  l i t e r a t u r e  a s  f o r  e x a m p l e  t h e  v e c t o r i a l  p r o d u c t  o f  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  w i t h  t h e  L o r e n t z  



f o r c e . W e  w i l l  s h o w  t h a t  a l l  t h e s e  e x p r e s s i o n s  d e r i v e d  f r o m  a  g e n e r a l  o n e  d e p e n d i n g  o n  t h e  
v e c t o r i a l  p r o d u c t  o f  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y  w i t h  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l . As  t h e  s u b j e c t  i s  a n  o l d  o n e ,  w e  h a v e  b e e n  f o r c e d  t o  r e c a l l  i t s  h i s t o r i c a l  d e v e l o p m e n t . H o w e v e r ,  o u r  f i n d i n g s  w i l l  g i v e  a  
t h e o r e t i c a l  b a s i s  f o r  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  m o d e r n  e x p e r i m e n t s  d i s p l a y i n g  e f f e c t s  o u t s i d e  t h e  s c o p e  o f  t h e  c u r r e n t  u n d e r s t a n d i n g / i n t e r p r e t a t i o n  o f  e l e c t r o d y n a m i c s . T h e  s o -c a l l e d  L a r m o r  
t o r q u e  w i l l  a l l o w  u s  t o  i n t r o d u c e  e a s i l y  t h e  s o -c a l l e d  H e l m h o l t z  m e c h a n i c a l  t e n s i o n  w h i c h  i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  Am p è r e  f o r c e  a n d  w h i c h  e x p l a i n s  t h e  a p p e a r a n c e  o f  l o n g i t u d i n a l  s t r e s s e s  
i n  c i r c u i t s  c a r r y i n g  c u r r e n t s  w h o s e  e x i s t e n c e  i s  t h e  s u b j e c t  o f  a  l o n g -s t a n d i n g  d e b a t e  s i n c e  t h e  o r i g i n a l  H a i r p i n  e x p e r i m e n t  d e s i g n e d  b y  Am p è r e  w a s  c a r r i e d  o u t  a l m o s t  t w o  c e n t u r i e s  a g o . I n  
a d d i t i o n ,  w e  w i l l  u n d e r l i n e  t h e  a b s e n c e  o f  c o n t r a d i c t i o n  b e t w e e n  Am p è r e ’ s  l a w  a n d  s p e c i a l  r e l a t i v i t y  s u g g e s t e d  b y  t h e  a b o v e  q u o t a t i o n  o f  Al f r e d  K a s t l e r  t h a n k s  t o  t h e  f o r m a l i s m  o f  
G a l i l e a n  E l e c t r o m a g n e t i s m . U s e f u l n e s s  o f  t h i s  c o n c e p t  f o r  l i g h t  a n g u l a r  m o m e n t u m  a n d  m a g n e t o h y d r o d y n a m i c  d y n a m o  i s  d i s c u s s e d . 
  
T h e  M a g n e t i c  T o r q u e   

A- T h e  Am p e r i a n  f o r m u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  N e u m a n n   
H o w  d o  w e  c o m p u t e  a  m a g n e t i c  t o r q u e ?  T h e  c l a s s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  [ 1 ,  2 ]  r e l i e s  o n  t h e  

u s e  o f  t h e  L a p l a c e / L o r e n t z / G r a s s m a n n  f o r c e  ( F = j×Bdτ
D
∫∫∫ ) ,  w h i c h  w r i t e s  f o r  a  c l o s e d  

c i r c u i t  a s  F = Idl ×B
C
∫ . T h e  m a g n e t i c  i n d u c t i o n  i s  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e  Bi o t -S a v a r t  f o r m u l a : 

B =
µ0

4π
j× r
r3

dτ'
D '
∫∫∫  

T h i s  l e a d s  t o  a n  i n t e r a c t i o n  f o r c e  b e t w e e n  t w o  c l o s e d  c i r c u i t s  a  a n d  b : 
Fab = − µ0

4π
IaIb rab

dla .dlb
rab3b

∫
a
∫ = −∇ aPab  

T h i s  f o r c e  i s  e q u a l  t o  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  s o -c a l l e d  «  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  »  i n t r o d u c e d  
b y  F .E . N e u m a n n  [ 3 ] . T h e  p o t e n t i a l  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c u r r e n t  i n s i d e  t h e  b  c i r c u i t  w i t h  t h e  f l u x  o f  t h e  m a g n e t i c  i n d u c t i o n  c o m i n g  f r o m  a  a n d  g o i n g  t h r o u g h  b : 

Pab = IaIb
µ0
4π

dla .dlb
rb

∫
a
∫ = ΦabIb   

W e  i n t r o d u c e  n o w  t h e  m u t u a l  i n d u c t a n c e ,  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t y  
a n d  o f  t h e  g e o m e t r i e s  o f  b o t h  c i r c u i t s :  

Mab =
µ0
4π

dla .dlb
rb

∫
a
∫ = Mba  

H e n c e ,  t h e  i n t e r a c t i o n  f o r c e  b e t w e e n  t w o  c i r c u i t s  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y : 
Fab = −∇ aPab = ∇bPab = ∇b (MabIaIb ) = ∇ b (ΦabIb ) = − µ0

4π IaIb rab
dla .dlb
rab3b

∫
a
∫  

w i t h : 
rab
2 = (xb − xa)2 + (yb − ya )2 + (zb − za )2 a n d  ∇ arab = −∇brab  M o r e o v e r ,  b y  a  d i m e n s i o n a l  a r g u m e n t :energy ≈ force × length ≈ torque × angle . 

O n e  d e d u c e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  i n t e r a c t i o n  m a g n e t i c  t o r q u e ,  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  f l u x : 
Cab =

∂
∂θ
(Pab ) = ∂

∂θ
(ΦabIb ) w i t h  Φab = BaSb cosθ 



s u c h  t h a t  :Cab = −IbBaSb sinθ.  A m o r e  d i r e c t  m a n n e r  i s  t o  a s s e s s  t h e  t o r q u e / c o u p l e  w i t h  t h e  L o r e n t z  f o r c e : 
C = r × j×B( )dτ

D
∫∫∫  

T h e  l a s t  f o r m u l a  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  m o d e r n  h a b i t . 
 B- T h e  L a g r a n g i a n  f o r m u l a t i o n  a c c o r d i n g  t o  M a x w e l l  

 M a x w e l l  s h o w e d  t h a t  t h e  N e u m a n n ’ s  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  c a n  b e  w r i t t e n  a s  a  f u n c t i o n  
o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i n s t e a d  o f  t h e  m a g n e t i c  i n d u c t i o n  [ 4 ,  5 ,  6 ] : 

A = µ0

4π
j
r
d

D '
∫∫∫ τ'  o r  f o r  a  c l o s e d  c i r c u i t  A = µ0

4π
Idl'
rC '

∫  w i t h  B = ∇ ×A  
H e n c e ,  t h e  N e u m a n n ’ s  p o t e n t i a l  i s  a s  a  c o n s e q u e n c e ,  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c u r r e n t  i n s i d e  

t h e  c i r c u i t  b  w i t h  t h e  c i r c u l a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  o f  t h e  c i r c u i t  a  w i t h i n  t h e  c i r c u i t  b :  
Φab = A a .dlb = MabIa

b
∫ . 

S t a r t i n g  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l ,  M a x w e l l  i n t r o d u c e d  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m a g n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  w h o l e  s y s t e m ,  w h i c h  i s  a n a l o g o u s  t o  a  
m e c h a n i c a l  k i n e t i c  e n e r g y :  

  
Em =

1
2

j.Adτ
D
∫∫∫ =

1
2
LaaIa2 + MabIaIb + 12 Lbb Ib2 = Lm =

1
2
pk

k=1

n∑ qk

•  
w i t h  t h e  “ g e n e r a l i z e d  v e l o c i t i e s ”  qk

•

= Ik ,  w h i c h  M a x w e l l  i d e n t i f i e d  t o  t h e  c u r r e n t  i n t e n s i t i e s  
a n d  t h e  g e n e r a l i z e d  i m p u l s i o n s  ( “ e l e c t r o k i n e t i c  m o m e n t a  “ )  

  
pk =

dLm

dqk

• = Lkl
l=1

n

∑ ql

• ,  w h i c h  
M a x w e l l  a s s o c i a t e d  t o  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l s  c i r c u l a t i o n s  ( t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  i s  i n t e r p r e t e d  a s  a  
l i n e a r  d e n s i t y  o f  g e n e r a l i z e d  e l e c t r o m a g n e t i c  i m p u l s i o n ) . F o l l o w i n g  M a x w e l l  [ 4 ,  5 ,  6 ] ,  Lkk  i s  c a l l e d  a n  “ i n e r t i a  m o m e n t ”  t h a t  i s  a n  a u t o -i n d u c t a n c e  a n d  Lkl ,  a n  “ i n e r t i a  p r o d u c t ”  t h a t  i s  a  m u t u a l  i n d u c t a n c e . T h e s e  m o m e n t s  a r e  f u n c t i o n  o f  t h e  v a c u u m  p e r m e a b i l i t y ,  w h i c h  i s  a  k i n d  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  m a s s  o r  i n e r t i a  [ 7 ] . M a x w e l l  d i s t i n g u i s h e s  t h e  e l e c t r i c  v a r i a b l e s  qk  a n d  t h e  p o s i t i o n  v a r i a b l e s  xk  ( a  l e n g t h  o r  a n  a n g l e )  o n  w h i c h  t h e  i n e r t i a  m o m e n t s Lkk = f (xk ) a n d  t h e  i n e r t i a  p r o d u c t s  Lkl = g(xk,x l )  d e p e n d .  F r o m  t h e  e l e c t r o k i n e t i c  L a g r a n g i a n    Lm ,  o n e  d e d u c e s ,  b y  a p p l y i n g  t h e  E u l e r -L a g r a n g e  f o r m u l a  ( t h e  p r i m e  s i g n i f i e s  t h a t  t h e  f o r c e  i s  f u r n i s h e d  f r o m  t h e  e x t e r i o r  t o  t h e  s y s t e m )  e i t h e r : 

  
X i '=

d
dt

dLab

d x i

•
−
dLab

dx i
= −

dLab

dx i
= −X i  i .e .   Fab = −∇Lab = −∇Pab  

t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e  ( w h e n  t h e  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e  i s  a  p o s i t i o n  v a r i a b l e )  b e c a u s e  t h e  i n t e r a c t i o n  L a g r a n g i a n  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  v e l o c i t y ;   o r  t h e  e l e c t r o m o t i v e  f o r c e  [ 3 ,  4 ,  5 ] : 
  
Y '= dpdt −

dL
dy =

dp
dt = −Y  

i f  t h e  g e n e r a l i z e d  c o o r d i n a t e  i s  a n  e l e c t r i c  v a r i a b l e : Y = e = − dp
dt = − d

dt A.dl
C
∫ = − dΦ

dt  
a s  t h e  L a g r a n g i a n  d o e s  n o t  d e p e n d  e x p l i c i t l y  o n  t h e  c h a r g e s  y = qk = qk

• dt∫ = Ikdt∫ . 
R a r e  a r e  t h e  a u t h o r s  w h o  h a v e  u s e d  t h e  L a g r a n g i a n  f o r m u l a t i o n  o f  E l e c t r o d y n a m i c s  b y  

M a x w e l l  [ 8 ,  9 ,  1 0 ,  1 1 ,  1 2 ] . Ac c o r d i n g  t o  H e n r i  P o i n c a r é  : “ W e  t o u c h  h e r e ,  a s  I  b e l i e v e ,  t o  t h e  



v e r y  t h i n k i n g  o f  M a x w e l l ”  [ 8 ] .  I t  s e e m s  t h a t  L o u i s  D e  Br o g l i e  d i s c o v e r e d  i n d e p e n d e n t l y  t h i s  
f o r m u l a t i o n  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  M a x w e l l  [ 1 0 ,  1 1 ] .   

C- T h e  T e n s o r i a l  f o r m u l a t i o n  f o l l o w i n g  H e n r i o t ,  Co s t a  d e  Be a u r e g a r d  a n d  R e u l o s   
É m i l e  H e n r i o t  t h e n  R e n é  R e u l o s  i n t r o d u c e d   a  “ p o t e n t i a l -c u r r e n t ”   i n t e r a c t i o n  t e n s o r  i n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  t h e  r a d i a t i o n  t o r q u e  e x p e r i m e n t a l l y  o b s e r v e d  b y  R i c h a r d  Be t h  o p e r a t i n g  w i t h  

c i r c u l a r l y  p o l a r i z e d  l i g h t  [ 1 3 ,  1 4 ] .  
1 . T h e  “ f i e l d -p o l a r i z a t i o n ”  i n t e r a c t i o n  t e n s o r    

W e  r e c a l l  i n  t h i s  p a r t  t h e  v e r y  e l e g a n t  a n d  s t r a i g h t f o r w a r d  d e m o n s t r a t i o n  o f  R e u l o s  [ 1 4 ] . T h e  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  a n  e l e c t r i c  d i p o l e  a n d  a n  e l e c t r i c  f i e l d  l e a d s  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  
n o t  o n l y  a n  e n e r g y  b u t  a l s o  a  t o r q u e : 

dE p
dτ
= −P.E  a n d  dCp

dτ
= P ×E  

R e u l o s  n o t i c e d  t h a t  o n e  c a n  c o n d e n s e  t h e s e  t w o  e q u a t i o n s  b y  i n t r o d u c i n g  t h e  s o -c a l l e d  
“ f i e l d -p o l a r i z a t i o n ”  i n t e r a c t i o n  t e n s o r  w h o s e  e x p r e s s i o n  i s  t h e  p r o d u c t  o f  a n  a n t i s y m m e t r i c  t e n s o r  b u i l t  w i t h  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  b y  a n o t h e r  a n t i s y m m e t r i c  t e n s o r  b u i l t  w i t h  t h e  e l e c t r i c  
p o l a r i z a t i o n  [ 1 4 ]  : 

d

E p1 Cp3 −Cp2 Cp1

−Cp3 E p2 Cp1 Cp2

Cp2 −Cp1 E p3 Cp3

−Cp1 −Cp2 −Cp3 E p4
=

0 E p
3 −E p

2 E p
1

−Ep
3 0 E p

1 E p
2

E p
2 −Ep

1 0 E p
3

−Ep
1 −Ep

2 −E p
3 0

•

0 Pp
3 −Pp

2 Pp
1

−Pp
3 0 Pp

1 Pp
2

Pp
2 −Pp

1 0 Pp
3

−Pp
1 −Pp

2 −Pp
3 0

dτ  

T h e  in t e ra c t io n  b e t w e e n  a  m a g n e t ic  m o m e n t  a n d  a  m a g n e t ic  is  s im il a r: 
dEa
dτ
= −M.B  a n d  dCa

dτ
=M×B 

a n d  o n e  c a n  u s e  n o w  t h e  t e n s o ria l  n o t a t io n  o f  R e u l o s : 

d

Ea1 Ca3 −Ca2 Ca1

−Ca3 Ea2 Ca1 Ca2

Ca2 −Ca1 Ea3 Ca3

−Ca1 −Ca2 −Ca3 Ea4

=

0 Ba
3 −Ba

2 Ba
1

−Ba
3 0 Ba

1 Ba
2

Ba
2 −Ba

1 0 Ba
3

−Ba
1 −Ba

2 −Ba
3 0

•

0 Ma

3 −Ma

2 Ma

1

−Ma

3 0 Ma

1 Ma

2

Ma

2 −Ma

1 0 Ma

3

−Ma

1 −Ma

2 −Ma

3 0

dτ  

 
2 . T h e  “ p o t e n t ia l -c u rre n t ”  in t e ra c t io n  t e n s o r 

 
R e n é  R e u l o s  b a s e d  h is  re a s o n in g  o n  t h e  f a c t  t h a t  t h e  q u a d ri-p o t e n t ia l  a n d  t h e  q u a d ri-

c u rre n t  in t e ra c t  in  a  s im il a r w a y  w it h  re s p e c t  t o  e n e rg y  [ 1 4 ] : 
dEch arg e

dτ = ρV = − j4A4  a n d  dEcourant

dτ = −j.A = − jkAk
k=1

3

∑  
t h a t  is  f o r t h e  t o t a l  e n e rg y : 

dE = (ρV − j1A1 − j2A2 − j3A3)dτ = − jµAµdτ = dC4  
H e n c e ,  R e u l o s  b u il t  p o t e n t ia l s  a n d  c u rre n t s  t e n s o r w h o s e  p ro d u c t  ( a s  a  m a t rix  p ro d u c t )  

is  b y  d e f in it io n  t h e  “ p o t e n t ia l -c u rre n t ”  in t e ra c t io n  t e n s o r: 



d
E C3 −C2 C1
−C3 E C1 C2
C2 −C1 E C3
−C1 −C2 −C3 E

=

iV A3 −A2 A1
−A3 iV A1 A2
A2 −A1 iV A3
−A1 −A2 −A3 iV

•

iρ j3 − j2 j1
− j3 iρ j1 j2
j2 − j1 iρ j3
− j1 − j2 − j3 iρ

dτ  

a n d  w h o s e  s p a t ia l  c o m p o n e n t s  d e f in e  a  v o l u m ic  d e n s it y  o f  m a g n e t ic  t o rq u e : 
dC1 = ( j2A3 − j3A2)dτ
dC2 = ( j3A1 − j1A3)dτ
dC3 = ( j1A2 − j2A1)dτ

 
  
  

 t h a t  is  dC = j×Adτ  

 H o w e v e r,  B e t h ’ s  e x p e rim e n t s  w it h  t h e  d ie l e c t ric s  a re  e x p l a in e d  t h a n k s  t o  t h e  t o rq u e  
dCp = P ×Edτ. N e v e rt h e l e s s ,  R e u l o s  n o t ic e d  t h e  ro l e  p l a y e d  b y  t h e  v e c t o r dC = j×Adτ  in  
o rd e r t o  d e m o n s t ra t e  t h e  o rig in  o f  t h e  t o rq u e  w h ic h  a p p e a rs  o n  a  “ H e rt z ia n  p o l a ris o r/ a n a l y s o r”  
c o n s t it u t e d  o f  v e rt ic a l  m e t a l l ic  ro d s  s u s p e n d e d  t o  a  f ra m e  a n d  s u b m it t e d  t o  a n  e l e c t ro m a g n e t ic  
w a v e  [ 1 4 ] . B e s id e s ,  b y  e x p re s s in g  t h e  t o rq u e  d e n s it y  o n  a  l e n g t h  e l e m e n t  in  f u n c t io n  o f  t h e  
c u rre n t  a n d  b y  in t ro d u c in g  t h e  in t e g ra l  e x p re s s io n  o f  t h e  v e c t o r p o t e n t ia l  in  f u n c t io n  o f  t h e  
c u rre n t ,  R e u l o s  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  in t e g ra l  t o rq u e  v e c t o r e x e rt e d  b y  a  c irc u it  a  o n  a n o t h e r 
c irc u it  b  c a n  re a rra n g e  in  t h e  f o l l o w in g  f o rm  [ 1 5 ,  1 6 ]  : 

Cab = −Ib A a × dlb
b
∫ = −IaIb

dla × dlb
rb

∫
a
∫  

S t a rt in g  f ro m  t h e  in f in it e s im a l  e x p re s s io n  o f  t h e  m a g n e t ic  e n e rg y  W = IΦ ,  O l iv ie r C o s t a  d e  
B e a u re g a rd  n o t ic e d  t h a t  it  c o u l d  b e  re o rg a n iz e d  ( dW = IA.dl = T.dl )  in  o rd e r t o  d is p l a y  t h e  
A m p è re ’ s  t e n s io n  ( a s  h e  c a l l e d  it )  T = IA ,  w h ic h  is  a t  t h e  o rig in  o f  a n  in f in it e s im a l   
t o rq u e dC = dl ×T = Idl ×A  a n d ,  w h ic h  is  n o t h in g  b u t  t h e  e x p re s s io n  g iv e n  b y  R e u l o s  [ 1 7 ] . 
 

3 . T h e  e l e c t ro m a g n e t ic  s t re s s  t e n s o r o f  R e u l o s  a n d  C o s t a  d e  B e a u re g a rd  
 

B e s id e s ,  O . C o s t a  d e  B e a u re g a rd  in t ro d u c e d  t h e  “ e l a s t ic ”  t e n s o r N kl
= AkJ l

−
1
2
AiJiδkl ,  

w h ic h  c o n s t it u t e s  a n  a l t e rn a t iv e  t o  t h e  u s e  o f  t h e  M in k o w s k i’ s  t e n s o r ( f u n c t io n  o f  t h e  f ie l d s )  in  
o rd e r t o  e x p re s s  t h e  L o re n t z  f o rc e  K i = FikJ k

= −∂k(FilF il
−1/2FrsF rsδ i

k )  ( w h e re  Fik  is  t h e  
u s u a l  F a ra d a y  t e n s o r)  in  a  f o u r-d im e n s io n a l  m a n n e r a n d  o n l y  in  t e rm s  o f  t h e  f o u r-p o t e n t ia l s  
[ 1 8 ] . T h e  s p a t ia l  p a rt  o f  t h e  C o s t a  De  B e a u re g a rd  t e n s o r νkl = N lk

− N kl  is  e q u a l  t o  t h e  
o p p o s it e  o f  t h e  v o l u m e  d e n s it y  o f  t h e  m a g n e t ic  t o rq u e  dC = j×Adτ . F in a l l y ,  R . R e u l o s  
p ro p o s e d ,  f o l l o w in g  C o s t a  d e  B e a u re g a rd ,  a  v a ria t io n a l  m e t h o d  in  o rd e r t o  e x p l a in  t h e  o rig in  
o f  t h e  e n e rg y  t e n s o r [ 1 6 ,  1 9 ] . 
 

D-T h e  t h e rm o d y n a m ic  f o rm u l a t io n  a c c o rd in g  t o  L a u e  a n d  De  H a a s  
 
 M a x  V o n  L a u e  w a s  t h e  d o c t o ra l  s t u d e n t  o f  M a x  P l a n c k  w h o  w a s  a  s p e c ia l is t  o f  
t h e rm o d y n a m ic s . I n d e e d ,  P l a n c k  w a s  t h e  f irs t  t o  t re a t  t h e  e x t e n s io n  o f  re l a t iv it y  t o  
t h e rm o d y n a m ic s . H e n c e ,  it  is  n o t  s u rp ris in g  t h a t  h is  s t u d e n t  u s e d  t h e rm o d y n a m ic s  in  o rd e r t o  
t a c k l e  t h e  p ro b l e m  o f  f o rm u l a t in g  a n  e l e c t ro m a g n e t ic  s t re s s -e n e rg y  t e n s o r w it h  t h e  g o a l  t o  
d e d u c e  t h e  e x p re s s io n  f o r t h e  m a g n e t ic  t o rq u e  [ 2 0 ,  2 1 ] .  

A s  a  m a t t e r o f  f a c t ,  t h e  f irs t  p rin c ip l e  o f  t h e rm o d y n a m ic s  c a n  b e  e x p re s s e d  in  t h e  
f o l l o w in g  f o rm  f o r a  c o n s t a n t  n u m b e r o f  p a rt ic l e s  a n d  v o l u m e : dε0 = T0ds. A  G a l il e a n  c h a n g e  
o f  f ra m e  o f  re f e re n c e  m o d if ie s  t h e  re s t  e n e rg y  d e n s it y  b y  a d d in g  a  k in e t ic  e n e rg y  d e n s it y  
ε = ε0 +

1
2
ρv 2 = ε0 +

g2

2ρ
 w h e re  w e  d e f in e d  t h e  im p u l s io n  d e n s it y : g = ρv . F ro m  it ,  w e  d e d u c e  



t h e  e x p re s s io n  o f  t h e  f irs t  p rin c ip l e  in  a  m o v in g  f ra m e  o f  re f e re n c e : dε = Tds+ v.dg  w it h  
T = T0 . H e n c e ,  w e  c a n  d e f in e  a  g e n e ra l iz e d  t h e rm o d y n a m ic  p o t e n t ia l ,  w h ic h  is  a  m in im u m  a t  
e q u il ib riu m : s u c h  t h a t  df = Tds− g.dv . T h e  p ro d u c t  v.g  a p p e a rs  a s  t h e  k in e t ic  c o n t rib u t io n  t o  
t h e  e n e rg y  d e n s it y . B e s id e s ,  w e  k n o w  t h a t  t h e  g e n e ra l iz e d  “ im p u l s io n ”  o f  a  m a s s iv e  c h a rg e  
p a rt ic l e  in  p re s e n c e  o f  a  v e c t o r p o t e n t ia l  w rit e s : p = mv+ qA . F o l l o w in g  M a x w e l l ,  o n e  c a n  
d e f in e  a n  “ e l e c t ro -t o n ic  im p u l s io n ”  d e n s it y  G = ρeA  w h ic h  is  t h e  p ro d u c t  o f  t h e  e l e c t ric  
c h a rg e  d e n s it y  w it h  t h e  v e c t o r p o t e n t ia l ,  w h ic h  p h y s ic a l l y  is  a n  e l e c t ro m a g n e t ic  m o m e n t u m  
p e r u n it  c h a rg e . N o w ,  t h e  p ro d u c t  o f  t h e  c h a rg e s  v e l o c it y  b y  t h e  “ e l e c t ro -t o n ic ”  m o m e n t u m  is  
a n  e n e rg y : Tem = ve .G = ρeve .A = j.A  [ 2 0 ,  2 1 ] . T h e  q u a d ri-d im e n s io n a l  g e n e ra l iz a t io n  is  
s t ra ig h t f o rw a rd : TLaueµν =V µGν = jµAν = Tja

µν . W e  a re  w il l in g  t o  c o n s t ru c t  a n  “ im p u l s io n -t o rq u e  
t e n s o r”  f ro m  t h e  s t re s s -e n e rg y  t e n s o r Tja

µν
= jµAν  a t t rib u t e d  t o  G u s t a v  M ie  ( 1 9 1 2 -1 9 1 3 )  b y  De  

H a a s  [ 2 1 ] . W e  re c a l l  t h a t  in  h y d ro d y n a m ic s ,  o n e  c a n  c o n s t ru c t  a  ro t a t io n  t e n s o r f ro m  t h e  
v e l o c it y  t e n s o r w it h  in d ic ia l  c o m p o n e n t s  ∂ui

∂x j
 t h a n k s  t o  a n t i-s y m m e t ris a t io n  : 

Ωij = ∂ui
∂x j

− ∂u j

∂x i

 
   

 
   . W e  s u p p o s e  t h a t  t h e  im p u l s io n -t o rq u e  t e n s o r h a s  t h e  f o l l o w in g  

a n t is y m m e t ric  f o rm : N ja
µν
= jµAν − j νAµ  w h o s e  s p a t ia l  c o m p o n e n t s  c o rre s p o n d  t o  t h e  v o l u m e  

d e n s it y  o f  t h e  m a g n e t ic  t o rq u e : n = j×A  [ 2 1 ] . P a u l  De  H a a s  h a s  re c e n t l y  re -e x a m in e d  t h e  
p ro b l e m  o f  e n e rg y  c o n s e rv a t io n  in  re l a t iv it y  b y  f o l l o w in g  t h e  p a t h  o f  V o n  L a u e  b y  e x p l o rin g  
t h e  c o n s e rv a t io n  e q u a t io n  ∂µ( jµAν) = 0 ,  w h ic h  a c c o rd in g  t o  h im ,  e n a b l e s  t o  s o l v e  s e v e ra l  
p a ra d o x ic a l  p ro b l e m s  o f  El e c t ro d y n a m ic s  [ 2 1 ] . 

 
E-L a rm o r’ s  p re c e s s io n  

 
  T h e  L o re n t z  f o rc e  c a n  b e  re w rit t e n  a s  a  f u n c t io n  o f  t h e  p o t e n t ia l s : 

d
dt (mv+ qA) = −q∇(V − v.A) 

w it h  : 
dA
dt

= ∂A
∂t

+ v.∇( )A  

w h e re  ∇  a p p l ie s  o n l y  t o  A(r,t) a n d  n o t  t o  v = dr
dt

. 
   T h e  g e n e ra l iz e d  im p u l s io n  is  b y  d e f in it io n  P = mv+ qA . T h e  m o m e n t  o f  m o m e n t u m  
a s s o c ia t e d  t o  it  w rit e s  L = r ×P = r × mv + qA( )= l + r ×qA . O n e  d e d u c e s  t h e  b a l a n c e  f o r t h e  
m o m e n t  o f  m o m e n t u m  : 

dL
dt = qv×A + qr ×∇(v.A −V )  

 I f  V =V (r) a s  f o r a n  e l e c t ro n  in  a n  a t o m  s u b m it t e d  t o  a  u n if o rm  m a g n e t ic  f ie l d  w h o s e  
v e c t o r p o t e n t ia l  is  A =

1
2
B× r  ( ∇.A = 0), then we get: 

dL
dt = qv×A =

q
2m l ×B 

U s u a l l y , the d i a m a gneti c  c o ntr i b u ti o n qA  i s  negl i gi b l e i n L, s o  we end  u p  wi th: 
dl
dt ≈ qv ×A = q

2m l ×B = e
2mB× l = Ω× l  



wher e Ω= e

2m
B i s  the wel l -k no wn L a r m o r  a ngu l a r  v el o c i ty .  

 A s  a  p a r ti a l  c o nc l u s i o n, the f a m o u s  L a m o r  p r ec es s i o n i s  a  d i r ec t c o ns eq u enc e o f  the 
ex i s tenc e o f  the m a gneti c  to r q u e :  

qv ×A ≈ ρdτv×A = ρv×Adτ = J ×Adτ . 
 
Links between the different formulations 
 

I f  we ex tend  M a x wel l ’ s  r ea s o ni ng, a  to r q u e i s  a  gener a l i z ed  f o r c e tha t o ne c a n o b ta i n 
b y  u s i ng the E u l er -L a gr a nge eq u a ti o n when a p p l i ed  to  a n a ngl e f r o m  the i nter a c ti o n 
L a gr a ngi a n [ 6 ]  : 

  Cab =
∂
∂θ

(Lab ) = ∂
∂θ

(ΦabIb )   
wi th Φab = BaSb cosθ. W e f i nd  the to r q u e d er i v ed  p r ev i o u s l y  f r o m  the A m p er i a n p r o c ed u r e: 

Cab = −IbBaSb sin θ = −Ib A a .dlb
b
∫ sinθ

cosθ
= Ibdlb ×A a

b
∫ = jb ×A adτ

b
∫∫∫  

whi c h d i s p l a y s , a f ter  s o m e m o d i f i c a ti o ns , the f o l l o wi ng m a gneti c  to r q u e d ens i ty : 
dCab

dτ
= jb ×A a  

A s  a n ex a m p l e o f  the eq u i v a l enc e b etween a l l  f o r m u l a ti o ns , we wi l l  c a l c u l a te the 
m a gneti c  to r q u e f o r  the wel l -k no wn P el l a t el ec tr o d y na m o m eter . G i v en a  f i x ed  ho r i z o nta l  
s o l eno i d  o f  wha tev er  s ec ti o n a nd  c ha r a c ter i s ed  b y  ns c o i l s  p er  u ni t l ength. W e p u t a  c o i l  
c o ns ti tu ted  wi th s ev er a l  enr o l m ents  o f  s ec ti o n S b i ns i d e the s o l eno i d . T hi s  o ne i s  c a r r y i ng a  
c u r r ent I s wher ea s  the i ntens i ty  i n the c o i l  i s  I b. T he c a l c u l u s  o f  the f o r c e a nd  the to r q u e 
ex er ted  b y  the s o l eno i d  o n the i nner  c o i l  i m p l i es  the ev a l u a ti o n o f  the m u tu a l  i nd u c ta nc e M sb. 
B es i d es , the m ec ha ni c a l  a c ti o n r ed u c es  to  a  to r q u e a s  the v a r i a ti o n o f  the m u tu a l  i nd u c ta nc e 
f o r  a  ho r i z o nta l  tr a ns l a ti o n i s  nu l l  a s  o ne a s s u m es  the s o l eno i d  to  b e i nf i ni te. D u e to  
s y m m etr y , the to r q u e’ s  a x i s  i s  p er p end i c u l a r  to  the p l a ne enc l o s i ng the c o i l  s u r f a c es . O ne ha s  : 

Msb =
Φsb

Is
= 1
Is

A s.dl
b
∫ = BsSb cosθ

Is
= µ0nsSb cosθ  

T he i nner  c o i l  i s  s u b m i tted  to  the f o l l o wi ng to r q u e, f o l l o wi ng N eu m a nn: 
Csb = IsIb

∂Msb

∂θ = −IsIbµ0nsSb sin θ = mbBs sin(−θ)  
H o wev er , the i nner  c o i l  i s  eq u i v a l ent to  a  m a gnet who s e m a gneti c  m o m ent i s  mb = SIb  a nd  i s  
s u b m i tted  to  the u s u a l  m a gneti c  i nd u c ti o n c r ea ted  b y  a  s o l eno i d  Bs = µ0nsIs . H enc e, the i nner  
c o i l  i s  s u b m i tted  to  the wel l -k no wn to r q u e: Csb =mb ×Bs. I f  the c o i l  i s  p l a c ed  o u ts i d e the 
s o l eno i d , no  to r q u e i s  d etec ted  a s  the p r o d u c t o f  the c u r r ent b y  the m a gneti c  f l u x  i s  c o ns ta nt. 
 
 
The Longitudinal Tens ion 
 

H . v o n H el m ho l tz  i ntr o d u c ed  i n 1 8 7 0  the c o nc ep t o f  “ l o ngi tu d i na l  tens i o n”  b etween 
two  s u c c es s i v e c u r r ent el em ents  [ 4  C ha p ter  4 , 4 .1  to  4 .3 ]  : a n “ o p en”  l i nea r  c u r r ent el em ent i s  
s u b m i tted  to  two  f o r c es  −IA(r1) a nd  IA(r2)  b etween i ts  two  end s  r1 a nd  r2  d u e to  the 
p r es enc e o f  a  s p a c e-d ep end ent v ec to r  p o tenti a l . M a x wel l  i n 1 8 7 3  d er i v es  i nd ep end entl y  i n hi s  
T r ea ti s e the m a them a ti c a l  ex p r es s i o n f o r  the H el m ho l tz  m ec ha ni c a l  tens i o n b u t wi tho u t 
d i s c u s s i ng i ts  p hy s i c a l  i m p l i c a ti o n a s  H el m ho l tz  [ 6 ] . W e s k etc hed  her e the s i m p l er  d er i v a ti o n 
o f  M a x wel l . O ne r ec a l l s  f i r s t tha t the p r o d u c t o f  the c u r r ent wi th the c i r c u l a ti o n o f  the v ec to r  
p o tenti a l  s ta nd s  f o r  the m a gneti c  ener gy . M a x wel l  u s ed  v a r i a ti o na l  c a l c u l u s  i n o r d er  to  d er i v e 



the f o r c e o n a  c u r r ent el em ent b y  d i f f er enti a ti ng wi th r es p ec t to  a  v i r tu a l  d i s p l a c em ent δl  the 
m a gneti c  ener gy : 

df .δl = δ I A .dl∫( )∫ = I δA.dl∫( )+ I A.dδl∫( )= I δl.∇( )A.dl∫ + I A.∫ δl − I δl∫ . dl.∇( )A  
T he f i r s t a nd  thi r d  ter m  l ea d  to  the u s u a l  L a p l a c e/ L o r entz / G r a s s m a nn f o r c e wher ea s  the 
s ec o nd  ter m  i s  the H el m ho l tz  tens i o n a nd   i ntegr a tes  to  z er o  i f  the c i r c u i t i s  c l o s ed . 
 

J o s ep h L a r m o r  p r o v i d es  i n 1 8 9 7  s ev er a l  m a them a ti c a l  d em o ns tr a ti o ns  f o r  the 
ex i s tenc e o f  a  l o ngi tu d i na l  tens i o n b u t wi th no  r ef er enc es  to  M a x wel l  a nd  H el m ho l tz ’ s  
p r ev i o u s  d em o ns tr a ti o ns . W e r ep r o d u c e L a r m o r ’ s  m a i n r ea s o ni ng f o r  two  d em o ns tr a ti o ns  
wi th hi s  o wn wo r d s  a nd  s o m e c o m m ents  [ 4  A p p end i x  9 , 2 2  I I I , 2 3  p . 2 2 3 -2 2 6 , 2 4 , 2 5 ] : 
 
« [ F o r l i n e a r c o n d u c t o rs , ]  t h e  t o t a l  e l e c t ro k i n e t i c  e n e rg y  i s  : 

Midsi'ds'∫∫  w h e re  M = 1
r
cos(ds,ds' )+ 12

∂2r
∂s∂s'  

I f  t h e  c u rre n t s  a re  u n i f o rm  a l l  a l o n g  t h e  l i n e a r c o n d u c t o rs ,  t h e  s e c o n d  t e rm  i n  M  i n t e g ra t e s  t o  
n o t h i n g  w h e n  t h e  c i rc u i t  a re  c o m p l e t e ,  a n d  w e  a re  t h u s  l e f t  w i t h  t h e  A m p è re -N e u m a n n  
e x p re s s i o n  f o r t h e  t o t a l  e n e rg y  o f  t h e  c o m p l e t e  c u rre n t ,  f ro m  w h i c h  t h e  A m p e ra n  l a w  o f  f o rc e  
m a y  b e  d e ri v e d  i n  t h e  k n o w n  m a n n e r b y  t h e  m e t h o d  o f  v a ri a t i o n s .  B u t  i t  m u s t  b e  o b s e rv e d  
t h a t ,  a s  t h e  l o c a l i z a t i o n  o f  t h e  e n e rg y  i s  i n  t h a t  p ro c e s s  n e g l e c t e d ,  t h e  l e g i t i m a t e  re s u l t  i s  t h a t  
t h e  f o rc i v e  o f  A m p è re ,  t o g e t h e r w i t h  i n t e rn a l  s t re s s  a s  y e t  u n d e t e rm i n e d  b e t w e e n  c o n t i g u o u s  
p a rt s  o f  t h e  c o n d u c t o rs ,  c o n s t i t u t e  t h e  t o t a l  e l e c t ro m a g n e t i c  f o rc i v e  : i t  w o u l d  n o t  b e  
j u s t i f i a b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  c i rc u m s t a n c e s  o f  i n t e rn a l  m e c h a n i c a l  e q u i l i b ri u m  f ro m  t h e  
A m p e re a n  f o rc i v e  a l o n e ,  u n l e s s  t h e  c i rc u i t s  a re  ri g i d .  F o r e x a m p l e ,  i f  w e  s u p p o s e  t h a t  t h e  
c i rc u i t s  a re  p e rf e c t l y  f l e x i b l e ,  w e  m a y  c a l c u l a t e  t h e  t e n s i o n  i n  e a c h ,  i n  t h e  m a n n e r o f  
L a g ra n g e ,  b y  i n t ro d u c i n g  i n t o  t h e  e q u a t i o n  o f  v a ri a t i o n  t h e  c o n d i t i o n  o f  i n e x t e n s i b i l i t y .  W e  
a rri v e  a t  a  t e n s i o n  i Mi'ds'∫  w h e re  i  i s  t h e  c u rre n t  a t  t h e  p l a c e  c o n s i d e re d ;  w h e re a s  t h e  
t e n s i o n  a s  c a l c u l a t e d  f ro m  A m p è re ’ s  f o rm u l a  f o r t h e  f o rc i v e  w o u l d  i n  f a c t  b e  c o n s t a n t ,  t h e  
f o rc i v e  o n  e a c h  e l e m e n t  o f  t h e  c o n d u c t o r b e i n g  w h o l l y  a t  ri g h t  a n g l e s  t o  i t .  » 
 
« C o n s i d e r [ n o w ]  a  c u rre n t  s y s t e m  t o  b e  b u i l t  u p  o f  p h y s i c a l  c u rre n t  e l e m e n t s  o f  t h e  f o rm  
jx, jy, jz( )dτ ,  t h e  e n e rg y  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  e l e m e n t  o f  v o l u m e  dτ ,  a s  e x i s t i n g  i n  t h e  

s u rro u n d i n g  f i e l d  a n d  c o n t ro l l e d  b y  t h e  e l e m e n t ,  i s  : 
TL = j.Adτ  

T h e  p o n d e ro m o t i v e  f o rc e  a c t i n g  o n  t h e  e l e m e n t  w i l l  b e  d e ri v e d  f ro m  a  p o t e n t i a l  e n e rg y  
f u n c t i o n  –TL ,  b y  v a ry i n g  t h e  c o o rd i n a t e  o f  t h e  m a t e ri a l  f ra m e w o rk : i t  m u s t  i n  f a c t  c o n s i s t ,  p e r 
u n i t  v o l u m e  o f  a  f o rc e  : 

jx ∂Ax

∂x + jy
∂Ay

∂x + jz ∂Az

∂x , jx ∂Ax

∂y + jy
∂Ay

∂y + jz ∂Az

∂y , jx ∂Ax

∂z + jy
∂Ay

∂z + jz ∂Az

∂z
 
  

 
   

a n d  a  c o u p l e  : 
j×A  

T h e  f o rm e r b e i n g  d e ri v e d  f ro m  a  t ra n s l a t i o n a l ,  t h e  l a t t e r f ro m  a  ro t a t i o n a l  v i rt u a l  
d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  e l e m e n t .  » 
 
« T h e  t ra c t i o n  i n  t h e  d i re c t i o n  o f  t h e  c u rre n t  w o u l d  i n t ro d u c e  a n  a d d i t i o n a l  t e n s i o n ,  e q u a l  t o  
t h e  c u rre n t  m u l t i p l i e d  b y  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r p o t e n t i a l  i n  i t s  d i re c t i o n ,  w h i c h  i s  n o t  
u s u a l l y  c o n s t a n t  a l o n g  t h e  c i rc u i t ,  a n d  s o  m a y  b e  m a d e  t h e  s u b j e c t  o f  e x p e ri m e n t a l  t e s t  w i t h  
l i q u i d  c o n d u c t o rs ,  a s  i t  w o u l d  i n t ro d u c e  d i f f e re n c e s  o f  f l u i d  p re s s u re .  T h e re  w i l l  a l s o  b e  a n  



a d d i t i o n a l  t ra n s v e rs e  s h e a ri n g  s t re s s ,  w h i c h  s h o u l d  re v e a l  i t s e l f  i n  e x p e ri m e n t s  o n  s o l i d  
c o n d u c t o rs  w i t h  s l i d i n g  c o n t a c t s .  » 
 

D a r r i g o l  h a s  p o i n t ed  o u t  c o r r ec t l y  t h a t  t h e d er i v a t i o n  o f  t h e L a r m o r ’ s  f o r c e w a s  f l a w ed  
[ 4  A p p en d i x  9 ] . I n d eed ,  L a r m o r  t r ea t ed  w r o n g l y  t h e c u r r en t  d en s i t y  a s  a  “ f o r c e”  a n d  n o t  a  
“ d en s i t y ”  a c c o r d i n g  t o  M a x w el l  t er m i n o l o g y  [ 6 ] . D a r r i g o l  d i d  n o t  c o m m en t  o n  t h e t o r q u e 
c a l c u l a t i o n . H en c e,  L a r m o r  d er i v ed  o n e t en s i o n ,  o n e f o r c e a n d  a  t o r q u e. W e bel i ev e t h e 
t en s i o n  t o  be t h e o n e o f  H el m h o l t z  a n d  t h e t o r q u e w i l l  be c a l l ed  by  u s  t h e L a r m o r  t o r q u e 
bec a u s e i t s  ex p r es s i o n  a s  a  c r o s s -p r o d u c t  w a s  f i r s t  d er i v ed  by  h i m  bef o r e R eu l o s ,  C o s t a  D e 
B ea u r eg a r d ,  C a r p en t er  a n d  D e H a a s . F i n a l l y ,  L a r m o r  p o i n t s  o u t  t h a t  t h e u s e o f  m er c u r y  w i l l  
c er t a i n l y  r ev ea l s  t h e l o n g i t u d i n a l  s t r es s es …  
 
The Force of Ampère 
 
 A s  r ec a l l ed  bea u t i f u l l y  by  K a s t l er ,  t h e m a i n  s c i en t i f i c  a c h i ev em en t  o f  A m p è r e w a s  t o  
d er i v e t h e f o r c e bet w een  t w o  c u r r en t  el em en t s  Iadla  a n d  Ibdlb  s ep a r a t ed  by  a  d i s t a n c e r [ 2 6 ,  
2 7 ,  2 8 ] : 

d 2FA = − µ0
4π

IaIb
1
r2

2 r
r
dla .dlb( )− 3 r

r3
dla .r( ) dlb .r( ) 

  
 
   

I t s  d i f f er s  f r o m  L a p l a c e/ L o r en t z / G r a s s m a n n ’ s  l a w  u s ed  i n  m o d er n  t ex t bo o k s  a c c o r d i n g  
t o  [ 2 9 ] : 

d 2FA = Iadla × µ0
4π

Ibdlb × r
r3

+ dlb .∇b
µ0
4π

IaIbr. r .dlb( )
r3

 
  

 
   

F o r  c l o s ed  c i r c u i t s ,  bo t h  f o r c es  g i v e t h e s a m e p r ed i c t i o n s . H o w ev er ,  M o o n  a n d  
S p en c er  h a v e ex a m i n ed  v er y  d eep l y  i n  a  s er i es  o f  a r t i c l es  [ 3 0 ,  3 1 ,  3 2 ]  t h e v a r i o u s  p o s s i bl e 
f o r c e l a w s  i n  a c c o r d a n c e w i t h  A m p è r e’ s  ex p er i m en t s . A s  a  c o n c l u s i o n ,  t h ey  r ej ec t ed  
f o r c ef u l l y  G r a s s m a n n ’ s  l a w ,  w h i c h  f o r  i n s t a n c e i s  n o t  i n  a g r eem en t  w i t h  N ew t o n ’ s  t h i r d  
l a w …  
 W e i n s i s t  o n  t h e f a c t  t h a t  t h e l a w  o f  A m p è r e i s  ex p er i m en t a l  s o  i t  c a n n o t  be 
q u es t i o n a bl e ( c o n t r a r y  t o  A . K a s t l er ’ s  i n t r o d u c i n g  q u o t a t i o n )  a s  s o o n  a s  t h e c o n d i t i o n s  o f  
ex p er i m en t s  h a d  been  u n d er s t o o d . F r o m  i t s  ba s i c  ex p r es s i o n ,  i t  a p p ea r s  c l ea r l y  t h a t  t h e l a w  
c o u l d  be ( w r o n g l y )  i n t er p r et ed  a s  a n  a c t i o n  a t  d i s t a n c e s i n c e i t  f ea t u r es  t h e t w o  c u r r en t  
el em en t s  a n d  t h e s ep a r a t i o n  bet w een  t h em . H o w ev er ,  t h e A m p è r e’ s  f o r c e c a n  be r ew r i t t en  i n  
s u c h  a  w a y  t h a t  o n e c u r r en t  el em en t  i n t er a c t s  w i t h  t h e v ec t o r  p o t en t i a l  ( o r  a l t er n a t i v el y  t h e 
m a g n et i c  f i el d )  c r ea t ed  by  t h e o t h er  c u r r en t  el em en t  [ 3 3 ] . S o  a c t i o n  a t  d i s t a n c e i s  r ep l a c ed  by  
t h e i n t er a c t i o n  bet w een  a  s o u r c e a n d  a  f i el d  c r ea t ed  by  a  d i s t a n t  s o u r c e,  w h i c h  p r o p a g a t es  
i n s t a n t a n eo u s l y . N o w ,  t h e A m p è r e’ s  f o r c e s a t i s f i es  t o  N ew t o n ’ s  t h i r d  l a w . M o r eo v er ,  t h e 
eq u a l i t y  o f  a c t i o n  a n d  r ea c t i o n  i s  o n l y  c o m p a t i bl e w i t h  i n s t a n t a n eo u s  i n t er a c t i o n s  o t h er w i s e 
t h e s i m u l t a n ei t y  w i l l  be r el a t i v e a s  d em o n s t r a t ed  by  P o i n c a r é  [ 3 4 ,  3 5 ] . T h i s  l a s t  f a c t  i s  o n e o f  
t h e m a j o r  a r g u m en t s  u s ed  by  t h e o p p o n en t s  o f  t h e l o n g i t u d i n a l  s t r es s es  a s  i m p l i ed  by  
A m p è r e’ s  l a w  bec a u s e i t  i s  i n  c o n t r a d i c t i o n  w i t h  s p ec i a l  r el a t i v i t y . I n d eed ,  s p ec i a l  r el a t i v i t y  
a n d  h en c e t h e f u l l  s et  o f  M a x w el l  eq u a t i o n s  c a n n o t  be m a d e c o m p a t i bl e w i t h  A m p è r e’ s  l a w . 
H o w ev er ,  w h a t  h a s  n o t  been  n o t i c ed  bef o r e i s  t h e f a c t  t h a t  A m p è r e’ s  l a w  i s  c o m p a t i bl e w i t h  
t h e s o -c a l l ed  G a l i l ea n  m a g n et i c  l i m i t  o f  M a x w el l  eq u a t i o n s  a s  o n e d ea l s  w i t h  d i v er g en c el es s  
c u r r en t s  i n  t h e q u a s i -s t a t i o n a r y  a p p r o x i m a t i o n  [ 3 6 ,  3 7 ] . H en c e,  A m p è r e’ s  l a w  ( s o  l o n g i t u d i n a l  
s t r es s es )  a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  i s  c o m p l et el y  c o m p a t i bl e w i t h  G a l i l ea n  el ec t r o m a g n et i s m  a n d  
s o  w i t h  t h e p r i n c i p l e o f  r el a t i v i t y  [ 3 6 ,  3 7 ] . O f  c o u r s e,  f o r  r a p i d  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e c u r r en t s ,  
A m p è r e’ s  l a w  w i l l  br ea k  d o w n  ( w a v es  w i l l  p r o p a g a t e)  a n d  i s  i n d eed  i n c o m p a t i bl e w i t h  
s p ec i a l  r el a t i v i t y  a n d  m o r e p r ec i s el y  w i t h  t h e l i g h t  v el o c i t y  p o s t u l a t e bu t  s t i l l  n o t  w i t h  t h e 



r el a t i v i t y  p o s t u l a t e. T h a t ’ s  w h y  w e t h i n k  t h a t  t h e G r a n ea u s  ( f a t h er  a n d  s o n )  w er e p a r t i c u l a r l y  
r i g h t  t o  c a l l  t h ei r  bo o k  N ew t o n i a n  E l ec t r o d y n a m i c s  [ 3 8 ]  a s  A m p è r e’ s  l a w  i s  s t r i c t l y  v a l i d  o n l y  
i n  t h e r ea l m  o f  G a l i l ea n  P h y s i c s …  
 

F o l l o w i n g  C o r n i l l e,  A m p è r e’ s  f o r c e f o r  v o l u m e el em en t s  d3τ  bec o m es  [ 3 3 ] : 
d 6FA = − µ0

4π
1
r2

2 Ja .Jb( )− 3 Ja .
r
r

 
  

 
  Jb .

r
r

 
  

 
  

 
  

 
  
r
r
d3τ ad 3τ b  

W h en  Ja  a n d  Jb  a r e c o -l i n ea r ,  A m p è r e p r ed i c t ed  t h e ex i s t en c e o f  a  r ep u l s i o n : 
d 6FA =

µ0
4π

JaJb
r2

d3τ ad3τ b  
w h i c h  i s  i n  c o n t r a d i c t i o n  w i t h  L a p l a c e/ L o r en t z / G r a s s m a n n  l a w ,  w h i c h  p r ed i c t s  a  z er o  f o r c e 
bet w een  bo t h  c u r r en t  el em en t s . H en c e,  o n e r ec o v er s  r o u g h l y  t h e m ec h a n i c a l  t en s i o n  
i n t r o d u c ed  by  H el m h o l t z  f r o m  A m p è r e’ s  f o r c e i n  t h e l o n g i t u d i n a l  d i r ec t i o n : 

TH ∝
µ0
4π

Ja
r
d 3τ a .

Jbd3τ b

r
∝ dAa .Ib  

w h er e dAa  i s  t h e v ec t o r  p o t en t i a l  c r ea t ed  by  t h e c u r r en t  d en s i t y  Ja  i n t er a c t i n g  w i t h  t h e c u r r en t  
i n t en s i t y  Ib . 
 

W i t h  t h e h el p  o f  t h e S w i s s  p h y s i c i s t  D e L a  R i v e,  A m p è r e p er f o r m ed  t h e w el l -k n o w n  
h a i r p i n  ex p er i m en t  t o  c o n f i r m  h i s  p r ed i c t i o n . I t  c o n s i s t s  i n  c o n n ec t i n g  t w o  p a r a l l el  t r o u g h s  
f i l l ed  w i t h  m er c u r y  t o  a  ba t t er y  a n d  c o m p l et i n g  t h e c i r c u i t  by  a  br i d g e p er p en d i c u l a r  t o  t h e 
t w o  w i r es  f o r m i n g  t h e h a i r p i n  a n d  f l o a t i n g  o n  t h e m er c u r y . T h e h a i r p i n  i s  i s o l a t ed  ex c ep t  a t  i t s  
ex t r em i t i es  w h er e t h e r ep u l s i o n  f o r c es  a c t  a n d  p r o p el  t h e s y s t em  a w a y  f r o m  t h e ba t t er y  
w h a t ev er  i s  t h e s i g n  o f  t h e c u r r en t  [ 2 6 ,  2 7 ] . S ev er a l  r ep r o d u c t i o n s  h a v e c o n f i r m ed  t h e 
ex i s t en c e o f  t h e ef f ec t  w h er ea s  t h e t h eo r et i c a l  ex p l a n a t i o n  g i v en  by  A m p è r e i s  s t i l l  t h e s u bj ec t  
o f  a n  i n t en s e c o n t r o v er s y  i n  t h e r ec en t  l i t er a t u r e [ 3 8 ,  3 9 ,  4 0 ,  4 1 ] . 
 

H . H el m h o l t z ,  h i s  R u s s i a n  s t u d en t  N . S c h i l l er ,  t h e M a x w el l i a n s  G . F . F i t z g er a l d  a n d  
O . J . L o d g e h a v e m a d e s ev er a l  a t t em p t s  t o  d i s c o v er  ex p er i m en t a l l y  t h e a d d i t i o n a l  l o n g i t u d i n a l  
s t r es s es  d er i v ed  i n d ep en d en t l y  by  M a x w el l ,  H el m h o l t z  a n d  L a r m o r . A l l  t h e ex p er i m en t s  w er e 
n eg a t i v e [ 4  C h a p t er  6 ,  2 2  I I I ,  2 3  p . 2 2 3 -2 2 6 ,  2 4  T w o  a n d  T h r ee] . C o n c er n i n g  H el m h o l t z ’ s  
o n es ,  h e ex p ec t ed  c h a r g es  ef f ec t  t o  o c c u r  s i n e h e w r o t e t h e n ew  f o r c i v es  i n  f u n c t i o n  o f  t h e 
t i m e d er i v a t i v e o f  t h e c h a r g e d en s i t y  t h a n k s  t o  c h a r g e c o n s er v a t i o n : h e w a s  w r o n g  ( L a r m o r  
m a d e t h e s a m e p h y s i c a l / m a t h em a t i c a l  er r o r  [ 4 2 ] )  a s  t h e c u r r en t  d en s i t y  i s  d i v er g en c el es s  
w i t h i n  t h e G a l i l ea n  m a g n et i c  l i m i t  [ 3 6 ,  3 7 ] . H o w ev er ,  n o n e o f  t h es e a u t h o r s  m a d e t h e l i n k  
bet w een  t h e t en s i o n  T = IA  a n d  t h e H a i r p i n  ex p er i m en t  o f  A m p è r e…  
 

I t  s eem s  t h a t  C o s t a  d e B ea u r eg a r d  w a s  t h e f i r s t  t o  en v i s a g e t h e m a t h em a t i c a l  
r el a t i o n s h i p  m o r e t h a n  o n e c en t u r y  a n d  h a l f  a f t er  A m p è r e’ s  ex p er i m en t s  [ 1 7 ,  4 3 ] . A c c o r d i n g  
t o  u s ,  o n e o f  t h e m o s t  s t r i k i n g  ex p er i m en t a l  r es u l t s  c o n c er n i n g  t h e H el m h o l t z  t en s i o n  i s  t h e 
ex p er i m en t  o f  R é m i  S a u m o n t  [ 4 4 ,  4 5 ] . I n d eed ,  a s  w e h a v e s een  L a r m o r  s u g g es t ed  t h a t  l i q u i d  
m et a l  c o n d u c t o r s  w o u l d  c er t a i n l y  r ev ea l s  d i f f er en c es  o f  f l u i d  p r es s u r e d u e t o  t h e p r ed i c t ed  
m ec h a n i c a l  t en s i o n . S a u m o n t ,  w i t h o u t  k n o w i n g  L a r m o r  s u g g es t i o n ,  d es i g n ed  a  v er y  c l ev er  
w ei g h i n g  m et h o d  i n  o r d er  t o  m ea s u r e t h e a p p a r en t  l i g h t en i n g  o r  i n c r ea s e i n  w ei g h t  o f  a  
h o r i z o n t a l  m et a l l i c  c i r c u i t  c o n n ec t ed  t o  a  ba l a n c e p a n ,  c a r r y i n g  a n  el ec t r i c  c u r r en t  a n d  w h o s e 
v er t i c a l  en d s  w er e p l u n g ed  i n  t w o  s ep a r a t e bea k er s  o f  m er c u r y  r el a t ed  t o  a  ba t t er y : f o r  
ex a m p l e,  l i g h t en i n g  i s  o bt a i n ed  w h en  t h e en d s  a r e d i r ec t ed  d o w n w a r d s . H e h a s  s h o w n  by  a  
c a r ef u l  s t u d y  t h a t  t h e d i f f er en c e i n  w ei g h t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e s q u a r e o f  t h e c u r r en t  i n t en s i t y  
a s  p r ed i c t ed  by  t h e H el m h o l t z  t en s i o n / A m p è r e f o r c e [ 4 4 ,  4 5 ] . 



 
O t h er  ex p er i m en t s  h a v e been  c a r r i ed  o u t  i n  o r d er  t o  d em o n s t r a t e t h e ex i s t en c e o f  t h e 

A m p è r e’ s  f o r c e. F o r  ex a m p l e,  t h e beh a v i o u r  o f  el ec t r o m a g n et i c  r a i l g u n s  i s  bel i ev ed  t o  be 
ex p l a i n ed  by  t h e H el m h o l t z  t en s i o n / A m p è r e f o r c e a s  w el l  a s  t h e w i r e ex p l o d i n g  p h en o m en a  
[ 3 8 ,  4 5 ,  4 6 ] . W e h o p e t h a t  o u r  s t u d y  w i l l  c l o s e t h e d eba t e w i t h  r es p ec t  t o  t h e ex i s t en c e o f  t h e 
l o n g i t u d i n a l  s t r es s es  [ 4 7 ,  4 8 ,  4 9 ,  5 0 ,  5 1 ,  5 2 ] . 
 

Conclusions 
 
A s  a  c o n c l u s i o n ,  w e h a v e s h o w n  t h a t  t h e ex p r es s i o n  o f  L a r m o r  i s  t h e m o r e g en er a l  

ex p r es s i o n  f o r  a  m a g n et i c  t o r q u e w h o s e ex i s t en c e i s  c o n f i r m ed  by  ev er y d a y  ex p er i m en t s . I t  i s  
t h en  s t r a i g h t f o r w a r d  t o  d ed u c e t h e ex i s t en c e o f  a  H el m h o l t z  m ec h a n i c a l  t en s i o n ,  w h i c h  i s  
c l o s el y  r el a t ed  t o  A m p è r e’ s  f o r c e. M u c h  m o r e s t u d i es  a r e n eed ed  n o w  i n  o r d er  t o  c o m p u t e 
d i r ec t l y  t h e H el m h o l t z  t en s i o n  f o r  p a r t i c u l a r  c a s e a s  f o r  S a u m o n t  ex p er i m en t s . I n  a d d i t i o n ,  w e 
h a v e r ec a l l ed  R eu l o s  r ea s o n i n g  f o r  i n t r o d u c i n g  t h e L a r m o r  t o r q u e. P r es en t  d a y s  s t u d i es  o f  t h e 
l i g h t  a n g u l a r  m o m en t u m  s h o u l d  m a k e t h e l i n k  w i t h  t h e t h o u g h t  ex p er i m en t  o f  R eu l o s  w i t h  
m et a l l i c  r o d s  w h er e o n e s h o u l d  o bs er v e a  r o t a t i o n  o f  t h e f r a m e c a r r y i n g  t h e r o d s  w h en  
s u bm i t t ed  t o  a n  el ec t r o m a g n et i c  w a v e [ 5 2 ] . A s  f o r es een  by  L a r m o r ,  t h e u s e o f  l i q u i d  m et a l  
l i k e i n  M a g n et o h y d r o d y n a m i c s  i s  a  p er f ec t  f i el d  o f  t es t i n g  f o r  t h e H el m h o l t z  t en s i o n . B y  t h e 
w a y ,  i t  i s  s t r a n g e t h a t  t h e l o n g -s t a n d i n g  p r o bl em  o f  ea r t h  d y n a m o  w a s  s y s t em a t i c a l l y  
a p p r o a c h ed  t h r o u g h  t h e u s e o f  L o r en t z  f o r c e a t  t h e n o t a bl e ex c ep t i o n  o f  t h e m ec h a n i c a l  m o d el  
o f  R i k i t a k e w h o  p r ec i s el y  u s ed  a  f o r m u l a t i o n  i n  t er m s  o f  t h e m a g n et i c  t o r q u e [ 5 3 ] . H en c e,  
m a y be L a r m o r ’ s  t o r q u e c o u l d  g i v e s o m e c l u es  f o r  t h e g en er a t i o n  o f  m o t i o n  by  a  l i q u i d  m et a l  
c a r r y i n g  i n d u c ed  c u r r en t s …  
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