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Rigidité infinitésimale de cones-variétés Einstein a courbure négative

Grégoire Montcouquiol
Laboratoire E.Picard (UMR 5580), Université Paul Sabatier, Toulouse

10 mars 2005

Abstract

Starting with a compact hyperbolic cone-manifold of dimension n > 3, we study the deformations of the
metric with the aim of getting Einstein cone-manifolds. If the singular locus is a closed codimension 2
submanifold and all cone angles are smaller than 27, we show that there is no non-trivial infinitesimal
Einstein deformations preserving the cone angles.

Résumé

Partant d’une cone-variété hyperbolique compacte de dimension n > 3, on étudie les déformations de
la métrique dans le but d’obtenir des cones-variétés Einstein. Dans le cas ou le lieu singulier est une
sous-variété fermée de codimension 2 et que tous les angles coniques sont plus petits que 27, on montre
qu’il n’existe pas de déformations Einstein infinitésimales non triviales préservant les angles coniques.

1 Introduction

Dans leur célebre article [F], Hodgson et Kerckhoff montrent que pour une large classe de cones-
variétés hyperboliques de dimension 3, I'espace des structures coniques hyperboliques au voisinage
d’une cone-variété donnée est paramétré par les angles coniques. Leur résultat principal est le théoreme
de rigidité infinitésimale suivant : si M est une cone-variété hyperbolique de dimension 3 de volume
fini, dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques sont inférieurs a 2,
alors il est impossible de la déformer sans modifier ses angles. Ce résultat, complété par des travaux
plus récents (cf notamment [[1], [[7 et [[]), a été le point de départ de nombreux développements
dans I’étude de la géométrie des variétés hyperboliques de dimension 3, tels que la géométrisation des
petites orbifolds ou I’étude des groupes kleiniens ([d], [H]).

Le principe de la démonstration du théoréme de rigidité infinitésimale de Hodgson et Kerckhoff est
de réussir a appliquer la méthode de Calabi-Weil aux cones-variétés : on montre que la représentation
d’holonomie n’admet pas de déformations non triviales de la forme voulue. Cela nécessite d’établir
des formules d’intégration par parties ainsi qu’un résultat du type théoreme de Hodge. Ce genre de
difficultés est inhérent a I’étude des cOnes-variétés ; nous les reverrons plus en détail.

Dans le cas des variétés fermées, Koiso [[L]] a donné un analogue de la méthode de Calabi-Weil, qui
n’utilise plus la représentation d’holonomie mais étudie directement les déformations de la métrique
(cf aussi [@], §12.H). Cette deuxieme méthode présente l'avantage d’étre plus facilement généralisable

et de s’appliquer, en dimension supérieure, & une classe de variétés plus vaste, a savoir les variétés
Einstein (vérifiant de bonnes conditions de courbure).

Le but de ce papier est d’adapter la méthode de Koiso pour démontrer qu’en dimension supérieure
ou égale a trois, et sous des hypotheses voisines de celles du théoreme de Hodgson et Kerckhoff, on
ne peut pas déformer une cone-variété hyperbolique en des cones-variétés Einstein sans en modifier
les angles coniques. En particulier, on redémontre dans le cas de la dimension trois le théoreme de
rigidité infinitésimale ci-dessus.



1.1 Présentation des résultats

Le résultat que ’on se propose de démontrer ici est le suivant :

Théoréme ([.1)). Soit M une cone-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme une
sous-variété fermée de codimension 2, et dont tous les angles coniques sont strictement inférieurs a
27. Alors toute déformation FEinstein infinitésimale ne modifiant pas les angles coniques est triviale.

Les restrictions imposées a la géométrie des cOnes-variétés sont essentiellement les mémes que
dans D'article de Hodgson et Kerckhoff [§]. On aurait pu remplacer I’hypothése “M compacte” par
I’hypothese “M de volume finie”, mais les choses sont quand méme plus simples dans le cas compact.
La condition sur la géométrie du lieu singulier est plus cruciale : c’est elle qui permet d’avoir un
bon modele local et qui permet ainsi de faire les calculs. De maniere général, le lieu singulier d’une
cOne-variété peut étre beaucoup plus compliqué. Enfin, la condition sur les angles coniques est une
hypothese technique qui parait de prime abord assez mystérieuse. En fait, on verra dans la section
B que les angles coniques régissent en partie la croissance au voisinage du lieu singulier des solutions
d’un laplacien ; plus les angles sont petits, plus on controle ces solutions.

La définition précise des cones-variétés envisagées se trouve dans la section f. Ce qu’il faut re-
marquer est que les déformations infinitésimales d’une telle structure peuvent toujours se mettre sous
une forme standard (i.e. appartenant a une certaine famille — de dimension infinie — de déformations)
au voisinage du lieu singulier. En particulier, une déformation ne modifiant pas les angles a la pro-
priété d’étre L%, & dérivée covariante L?. C’est entre autres pour cette raison que nous travaillerons
principalement dans le cadre L2.

La section suivante rappelle la définition des métriques et déformations infinitésimales Einstein ;
on y expose aussi le probleme des déformations triviales. Pour s’en débarrasser on cherche a imposer
la condition de jauge de Bianchi, ce qui revient & pouvoir résoudre une équation de normalisation. On
trouve ensuite dans la section ] quelques résultats de la théorie des opérateurs non bornés d'un espace
de Hilbert qui nous serons utiles pous résoudre cette équation.

L’outil principal dans la démonstration de la rigidité infinitésimale est connu sous le nom de
technique de Bochner. En partant d’une équation du type Pu = 0 ou P est un opérateur différentiel
du deuxieme ordre de type Laplacien, on exprime P comme somme d’un opérateur auto-adjoint positif
Q*Q de degré 2 et d'un opérateur R de degré 0 faisant intervenir la courbure. Une telle décomposition

P=Q"Q+R

s’appelle une formule de Weitzenbdck; on en rencontrera & plusieurs reprises dans ce texte. Ensuite,
dans le cas ou 'on travaille sur une variété fermée, une intégration par parties donne

0= (Pu,u) = |Qu||* + (Ru, u).

Si l'opérateur R est tel que (Ru,u) > ¢||ul|? avec ¢ > 0, on trouve alors u = 0. Le lecteur intéressé par
le sujet pourra se référer a [g, §1.1.

Pour pouvoir adapter cette technique aux cones-variétés il faut pouvoir faire les intégrations par
parties, et il est naturel pour cela de travailler ici aussi avec des objets appartenant a des espaces
L?. On donne dans la section [ deux résultats dans ce sens, ainsi que leur interprétation en termes
d’opérateurs non bornés.

La partie suivante (section [J) est le coeur de ce texte. Elle consiste en une étude détaillée de
I’équation de normalisation et de 'opérateur correspondant

L=V'V+(n—-1Id=A+2(n—-1)Id



agissant sur les 1-formes. Le but est de trouver des bons domaines sur lesquels L est auto-adjoint et
donc inversible. Pour ce faire, et apres avoir préalablement exhibé une décomposition adaptée en séries
de Fourier généralisées (§f.J), on étudiera le comportement des solutions de I’équation homogene au
voisinage de la singularité. On montrera que ce comportement est étroitement lié aux angles coniques ;
par exemple, la norme ponctuelle d’une solution donnée au voisinage d’une composante connexe du
lieu singulier d’angle conique « est en ¥ avec k € {£1 4 2pra~t, £2pra! /p € Z}. Les restrictions
imposées sur les angles coniques permettent de controler suffisamment les solutions de 1’équation ho-
mogene, et finalement les solutions de I’équation de normalisation tout court. On aboutit au théoreme
suivant :

Théoréme (B.§). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2r. Soit ¢ une forme lisse appartenant a L*(T*M). Alors il eviste une unique forme
a € C®(T*M) solution de I’équation Lu = ¢ telle que o, Va, dda, et Vda soient dans L2.

Une fois ce résultat établi, il est relativement facile de faire fonctionner la méthode de Koiso pour
démontrer le théoreme [.]; c’est l'objet de la section []. Partant d’une déformation infinitésimale
Einstein hg préservant les angles (donc & dérivée covariante L?) d’une cone-variété hyperbolique, dont
tous les angles coniques sont inférieurs a 2w, la démonstration de sa trivialité se fait en deux temps.
On a d’abord besoin de se débarrasser des déformations triviales, on utilise donc le résultat mentionné
ci-dessus pour résoudre I’équation de normalisation. On applique ensuite une technique de Bochner a
la déformation normalisée h = hg — §*«. En utilisant la formule de Weitzenbock idoine et le premier
résultat d’intégration par parties, on obtient

§VdVh + (n—2)h = 0.

Une deuxiéme intégration par parties, un peu plus compliquée, permet de conclure que hg = §*«, et
donc que 'on a bien rigidité infinitésimale relativement aux angles coniques au sein des cOnes-variétés
Einstein.

2 Les cones-variétés et leurs déformations

Nous allons maintenant préciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cone-variété, plus
générale que celle d’orbifold, a été introduite par Thurston ] pour I’étude des déformations des
variétés hyperboliques a cusps en dimension 3. Le cas le plus fréquemment rencontré est celui des
cOnes-variétés a courbure constante. Celles-ci sont relativement simples & définir, soit géométriquement
comme un recollement de simplexes géodésiques, soit en explicitant la métrique en coordonnées ; c’est
cette derniére approche qui sera utilisée ici. Le lecteur intéressé pourra se reporter a [[§] pour une
définition par récurrence des cones-variétés modelées sur une géométrie.

La géométrie du lieu singulier d’une cone-variété arbitraire peut étre tres compliquée. Dans le cadre
de notre étude nous nous limiterons au cas ou il forme une sous-variété de codimension deux, ce qui
permet de parler d’angle conique le long de chaque composante connexe du lieu singulier et d’avoir
des bons modeles locaux pour mener a bien les calculs.

Enfin, comme notre but est de s’intéresser a des variétés Einstein, on s’autorise une classe assez large
de métriques a singularités : on demande juste que la métrique conique ressemble asymptotiquement
au produit de la métrique du lieu singulier avec la métrique d’un coéne (de dimension deux).

Soit M une variété compacte de dimension n > 3, et £ = [[V_, 3; une sous-variété fermée plongée
de codimension 2, dont les ¥; sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte on emploiera
souvent la notation M pour désigner improprement M \ X.



Définition 2.1. Soient o, ..., o, des réels positifs. La variété M est munie d’une structure de cone-
variété, de lieu singulier ¥ = [[V_| X; et d’angles coniques les oy, si :

- M\ ¥ est munie d’une métrique riemannienne g, non compléte ;

— pour tout i, ; est munie d’une métrique riemannienne g; ;

— pour tout i, tout point x de 3; a un voisinage V dans M difféomorphe & D> x U, avec U = VNY;
un voisinage de x dans X;, dans lequel g s’exprime en coordonnées cylindriques locales sous la
forme

g=dr?+ (;—;)27”26162 +9i +q,

ot q est un 2-tenseur symétrique vérifiant g(q,q) = O(r?) et g(Vq,Vq) = O(r).

Dans la suite on exprimera souvent la métrique g sous la forme légerement différente
g =dr® +r%d* + g +q,
ou la coordonnée d’angle 6 est définie non plus modulo 27 mais modulo 'angle conique «;.

Une cone-variété hyperbolique est alors une cone-variété telle que les métriques g et g; soient
hyperboliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la définition,

q= (;—;)Q(Sinh(r)2 — 7”2)d02 + (cosh(r)2 —1)g;.

Pour démontrer la rigidité, nous aurons besoin que tous les angles coniques soient inférieurs a 2,
mais cette condition n’apparait qu’a partir de la fin de la partie .

Le caractere singulier des cones-variétés pose certains problemes pour adapter la méthode de Koiso
et faire fonctionner une technique de Bochner. Il faut toujours vérifier si les choses marchent de la
méme maniere que dans le cas compact.

La premiére difficulté va venir des intégrations par parties. Premierement, pour garantir que les
expressions manipulées ont un sens, nous serons obligés de travailler avec des objets L?. Deuxiémement,
il va falloir démontrer qu’on peut effectivement appliquer des formules de type Stokes : ce sera I’'objet de
la partie fj. Au final nous serons en mesure d’effectuer des intégrations par parties pour les opérateurs
d et d, et V et V*. Mais un tel résultat n’existe pas (a notre connaissance) pour les opérateurs dV et
8V ; nous devrons donc contourner cette difficulté quand nous en aurons besoin (section [7).

La plus grande difficulté va venir de I’équation de normalisation, étudiée dans la section [d. Bien
qu’en présence d’un sympathique opérateur elliptique, on ne peut pas appliquer la théorie classique
sur une cone-variété, dont la métrique est singuliere. L’équation admettra encore des solutions, mais
celles-ci ne seront plus uniques, et on aura quoi qu’il arrive une perte de régularité. Cependant, en
imposant que les angles coniques soient inférieurs & 27 nous aurons suffisamment de contréle sur
la norme de certaines combinaisons linéaires des dérivées des solutions pour faire fonctionner une
technique de Bochner.

Soit (M, g) une cone-variété au sens ci-dessus, de lieu singulier 3. Soit maintenant g; une famille
de métriques singuliéres, dérivable, telle que gy = g et que pour tout ¢, (M, g;) soit une cone-variété
de lieu singulier .

Si x est un point de X, pour tout ¢ il existe par définition un voisinage de x dans M dans lequel
on a ’expression ci-dessus pour la métrique en coordonnées cylindriques. Quitte a les restreindre, ces
voisinages sont tous difféomorphes, et on peut donc faire agir une famille ¢; de difféomorphismes de
telles facons que les coordonnées cylindriques locales pour I'expression de ¢; g; soient les mémes pour
tout ¢.



Dit d’une autre maniere, il existe un voisinage V de = dans M, difféomorphe & D?xU ou U = VNX
est un voisinage de x dans ¥, dans lequel on peut trouver des coordonnées cylindriques telles que pour
tout ¢, on ait :

% 8]
Grgr = dr? + (ﬁ)%ﬂde? +hy +qr.

Dans cette expression, h; désigne une métrique sur U et ¢; est un 2-tenseur symétrique qui vérifie les
conditions de la définition P.1.

Finalement, quitte & modifier la famille g; par des difffomorphismes, ce qui revient a modifier
la déformation infinitésimale par une déformation géométriquement triviale, on peut montrer que
h = %]tzo est au voisinage du lieu singulier combinaison linéaire des quatres types de déformations
suivants, modifiant :

- Pangle,
- la métrique du lieu singulier,
- le reste,

- et enfin, la fagon de “recoller” la variable d’angle quand on passe d’un systeme de coordonnées
a un autre.

Il est important de noter que les toutes ces déformations infinitésimales sont L?, mais que seules
les trois derniéres ont leur dérivée covariante dans L?. Ainsi, c’est au niveau du caractére L? ou non
de la dérivée covariante de la déformation que 'on voit si celle-ci préserve ou non les angles coniques.

3 Les métriques Einstein, leurs déformations et I’équation de nor-
malisation

Par définition, une métrique Einstein est une métrique riemannienne g vérifiant I’équation

ric(g) = cg,

ol le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et ol ¢ est une constante. Notons que si
on remplace g par Ag, avec A une constante strictement positive, alors la nouvelle métrique vérifie
I’équation ci-dessus en remplacant ¢ par A" 'c; donc en fait c’est principalement le signe et non la
valeur exacte de la constante ¢ qui compte. On peut ainsi distinguer trois grandes classes de métriques
Einstein suivant que ¢ est négatif, positif ou nul.

Les métriques a courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein ; en dimension 3 ce sont les
seules. Par contre des la dimension 4 il y a beaucoup plus de métriques Einstein que de métriques a
courbure sectionnelle constante ; on peut donc considérer la condition Einstein comme un affaiblisse-
ment ou une généralisation de la condition courbure sectionnelle constante.

Puisque 'on s’intéresse principalement aux cones-variétés hyperboliques, on ne considerera que des
métriques Einstein vérifiant E(g) = 0, avec

E(g) = ric(g) + (n — 1)g.

La constante (n — 1) est choisie de telle sorte que les métriques hyperboliques vérifient cette équation.

Soit g; une famille lisse de métriques Einstein (c’est-a-dire vérifiant E(g;) = 0) sur une variété
donnée M, avec gy = g¢g. Le 2-tenseur symétrique h = %gthzo vérifie alors I'équation d’Einstein
linéarisée

E,(h) =0.



Le calcul de Ej est classique, cf par exemple [B] §1.K :

E}(h) = VN gh — 2Rgh — 6;(26,h + dtr 4h).

Les opérateurs utilisés ici nécessitent un peu d’explication. La notation Vg, ou V pour simplifier,
désigne la dérivée covariante ou connexion de Levi-Civita associée a la métrique riemannienne g. Elle
admet un adjoint formel noté V; : sl (€;)i=1..n est une base orthonormée, on a

n

Vi(X1,..., Xp) ==Y (Ve,a)(ei, X1, ..., Xp).

i=1

Pour les tenseurs symétriques, on définit d; : SPM — SPHLM comme étant la composée de la
dérivée covariante et de la symétrisation. En particulier, si a € Q'M = S'M, alors

Saey) = 5(Vaa)y) +(V,0)(@)
= 5(6(Vaat,y) + g(Vyat )

1
= §Lau9(ﬂ?,y),

ou L,; désigne la dérivée de Lie le long du champ de vecteur af dual (pour la métrique g) a la forme
a. L’adjoint formel de I'opérateur d, se note dg; c’est juste la restriction de Vi a SPHLML.

Ensuite, R, désigne 'action du tenseur de courbure R, sur les 2-tenseurs symétriques : si h est
une section de S?M, on pose

Ryh(w,y) = > h(Ry(x, e:)y, 1),
=1

ou (e;) est une base orthonormale pour T'M ; c’est encore un 2-tenseur symétrique. Si g est hyper-
bolique, on a alors

Ryh = h — (tr 4h)g.

Enfin, la notation tr , désigne juste la trace par rapport a g : si h est un 2-tenseur,

n
trgh = Z h(e;,e;).
i=1
Dans la suite et pour alléger les notations, on omettra le plus fréquemment l'indice g.

Par définition, une déformation Einstein infinitésimale de la variété Einstein (M, g) est un 2-tenseur
symétrique h vérifiant I'équation Ey(h) = 0.

Maintenant, si g est Einstein et si ¢ est un difféomorphisme de M, alors la métrique tirée en
arriére ¢*g est aussi Einstein. Par conséquent, si ¢; est une famille lisse de difféomorphismes telle
que ¢q soit l'identité, alors la déformation infinitésimale associée %qﬁf gli=o est naturellement Einstein.
Une telle déformation est qualifiée de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M défini par X (z) =
%(gbt(:v))h:o, et soit @ = X’ la 1-forme duale, c’est-a-dire vérifiant a(Y) = g(X,Y’) pour tout vecteur
Y. On a les relations

d * *
2 (919)li=0 = Lxg = 205

I'espace des déformations infinitésimales triviales est donc égal a Imdy.



La fagon habituelle de se débarrasser des déformations triviales est d’imposer une condition de
jauge, c’est-a-dire de ne considérer que des déformations infinitésimales vérifiant une certaine équation.
On en trouve plusieurs dans la littérature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (cf [{] §1.1.C, [l] §2.3, &
comparer & [f] §12.C). On veut donc que nos déformations infinitésimales h vérifient

ﬁg(h) =0,

ot B, : S?M — QM est 'opérateur de Bianchi (associé a la métrique g) défini par

1
By(h) = 84h + Sdtr gh.

Ainsi, étant donnée une déformation infinitésimale hg, on veut pouvoir la modifier par une déforma-
tion triviale, de facon essentiellement unique, de telle sorte que le résultat vérifie la condition de jauge.
Dit plus précisément, on veut trouver une 1-forme « telle que la déformation normalisée h = hg — §*«
satisfasse 5(h) = 0; de fagon équivalente, on cherche a résoudre l’équation de normalisation (on omet
les indices)

Bo 8 a = B(hy).

L’étude de cette équation et de Popérateur 3 o &* est 1'objet de la section f. On se placera entre
autre dans le cadre de la théorie des opérateurs non bornés entre espace de Hilbert, dont les résultats
principaux sont cités dans la section suivante.

4 Quelques rappels sur les opérateurs non bornés

Nous allons annoncer un certain nombre de définitions et propriétés concernant les opérateurs non
bornés; le lecteur intéressé pourra consulter [[J], chapitre 8, ou [IJ], chapitre 13.

Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Un opérateur non borné est une application linéaire
A:D(A) - F

ou D(A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, toute application linéaire
(continue ou non) de E dans F' est un opérateur non borné.

Soit A et B deux opérateurs non bornés. On dit que B est un prolongement de A, noté A C B, si
D(A) C D(B) et B|D(A) = A.

Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G(A) = {(u, A(u))|u € D(A)} est fermé dans
E x F, ce qui revient a dire que pour toute suite (uy,) de D(A) telle que u,, —» v € E et A(u,) —»v € F,
onau€ D(A) et v=A(u).

Si A est a domaine dense dans E, on peut définir son adjoint A* : D(A*) C F' — E de la fagon
suivante :
v € D(A") <= Jw € E tel que Yu € D(A), (u,w)g = (A(u),v)r.

Comme D(A) est dense dans E, I’élément w (si il existe) est unique; on pose w = A*(v). Remarquons
que ladjoint d’un opérateur est toujours fermé. On a aussi la propriété évidente (si les opérateurs
considérés sont & domaine dense) A C B = B* C A*.

Pour définir A**, il faut vérifier que A* est & domaine dense, ce qui n’est pas toujours le cas. Mais
on a la propriété suivante (cf [LJ] §117) :

Proposition 4.1. Soit A un opérateur non borné de E dans F', a domaine dense. Alors A* est a
domaine dense si et seulement si A admet un prolongement fermé. Dans ce cas, A** est le plus petit
prolongement fermé de A, i.e. si on a A C B avec B fermé, alors A™ C B.



On remarque aussi que le graphe de A™ n’est autre que I'adhérence dans E x F' du graphe de
A. D’autre part, si A est fermé, on a A** = A. En particulier, dés que cela a un sens, on a toujours
A = A* (notons au passage que l'on a bien (A*)** = (A**)*).

Si A est injectif, on peut définir son inverse A~! : son domaine n’est autre que 'image de A.

Pour pouvoir définir la composition de deux opérateurs non bornés A : D(A) C E — F et
B:D(B) C F — G, on pose, par définition,

D(BoA)={x € D(A)|A(z) € D(B)}.
De méme, la somme se définit naturellement sur le domaine
D(A+ A" = D(A)nD(A").

Il se peut évidemment que ces domaines soient réduits a I’élément nul. Cependant, on a le théoreme
relativement surprenant suivant ([[12], §118, ou [[L3], théoréme 13.13) :

Théoréme 4.2. Si l'opérateur non borné A : E — F est fermé et de domaine dense, alors les

opérateurs
B=(A"0A+1Id)™, C=A0(A*0c A+ 1d)!

sont des applications linéaires continues de E dans E et de E dans F' ; de plus ||B|| <1, ||C|| <1, et
B est auto-adjointe positive.

Maintenant, soit M une variété riemannienne, et soit E et F' deux fibrés vectoriels sur M, mu-
nis de métriques riemanniennes (.,.)g et (.,.)p. On note C§°(E) (resp. C*°(E), resp. L*(E)) Des-
pace des sections de E qui sont C* & support compact (resp. C*, resp. L?); de méme pour F. La
métrique sur E et la forme volume sur M font de L?(E) un espace de Hilbert (pour le produit scalaire
(f.9)e = [, ([, 9)Edvolys) dont CG°(E) est un sous-espace dense; de méme pour F.

Soit A un opérateur différentiel agissant sur les sections de . On le considére comme un opérateur
non borné de domaine les sections C*° a support compact, i.e.

A CG(E) — C§°(F) € LA(F),
et on suppose que A admet un adjoint formel A' : C§°(F) — C$°(E), i.e. tel que
(Au,v)p = (u, A")p Yu € C§°(E) et Vv € C§°(F).
On a clairement A C A* donc A* est & domaine dense.

On pose alors A,,;, = A**, c’est, on I’a vu, le plus petit prolongement fermé de A. Le graphe de
A** est 'adhérence du graphe de A, donc (et on peut prendre ¢a comme définition)

U € D(Amin) <= 3(uy) € C°(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,) converge dans L?,
n—oo
Apinu est alors la valeur de cette limite.

On pose aussi Apae = (AY)*; comme A' C A* on a A C Apae et donc A C Apyge. De plus
At C (AN = (Apaz)®, et, vu la propriété de minimalité de **, on en déduit que A, est le plus
grand prolongement de A dont 1’adjoint prolonge aussi Af. Plus précisément,

u € D(Apmaz) <= Jv € L*(F) tel que Vo € CSO(F), (u, A'¢)p = (v, ),

ce qui signifie exactement que v = Au “au sens des distributions”. En utilisant des techniques standards
d’analyse (convolution), on montre qu’on peut approcher u € D(A;,q,) par des sections lisses, i.e. (et
on peut prendre ¢a comme définition)

U € D(Amaz) <= 3(uy) € C°(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,) converge dans L?
n—oo

(Apmazu est alors la valeur de cette limite).



5 Deux résultats d’intégration par parties sur les cones-variétés

Pour faire fonctionner la technique de Bochner nous avons besoin de procéder a des intégrations par
parties. Les deux résultats suivants ainsi que leur interprétation en termes d’opérateurs non bornés
sont a notre disposition. Le premier théoreme d’intégration par parties sur une cone-variété est le
suivant, di & Cheeger [f] :

Théoréme 5.1. Soient o € QPM et 3 € QPHM deux formes C™ sur M telles que «, do, 3, et 63
soient dans L*. Alors

(@, 60) = (dev, ).

En fait il faut adapter un tout petit peu la démonstration, ou combiner deux résultats de I’article
cité (cf aussi [§, appendice).

Par passage a la limite, il est clair que I'on a encore

<Oé, 5mamﬁ> = <dmaa:aa ﬁ>
quel que soit o € D(dynaz) et € D(6maz). On en déduit immédiatement (cf aussi [fi]) que :

Corollaire 5.2. Les opérateurs dpmar €t Omaz Sont adjoints l'un de Uautre; on a dper = dmin €t

5ma:v = Omin -

Démonstration. En effet, 'égalité (o, 0pazB) = (dmazv, ) quel que soit o € D(dpaz) et 8 € D(dmaz)
implique que 6maz C @uz- OF &pe = Omin C Omaz- DONC dpmazr = Omin = dihq.- Le méme argument
|

montre que dmaz = dmin = Oraa-

Le deuxieme résultat concerne les tenseurs et non plus les formes différentielles :

Théoréme 5.3. Soient u € C®°(TT)M), v € C®(TTTLIM) tels que u, Vu, v, V*v soient dans
L2. Alors
(u, V*v) = (Vu,v).

Démonstration. On va démontrer ce résultat en utilisant une méthode similaire & celle de Cheeger [f].
Pour simplifier, nous supposerons que la métrique au voisinage de ¥ est exactement, en coordonnées
locales, de la forme g = dr? + r?df? + gjs;» ou 0 est définie modulo I'angle conique a. Le cas général
se traite exactement de la méme facon, les expressions sont juste un peu plus compliquées.

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de 3 dans M soit tubulaire.
Pour ¢t < a, on pose U; le t-voisinage de ¥ dans M, ¥y = 90Uy, et My = M \ U;. Le vecteur % = e, est
une normale unitaire en tout point de ¥;. Avec ces notations, une intégration par parties ( c’est-a-dire
la formule de Stokes ) nous donne :

/Mt (9(u, V*v) — g(Vu,v)) = /2 g (1, i, v)

ol i, v = v(er,.). Le terme de gauche converge vers (u, V*v) — (Vu,v) quand ¢ tend vers 0. Notons
I; le terme de droite de I’égalité, qui correspond au terme de bord. On a alors les inégalités suivantes
(la notation |.| désigne la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle pour la métrique g) :

[ tallico
p»
1/2 1/2
(/ |u|2) ( / |z'erv|2>
Et Et
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On va montrer que le fait que Vu soit L? permet d’avoir une bonne majoration de th lu|?. Et
comme 4., v est L? (car v l'est aussi), th i, v|* ne peut pas croitre trop vite quand t tend vers 0. Ce
deux résultats nous permettront d’affirmer que I;, tend vers 0 pour une suite ¢, tendant vers 0.

En tout point ou |u| # 0, la fonction |u| est dérivable, et d|u|(x) = g(V,u, ﬁ) On pose

O|ul u
0 (Veu, —
or 9(Ve,u [ul

si Ju| # 0, et 8'”‘ = 0 sinon. Il s’agit de la dérivée partielle distributionnelle de |u|, au sens ou l'on a,
si les coordonnees autres que r restent fixées,

)

) - @l = [ 2 Gyar.

a

Or %| < |Ve,u| < |Vul, et donc, si t < a,

)] < u(a)| + [ | Vuldr

et

u(t)? < 2lu(a)? + 2 / | Vuldr)?.

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

a 2 adr (@
</ |Vu|dr> < / —/ r|Vul*dr
t t T Jt

t a
< |ln(a)|/t T|Vu|2dr

En intégrant sur ¥; on trouve

&'“'2 < /2|u( )2+ / (21n( )/ar|Vu| dr>

< /|u )2 + 2| In(= |/ / r|Vu|*dr
< // (a)|*tdfdvols, + 2| In(— ]// </ r\VuPdr) tdfdvols,
=0 =0
< 2—/ \u]2+2t]1n(—)\// /\Vu]zrdrdé?dvolg
aJy, a Jy Jo=0Jt
<

t t
2_/ \u12+2tun(_)\/ IVl
aJs, a Ju,

= O(In(?)])

Il reste a controler le terme fEt lie, v]? < fEt |v|2. Comme v est L2,

/ ( / of2)dt = / o2 < oo,

et donc la fonction ¢ — [5, |v|? est intégrable sur ]0,a]. Or la fonction (¢In(t))~! n’est pas intégrable
en 0. On en déduit donc qu’il existe une suite ¢,, tendant vers 0 pour laquelle

/ (02 = o((ta () 1),
»

tn
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En combinant avec la majoration obtenue pour th |u|?, on en déduit immédiatement que

n—-+o0o
Or I; — (u, V*v) — (Vu,v) quand t — 0; on a donc bien (u, V*v) = (Vu,v). O

Corollaire 5.4. On considére V comme un opérateur non borné ¥ : C(T*) M) — C§(TT+19) M),
Alors Yu € D(Vipaz), Yo € D(V*), on a l’égalité

(Vinazt, vy = (u, V).

Ceci implique en particulier que Vyin = Ve €t que V¢ . =Vt =~ =V*.

Démonstration. La premiere égalité se démontre directement en prenant des suites régularisantes pour
u et pour v : en effet on a vu dans la section précédente que si u € D(Va) (resp. v € D(V*)), il existe
une suite u,, € COO(T(T’S)M) (resp. v, € COO(T(TH’S)M)) telle que lim,, oo up = u et limy, oo Vu, =
Vmazt dans L? (vesp. lim, oo v, = v et lim,, o V*v, = V*v). Alors

(u, V*v) = lim(uy,, V*v,) = lim(Vuy,, v,) = (Viazt, v).

La suite se démontre comme le corollaire f.3. O

Dans la suite les notations V et V* désigneront donc (sauf exception) les opérateurs Vaz (= Vinin)
et vfnam(: vsmn = v*)

On employera fréquemment le corollaire suivant, simple reformulation du précédent :
Corollaire 5.5. Soit u appartenant o D(V), c’est-a-dire tel que u et Vu sont L2. Alors il existe une
suite (u,), C° & support compact, telle que u, — u et Vu, — Vu dans L? quand n — co.

Démonstration. C’est juste la définition de u € D(Vin)- O

Remarque : dans les théoremes ci-dessus, la condition L? parait naturelle, ne serait-ce que pour
s’assurer de lexistence des termes du type (Vu,v). Cependant il est intéressant de noter que la
démonstration donnée du théoreme .3 ne fonctionne pas avec des hypotheses du type u, Vu € L? et
v, V*v € L9, avec p et g des exposants conjugués. La condition L? est donc plus importante qu’il n’y
parait.

6 Etude de I’équation de normalisation

Dans toute cette section, nous supposerons que la métrique conique g est hyperbolique.

Comme on 'a vu dans la section [}, pour se débarrasser des déformations triviales on cherche & im-
poser la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu’une déformation infinitésimale peut se mettre sous
une forme normalisée vérifiant la condition de jauge revient a résoudre I’équation de normalisation :

Bod*a = Bhy.
Cette équation peut se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que
. 1
Va=4§a+ §d0z
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(il s’agit juste de la décomposition du 2-tenseur Vo en partie symétrique et anti-symétrique), que §
est toujours la restriction de V* au sous-fibré correspondant, et donc que
ba =V*a=—-trVa=—tré*a,
la trace de da étant nulle puisque da est anti-symétrique. On obtient alors
26(6%a) = 200"a+dtré*a
= 2V*(Va — %da) — dda
= 2V*Va — dda — déa
= 2V*'Va - Aca.
Ici A = do + 0d est V'opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or A et V*V (parfois nommé
laplacien de connexion) sont reliés par la classique formule de Weitzenbock
Aa = V*Va + ric(a),
cf ] §1.155. En utilisant cette formule et le fait que la métrique g est hyperbolique, on trouve
26(0%a) = Aa+2(n-—1)a
V*Va+ (n—1)a.

On est donc amener a étudier 'opérateur L : o — V*Va + (n — 1)a.

6.1 Premieéres propriétés

La premiere chose a remarquer sur L est qu’il est elliptique. En particulier, si ¢ est C*° et que
La = ¢ au sens des distributions, alors « est C'*°. Malheureusement, le caractere singulier d’une
cone-variété nous empéche d’utiliser directement les inégalités de type Schauder ou Garding. Par
exemple, on peut montrer qu’il existe des 1-formes a appartenant & L? telles que La = 0 au sens des
distributions avec Vo qui n’est pas dans L?.

Il est clair que L, vu comme un opérateur non borné C3°(T*M) — C§°(T*M), est formellement
symétrique : avec les notations de la section fl, Lt = L. Malheureusement, il est possible de montrer que
des que la dimension de notre cone-variété est supérieure a 2, 'opérateur L n’est pas essentiellement
auto-adjoint, i.e. Lyin # Lmaer (ou si Uon préfere, L** # L*). On va donc étudier des extensions
auto-adjointes L de L, avec Lyin C L C Lo

Le théoreme K.2 nous donne une premicre telle extension : toujours avec les conventions de la
section fl, Popérateur V* oV + (n — 1)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est par définition

D ={a € D(V)| Vae D(V*)} ={a € L? Va, V*'Va € L?}
(dans la deuxiéme définition, il faut considérer V et V*V au sens des distributions).

On va maintenant introduire une deuxiéme extension auto-adjointe. On doit & Gaffney [[j] le résultat
général suivant : les opérateurs diinOmaz + Omaz@min €t dmazOmin + Omindmaz (encore avec les conven-
tions de la section @) sont toujours auto-adjoints. Or d’apres le corollaire @, on a dmin = dmaz €t
Omin = Omaz ; les deux opérateurs ci-dessus sont donc les mémes sur une cone-variété. On en déduit
que Popérateur dpmaz0maz + Omaz@maz + 2(n — 1)I1d, défini sur le domaine

D" = {a € D(dmaz) N D(0maz)| dmaz € D(Smaz) et Smaza € D(dmaz)}
= {a € L?| da, da, déa, dda € LQ},

est positif auto-adjoint et donc inversible (encore une fois dans la deuxiéme définition, il faut considérer
les opérateurs au sens des distributions). Nous montrerons plus loin que ces deux domaines D et D’
sont en fait confondus quand tous les angles coniques sont inférieurs a 2.
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6.2 Expression du laplacien de connexion en coordonnées cylindriques

On va maintenant sauter a pieds joints dans les calculs. Soit a un réel positif suffisament petit
pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit un voisinage tubulaire. Si  est plus petit que a, on
note U, le r-voisinage de X dans M et >, le bord de U,..

Par définition, si x est un point de X, il existe un voisinage V de = dans U, et un voisinage U de
x dans 3, tels que U = VN X et V ~ U x D?, et dans les coordonnées cylindriques locales adaptées &
la décomposition V ~ U x D?, la métrique est de la forme

g = dr® + sinh(r)%d#* + cosh(r)?gs,

ol 0 est défini non pas modulo 27 mais modulo I'angle conique a. On utilisera les notations suivantes :
1 o)

6 : o) 6

e’ =dr, e’ =sinh(r)do, e, = (e")f = £, et eg = (/)" = () 90

Soit u une section de T*M. Au voisinage de ¥ on peut faire une décomposition orthogonale et on
écrit

w= fe" + g’ + w,

avec f, g, deux fonctions de M dans R (ou C, on sera souvent amené dans la suite & complexifier les
fibrés sur lesquels on travaille), et w une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnées ne soient
que locales, les formes e” et e’ sont bien définies sur tout U,, ainsi que la décomposition orthogonale
précédente.

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V de U, du type ci-dessus et
suffisament petit, on peut définir localement des champs de vecteur ej,...e,_o de telle sorte que
(er,eq,€1,...e,_9) forme un repere mobile orthonormé (local), vérifiant

Ve, = Vesep =0

pour tout k dans 1...n — 2. On définit de méme des 1-formes locales €', ...e" 2 telles que

(e, el el ... e"2) soit le repere mobile dual du précédent.

Avant de commencer les calculs, introduisons encore quelques notations. On note N le (sous-)fibré
vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T M
orthogonal & e’ et e”, et N* le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de = € U,
est le sous-espace vectoriel de T,M orthogonal a eg et e.. La 1-forme w introduite plus haut est
naturellement une section de N. Les sections (eq,...,e,_2) forment localement une base de N*, de
méme pour (e!,... e" %) et N. Si s est section de N*, et t une section de N ou de N*, on note

(Vx)(s,t) la projection orthogonale sur N ou sur N* de Vt.

Si f est une fonction de U,, on pose

n—2
dEf = Z(ek-f)ek,
k=1

et
n—2

Asf = cosh®r Z(Vg)(ek, er).f —ep.ex.f
k=1
(c’est a un facteur pres 'opposé de la trace de la hessienne de f restreinte a N*). Ces deux opérateurs
sont indépendants du choix des e. En fait, avec les notations ci-dessus, dans V' on a une identification,
aretffixé de U x{r,0} aU C X, et N* et N restreints a U x {r, 0} s’identifient de la méme fagon
a TU et T*U. Les opérateurs ci-dessus correspondent via ces identifications a la différentielle et au
laplacien de U C X..
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Il en est de méme pour Vs, et pour les deux opérateurs suivants. Si w est une section de N, on
pose

n—2
ox(w) = —cosh?r Z Vs (eg,w)(ex)
k=1
n—2
= cosh?r Z w(Vs(eg, er)) — ex.w(eg),
k=1
et
n—2
(V*V)sgw = cosh?r Z Vs(Vs(ek, er),w) — Vx(er, Vs(ek,w)),
k=1

qui correspondent & la codifférentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de 3.

On est maintenant armé pour le calcul explicite de V*Vu. En utilisant notre repere mobile, on a
n—2
ViVu = =V, Vet — Ve, Vet + Vv, e,u+ Vy, et + Y Vv, et — Ve, Ve, .
k=1

Comme la métrique conique est hyperbolique, on a les expressions suivantes :

1
Ve.er =0, Ve,e0 = —mer, et Ve, er = V(e ex) — tanh(r) e,.
On trouve alors que
n—2
* 1
V*Vu =~V Vet — Ve, Vel — (m +(n = 2)tanh(r))Ve,u + Y Vo epent — Ve, Ve e
k=1

En remplacant u par fe” + ge? + w, un calcul explicite nous donne Pexpression suivante pour les
composantes de V*Vu ; selon e :

82 f 1 9f

Or?  sinh(r)2 062 <m +(n — 2)tanh(r)>

%.{_ <W + (n—2) tanh(?“)2> f

2 Jg 1 2 tanh(r)

A
+sinh(7“) tanh(r) 00 + cosh(r)? 2f+ cosh(r)? Oxe,
selon e :
0%g 1 0% 1 0g g 2 of 1
o e (g D 0)) S e e A o

et selon la composante incluse dans N :

—Ve, Ve, w—=V¢,Ve,w— + (n—2) tanh(r)) Ve, w+tanh(r)%w

(@
1

+(:osh(r)2

(V*V)sw —2tanh(r) dy f

Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la section suivante une sorte
de décomposition en séries de Fourier généralisées.
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6.3 Décomposition en série de Fourier généralisée

On sait qu’au voisinage du lieu singulier, la métrique g se met localement sous la forme
g = dr® + sinh(r)?d#? + cosh(r)?gs

Si la coordonnée 6 était définie (toujours modulo I'angle conique «) sur tout un voisinage du lieu
singulier, on pourrait faire des décompositions en séries de Fourier, du type

f(r,6,2) an (r,z) exp(2imnd /).

Mais en général la coordonnée d’angle 6 n’est définie que localement, ce qui empéche d’écrire de telles
décompositions. On va donc procéder a une autre sorte de décomposition ; on obtiendra finalement
des écritures du type

f(r,0,2) an Vn (0, 2)

ou les (¢, ) forment une base hilbertienne bien choisie du bord d’un voisinage tubulaire du lieu singulier.

6.3.1 Une base hilbertienne adaptée

Pour faciliter les calculs, nous serons amener a complexifier les fibrés usuels. Comme précédemment,
on choisit un réel positif a suffisament petit pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit un voisinage
tubulaire. Si 7 est inférieur ou égal a a, on note U, le r-voisinage de Y dans M et %, le bord de U,..

On va particulierement s’intéresser a la sous-variété ¥,. Tout point z de X, admet un voisinage V
de la forme U x S, ot U est un ouvert de ¥. Dans ce voisinage, la métrique de ¥, induite par celle
de M, s’exprime comme une métrique produit ; plus précisement on a, dans les coordonnées adaptées,

ga = sinh(a)?d#? + cosh(a)?gs

Dans cette sous-section, et seulement dans celle-ci, les notations V, V* A, etc. désigneront les
opérateurs correspondants pour la métrique g,.

Pour pouvoir faire les décompositions voulues, on veut trouver une “bonne” base hilbertienne sur
Y4, pour les fonctions comme pour les 1-formes, ou plus précisément pour les sections du sous-fibré
N défini précédemment. On se propose donc de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.1. Il existe une base hilbertienne (1;);jen du complezifié de L*(,), telle que pour tout
indice j, il existe un réel \; et un entier relatif p;, vérifiant

232
j = %,
pour lesquels
{ij =\t
€o-Yj = 51Zr§)li(a)¢"
2 42

smh? iR Il eziste une base hilbertienne (¢;)je1U (¢;5)jen

Soit J Uensemble des j pour lesquels \j >
du complexifié de L*>(N), telle que :

252 1/2
— pour tout indice j appartenant ¢ J, ¢; = <)\j — %) ds1);, et donc

ViVe; = ()‘ + cosh(a ) ;

ve9¢j smh(a ¢-7
2 pig? 12
dn¢; = cosh(a) (/\j - W) ¥j;
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— pour tout indice j € N, il existe un réel pu; et un entier relatif p}, pour lesquels

ip}3

{V*Wj 1i;
ve@ SO] smh( ) (‘OJ ’

et on a de plus oxp; = 0.

Démonstration. Soit (eq,...,e,—2) un repere mobile orthonormé de U ~ U x {#}, pour la métrique
cosh(a)?gs. Cest la restriction a ¥, du repere mobile local défini dans la section précédente. Alors
(eg,e1,...,en—2) est un repére mobile orthonormé de V, vérifiant

Veoeh = Ve,e9 =0

pour k = 1...n — 2 (rappelons qu’ici et dans la suite de la preuve, on réemploie pour simplifier la
notation V pour la connexion de Levi-Civita pour la métrique g, de 3,, a ne pas confondre avec la
connexion de Levi-Civita de la métrique g).

Intéressons-nous maintenant au laplacien A sur (X,,g,). La sous-variété ¥, étant compacte, on
peut utiliser le théoreme de décomposition spectrale des opérateurs elliptiques auto-adjoints pour
montrer qu’il existe une base hilbertienne de L?(%,), formée de fonctions propres du laplacien. De
plus chaque sous-espace propre est de dimension finie, et chaque fonction propre est C°.

Si f est une fonction sur X, en utilisant le repére mobile ci-dessus, on obtient

n—2
Af=—egep.f+ Z vekek-f —eg.ep.f.
k=1

On peut vériﬁer sur cette expression que eg.Af = A(ey.f), donc que %(Af) = A(%f), c’est-a-
dire que A et z; commutent (rappelons que le champ de vecteur eg est bien défini dans tou U, ainsi
donc que 89) De plus une intégration par parties évidente donne, si f et g sont deux fonctions C'* sur

Ya,
., 5=~ /f

Soit donc A une valeur propre du laplacien et E) le sous-espace propre associé. On a vu que E)
était de dimension fini et composé de fonctions C'*°. Comme A et % commutent, la restriction de
ce dernier a F) est un endomorphisme de E) ; et d’apres ce qui précede cet endomorphisme est anti-
symétrique pour le produit scalaire L?. Comme E) est de dimension finie, on peut donc (en passant
dans les complexes) trouver une base orthonormée (v;) de E), formée de fonctions propres de %,
c’est-a-dire que l'on a :

{ij =\

5} .

aa%i = U5y

Cette derniére équation implique que, dans les coordonnées (z,#) adaptées & V ~ U x S*,

hj(z,0) = exp(in;0);(2),

ou ¢; est une fonction ne dépendant pas de la variable . Comme 6 est définie modulo I’angle conique
a, on en déduit que p; €2 L, c’est-a-dire qu'il existe un entier p; tel que

Qiﬂpj

j(z,6) = exp( 0)¢;(2),
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et donc en particulier
0 227ij
891/} — U

Si on exprime & nouveau le laplacien a I'aide du repere mobile, on obtient

Ay = A
n—2
= —69.69.1/1]' + Z Vekek.wj — ek.ek.d}j
k=1
1 n—2

- Slnh( )2 892 T’Z)J + Z Ve, ek — ep.ep1);

2
p n—
= Smfl( 5 ¥ + Z Ve erj — e-ep.;

avec la notation 3 = %’T Désignons, comme dans la section précédente, par Ay 'opérateur

2
f = cosh(a)® ) (Ve,en-f — erex-f);

3
|

i
I

si f est une fonction définie sur U x {6}, alors Ay f est le laplacien de f pour la métrique obtenue en
identifiant U x {#} & U C . On a alors

62
As(ty) = cosh(a)’ (A Sy ) v

Passons maintenant aux 1-formes sur 3,. Rappelons qu’ici les notations V et V* désignent la
connexion de Levi-Civita et son adjoint pour la métrique g, de X,. Le laplacien de connexion V*V
s’exprime alors a ’aide du repere mobile de la facon suivante :

n—2
V*VU = _veevegn + Z vvekekﬁ — VerVegn.
k=1

Si on décompose 1 orthogonalement, n = fe + w, alors
V*Vn = (Af)e? + V*Vw,

et cette décomposition est a nouveau orthogonale. Dit autrement, si w est une 1-forme sur X,, en
tout point perpendiculaire & €, alors V*Vw est aussi en tout point perpendiculaire & . On va donc
considérer le sous-fibré vectoriel N C T*Y,, dont la fibre au-dessus de = € X, est le sous-espace
vectoriel de T;¥, orthogonal a e’ ; c’est la restriction & ¥, du fibré N défini & la section précédente.
L’opérateur V*V se restreint ainsi & un opérateur non borné de L*(N) dans lui-méme.

Si w est une section de N, alors V,w est encore une section de N. Comme pour les fonctions,
on vérifie sur I'expression ci-dessus que V., (V*Vw) = V*V(V,,w), cest-a-dire que V*V et V,,
commutent. L’opérateur V., est a nouveau anti-symétrique pour le produit scalaire L? : en effet, pour
¢, ¢ deux sections de IV, on a

/Z ga(6.6) = 0
_ /2 a 9a(Veyd, ¢') + /E a 9a(#, Ve, @)
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En utilisant ces deux propriétes et le théoreme de décomposition spectrale des opérateurs elliptiques
auto-adjoints, on montre, comme dans le cas des fonctions, qu'il existe un base hilbertienne (¢;);en
de L%(N), telle que pour tout j, on ait :

ViV, = \jo;
Vo dj = ip¢;.

Pour k = 1...n — 2, on note comme précédemment e* la forme duale de ej. Les sections locales

el,...,e" 2 forment alors une base de N sur V. En décomposant dans cette base

n—2
= Z ar(z,0)ek
k=1

la derniere équation ci-dessus donne

Z%(ak(z 0))e" = iu; Zak (z,0)e

k_

qui s’intégre en
ai(z,0) = b(2) exp(ip;0)

pour kK =1...n— 2. La coordonnée # étant définie modulo I’angle conique «, on en déduit encore une
fois que p; € %’TZ, c’est-a-dire qu’il existe un entier p; tel que V%QSJ' = ip;B¢; (avec toujours B = %’r)
Rappelons maintenant quelques notations. Si f est une fonction sur ¥, on a

n—2
dzf = Z(ekf)ek
k=1

c’est une section de N. Il s’agit en chaque point (z,0) € U x S' ~ V C %, de la différentielle de la
restriction de f a U x {#}. Ensuite, si w est une section de N, on a

dy(w) = —cosh(a Z
n— 27
= cosh(a)®) u(Ve,er) — exuler),
k=1

et
(V*V)sw = cosh(a)? Z Vv, ew — Ve, Ve,w.

Sil'on se restreint a U x {0}, il s’agit de la codifférentielle et du laplacien de connexion sur les 1-formes,
pour la métrique obtenue en identifiant U x {8} a U C X.

Soit f une fonction sur X,. Avec ces notations, on a :

1

Vldnf) = Ve, Veoldnf) + s

(V*V)s(dsf).
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n—2

Ve Vey (dsf) = Ve Vey Z(ek.f)ek
k=1

= (eg-eo-(ex.f))e”

S
N

= ex-(eg.eq.f)ek
=1

= dz(eg.eg.f).

De plus, la métrique de U C ¥ est hyperbolique, et on peut donc utiliser la formule de Weitzenbock
suivante, valable pour les 1-formes :

Ed

(V*V)z = Ay + (n — 3)Id = dydx + dndx, + (n — 3)Id.
C’est la méme formule qu’au début de cette section, cf [ §1.155. On en déduit que

(V*V)E ody, = (AE + (TL — 3)Id) ody, =dy o (Ag + (’I’L — 3)Id).

Par suite,
(V*V)s(dsf) = ds(As(f)) + (n — 3)ds(f),
et donc
VIV(sS) = —dn(eno-f) + s (n(An() + (0 = 8)ds(1)
= ds(A)+ ]

On obtient finalement, si 1); est une des fonctions définies plus haut (c’est-a-dire telle que Ay = A
et &by = ip; ) :

V*V(dst;) = ds(Mbj) + ——sd

n—3
- (A * cosh(a)2> dxj.

Par conséquent dx1); est un vecteur propre de V*V. De plus V%(dzl/}j) = dg(%d}j) = ip; B dsi);.

De la méme maniere, si w est une section de N, alors

1
QAZ((Sgw).

A((SZW) = —eg.@g-(ézw) + m

La méme formule de Weitzenbock nous donne

Asody = dxnoAx
= 50 ((V'V)s — (n—3)Id)
= (52 o (V*V)Z - (n — 3)(52,

et on a aussi eg.ep.(dxw) = 0x(Ve, Ve,w), soit finalement

A@sw) = —05(Ve,Veyw) + m (Fs((V*V)nw) — (n — 3)dsw)
— G5(V'Vw) — ﬁwzw).
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Comme précédemment, on constate que si ¢; est une des sections définies plus haut, c’est-a-dire telle
que V*ngj = )‘j¢j et V%(ﬁ] = ’L'pjﬁgbj, alors

Ax(ds¢;) = ( i~ ﬁ) Ozd;

et que

0
%(52%‘) = ip; B n¢;.

Pour clarifier tout ceci, on introduit les notations suivantes. Pour A € R, p € Z, on pose :
By = {feL*(ZJ)|Af=Af},
F\ = {we L*N)|V'Vw =},
0 .
Bxp = {f€Blgsf=bf)
et Fr, = {we F>\|V%w = ipfw}.
Chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, composé de fonctions ou sections C°.
Les E) , sont deux a deux orthogonaux, ainsi que les F) ,, les E) et les F\. On a E) = @pEZ Ey,
et [\ = ®p€Z F} ,, et a chaque fois la somme est en fait finie car Fy et F) sont de dimension finie.
On note S, resp. S, le spectre du laplacien sur les fonctions, resp. sur les 1-formes, i.e. 'ensemble
des valeurs de A pour lesquelles E), resp. F), est non réduit a 0. Ce sont des ensembles discrets,

minorées, avec +oo comme seul point d’accumulation. Alors @y g Ex(= @ycs Dpez Erp) est dense
dans L?(%,), idem pour Pcg FH dans L?(N).

D’aprés ce qui précede, dy envoie Eyj, dans F)y(,—3)/cosh(a)2,ps €0 On envoie I\, (,_3)/cosh(a)?,p
dans E) ,. De plus, si 1,7 appartiennent a E} ,, alors, comme l'adjoint de dx est cosh(a)28g, en
intégrant par parties on trouve

/ga(dzl/%dziﬁ,) = /Ecoshl( )2¢(52d2¢)
- /2 cosh() v Axy

B 1 ) pif*
B /Ea cosh(a)? ¥ cosh(a)"(A = sinil(a)2)¢

. p2ﬁ2 ’
= ()\—W) . Y.

En prenant ¢ = ¢ on trouve que, si E) , # {0}, alors nécessairement
As PP
~ sinh(a)?
On en déduit aussi que, pour le produit scalaire L?, ds; est une homothétie de E) , sur son image, de
rapport <)\ — %)1/2.

De plus, du fait que I'adjoint de ds; est cosh(a) 26y, si un élément ¢ de F p est dans I'orthogonal
de I'image de E)_(;,_3)/cosh(a)2,p PAr dx (ce qui est en particulier le cas si Ex_(,—3)/cosh(a)2,p = 10})s
alors nécessairement dx¢ = 0.

On a maintenant tout ce qu’il faut pour obtenir les bases hilbertiennes désirées. On choisit pour
chaque F), une base orthonormale, leur réunion (7;)jen forme une base hilbertienne de L3(%,).
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Ensuite, sur chaque F),, on a déja une famille orthonormale (finie), & savoir l'image par (A —
%)*1/ 2 ds; de la base orthonormale de E\_(n=3)/ cosh(a)?,p (cela évidemment dans le cas ot I'on

a> % et E\_(n—3)/ cosh(a)2,p 7 {0}). La réunion de ces familles orthonormales nous donne les
(¢5)jes de la proposition. Enfin, on complete sur chaque F) ,, cette famille en une base orthonormée ;

la réunion des éléments ainsi rajoutés constitue les (¢;);jen de la proposition. O

Notons que les éléments de ces bases hilbertiennes vérifient aussi

2 52
Asxth; = cosh(a)? ()\j — %> ¥j

sinh(a)?

2 32
(V'V)so; = COSh(a)2 <>\j + n—3 p]ﬂ ) 6

cosh(a)?  sinh(a)?

292
* RENVRTY S .
\(V V)s¢; = cosh(a) <,u] Sinh(a)? ©j.

Pour simplifier ces expressions, qui sont celles qui vont nous servir, on pose, pour tout indice j € N,

P36
I 2 . J
)\_] = COSh(a) ()\] — m) s
ainsi que

2 92
- 2, _ PO
p; = cosh(a) (,u] Snh(a) |-

Axth; = N
(V*V)sg; = (N +n —3)¢;
(V*V)spj = pjp;.

On peut aussi exprimer plus simplement les relations suivantes :

On a alors

()\/A)l/Z
oy = COéh(a) 2

dx¢; = cosh(a) ()\;)1/21/1j.

6.3.2 Expression du laplacien dans cette décomposition

Maintenant, on va utiliser les résultats précédents pour procéder a la décomposition de u = fe" +
ge? 4+ w sur tout U,.

Pour passer de ¥, a ¥, on utilise le transport paralléle et le flot le long des géodésiques, intégrales
du champ de vecteur e,. Cela revient a étendre a tout U, les fonctions 1; et les formes ¢;, ¢;, en
demandant seulement que e,.1); = 0, et que V., ¢; = V.. ¢; = 0. On note encore ¥, ¢; et ¢; ces
extensions.

Pour un r fixé, on note f, la restriction de f a X,.. On peut de méme étendre f, en une fonction
fr définie sur tout U, en utilisant le flot du champ de vecteur e,., c’est-a-dire en demandant seulement
que e, fr soit identiquement nul (et évidemment que fr = f; sur 3,). En particulier, on peut regarder
la restriction & ¥, de f,, notée fr|2a . On peut maintenant utiliser les résultats de la proposition b.]
pour décomposer f,|x, sous la forme d’une série : fo|z, = 3 f7 t;. Finalement, en réutilisant le flot
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pour se ramener a %,, on obtient la décomposition suivante, valable sur X, : f, = fﬂ ;. En faisant

cette manipulation pour tout r, et en posant f;(r) = fﬂ, on obtient

f=Y fir)y

JjeN

On effectue évidemment une décomposition similaire pour la fonction g. Pour la section w, le méme
procédé fonctionne, en remplagant le flot par le transport parallele, et on obtient une décomposition

w=Y wi(r)g;+ Y w;(r)e;.

jeJ jeN

On peut vérifier facilement que si u est C*° alors les coefficients f;, gj, w; et w; le sont aussi (en
effet, f;(r) = fEa Y fr et on peut dériver sous I'intégrale ; il en est de méme pour les autres coefficients).

On a finalement obtenu ’expression suivante pour w :

u o= Y filrwie +> gi(r); e’

JEN JEN
+ D wi(r)g + > w(r)e;
jeJ jEN

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la fagon suivante, faisant
apparaitre des “blocs élémentaires” de méme fréquence :

uw o=y <fj(7°)¢j ¢ +g;(r)w e + WJ(V")%‘)

jed

Y (B e+ g0 ¢0)
JEN\J

+ > @i(r)e;
JEN

En partant de cette expression pour u, on va effectuer cette décomposition pour V*Vu. On note
toujours 3 pour %’T Il faut d’abord voir comment se comporte les fonctions et formes étendues. En
procédant a de simples changement d’échelle, on arrive & :

0
a—wj =0
@%‘ = 1piBY;
Astpy = N
()\;,)1/2
ds; = m%‘,
V=0

Vo ¢ =ip;B¢;

(V'V)s¢; = (\j + 1 —3)d;

ono; = COSh(T)()\;)l/Ql/Jj,
‘7§%¢y =0
Voo =ipiBe;
(V*V)spj = wje;
dsp; =0
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On obtient alors, pour la composante de V*Vu en 9;e”, si j € J :

—fl‘/—< ! + (n—2) tanh(?“)) fit L + (n — 2) tanh(r)? + p?ﬂQ + A fi
7\ tanh(r) 7\ tanh(r)? sinh(r)2 * cosh(r)? | *’

2ip; 3 2tanh(r)()\;)1/2
- 9j + Wy,
sinh(r) tanh(r) cosh(r)

sijdJ:
1 1 p? 3 N
—fl— — 2) tanh | ———— — 2) tanh(r)? 1 J ;
7 <tanh(r) +(n—2)tan (T)> fj_i_(tanh(r)2 + (n = 2) tanh(r)” + sinh(r)? + cosh(r)? 1
_Zpip
sinh(r) tanh(r) 95
pour la composante en wjee :
1 1 P36 N, %ip: 3
_ _ 9) tanh / J j g
& (tanh(r) +(n —2)tan (T)> 95+ (tanh(r)2 + sinh(r)? + cosh(r)2 | % sinh(r) tanh(r)f]’

pour la composante en ¢; :

"
—W,: —

fj’

9 22 , _ 1\1/2
) : , P2 )‘j +n—3 B 2tanh(r)()\j)
+(n—2) tanh(?“)) Wi+ (taﬂh(r )Vt e ") " cosh(r)z ) cosh(r)

et pour la composante en ¢, :

p/~2ﬁ2 M/‘
_ , 2 j j A
tn-2) tanh(r)) zit (tanh(r) * sinh(r)? * COSh(T)2> “i-

2
—w

6.4 Comportement des solutions au voisinage de la singularité

On va maintenant chercher a résoudre ’équation Lu = 0 au voisinage de Y. La décomposition ci-
dessus permet de passer d’'une équation aux dérivées partielles a une infinité d’équations différentielles
ordinaires. Résoudre I’équation Lu = 0 revient donc a résoudre une équation différentielle linéaire
pour chaque coefficient de la décomposition.

L’équation qu’on obtient ici présente une singularité “réguliere” en r = 0. On sait (cf [Id]) que
les solutions d’une telle équation sont des combinaisons linéaires de fonctions de la forme ¥ f(r) avec
f une fonction analytique, ol les exposants k s’obtiennent comme racines de ’équation indicielle (en
cas de racines multiples ou séparées par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr
dans 'expression des solutions).

On pose donc, pour un entier j donné,

k

fitr) = *(fo+ fir + far® + 1),

gi(r) = r™(go+gir+gor® +--1),

wi(r) = rFwo+wir +wer?+--0),
() r(

WQ—I—W1T+W2T2—|—---).
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On obtient alors les systemes d’équations indicielles suivants (on omet de noter les indices) : si
jed,

(—k*+1+p*6%)fo + 2ipBygo =0
—2ipBfo + (—k*+1+4+p°6%)g = 0
(—/ﬁ)2 +p2ﬁ2)WQ = 0,
sijé¢J,
(=K +1+p*8%fo + 2ipByo =0
—2ipBfo + (K> +1+p°f*)g = 0,
et enfin

(—k2 +p,2ﬁ2)wo =0.

Commencons par étudier le premier systeme, le plus compliqué. Les valeurs de 'exposant k& pour
lesquelles il admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont +pS+1 et £pS. Plus précisément,
pour k = *+(pf + 1), les coefficients dominants (fy, go,wo) sont engendrés par (1,—i,0), pour k =
+(pp — 1), par (1,4,0), et pour k = £pg, par (0,0,1). On remarque que l'on a toujours des racines
séparées par des entiers, ce qui rajoute des termes logarithmiques, mais nous n’aurons pas a en tenir
compte car seul ’exposant dominant va nous intéresser.

Le cas des racines doubles est un peu plus compliqué. Elles apparaissent si p = 0, p6 = +1, ou
pB = i%. En fait si pg = %, les solutions correspondant a k = pB et & k = 1 — pf sont linéairement

indépendantes, on n’a donc pas besoin de termes logarithmiques ; méme chose pour pG = —%.

Pour pf = 1, les solutions pour k = pf — 1 et k = —(pfB — 1) sont les mémes. On a donc besoin
d’un terme logarithmique. Méme chose si pG = —1.

Enfin, pour p = 0, il y a trois dégénérescence. Cependant pour k = 1 ou k = —1, on n’a pas de
perte de dimension et donc pas besoin de termes logarithmiques. Par contre, pour k = 0, le terme en
logarithme est nécessaire.

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des valeurs
particulieres de l'angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit 'angle. C’est
'existence de ces solutions logarithmiques, qui sont dans L? mais dont la dérivée covariante ne l’est
pas, qui fait que 'opérateur L n’est jamais essentiellement auto-adjoint dans notre cadre.

Les deux systemes restant sont plus simples a étudier et ne présentent rien de nouveau par rapport
a ce qui précede. La proposition suivante regroupe tous ces résultats :

Proposition 6.2. Soit u une solution de [’équation Lu = 0 sur un voisinage d’une composante
connexe de X, d’angle conique . Alors chacun des termes apparaissant dans la décomposition

uw o=y <fj(7°)¢j e +g;(r)v; e + WJ(V")%)

jeJ

+ > <fj(7")¢jer+gj(7")¢j 60)
JEN\J

+ Y wi(r)es.
jeN

est solution de ’équation.

Soit j un indice appartenant a J. L’ensemble des solutions du type
Fi(r)s e + g;(r)w; € + wi(r)g;
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forme un espace vectoriel (de dimension 6). St p;3 ¢ {—1,0,1}, alors on dispose d’une base constituée
de solutions élémentaires pour lesquelles v(r) = (f;(r),g;(r),w;(r)) est de la forme r*(vy +vir+---),
avec k € {£p;jf+1,+p;B}. Pour k = £(p;B+1), on peut prendre vy = (1,—1,0), pour k = £(p;3—1),
(1,7,0), et pour k = £p;3, (0,0,1). Si p;3 = —1, resp. 1, resp. 0, les deuz solutions élémentaires ci-
dessus correspondant a k = 0 sont identiques, il faut donc rajouter une solution de la forme In(r)(vo +
vir+ -+ ) avec vg = (1, —14,0), resp. (1,4,0), resp. (0,0,1).

Maintenant si lindice j n’appartient pas a J, ’ensemble des solutions du type

Fi(r)gy e + gi(r)w; €

forme un espace vectoriel (de dimension 4). Sip;B ¢ {—1,1}, alors on dispose d’une base constituée
de solutions élémentaires pour lesquelles v'(r) = (f;(r), g;(r)) est de la forme 7% (v) +vir +---), avec
k= +p;f+1. Pour k = £(p;j5+1), on peut prendre vy = (1, —1), et pour k = £(p; 5 —1), vy = (1,1).
Sip;B = —1, resp. 1, les deux solutions élémentaires ci-dessus correspondant a k = 0 sont identiques,
il faut donc rajouter une solution de la forme In(r)(v + vir +---) avec v, = (1, —1), resp. (1,17).

Enfin, pour tout indice j, l’ensemble des solutions du type w;(r)e; forme un espace vectoriel (de
dimension 2). Si p} % 0, alors on dispose d’une base constituée de deux solutions élémentaires pour
lesquelles w;(r) = rk(l +wir+---), avec k = £p;[. Sip' = 0 les deux solutions élémentaires ci-dessus
sont identiques, il faut donc rajouter une solution pour laquelle w;(r) = In(r)(1 4+ wir +---).

6.5 Résolution de I’équation

Dans cette sous-section ainsi que dans toute la suite de ce papier, tous les angles coniques
seront supposés strictement inférieurs & 27. En particulier, si p est un entier, alors soit p3 = 0,
soit |pg| > 1.

On va étudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de
I’équation Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, en fonction des différentes conditions imposées a
U.

Notons tout d’abord que, vu la forme de la métrique, une forme u, telle qu’au voisinage d’une
composante connexe du lieu singulier sa norme (ponctuelle) vérifie [u| ~ r*, est dans L? si et seulement
si k > —1. Par conséquent, si v € L? vérifie Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, les exposants k
apparaissant dans le développement de u donné & la proposition .9 sont tous strictement supérieurs a
—1. Or on a vu que k est de la forme £pF+1 ou +pg, ou p est un entier que ’on peut supposer positif,
et B vaut 2w divisé par ’angle conique de la composante connexe du lieu singulier. Par conséquent

le fait que u soit dans L? élimine les solutions avec k = —pB3 — 1, avec k = —pf3 pour p # 0, et avec
k= —pB+ 1 pourp>1 (et aussi p =1 si # > 2, c’est-a-dire si 'angle conique est inférieur ou égal a
).

Le premier résultat est le lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit u une I-forme telle que Lu soit égal a 0 au voisinage du lieu singulier et que u
et du soient dans L?. Alors Vu et Vdu sont dans L?.

Démonstration. Pour j € J, si u est une 1-forme du type
Fr)ie" + g(r)wie’ +w(r)e;,

25



alors du est de la forme
a(r)ye” A e + b(r)e" A ¢j + c(r)ee A @j,

avec (je passe les calculs)

1 ipjﬁ

a(r) = g+ tanh(r)g B sinh(r) g

) ()\/‘)1/2
b(r) = W' —tanh(r)w — cos]h(r)f’
oy = P, O

Sinh(r)w cosh(r)g'

On suppose qu’en plus u est une solution élémentaire de ’équation Lu = 0 au voisinage d’une
composante connexe de ¥, avec (f(r),g(r),w(r)) de la forme r*(vy + v1r + ---) (cf proposition [6.9).
Alors (a(r),b(r), c(r)) est de la forme 75~ (wy + wyr + - -+ ), et, si on note vy = (fo, go,wo), alors

wo = ((k+ 1)go — ip;B fo, kwo, ipjBwo).

On constate que si k = £p;8 — 1, ou si k = p;3 avec p; = 0, alors wy = 0, c’est-a-dire que dans
ces deux cas (et seulement dans ces deux cas-la) u et du ont le méme exposant dominant. Et si on
est dans le cas d’un terme logarithmique di & une racine indicielle multiple (p;3 = —1, 0, ou 1), avec
(f(r),g(r),w(r)) de la forme In(r)(vy + vir + ---), alors l'expression de du comprend toujours des
termes non nuls en 7!

Maintenant pour j ¢ J, si u est une 1-forme du type

Frywie” + g(r)gye’,
I’expression de du est assez simple puisqu’on trouve
ip;B 0
du= (g - = e" Ae
“ <g * tanh(r) sinh(r)f> viet ne
Si u est une solution élémentaire de ’équation Lu = 0 au voisinage (d’une composante connexe) de
¥, avec (f(r), g(r)) de la forme r*(v)+vir+- - ) (cf proposition .9), alors a(r) = gl"‘mg_ siz)ﬁg) f

kfl(

est de la forme r*(ag + ayr + - -+ ), et, si on note v, = (fo, g0), alors

ap = (k4 1)go — ip; B fo.

On constate, de la méme facon que dans le cas j € J, que si k = £p;3—1 alors wy = 0, c’est-a-dire que
dans ce cas (et seulement dans ce cas-1a) u et du ont le méme exposant dominant. Et si on est dans le
cas d'un terme logarithmique da & une racine indicielle multiple (p;5 = —1 ou 1), avec (f(r), g(r)) de
la forme In(r)(v) 4+ v17 + -+ ), alors I'expression de du comprend toujours des termes non nuls en r~1.

Il reste & voir ce qu’il se passe quand la solution u est de la forme @w(r)g;. On trouve, de la méme
fagon, que si 'exposant dominant de u vaut k, alors I'exposant dominant de du vaut k — 1, sauf pour
la solution non logarithmique quand k£ = 0.

Récapitulons tout cela. Soit w une solution de ’équation Lu = 0 au voisinage d’une composante
connexe de X, d’exposant dominant k. On note &’ I’exposant dominant pour du. Alors k' = k — 1, sauf
pour k de la forme £p3 — 1 et pour k = 0. Donc si u et du sont toutes les deux dans L?, alors les
seules valeurs possibles pour & sont 0, 1, pB—1, pf et pB+1 (les autres valeurs pour lesquelles u était
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L?, & savoir k = —pB + 1 et la solution logarithmique pour k = 0, donnent k¥’ < —1). En particulier,
on aalors k >0et kK > 0.

Il n’est pas difficile de montrer, a 'instar de ce que 'on a fait pour du, que si une solution u de
I’équation Lu = 0 au voisinage d’une composante connexe de 3 a pour exposant dominant k, alors Vu
a pour exposant dominant k — 1, sauf si £ = 0, auquel cas Vu et u ont le méme exposant dominant
k=0.

Il en est de méme pour du et Vdu : si on note encore k' I'exposant dominant de du, alors Vdu a
pour exposant dominant &’ — 1, sauf si &’ = 0, auquel cas Vdu et du ont le méme exposant dominant

k' =0.

En conclusion : si w est une solution de ’équation Lu = 0 au voisinage de X3, telle que u et du soient
dans L?, on a vu que les exposants dominants k et &’ de u et de du sont tous les deux supérieurs ou
égaux a 0. Par conséquent les exposants dominants de Vu et de Vdu sont tous les deux strictements
supérieurs & —1, et donc Vu et Vdu sont tous les deux dans L2 O

L’intérét de ce lemme réside principalement dans la démonstration des deux résultats suivants, qui
nous font passer de I’étude des solutions de I’équation Lu = 0 au voisinage du lieu singulier a celle des
solutions de I’équation Lu = f sur M entiere.

Théoréme 6.4. Si M est une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2w, alors D = D'.

Démonstration. Supposons que les deux domaines D et D’ soient différents; par exemple, D ¢ D'
Alors il existe a € D\D’'. Comme L|p est bijectif, il existe aussi o/ € D’ tel que Lo/ = La. Donc
a — o' € ker L, et on connait le comportement de o — o’ au voisinage du lieu singulier.

Par définition de D et D' (cfB.]), on sait que «, o/, Vo et do’ sont dans L?, et donc aussi da. Par
conséquent « — o et d(a — o') sont dans L?. D’apres le lemme précédent ceci implique que V(o — o)
est dans L2

On peut alors appliquer le théoreme p.J pour procéder & une intégration par parties :

0 = <L(Oé_ﬁ)7a_ﬁ>
= (V'V(a=0)+(n—-1(a—f),a-p)
= [[V(a =B+ (n—1)lla- 5P

et on trouve finalement o — 3 = 0, ce qui contredit ’hypothese o € D\D'. O

Remarque : Bien que nous ne le montrions pas ici, il est intéressant de noter que deés qu'un angle
conique est plus grand que 27, les deux domaines ci-dessus ne coincident plus. Il devient donc beaucoup
plus difficile de trouver un “bon” domaine pour résoudre I’équation de normalisation, cf [f] et [f] pour
des résultats dans cette direction.

Nous allons maintenant montrer un résultat complémentaire pour les solutions de I’équation de
normalisation.

Théoréme 6.5. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs & 2m. Soit ¢ une section de L*(T*M). Alors il existe une unique section o de L*(T*M),

solution de ’équation Lo = ¢, telle que o, Va, doa, et Vda (au sens des distributions) soient dans
L?.
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Démonstration. On sait depuis la section p.]] que I'on peut résoudre de fagon unique I'équation La = ¢
avec o € D. Maintenant, le théoréme .4 ci-dessus nous assure que 1’on a aussi o € D’; finalement o,
Va (et donc aussi da et 6a), déa et dda (et donc aussi V*Va) sont dans L2 Le seul point qui reste
4 montrer est que Vda est aussi L2.

Les formes C* & support compact étant dense dans L2, on peut trouver une suite (¢,,) de 1-formes
C™> & support compact telle que ¢, — ¢ dans L? quand n — oco. Soit (av,) la suite d’éléments de D
telle que pour tout entier n, Loy, = ¢,. On applique alors le théoreme [£.2 (avec, & un facteur pres,
A =V et A* = V*) : les transformations (V*V +(n—1)Id)~! et V(V*V +(n—1)Id)~! sont continues,
donc

lim o, = lim (V*V + (n — 1)Id) " (¢n) = (V*V + (n — 1)Id) " (¢) = a

et
Jim Vo, = lim V(Y'Y + (n = 1)Id) ™ (6,)) = V(V'V + (n = 11d) " (¢)) = Vo,

les limites étant au sens L2. Comme da, est la partie antisymétrique de Vay,, la suite (da,,) est
aussi convergente, avec lim, ., da, = da. Maintenant, comme ¢,, est a support compact, Lo, est
identiquement nul au voisinage du lieu singulier, et a, rentre donc dans le cadre de la proposition [.J.
Comme a, appartient & D(= D), a,, ainsi que da,, sont dans L2, et on a vu au lemme [6.d qu’alors
Vda,, € L?. On va maintenant montrer que (Vday, ), suite de sections du fibré T*M ® A2M, est bornée
dans L2.

Pour cela, on considere £, section C™ & support compact de T*M ® A?M (“section test”), et on
s’intéresse au produit scalaire (Vday,, £). Le but est d’arriver & monter que

[(Vdan, §)| < MI[E]],

ou M ne dépend pas de n.

La restriction de la dérivée covariante a4 Q? M nous donne un opérateur (non borné) V : L?(A2M) —
L*(T*M ® A®>M) ; son adjoint est la restriction de V* & T*M ® A2M, et les résultats de la section [
s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de I’adjoint d’un opérateur, on a I’égalité ker V* =
(Im V) et donc on a aussi la décomposition orthogonale suivante :

LY (T*M ® A°M) =ker V* @ Im V.

On voudrait pouvoir écrire £ = k + V( dans cette décomposition, mais il faut d’abord montrer que
I'image de V est fermée. Pour cela on utilise la formule de Weitzenbock suivante, valable pour une
métrique hyperbolique, qui est un analogue de la formule pour les 1-formes que 'on a déja utilisée a
plusieurs reprises (cf [@] §1.1) :

Yw € Q*M, V*Vw = Aw + 2(n — 2)w.

En particulier, dés que w est C°° a support compact, en intégrant par parties contre w on obtient
IVwl? = [ldwll® +][6w[[* + 2(n — 2)[|w]|?,

ce qui implique
lwl] < el[Vwl],

avec ¢ = (2(n — 2))~ /2. Maintenant, cette inégalité est aussi vraie pour tout w € L?(A2M) tel que
Vw € L?; il suffit de prendre une suite w,, € Cge telle que w,, — w et Vw, — Vw au sens L? (cf
corollaire f.5). Cette inégalité implique immédiatement que I'image de V est fermé, et donc que

LY (T*M ® A°M) =ker V* ®Im V.
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Donc on peut bien écrire £ = k + V(, ou k € ker V*, et |[C]| < ¢||V(]| < ¢||{]|- Retournons au
produit scalaire :
(Vda,, &) = (Vda,,V(+k)
—  (Vday,, VO

Pour pouvoir faire une intégration par parties, il faut vérifier que tous les termes impliqués sont L2.
On sait déja que ¢, V(, Vday, le sont. Or d’apres la formule de Weitzenbock ci-dessus,

V*Vda, = Aday, + 2(n — 2)day, = dAay, + 2(n — 2)day,,
car d et A = dé + dd commutent. D’autre part
Aoy, = Loy, —2(n — Day, = ¢ — 2(n — D)oy,

Finalement,

V*Vday, = dbn — 2dan,.

Comme ¢,, est & support compact et que a, € D, les formes d¢,, et da, sont L%, donc V*Vda,
est L?, donc on peut donc intégrer par parties (théoreme f.J) :

(Vday,, &) = (Vday, V()
= (V*Vday, ()
= <d¢n — 2doy, <>

Comme V( est L2, 6¢ = —tr ,V( est aussi L2, on a méme ||5¢|| < /n||V(||. D’autre part ¢, don,
et ¢ sont L?, on peut encore intégrer par parties :

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

[(Vdan,§)| [nll 1I6¢]] + 2[[dan][ [IC]]

(Vnllénl| + 2¢l|dom] ) [V C]|
Mgl

VAN VAN VAN

car les suites (¢,) et (day,) sont convergentes, donc bornées, dans L2. Cette majoration, valable pour
toute section test &, implique directement que la suite (Vda,,) est bornée dans L?.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée (Vda,,), qui converge faiblement vers
une limite [ € L? : c’est-a-dire que quel que soit & € L2(T*M ® A2M),

lim (Vday,,§) = (I, §).
Mais alors, si £ est C™° a support compact,
(Vday, &) = (dan, V*E),

et
lim (do,, V*¢) = (da, V*E)

car (da,) converge dans L? vers da. Par conséquent, on a
(da, V7E) = (1,€)
pour tout £ € C§°, ce qui signifie exactement que
| = Vazda = Vda,
et par suite Vdo appartient & L2 O
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Notons que si en plus ¢ est C°, alors par régularité elliptique la solution « ci-dessus est aussi de
classe C'°.

7 Rigidité infinitésimale des cone-variétés

Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le théoreme suivant :

Théoréeme 7.1. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit ho une déformation Einstein infinitésimale (i.e. vérifiant I"équation Ey(ho) =0)
telle que hy et Vhy soient dans L?. Alors la déformation hg est triviale, i.e. il existe une forme
a € QM telle que hg = §*a..

Dans toute cette section nous supposerons donc que les angles coniques sont toujours inférieurs a
2.

Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a normaliser hg, ¢’est-a-dire a chercher
a tel que h = hg — 0%« vérifie la condition de jauge B(h) = 0, ce qui revient a résoudre I’équation
Boé*a = Bhg. Comme Vhg est dans L2, Bhg l'est aussi, et d’aprés le théoréme .5 cette équation
admet une unique solution a telle que a, Ve, déa et Vda soient dans L2. On pose h = hg — 6* .
Notons que ’'on a perdu des informations en normalisant : en effet, rien ne garantit que la déformation
normalisée h vérifie encore Vh = 0, puisqu’on ne connait rien pour Iinstant sur V§*a.

La déformation h vérifie alors :

V*Vh — 2Rh = 0
Sh+dtrh =0

En prenant la trace par rapport a g de la premiere équation, on obtient
A(trh) +2(n — 1)trh =0,

ce qui incite a intégrer par parties, mais pour le faire il faut d’abord vérifier que les termes impliqués
sont L%, avant de pouvoir appliquer le théoreme p.J. Comme hg et 6*« sont L%, h est bien L?, donc
tr h aussi, et donc Atr h aussi. Maintenant,

dtr h = dtr hg + dtr §*« = dtr hg — dda,
donc dtr h est L2 (dtr hg est L? car Vh, I'est). Par suite, on trouve en intégrant contre trh :

0 = (trh,A(trh)+2(n—1)trh)
= ||dtr b||* 4+ 2(n — 1)||tr ]|

et donc trh = 0, ce qui, avec 3(h) = 0, implique aussi §h = 0. Finalement, on a

V*Vh — 2Rh =0
§h=0
trh=20

La deuxiéme étape de la démonstration consiste a utiliser une autre formule de Weitzenbock (cf [B],
§12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme a valeur dans le fibré cotangent 7M.
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Ce fibré étant muni de la connexion de Levi-Civita V, on note dV la différentielle extérieure associée
sur les formes & valeurs dans T* M. L’opérateur adjoint est la codifférentielle notée §V. Notons que si
« est une O-forme & valeurs dans T*M (c’est-a-dire une 1-forme usuelle), alors d¥a = Va; de méme
pour une 1-forme a valeurs dans T7*M, §Vh = V*h. On a alors la formule suivante, valable pour tout
2-tenseur symétrique :

V*Vh = (6Vd¥ +dVé6V)h+ Rh — horic.
Pour une métrique hyperbolique, cela se simplifie en

V*Vh = (6VdY +dVsV)h +nh — (trh)g.
En combinant avec ce qui précede, on obtient

§VdVh+ (n—2)h =0
§h =0
trh=0

Pour conclure, “il suffit” d’une intégration par parties contre h. Comme h est dans L2, 6Vd" h est
aussi dans L? ; si VA, ou méme seulement V,_h, était L? on pourrait conclure en utilisant une méthode
analogue & celle employée dans la démonstration du théoreme p.3. Malheureusement on ne sait rien
sur le caractere L2 ou non de V§*a.. On va donc devoir contourner cette difficulté pour montrer qu’on

a bien (§VdVh,h) = ||dVh||>.

Avant toutes choses, il faut montrer que d¥h est bien L?. Comme Vhq est L%, dYhg est L?; il ne
reste qu’a regarder dVé*a. Or

1 1
a=Va—=da=d a— =da,
2 2

donc 1
dVéra = (dV)%a — §dvda.

L’opérateur (dv)2 est bien connu, ce n’est rien d’autre que 'opposé de la courbure, i.e.
(dV)a(x,y) = —R(z,y)o = ViVya =V, Vea = Vi, ga.

C’est un opérateur borné, c’est-a-dire continue, pour les normes L?; par conséquent (d¥)?a est L2. 11
ne nous reste donc que la terme d¥do; or le théoréme .5 nous garantit que Vda, et donc dVda, sont
bien L2.

Le tenseur dVh est donc bien dans L?. Malheureusement, on n’a pas d’analogue du résultat de
Cheeger (théoréme B.1]) pour les formes & valeurs dans un fibré, du fait que d¥ o dV ne s’annule pas
nécessairement, a la différence de d o d. Cependant, en écrivant

1
h:ho—é*a:h0+§da—dva,

on a

1
(h,6VdVh) = (ho + §da,5vdvh> —(dY , 6V dV h).

Le théoréme p.§ nous assure que V (ho+ %da) est dans L?. Ceci nous permet de montrer, exactement
de la méme facon que dans la démonstration du théoréme .3, qu’on a bien

1 1
(ho + 5da, 6VdVhy = (d¥ (ho + 5d), dV h).
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Pour le terme qui reste, comme « et Vo sont L?, on peut trouver d’apres le corollaire b.H une suite
(an), C & support compact, telle que lim,, o oy, = a €t lim,,—, oo Va,, = Va. On a alors

lim (d o, 6V dY h) = (d¥ o, 6V dY h).

n—oo

On peut faire 'intégration par parties avec ay, :
(dV e, 6VdV hY = ((dV) %, dV h).
Mais comme (dV)? est continue, on a

lim (d¥)2a, = (d¥)?a,

n—oo

et donc
lim ((dV)%an,dVh) = ((dV)3a,dY h).

n—oo

On en déduit que
(dV o, 6VdVh) = ((dV)%a,dV h),

et avec ce qui précede on a établi I’égalité

(h,8VdVh)y = ||dV h|*.

Par conséquent, comme 6V dY h + (n —2)h =0, on a

0 = (h,6VdVh+ (n—2)h)
= |ldVhl]* + (n = 2)||n]]*

et donc le tenseur h est identiquement nul. Par suite hg = §*«, la déformation est triviale. O

Corollaire 7.2. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2mw. Alors M est infinitésimalement rigide parmi les cones-variétés Finstein d angles
coniques firés.

Démonstration. En effet, on a vu que toute déformation infinitésimale de la structure de cone-variété
préservant les angles pouvait se mettre sous la forme d’un 2-tenseur symétrique hy appartenant a L?,
dont la dérivée covariante Vhg est aussi dans L%. On peut alors appliquer le théoréme ci-dessus pour
montrer que toutes les déformations Einstein de ce type sont triviales. ]
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