
HAL Id: hal-00004213
https://hal.science/hal-00004213

Preprint submitted on 10 Feb 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Lower bounds on the approximation ratios of leading
heuristics for the single machine total tardiness problem

Federico Della Croce, Andrea Grosso, Vangelis Th. Paschos

To cite this version:
Federico Della Croce, Andrea Grosso, Vangelis Th. Paschos. Lower bounds on the approximation
ratios of leading heuristics for the single machine total tardiness problem. 2005. �hal-00004213�

https://hal.science/hal-00004213
https://hal.archives-ouvertes.fr


����� �� ���	��	


������ ��

����	
�� ��

� ��	�������� �

� ����	����
� �
���	���� �

� ���	����
���� 	������ �

��� ������	
��� �	�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �
���������� �	�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� ����������� �

�



��
 �����
 ��������
 ���� �� ������	 ����������	�� ���� ��
 ��������

����
	���
 �� �������� �� ��	��� 	�	�� ���������������	 
�� ��� 
����

������ ������� ���	��� 
�
�� ��	������ 
�������� ��������

������

�� �������� 	
 �����	 ����� 	��	����������� �
� 
�� ��
�� ������� ������� ���	���


�
�� ��	������ 
�������� �������� ��� ���������� ������	 � �� � ��� ��������� ��
	�� 	
����
��� 	�������� 	��������� ��
���
�� �����	�� ��
������
�� ��� ��� ��������� �
� ��������� �����
���� �� �������� �� ������
�� ��� ����
��� �� ��
�  ��� �
��� �����
 ��� 
� ������ 	�����!��
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� ������� 	�����!������� �
 ���� 	�� ��� �������������� ��
�
����� �� � �� ������������ ��� ������� ��� ��� ��
������
� 	� 	������������ #,)3,##�
#,)3$##� #,)3�%& �� #,)3'(�

��	�
��� 4 ��	������������ �����	 ������ ���������� 	�����!�������� ������� 	�����!��
������� �������� �����������

����� �����
 �� 	�� ��������	�� ��	�
 �� ������ ����
	�
 ��� 	�� 
����
������ 	�	�� 	�����

 �������

��	���	

.�� 5��6�" ������	 ������ ������� ����� ����	
���� ���	����� ������� ��� ���� �!�
��������" ��
	��	 �� ��� ���� 	���	��� +����
� ��
������� ���� ���� �������	 �� �7������"
����� �� �������� � ������� ��� 5���� � �
��" ���"������ ���� �����!������� ������ �!����
����
�� 5��� ������!��" O(n7/ε)�� (� ���� ���� 5� ���5 ���� ��� 6��5� ������
����� ��
����
���� ��� ��� �������� �����" $##� �%&� '(� )*+,-.� /0� 12-� ������� ����������" ��	
�����!������� ������ %��� �������� �� ���5� �" ��� 	������������ ��
������� #,)3,##�
#,)3$##� #,)3�%& ��	 #,)3'(�

��������4 ����	
����� ����� ���	������ �����!������� ���������� �����!������� ������
����������� ��������

��



� ��	�����	��

� 
������ �� �����
��� ����� �������� 1||∑Tj ������ ��� � ����� N = {1, 2, . . . , n}
�� n ���� �	�� � �
��	�� �� � ����� ��
���� ��� �
� ��� j� � � � � ���
����� ��� pj

��� � �	 ��� dj � !� ������ 
���� ��� ��������� �� ����� �� � �"	�
 S∗ = (1, 2, . . . , n)
�	
� ���� T (N, S∗) =

∑n
i=1 Ti =

∑n
i=1 max{Ci − di, 0}� ��� Ci =

∑n
i=1 pi �� �����	��

!� 1||∑Tj ������ �� ������� �� �� �������# ��� $%�&'� (� ��� �� )������# ��	���
�� �� ������	� ��� ���# )�
� ���
�	�� �� �������� !� �������������� )�
� �����
�� %�& ������ �� ���� ������� ���� 	� �� *++ ����� , �	��# ���#������ ��� �����)�������
�
�� ��� ���� �� %�&� ���	�� ���� �	� 
����)��# O(n7/ε)� ����� �� ����
 �� �
�	��# ���#������ ��� �����)������� �
��� �����	� �	�����
 ���
�	�� �� ������� $� ���
)��	���� ���� �� ����� ��
�	� %�� *� -� .� /� 0� �+&'� !� �	���� �� ���� ���1 �� �� ����#2 ��
�����)������� ����� �� �� ���� ������ �	�����
� ��� �� 1||∑Tj ������� 3��� �� ��������� ,

���	���� � ������ �
��	� S� ��� � ����� N �� 1||∑Tj � � ���� �# TA(N, S) �� �����
�������� �� S ��� �# rA(N, S) �� �����)������� ����� TA(N, S)/T (N, S∗) ��� S∗ ����
���
�� ������� ���	���� ��� 1||∑Tj �� N � � ���� 	� rA �� ����
�� �� ����� ���	 �� rA(N, S)
��� ��� ������ N �

� ���� �� ���� ��� ����� "	�� �	���������#� ��� �� 
�����	
��� �	�����
�� �� ����
 ��

���������� �	�����
 �4�54��� �� ��� �� �� ����
� �4�56��� �4�5789 ��� �4�5�(
�
���������� �	�����
� ������ ����������# ��� ���
 �� ���� ��	��� �� ���� 
�����������
�����)������� ������ ���� �� ���� ������# �� �� ������ ��2� !� ���� �� ������2� ��
�������: �� 8
���� �� �� ������
�� ��
1���	�� ��� ���� ������ �� �
����; �� 8
���� �� ��

�����	
��� ��� �
���������� �	�����
� �� ���<# ������ ��� ���� �����)������� ����� ��
���
	���;  ����#� 8
���� � 
��
�	�� �� ���� ����  ��� ����1��

 ������	��� ���!������

� ��1 	� �� �� ��������� ��������� 3��� �� ����� N = {1, 2, . . . , n}� �� (1, 2, . . . , n)
� �� 87! �"	�
 $��� i < j ����� pi = pj ��� di � dj'� =� ���� ([1], [2], . . . , [n])
� �� 4�� �"	�
 $��� [i] < [j] ����� di = dj ��� pi � pj'� ,� �� 
��� �	�
���� ��
� ��	��� ��������
 ���	�� � 1��� ���� �� �� ������� ���	���� �� ���� �� ���
���
���� �� �����	����� �������� ���� ��� 2��� =� p(B) =

∑
k∈B pk� =� Bj ��� Aj � ��

��� �� ���� ���� ��� �� ������ �� ��# ���� �� ��
� ��� ������ ��� j �� �� �������
�"	�
� �������������#� �� ej ��� lj � �� ������ ��� ����� 
�������� ���� �� ��� j ��
���� �"	�
� !��� ej = p(Bj)+pj ��� lj = p(N−Aj)� !� ���� 1���� ������
�� ��������
�� �� ����������

�	���	� �! ������ ����	
�� �� ���� i ��
 j� i < j� ����� i → j 	� di � max{dj , ej}� ����
j → i 	� di + pi > lj�

�	���	� �! ������ �� ��� n 	� ��� ���������
� � ��� [k] 	� ���� ����� ��� n ��� ��
�� ��� 	� ���		�� h � k ��
 �� ���� �����
	�! ��
 ������	�! k ��� "�	#"�� 
���$	��
 ��
Bn = {[1], [2], . . . , [k − 1], [k + 1], . . . , [h]} ��
 An = {[h + 1], . . . , [n]}�
�	���	� �! ����� �%� �&�� �� Cn(h) =

∑h
j=1 p[j]� ����� ��� n �[k]� ����� �� �� 	� ���		��

h � k 	�'

Cn(h) � d[h+1]� h < n(

Cn(h) < d[h] + p[h]� h > k(

Cn(h) � d[r] + p[r]� ��� ��$� r = k, . . . , h − 1�

�



># )�������� 7�����# �� =���� ������� �� %��& � ��	������#������ �#����
 �����������
��������� �	����� ���� 
����)��# O(n4

∑
pi)� ,���� �# ���� �� �
����� �
���"	�� � �����

�� %�& � �	��# ���#������ ��� �����)������� �
�� �	����� ���� 
����)��# O(n7/ε)� �	����
�
�� ������� �������
 ��� �
���������� ��	��� $%�*� �-� �.&' �� ��� ������� �� ��
��# �� ��� 	�� �� �� 
������� �	�����
��

" #�������	�� ��
��	


!� ��������� ���� ������� �� 	��� ��	�� ��� �� �����)������� ����� �� �� 4�� �"	�
�
(� ������ �� �� n ��� ����� ���� �� 
�� � ��������

"���
 �! rEDD � n ��
 �	� ��"�
 	� 	!��

������ ������� � ����� N ��� �� 4�� �"	�
 SEDD �� N � ���� �# Tmax(N, SEDD) ��
���	 �� �� ��)��	� �������� �� SEDD ��� �# S∗ �� ������� ���	���� �� 1||∑Tj �� N �
,� �� 4�� �	� ������2� �� 1||Tmax ������� � ��� Tmax(N, SEDD) � Tmax(N, S∗) �
T (N, S∗)� >	� ���� T (N, SEDD) � nTmax(N, SEDD) � nT (N, S∗)� ��� �� 	��� ��	�� 
�����
�� ������

(� ���� �� ���� �� �������� �� �� ����� ����� 
������ �� ��������� )���� $E1':
N = {1, 2, . . . , n}� p1 = m� p2, . . . , pn = 1� d1 = 0� d2, . . . , dn = ε� !� ������� �"	�
 ��
S∗ = (2, . . . , n, 1)� ���� T (N, S∗) = n(n + 1)/2 + m − 1 − (n − 1)ε� !� 4�� �	� ����	
�
�"	�
 SEDD = (1, 2, . . . , n)� ��� T1 = m� Ti = m + i − 1 − ε ��� i = 2, . . . , n� !�	��
T (N, SEDD) = nm + n(n − 1)/2 − (n − 1)ε� ?�
� ��� m ���� ��	�� ��� ε ����� ��	��� �
��� rEDD(N, SEDD) ≈ n�

�!� �����	����#� ���	������

!��� �	��
���� ���� ���� �����)������� ������ ��� 
�����	
��� �	�����
�� @	�
1 ������
����
�	�� �� ��� �� ����� ���# ���������� �� ���	�� �� ���� 
����� >��� �� ����
��� ���
���<# )���� �� ���� 
�����	
��� �	�����
� ������� ��� �� 1||∑Tj ������� ��� ��1 ��

��
������ ���# ������� ���
�	�� �� �	��# ��
���� ����� ��� �� ���� ���
�	��� ��
������ ����
� �� ����
��� ��� �������

6�� $%�&': �� ��� t� �
��	� i ���� j �� max{t+pi, di} < max{t+pj , dj}� �� max{t+pi, di} =
max{t + pj , dj} ��� pi < pj �

789: ������ ���� � 87! �"	�
 ��� �
��� �� ���� ���� �� ���� ���
���� ��� �� ��� ��� ��
� ���
� �� ��  ��� 	��
��	�� ��������; ��
 ���� �������� ��  ���� �� �)� �������� ��

������� ��� �� ���
�� �� ������ 	���� ��� ���� ��� �� �"	�
�; � ��� �� ��
�� ��
������� �� �� ��������� �� %/&�

�(: 
�� � �� �� � �#���� 
�����	
����5��
�� ���
� �	�����
 �
�	� �� 	�� ����
�� ���
������� ����
����� �� �� ���
�� �� �	������ �� �
��	�; � ��� �� �� �� ��
�������
�� �� ��������� �� %�+&�

�AB4C! $%*&': ���� � ������� �"	�
 S� ���
� �� ��� �� � ��� ����� �� ��������
	��
��	�� ���� �

������ �� �� ��������� �������# ���) PIj $E ����� �� �� �� 	��
�
��	�� ���� ���� ��� �� 	��
��	�� ���
����� �

������ �� 7�����# �':

PIj =




1 dj � p(S) + pj

p(S ∪ E) − dj

p(E) − pj
p(S) + pj < dj < p(S ∪ E)

0 p(S ∪ E) � dj ;

�



�� ��� ��
�� �� �� �� ���� ������ PIj/pj ������ !��� �	�����
 ��� ������ ��� ��
��� ����� 1||∑wjTj �������

,D $%.&': �� ��� t� �
��	� i ���� j �� ui > uj � ��� ui = exp[−max{di − t − pi, 0}/kp̄]/pi

��� p̄ =
∑n

i=1 pi/n� !��� �	�����
� ��
� 
���# ������ ��1 COVERT ��� �� ���
����� ������ �������� ������ 1||∑wjTj � ��� ��� ��1 ���� �

�	�� 7�����# ��

E>C: ������ ���� �� 4�� �
��	� ��� 
�
1� ����� � ��� ���	�� � ���
��� �# ����
�� � �������
 �	� ���� �� 7�����# � 	�� �� 
���������� ���� �� E� >� � �� ���
C��
�����; � ��� �� �� �� ��
������� �� �� ��������� �� %-&�

�	��������� �! rMDD = rPSK = rWI = rCOVERT � n/2�

������ ������� �� ��������� )���� ����� �# E2 �� ���� �������: N = {1, 2, . . . , n + 1}�
p1 = n� p2, . . . , pn+1 = 1� d1 = n� d2, . . . , dn+1 = n + ε�

!� 6�� �	� ��
�� �� ��� t = 0 ��� � �� � �
��	�� ��  ��� ��������� ,�� �� ����
$�����
��' ���� ���� ��� ������� ?�
 �� 4�� �"	�
 S = (1, . . . , n + 1) �� ������ ���
T1 = 0� Ti = i − 1 − ε� ��� i = 2, . . . , n + 1� !�	�� TMDD(N, S) = n(n + 1)/2 − nε� !�
������� �"	�
 �� S∗ = (2, . . . , n + 1, 1)� ���� T (N, S∗) = n� ?�
� ��� ε ����� ��	���
rMDD(N, S) ≈ n/2�

,� ������ �	� �� %�/& ��� %�0&� ���
�	�� 789 ��� �( �� ����
���# "	������ �� �� 6��
�	� ��� ��� ���� ������
� �	
� �� )���� E2 ��� ��� �� �� 
�	��� �� ���� i ��� j ����
pi �= pj �� di �= dj �	
� ���� max{t + pi, di} = max{t + pj , dj}� (���� ���� 789 ��� �( ��
�
�� ��� ��	�� �� 6�� �� )���� E2�

������#� ���� ���
� �� �AB4C!� ����
 ���� 7�����# � ������ 2 → 3 → · · · → n + 1�
����� ��� � �� ��� ������� �� ��
��
 ��������� ,���� ����
 ���� PI1 = 1� ������� ��
 ��� ����� ��� S = ∅� E = {1, 2}� !�� p(S) = 0� p(E) = n + 1� ��� PI2 = (1 − ε)/n�
?�
 ��� � �� �
��	��  ���� #������ �� ��� �"	�
 SCOVERT = (1, 2, . . . , n + 1)� ��� ����

������ �� ����� �� �� ������������

�	��������� �! rAU � nk ��� �� ������ k � 1�

������ ������� �� ��������� )���� E3: N = {1, 2, . . . , n + 1}� p1 = n� p2, . . . , pn+1 = ε�
d1 = n� d2, . . . , dn+1 = n − 1�

E���
 ���� p̄ = (n + nε)/n ≈ 1� ��� ���� n� � ��� S∗ = (2, . . . , n, n + 1, 1) ���
T (N, S∗) = nε� ,���#��� ,D� �� ��� t = 0 � ��: u1 = 1/n ���� ��� i = 2, . . . , n�
ui = (1/ε)(exp[−(n − 1 − ε)/(kp̄)])� ��� ε = n−k ��� n ���� ��	��� � ��� ui < u1 ���
��� � �� �
��	��  ���� !� ���� $�����
��' ���� �� �"	�
� �)�� !� ��	����� �"	�
 ��
S = (1, 2, . . . , n)� ���� T (N, S) = n − nε� ��	� ������ rAU(N, SAU) ≈ 1/ε = nk�

�	��������� �! rNBR � n/6�

������ ������� �� ��������� )���� ����� �# E4: �� n = 2m + 2 ��� 
������ N =
{1, 2, . . . , 2m + 2}� p1 = m� p2 = 1� p3 = · · · = pm+1 = ε� pm+2 = · · · = p2m+1 = 1� p2m+2 = 2ε�
d1 = m� d2 = m + (ε/2)� di = m + (i − 2)ε� ��� i = 3, . . . , m + 1� dm+2 = m + 1 + (m − 1)ε�
dj = j + (m − 1)ε� ��� j = m + 3, . . . , 2m� d2m+1 = d2m+2 = 2m + (m − 1)ε�

!� E>C ��������� 
�������� �� ��# ����� � �"	�
 S̄ ��� � �� �� ���� i1 < i2 < · · · < ik
�� S̄ �	
� ���� Tik < pik ��� pi1 > pi2 > · · · > pik � , ��� �� ��
�� ����� i1, . . . , ik−1 �� ���� ��
� ���� �	�� ���� ik� �� ���� �� �
��� �� �������� �� ��)��	� $� %-& ��� ������'� E���

����� ��� )���� E4� E>C ���� )
	� �� ����� ����� 
��������� ���� 1, 2m + 1, 2m + 2� ���
������ ��� � �� �� ���� �������� ���� �������� (m+1)+(m+1)ε� !� �"	�
 ���	
� �# E>C
�� ��� SNBR = (2, 3, . . . , 2m+2, 1) ���� T (N, SNBR) = (m+1)+(m+1)ε� !� ������� �"	�
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�� S∗ = (2, 3, . . . , m + 1, 1, m + 2, m + 3, . . . , 2m + 2) ���� T (N, S∗) = 3 + (m + 1)ε� C
������
���� n = 2m + 2� � ��� rNBR(N, SNBR) = ((m + 1) + (m + 1)ε)/(3 + 2ε) � m/3 ≈ n/6�
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�	��������� �! rDEC/EDD � n/2�

������ ������� �� ��������� )���� ����� �# E5: �� n = 2m + 1 ��� 
������ N =
{1, 2, . . . , 2m + 1}� p1 = m − ε� p2 = · · · = pm+1 = 1� pm+2 = · · · = p2m+1 = ε� d1 = m�
di = m + i − 1� ��� i = 2, . . . , m� dm+1 = 2m − 1� di = 2m − 1 + ε� ��� i = m + 2, . . . , 2m + 1�

� ��� SEDD = (1, . . . , 2m + 1)� F�� � �� �� ������ ���
����� ��� ���� !� 
��������
��� C1(r) ��� ��� � �� �������� r ��

C1(r) =
{

m + r − 1 − ε r = 1, . . . , m + 1
2m + (r − m − 2)ε r = m + 2, . . . , 2m + 1�

7�������� r = 2, . . . , m + 1 �� �������� �# dr + pr > C1(r); ��������� r = m + 2, . . . , 2m
�� �������� �# C1(r) > dr+1� F�� � 
�� ��	� � ���
� �� ��������� � ��� 2m + 1 ���	
���
�"	�
� µ = (1, . . . , 2m + 1) ��� θ = (2, . . . , 2m + 1, 1)� � �� T (N, µ) = (1 − ε) + εm(m −
1)/2− (m− 2)ε + (m + 1) ��� T (N, θ) = m + (m− 2)ε� ?�
� T (N, µ) > T (N, θ) ��� ��������
2m + 1 �� ��
�� ��� ��� � ���� �������� m + (m− 2)ε� !��� �"	�
 (2, . . . , 2m) �� �����#
���# ��� �� ���� 
�� � �
��	�� �� ��# ��� 8�� SDEC/EDD = θ� >����� �� �������
�"	�
 �� S∗ = (1, m+2, . . . , 2m+1, 2, . . . , m+1) ���� T (N, S∗) = 1+m(m−1)ε� ?�
 ��� ε
����� ��	��� rDEC/EDD(N, SDEC/EDD) = (m + (m − 2)ε)/(1 + m(m − 1)ε) ≈ m ≈ n/2�

�	��������� �! rDEC/MDD = rDEC/PSK = rDEC/WI � n/3�

������ ������� �� ��������� )���� E6: �� n = 3m/2 ��� ���	� N = {1, 2, . . . , 3m/2}�
���� p1 = m2� pi = 2m� ��� i = 2, . . . , m/2� pj = 2� ��� j = (m/2) + 1, . . . , 3m/2� d1 = m2�
di = m2 + 2(i − 1)m� ��� i = 2, . . . , (m/2) − 1� dm/2 = 2m2 − 2m − ε� dj = 2m2 − 2m + ε� ���
j = (m/2) + 1, . . . , 3m/2�

F�� � ��� �� ������ ���
����� ��� ��� 
�� � ���
� �� ��������� � ��� 3m/2 ���#� (�
�� �� ���
� �� �������� �� ��� �������� �� + ��� �� 6�� �	� ���	
� �"	�
 (1, 2, . . . , 3m/2)
���� ���	 m(m + 1) − (m − 1)ε = m2 + m − (m − 1)ε� (�� �� �� ���� ����� �� �� ���
�
�� �� ���� ��������� ��� �������� �� m2 �	� ��� �� ���� ���� �� ���# ��� �� ����� ��������
������ m2� ?�
� ��� ε ����� ��	��� �� ���� �������� �� ��
��� (� ���� SDEC/MDD =
(2, . . . , 3m/2, 1) ��� T (N, SDEC/MDD) = m2� ?����� �� ������� �"	�
 ��� ���� )���� ��
S∗ = (1, 2, . . . , (m/2)−1, (m/2)+1, . . . , 3m/2, m/2) ���� ���	 2m+ε� C
������ ���� n = 3m/2�
� ��� rDEC/MDD(N, S) = m2/(2m + ε) ≈ m/2 = n/3� ,������	��# �� 7���������� �� � ���
���� ���� �4�5789 ��� �4�5�( ��
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