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Une remarque sur l’annulateur du groupe de classes d’idéaux
d’un corps cyclotomique

FRANCESCO AMOROSO

Laboratoire de mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 6139
Université de Caen, Campus II, BP 5186

14032 Caen Cédex, France

§1. Introduction.

Soit m un entier, m 6≡ 2 mod(4) et ζm une racine m-ième primitive de l’unité.

Notons Km = Q(ζm) et Γm = Gal(Km/Q) = {σa t.q. a = 1, . . . ,m− 1, pgcd(a,m) = 1}
où σa(ζm) = ζam (a ∈ Z, pgcd(a,m) = 1). Notons également J = σ−1 et Cl−m la partie

moins du groupe des classes d’idéaux de Km.

Soit

ψ =
∑

1≤a≤m−1
pgcd(a,m)=1

ψaσa ∈ Z[Γm] ;

on pose : ‖ψ‖1 =
∑
a |ψa|.

Nous montrons le résultat suivant :

Théorème 1. Soit ψ ∈ Z[Γm]. Supposons (1− J)ψ 6= 0 et ψ ∈ Ann(Cl−m). Alors

‖ψ‖1 ≥
1
2
‖ψ(1− J)‖1 ≥

log 5
12L

× φ(m)
logm

,

où L > 0 est une constante absolue et où φ(∗) est la fonction d’Euler.

Notons

Z[Γm]− = {ψ ∈ Z[Γm] t.q. (1 + J)ψ = 0} = (1− J)Z[Γm]

et soit Im l’idéal de Stickelberger et I−m = Im ∩ Z[Γm]−. Alors (cf. [W], theorem 6.10 :

I−m ⊆ Ann(Cl−m)−

et, par un théorème de Sinnott (voir [Si] ou la remarque de [W] après le théorème 6.19) :

[
Z[Γm]− : I−m

]
= 2a(m)h−m,
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où Ann(Cl−m)− = Ann(Cl−m)∩Z[Γm]− et où a(m) = 0 si m est une puissance d’un nombre

premier et a(m) = 2k−2 − 1 si m possède k ≥ 2 facteurs premiers distincts. Donc

log
[
Z[Γm]− : Ann(Cl−m)−

]
≤ log

[
Z[Γm]− : I−m

]
= a(m) log 2 + log h−m

Nous déduirons du théorème 1 la minoration suivante pour l’indice de l’annulateur :

Théorème 2.

log
[
Z[Γm]− : Ann(Cl−m)−

]
≥ Cφ(m) log logm

logm
,

où C > 0 est une constante absolue.

Remarquons que (cf. [W], theorem 4.20) :

log h−m ∼ 1
4
φ(m) logm,

pour m→ +∞ et donc, au moins pour une puissance q d’un nombre premier,

1 ≤
log

[
Z[Γq]− : I−q

]
log

[
Z[Γq]− : Ann(Cl−q )

] � (log q)2

log log q
.

Remerciements. Je tiens à remercier B. Anglès pour les passionnantes discussions qui

ont motivé ce travail et pour m’avoir bien voulu me faire part de ses commentaires sur

une version initiale de cet article.

§2. Preuves.

Démonstration du théorème 1.

On généralise la preuve de la minoration de l’exposant du groupe de classe de Km

esquissé dans l’introduction de [Am-Dv2].

Soit

ψ =
∑

1≤a≤m−1
pgcd(a,m)=1

ψaσa ∈ Z[G]

qui satisfait les hypothèses du théorème. Le théorème de Linnik montre qu’il existe un

nombre premier l ≡ 1 (mod m) et tel que

l ≤ mL

2



pour une certaine constante L > 0. Le premier l est totalement décomposé dans Z[ζm] ;

soit P un premier au dessus de l. Alors : Pψ = (γ)I pour un certain γ ∈ K∗
m et pour

un idéal I extension d’un idéal de Z[ζm + ζ−1
m ]. Notons α = γ1−J et remarquons que α

n’est pas une racine de l’unité (car Pψ(1−J) 6= Z[ζm]).

Le théorème principal de [Am-Dv1] (op. cit., p. 2) montre que

h(α) ≥ log 5
12

. (1)

Notons Pa = σaP (a = 1, . . . ,m− 1, pgcd(a,m) = 1). On a donc :

(γ)I =
∏

1≤a≤m−1
gcd(a,m)=1

Pψa
a

et

(α) =
∏

1≤a≤m−1
gcd(a,m)=1

Pψa−ψm−a
a

Notons va la place finie de Km correspondant à Pa ; on a alors

|α|nva
va = lψm−a−ψa .

Par ailleurs, si v est une place de Km et v 6= va, alors |α|v = 1. Donc :

φ(m)h(α) =
∑

1≤a≤m−1
gcd(a,m)=1

log max{|α|nva
va , 1}

=
∑

1≤a≤m−1
gcd(a,m)=1

max(ψm−a − ψa, 0) log l

=
log l
2

∑
1≤a≤m−1
gcd(a,m)=1

|ψa − ψm−a|

≤ L logm
2

‖(1− J)ψ‖1 .

(2)

La conclusion désirée découle des formules (1) et (2) en remarquant que

(1− J)ψ =
∑

1≤a≤m−1
pgcd(a,m)=1

(ψa − ψm−a)σa .
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Pour n, N ∈ N notons

Λ(N,n) = {(x1, . . . , xN ) ∈ NN t.q. x1 + · · ·+ xN ≤ n}.

La démonstration du théorème 2 nécessite du lemme élémentaire suivant :

Lemme. Soient nk, Nk deux suites strictement croissantes et telles que nk = o(Nk)

pour k → +∞. Alors,

log Card
(
Λ([Nk], [nk])

)
∼ nk log(Nk/nk)

pour k → +∞.

Démonstration. En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

log Card
(
Λ(Nk, nk)

)
= log

(
Nk + nk
Nk

)
∼

(
Nk + nk

)
log

(
Nk + nk

)
−Nk logNk − nk log nk

= Nk log
(

1 +
nk
Nk

)
+ nk log

(
Nk
nk

+ 1
)

∼ nk log(Nk/nk) .

Démonstration du théorème 2. On choisit dans le lemme

Nk =
φ(m)

2
et nk =

cφ(m)
4 logm

,

où c = log 5
12L . Le lemme montre en particulier que l’ensemble

Λm :=

ψ =
∑

1≤a≤(m−1)/2
pgcd(a,m)=1

ψaσa ∈ Z[Γm] t.q. ψa ≥ 0, ‖ψ‖1 ≤ [nm]


est de cardinalité

Card(Λm) ≥ exp
(
Cφ(m) log logm

logm

)
(3)

pour une certaine constante C > 0. Remarquons aussi que

Card((1− J)Λm) = Card(Λm) . (4)
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Soient ψ, ψ′ ∈ (1− J)Λm avec ψ 6= ψ′. Alors (1− J)(ψ − ψ′) = 2(ψ − ψ′) 6= 0 et

‖ψ − ψ′‖1 ≤ 4[nm] <
cφ(m)
logm

.

Le théorème 1 nous assure donc : ψ − ψ′ 6∈ Ann(Cl−m), ce qui montre que :

[
Z[Γm]− : Ann(Cl−m)

]
≥ Card((1− J)Λm) . (5)

Les relations (3), (4) et (5) donnent la conclusion recherchée.

Si l’on admet l’hypothèse de Riemann généralisée, le théorème 1 peut être généralisé

à des extensions abéliennes imaginaires et même CM, (en utilisant dans ce dernier cas

le résultat principal de [Am-Da] à la place de la minoration de la hauteur de [Am-Dv],

comme dans [Am-Dv2]). Plus généralement, en utilisant des techniques additionnelles

de géométrie des nombres, on peut traiter également des corps «proche» à un corps CM,

par exemple les corps engendrés par un petit nombre de Salem. Tous ces résultats font

l’objet de l’article en préparation [Am].
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