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Une remarque sur ’annulateur du groupe de classes d’idéaux

d’un corps cyclotomique
FrANCESCO AMOROSO

Laboratoire de mathématiques Nicolas Oresme, CNRS UMR 6139
Université de Caen, Campus II, BP 5186
14032 Caen Cédex, France

§1. Introduction.

Soit m un entier, m # 2 mod(4) et (, une racine m-iéme primitive de l'unité.
Notons K, = Q((n,) et I'y, = Gal(K,,/Q) = {0, t.q.a=1,...,m — 1, pged(a,m) = 1}
ot 04(¢m) = ¢ (a € Z, pged(a,m) = 1). Notons également J = o_; et Cl.. la partie
moins du groupe des classes d’idéaux de K,,.

Soit

v= > Y0 €Z[Ty];

1<a<m-—1
pgcd(a,m)=1

on pose : [[¢[ly = 3, [Yal-

Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit 1y € Z[I',,|. Supposons (1 — J)y # 0 et ¢» € Ann(Cl;,). Alors

1
1ol = Sl =Dl =2 757

ot L > 0 est une constante absolue et ot ¢(x) est la fonction d’Euler.

Notons
ZCm]” = {t € ZTm] t.q. (1+ J)p = 0} = (1 — J)Z[Tpa]
et soit I, I'idéal de Stickelberger et I, = I,,, N Z[I',,] . Alors (cf. [W], theorem 6.10 :
I, C Ann(Cl,,)~
et, par un théoreme de Sinnott (voir [Si] ou la remarque de [W] apres le théoréme 6.19) :
20 1] = 2,
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ou Ann(Cl,,)~ = Ann(Cl,,)NZ[T',,]~ et ou a(m) = 0 si m est une puissance d’un nombre

— 2k—2

premier et a(m) — 1 si m possede k > 2 facteurs premiers distincts. Donc

log [Z[T},]~ : Ann(Cl;,) "] <log [Z[T'),] ™ : I,,] = a(m)log2 + log h,,,

m

Nous déduirons du théoreme 1 la minoration suivante pour 'indice de I’annulateur :

Théoreme 2.
Co(m)loglogm
logm

log [Z[T},]~ : Ann(Cl,,) "] >

Y

ou C > 0 est une constante absolue.

Remarquons que (cf. [W], theorem 4.20) :
1
log h,. ~ Zqﬁ(m) log m,

pour m — +o00 et donc, au moins pour une puissance ¢ d’un nombre premier,

log [Z[g]™ : 1] (log q)?
= log [Z[T4)~ : Ann(Cly)] loglogq

Remerciements. Je tiens a remercier B. Anglés pour les passionnantes discussions qui
ont motivé ce travail et pour m’avoir bien voulu me faire part de ses commentaires sur

une version initiale de cet article.

§2. Preuves.

Démonstration du théoreme 1.
On généralise la preuve de la minoration de I'exposant du groupe de classe de K,,
esquissé dans l'introduction de [Am-Dv2].
Soit
p= ) a0, € Z[G]
1<a<m-—1
pgcd(a,m)=1

qui satisfait les hypotheses du théoreme. Le théoréeme de Linnik montre qu’il existe un

nombre premier [ = 1 (mod m) et tel que

I <mbF



pour une certaine constante L > 0. Le premier [ est totalement décomposé dans Z[(,,] ;

b

soit P un premier au dessus de [. Alors : P¥ = (y)I pour un certain v € K, et pour

un idéal I extension d’un idéal de Z[(,, + ¢;,}]. Notons a = '~/ et remarquons que «

n’est pas une racine de 'unité (car P¥(=7) £ Z[(,.]).

Le théoreme principal de [Am-Dv1] (op. cit., p. 2) montre que

log 5
> .
he) 2 5

Notons P, = o,P (a=1,...,m — 1, pged(a,m) =1). On a donc :

W= ] =&

1<a<m-—1
ged(a,m)=1

et

(= [I Reve

1<a<m-—1
ged(a,m)=1

Notons v, la place finie de K,, correspondant a P, ; on a alors

|a|Z:a — l"pm—a*"ba.

Par ailleurs, si v est une place de K, et v # v,, alors |al, = 1. Donc :

g(m)h(a) = Y logmax{|afs®, 1}

1<a<m-—1
ged(a,m)=1

— Z maX(l/)m—a - ¢aa O) logl

1<a<m-—1
ged(a,m)=1

log
= T Z Wja - wm—a’

1<a<m-—1
ged(a,m)=1

Llogm
< 2201 - Tl

La conclusion désirée découle des formules (1) et (2) en remarquant que

(1 - JW - Z (¢a - wm—a)o'a .

1<a<m-—1
pged(a,m)=1



Pour n, N € N notons

A(N,n) = {(z1,...,zn) e NV t.q. 21 + -- -+ 25 < n}.

La démonstration du théoreme 2 nécessite du lemme élémentaire suivant :

Lemme. Soient ny, Nj deux suites strictement croissantes et telles que ny = o(Ny)

pour k — +4o00. Alors,
log Card (A([Ng], [nk])) ~ ng log(Ni/n)

pour k — 4oc.

Démonstration. En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

N,
log Card (A(Ng, ny)) = log ( kF nk>

N,

~ (Nk +nk) log (Nk + nk) — Ni log N, — ng logny,

N,
= N log (1—|— %) + nyg log (—k —|—1>
Nk; N

~ nylog(Nk/ng) .

Démonstration du théoréme 2. On choisit dans le lemme

¢(m) cg(m)
N = — t —
K 2 © M=y logm’
ol ¢ = IIOQLLE’. Le lemme montre en particulier que I’ensemble
Am=1 = > a0a € Z[Tm] t-q. a > 0, [¢]l1 < [nyn]

1<a<(m—1)/2
pged(a,m)=1

est de cardinalité

Card(A,,) > exp (C¢(m) log logm)

logm

pour une certaine constante C' > 0. Remarquons aussi que

Card((1 — J)A,,) = Card(A,,) .
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Soient ¥, ' € (1 — J)A,, avec ¢ £ ¢'. Alors (1 — J)(p — ') =2(p — ") #0 et
cg(m)

1Y — ' < 4nm) < logm

Le théoréeme 1 nous assure donc : ¥ — 1)’ & Ann(Cl,), ce qui montre que :
[Z]l'),]” + Ann(Cl,)] > Card((1 — J)Ay,) . (5)
Les relations (3), (4) et (5) donnent la conclusion recherchée. O

Si 'on admet ’hypothese de Riemann généralisée, le théoreme 1 peut étre généralisé
a des extensions abéliennes imaginaires et méme CM, (en utilisant dans ce dernier cas
le résultat principal de [Am-Da] a la place de la minoration de la hauteur de [Am-Dv],
comme dans [Am-Dv2]). Plus généralement, en utilisant des techniques additionnelles
de géométrie des nombres, on peut traiter également des corps «proche» a un corps CM,
par exemple les corps engendrés par un petit nombre de Salem. Tous ces résultats font

I'objet de 'article en préparation [Am)].

REFERENCES

[Am| F. Amoroso — «Sur la structure galoisienne du groupe des classes de certains corps» ,
en preparation.

[Am-Da] F. Amoroso and S. David — «Le probleme de Lehmer en dimension supérieure» ,
J. reine angew. Math. 513 (1999), 145-179.

[Am-Dv]| F. Amoroso and R. Dvornicich — «A Lower Bound for the Height in Abelian Exten-
sions» , J. Number Theory 80 (2000), no. 2, 260-272.

[Am-Dv2] F. Amoroso and R. Dvornicich — «Lower bounds for the height and size of the ideal
class group in CM fields» . Monatsh. Math. 138, No.2, 85-94 (2003).

[Si] W. Sinnott — On the Stickelberger ideal and the circular units of a cyclotomic field.
(English) Ann. Math. (2) 108, 107-134 (1978).

[Wa 1982] L.C. Washington. — «Introduction to Cyclotomic Fields» ; Springer—Verlag, New
York (1982).



