
HAL Id: hal-00004199
https://hal.science/hal-00004199

Preprint submitted on 9 Feb 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

On the Notion of Category Size in Multiple Criteria
Sorting Models

Vincent Mousseau, Luis C. Dias, José Figueira

To cite this version:
Vincent Mousseau, Luis C. Dias, José Figueira. On the Notion of Category Size in Multiple Criteria
Sorting Models. 2005. �hal-00004199�

https://hal.science/hal-00004199
https://hal.archives-ouvertes.fr


��� ����� �
	����	�� 	�������������	���� ����� �
�!� " #%$&�'�)(%$�� �*�+�,���-�+�.� �/	0�1���)��� " 	32��-$4

5�687�9;:<71=�>@?BA�C.C):EDFA ∗ G<H A+IJCLKLMON/6PDFC †‡G�Q ?1C)RTS 6VU1AW:<6JX.D §†‡
>YDFX)9[ZY\W] G'^`_B_ \

∗ a<b+ced.bWf+gihkjilnmpo�qsrutJmwvPxOy{z,rPm|tWf�z,}n~��nm�l�q�h�yF�|z��sq��.}ecez,rPx��u��z,�Ef+q�a<z&vJvJrPqO�nq���z�tPt8mp��l)��h;�,�!���,��y{z�rJm|t��Bq��.qs�����nh� ruz,l��sq�h.q�����z,mp��� {������ ! �¡!¢,�B£8¤¦¥¨§�n¡�¥¨©.¢ } ª)«!¢��k �¢¬)¡FV¬)¢,�)®!¯�¥�°n¡F±¤!©
† ²V³igBd¦�´�Bµ�mp�O¶nruznh.·'¸�bilvPqsrPµ��.q�¹+}nqsl!vPz,�F��ººnh.»�¼¼�¼,��¼�»,»½�Bµ�mp�O¶nruznh.y�µ�rJvP}n�z,�¾h.q����½z�m��¾� «¬[¥,¢� ,ª�¥�°n¡n !¿)¿�¾®.À
‡
� z��}n�|�nz��nqÁ�nqÁgB��µ�lnµ�½mpz�h{jilnmpo�qsrut8m|�nz�.qÁ�.qÂ�Bµ�mp�O¶nruznh{b<o�¸�fWm|z�t��nzed)mp��o,zÃ����nh�»�¼¼,Ä��±�.��ÅÆ�Bµ�mp�O¶nruznh�y�µ�rJvJ}��z,�¾h

qs��z,mp��� ¤[¥¨§��¡¦¥�©.¢)ª¤)¡F��[¿��®)À
§ fW²Vcebi��d�h¦·Ç}nvJ��q�rPtÇjWlnm�oqsrPtJm�v±�h¦�Bµ·ig/È1}nmp�p�nm�ln�¦hnº� � rJq���mpln���)}n�.t8q�lÉ·Çµ!z��-yFmptP�sz,vPz¨Ê1z¨�Á³+Ë�¼Ì�Ì�,Ä,��Ì�¼.��Ì�j+d.b

Í



Î
ÏÁÐiÑ�Ò Ï

Ó-Ô�Õ�Ö�×Ô�Ø{Ö Í�Ù{Ú!Û Ô�Ø{Ö�Ü�Ý�Þ Û Ô�ß�Ü¾à!á�Ý Ù�â�ã¦ä Ý!×�å ã å Í Ô�Øæá�Õ{Ü�å Í × Û�Í å¨à Û Ý�ç<Õ ÍOè<Í Ö�Ý/é ã¦ä Ý×å�Ý Û ×&ê ã çkÕ{Ý
ã ×å Í Ô[Ø Ù1â Õ{ØTÝ!Ø{Ö�Ý!á�ß{Ü�Ý�ë{Ø Í

A
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�ÇÝ!Ö0Þ Û Ô�ß{Ü�à!á�Ý!Ö Ù1âpã¦ä Ý!×�å ã å Í Ô�Ø ó Ô�Ø;å Û�Ú�óVÚ!Û Ý!Ø{×Ý%éTÕ{Ø{Ý Ú�è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø ã ß{Ö�Ô�Ü�Õ{Ý��VÜ â�ã¦ä Ý×å ã å Í Ô�Ø
Ù�â Õ{Ø{Ý ã ×å Í Ô�Ø´Ø{Ý Ù{Ú ÞðÝØ Ù Þ ã Ö Ù Ý!Ö ã Õ�å Û Ý!Ö����1Þ ã[Û Ô�Þ{ÞðÔ[Ö Í å Í Ô[Ø ã Õ �´Þ Û Ô�ß{Ü�à!á�Ý!Ö Ù Ý�×&ê{Ô Í ��Ýå
Ù Ý Û¨ã Ø ì Ý!á�Ý!Ø;å Ù`ã Ø�ÖÃÜ�Ý!Ö�çkÕ{ÝÜ¾Ö�Ü ã Ø ã å¨Õ Û Ý/á"!!á�Ý Ù Õ Þ Û Ô�ß{Ü�à!á�Ý ×Ô�Ø Ù Õ Í å�é´×!Ô�á�Þ ã[Û Ý Û Ü¾ÝÖ
ã ×å Í Ô[Ø{Ö�ÝØkå Û Ý�Ý!Ü�Ü¾ÝÖ!ï#�ÇÝ ó8ã[Í å Ù Ý�×!Ô[Ø{Ö Í�Ù{Ú!Û Ý Û�Ù ÝÖ�×!Ô�Ø;å Û¨ã¦Í Ø;å¨Ý!Ö�×Ô�Ø{×Ý Û Ø ã Økå0Ü ã å ã[Í Ü�ÜòÝ Ù Ý!Ö
× ã å Ú!ì Ô Û�Í Ý!ÖÁ×Ô�Ø Ù Õ Í å é Ù{Ú ë`Ø Í�Û Õ{Ø�Þ Û Ô�ß{Ü�à!á�Ý Ù�â�ã¦ä Ý!×å ã å Í Ô�Ø3×!Ô[Økå Û�ã[Í Ø;åÁçkÕ Í�ó8ã[Í å Û�ÚóVÚÛ ÝØ{×!Ýñé
Ü ã�ó Ô Í Ö�é�Ü â�Ú�è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô[Ø ã ß{Ö�Ô�Ü¾Õ�Ý�Ý�å Û Ý!Ü ã å Íòè Ý[ï
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ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý Í Ø ã ë`Ø Í å�ÝeÖ�Ý�å

A
å�Ô Ô[Ø{ÝñÔ ó å�ê{ÝñÞ Û Ý Ù Ý�ë`Ø{Ý Ù × ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖ!ïJYæÝñÞ Û Ô[ÞðÔ�Ö�Ý ã Ø{Ý`_
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6 Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö'Õ�Ö�Õ ã Ü�Ü a�Û Ý ó Ý Û å�Ô ã ß{Ö�Ô�Ü¾Õ�å�ÝÁÝ è¦ã Ü¾Õ ã å Í Ô[Øl�±å¨ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkåOÔ ó�ã Ø ã Üòå¨Ý Û Ø ã�í
å Íòè Ý Ù Ô<Ý!ÖÁØ{Ô[å Ù Ý!ÞðÝ!Ø Ù Ô[Ø3å�ê{Ý�Ô[å�ê{Ý Û Ö���� ã ÖÁÔ[Þ{ÞðÔ�Ö�Ý Ù å�Ô Û¨ã ØLm Í Ø ì�ã Ø Ù ×&ê{Ô Í ×!ÝÆÞ Û Ô�ß�Ü¾Ýá0Ö Í Ø
_Áê Í ×&ê�å¨ê{Ý è Ý Ûna Þ{Õ Û ÞðÔ[Ö�Ý Í Ö�å¨Ô0×Ô�á�Þ ã[Û Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ ã¦ì;ã[Í Ø�Ö�å Ý ã ×&ê´Ô[å¨ê{Ý Û ïo\�Ô�Ø{Ö Í�Ù Ý Û�Í Ø ì
×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨ÖÉ×!Ô[Ø{×!Ý Û Ø Í Ø ì × ã å¨Ý ì Ô Ûna Ö Í�b Ý�Ü�Ý ã[Ù å�Ô Ù Ýë{Ø{Ý ã \�Ô�Ø{Öså Û�ã[Í Ø{Ý Ù 6 Ô Û å Í Ø ìp^�Û Ô�ß�Ü¾Ý!á
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$ ó å�Ý ÛeÍ�Ù Ý!Ø;å Íòóea<Í Ø ìLÙ Ý!× Í Ö Í Ô�ØTÖ Í å¨Õ ã å Í Ô�Ø{Ö Í Øq_�ê Í ×&êæ× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý Í ÖÆÕ{Ö�Ý ó Õ{Ü ó Ô Û á0Ô Ù ÝÜ¾Ü Í Ø ì
Þ{Õ Û ÞðÔ�Ö�ÝÖO�;å�ê Í Ö�Þ ã ÞðÝ Û�Ù Ý�ë`Ø{ÝÖ�å�ê{Ý½×!Ô[Ø{×!ÝÞ�å'Ô ó × ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö Ícb Ý ã Ø Ù Þ Û Ô�ÞðÔ�Ö�Ý!Ö ã _ ã.a å¨ÔÂ×Ô�á í
Þ{Õ�å�Ý�å¨ê{ÝeÖ Í�b ÝeÔ ó × ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö`�`Ý è ÝØl_�ê{Ý!Ø�å�ê{ÝeÖ�Ýå-Ô ó�ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö ã Ø Ù (¦Ô Û å�ê{ÝeÞ Û Ý ó Ý Û Ý!Ø�×!Ý
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_�Ý�Þ Û Ô�ÞðÔ�Ö�Ý ã Þ Û Ô<×!Ý Ù Õ Û ÝÆå¨Ô Í Ø ó Ý Û å�ê{Ý è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö ó Ô Û Þ Û Ý ó Ý Û ÝØ{×!ÝeÞ ã[Û¨ã á�Ýå�Ý Û Ö½å¨ê ã å ã ×!×Ô�Õ{Ø;å¨Ö
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Z�Ô Ù Ý!Ü�Ü Í Ø ì3ã3Û Ý ã Ü�_�Ô Û Ü ÙTÙ Ý!× Í Ö Í Ô�ØTÞ Û Ô�ß{Ü�Ý!á Õ{Ö Í Ø ì á�Õ{Ü�å Í Þ{Ü�Ý�× Û�Í å¨Ý Û�Í¾ãLÙ Ý× Í Ö Í Ô�Ø ã[Í¾Ù Í Ø è Ô�Ü è ÝÖ Ù Ýë`Ø Í Ø ì
ã Ö�Ýå�Ô ó

nalt

ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö
A = {a1, a2, . . . , analt

}
Ý è¦ã Ü�Õ ã å¨Ý Ù Ô[Ø

ncrit

× Û�Í å�Ý Û�Í¾ã
g1, g2, ..., gncrit

��Ý ã ×,ê
× Û�Í å¨Ý Û�Í Ô[Ø'�

gj

�`ßðÝ Í Ø ì0ã Ö�Ö�Ô<× Í�ã å¨Ý Ù å¨Ô ã Ö�× ã Ü�Ý
Xj

ï 6 Ý è Ý Û¨ã ÜiÞ Û Ô�ß{Ü¾Ýá
Öså ã å�Ý!á�Ý!Ø;å¨Ö	�VÔ Û Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á ó Ô Û á�Õ{Ü ã�í
å Í Ô[Ø{Ö��O× ã ØLßðÝÆ×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý Û Ý Ù ï-�ÁÔ au���}��Ù�Í Ö�å Í Ø ì Õ Í Ö�ê{Ý!Ö�å¨ê Û Ý!ÝÆß ã Ö Í ×ÉÞ Û Ô�ß�Ü¾Ý!á Ö�å ã å¨Ýá0ÝØkå�ÖOD'×&ê{Ô Í ×!Ý}�{Ö�Ô Û å Í Ø ì
ã Ø Ù�Û¨ã ØLm Í Ø ì �8Ö�Ý!Ý ã Ü¾Ö�Ô �j�`� �,ï

� Íòè Ý!Ø ã Ö�Ýå
A
Ô óOã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö`�1×&ê{Ô Í ×!Ý�Þ Û Ô�ß{Ü¾Ýá0Ö-×!Ô[Ø{Ö Í Ö�å Í Ø Ù Ýå¨Ý Û á Í Ø Í Ø ì ã Ö�Õ{ß{Ö�Ýå

A∗ ⊂ A
� ã Ö

Ö�á ã Ü¾Ü ã Ö�ÞðÔ�Ö�Ö Í ß�Ü¾Ý}�O×!Ô[á0ÞðÔ�Ö�Ý Ù Ô óÉã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖÃßðÝ Í Ø ì�� Õ Ù{ì Ý Ù ã Ö�å¨ê{Ý3á�Ô�Ö�åÃÖ ã å Í Ösë`× Í Ø ì ï��ÂÞ�å Í á Ícb)ã�í
å Í Ô[ØLÞ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö ã[Û ÝÂÞ ã[Û å Í ×!Õ{Ü ã[Û × ã Ö�Ý!ÖÁÔ ó ×,ê�Ô Í ×ÝÆÞ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö�_Áê{Ý Û Ý

A∗
Í Ö Û Ý!Ö�å Û�Í ×�å¨Ý Ù å¨ÔÃÔ[Ø{Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý¦ï

� ã ØLm Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö�×Ô�Ø{Ö Í Ö�å Í ØLÝ!Ö�å ã ß{Ü Í Ö�ê Í Ø ì�ã Þ Û Ý ó Ý Û Ý!Ø�×!ÝeÞ Û Ý í Ô Û�Ù Ý Û �8Ý Í å¨ê�Ý Û Þ ã[Û å Í¾ã Ü1Ô Û ×Ô�á�Þ{Ü¾Ý�å¨Ý.� Í Ø
å�ê{Ý�Ö�Ý�å-Ô ó�ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö

A
ï

6 Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö�×Ô�Ø{Ö Í Ö�å Í Ø ó Ô Û á�Õ{Ü ã å Í Ø ì å¨ê�Ý Ù Ý!× Í Ö Í Ô�Ø/Þ Û Ô�ß{Ü¾Ýá Í Ø å�Ý Û á0Ö�Ô ó+ã ×!Ü ã Ö�Ö Í ë`× ã å Í Ô�Ø'� Í Ø
Ô Û�Ù Ý Û å¨Ô ã Ö�Ö Í�ì ØÃÝ ã ×&ê ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý óVÛ Ô�á

A
å¨ÔÆÔ[Ø{Ý½Ô ó å¨ê�Ý

ncat

Þ Û Ý Ù Ýë{Ø{Ý Ù × ã å�Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö
C1, C2, . . . , Cncat

ï
1½ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkå�Ô óFã Ø ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý

a
å¨ÔÉå�ê{Ý ã Þ{Þ Û Ô�Þ Û�Í�ã å�Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö�ê{Ô[Õ{Ü Ù�Û Ý!Ü a Ô�Ø�å¨ê�Ý Í Økå Û�Í Ø{Ö Í × è¦ã Ü�Õ{Ý

Ô ó
a
� ã Ø Ù Ø{Ô[åÁÔ�Ø3å¨ê�Ý�×!Ô�á�Þ ã[Û�Í Ö�Ô[Ø3Ô ó
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Í Øæå¨ê�Ý0ë`Ü¾Ý¦ï]1�ê Í Ö Ù Ý× Í Ö Í Ô�Ø Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á × ã Ø ßðÝ ó Ô Û á�Õ{Ü ã å�Ý Ù å¨ê Û Ô�Õ ì ê ã á�Õ{Ü�å Í Þ{Ü�Ý�× Û�Í å¨Ý Û�Í�ã å Û�Í ×,ê�Ô[å¨Ô�á Í ×
Ö�Ý ì á0ÝØkå ã å Í Ô[ØÁ� ã ××!ÝÞ�å�( Û Ý ó Ý Û å¨Ô�Ö�Õ{ÞðÝ Û�Í Ô Û ( Û Ý � Ý×å��,ï

È-Ô=_�Ý è Ý Û ��å¨ê�Ý × Û Ý Ù{Í å�á ã Ø ã[ì Ý ÛeÙ Ô<ÝÖ�Ø�Ô[å�_ ã Økåñå¨Ô´Ö�ÝØ Ù å¨Ô´á ã Ø a ë`Ü¾ÝÖ��VØ{Ô´á0Ô Û Ý�å�ê ã Ø �.¦AÌ Í Ø
ã)è Ý Û�ã[ì Ý.�iå¨ÔÉê Í Ö+Ö�Õ�ÞðÝ Û�Í Ô Û ï 5 Ø�Ö�Õ{×&ê ã × ã Ö�Ý*� Í å Í Ö+Ø ã å¨Õ Û¨ã Ükå¨ÔÉ×!Ô�Ø{×Ý Íòè Ý ã Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù Ý!ÜÍ_ Í å¨êñå¨ê Û Ý!Ý�× ã å�Ý í
ì Ô Û�Í Ý!Ö Í Ø©_Áê Í ×,ê0úkd`þ��&þ�ü`ú8ø�ö[õ¿��õòöi
�
�û�
-
���ö[õ±õkû±ür
�ûj��þ-�e_Áê{Ý!Ø�×!Ô�Ø�Ö Í¾Ù Ý Û�Í Ø ì-ã Ö�Ýå+Ô ó ô�ê ã ß Í å�Õ ã Ü¥��× Û Ý Ù{Í åWë{Ü¾Ý!Ö���ï

»v¼U½¿¾ÁÀW@kxqÎ
, ã ×&ê a Ý ã¦Û å�ê{Ý Ù{Í¾Û Ý!×�å¨Ô Û Ô óiã�Ù ÝÞ ã[Û å¨á�Ý!Ø;å½Ô óiã ë Û áÏ_ ã Ø;å¨Ö�å¨Ô�Ö�Þ{Ü Í åOå¨ê{Ý ì�Û�ã Økå�ß�Õ Ù{ì Ý�å ã á�Ô�Ø ì ê{Ý Û

×Ô�Ü�Ü ã ßðÔ Û�ã å�Ô Û Ö!ï 6 ê{ÝO×!Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û Ö ó Ô[Õ Û Ü�Ý è ÝÜ¾ÖWÔ ó ßðÔ�Ø<Õ{Ö�Ý!Öo�ªE©Dnê Í�ì ê'�AÐoDná�Ý Ù{Í Õ{áÆ����D!Ö�á ã Ü¾Üª�h�©D!Ø<Õ{Ü�Üe� ã ××!Ô Û�ÙEí
Í Ø ì å¨ÔeÖ�Ý è Ý Û¨ã ÜFÞðÝ Û�ó Ô Û á ã Ø{×!ÝÁ× Û�Í å¨Ý Û�Í�ãÂÙ{Í Ö�×!Õ{Ö�Ö�Ý Ù/Í Ø�å�ê{Ý ßðÝ ì�Í Ø{Ø Í Ø ì Ô ó å�ê{Ý a Ý ã[Û _ Í å¨ê�ê{Ý Û ×Ô�Ü¾Ü ã ßðÔ Û¨ã å¨Ô Û Ö
�±å¨ê{Ý�ßðÔ[Ø<Õ{Ö�Ý!Ö Þ ã ×�m ã[ì ÝÖ $ �;¬ ã Ø Ù \ ã¦Û Ý ã Ü¾Ö�ÔÃÖ�å ã å¨Ý Ù�Í ØLå�ê{Ý�ßðÝ ì[Í Ø{Ø Í Ø ì Ô ó å�ê{Ý a Ý ã[Û ��ï

1�ê{ÝñßðÔ�ØkÕ{Ö-ÞðÔ[Ü Í × a Ô ó å�ê{Ý Ù{Í¾Û Ý!×�å¨Ô ÛÁÍ Ö Ö�Õ{×&ê´å�ê ã å è Ý Ûna3ó Ý`_ ×Ô�Ü�Ü ã ßðÔ Û�ã å�Ô Û Ö ì Ýå ã $ í ßðÔ�ØkÕ{ÖO� ã Ü Í å�å�Ü�Ý
á�Ô Û Ý ì Ý�å ã ¬ í ßðÔ�Ø<Õ{Ö`� ã Ö Í�ì Ø Í ë`× ã Ø;åñÞ Û Ô�ÞðÔ Û å Í Ô�Ø ì Ýå ã \ í ßðÔ�ØkÕ{Ö ã Ø Ù ã Ü ã¦Û�ì Ý�Þ ã¦Û åñÔ ó å¨ê{Ýá ì Ý�å�Ø{Ô
ßðÔ[Ø<Õ{Öï 5 Ø%å¨ê Í ÖÉÖ Í å¨Õ ã å Í Ô�Ø'�Få¨ê�Ý�Ö�ê ã ÞðÝÃÔ ó å¨ê{Ý�× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô�Ø�× ã Ø ßðÝ�×Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û Ý Ù ã ÖÁô�û±üÑ�
��ø¨þ�öi
�û±ü����G�8Ô Û ô;ý<þ���ø¨þ¨öi
�û±üÍ��� ã ×!×!Ô Û�Ù{Í Ø ì å¨ÔÃå¨ê{Ýµ_ ã.a å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö ã[Û ÝÆØ<Õ{á�ßðÝ Û Ý Ù ��ï

»v¼U½¿¾ÁÀW@kxlÒ
, ã ×&ê a Ý ã[Û �Eå�ê{Ý Û Ý!Ö�ÞðÔ�Ø{Ö Í ß{Ü¾Ý-Ô ó å¨ê{Ýv/-Ø Íòè Ý Û Ö Í å a å Û¨ã[Í Ø Í Ø ì Þ Û Ô ì[Û¨ã á ó8ã ×Ý!Ö�å�ê{ÝÉÖ ã á�Ý-Þ Û Ô�ß�Ü¾ÝáÓ_Áê{ÝØ

Ù Ýë`Ø Í Ø ì å¨ê{Ý ó Ô Û Ý Í�ì ØæÜ ã Ø ì Õ ã[ì Ý0×Ô�Õ Û Ö�Ý!Öï[È Ý_ ã Ø;å¨Öñå¨Ô´Ö�Þ{Ü Í å ã�ì�Û Ô[Õ{Þ Ô ó Öså¨Õ Ù Ý!Økå�Ö�� ã Þ{Þ Û Ô=� Í á ã å�Ý!Ü a
�.¦&¦ � Í Økå¨ÔÃå¨ê Û ÝÝ ì�Û Ô�Õ{Þ{Ö Ô ó�Ù{Í�ä Ý Û Ý!Økå Ü¾Ý è Ý!Ü¾Ö��8ßðÝ ì[Í Ø{Ø{Ý Û Ö`� Í Ø;å¨Ý Û á�Ý Ù{Í¾ã å¨Ý}� ã¦Ù�è¦ã Ø�×!Ý Ù ��ïo1�ê{Ý ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å
Ô ó�ã Öså¨Õ Ù ÝØkå å¨Ô ã Ö�ÞðÝ× Í ë`×e×!Ü ã Ö�Ö Í Ö ì�Û Ô�Õ{Ø Ù Ý Ù Ô�Ø�ê Í Ö�(�ê{Ý Û Ö�m Í Ü¾Ü�Ö©�8Ô Û�ã Ü�Ý��EÞ Û Ý!Ö�Ö Í Ô�Ø'�FÜ Í Ö�å�Ý!Ø Í Ø ì ×Ô�á�Þ Û Ý í
ê�Ý!Ø{Ö Í Ô�Ø�� ì�Û�ã á�á ã¦Û �;_ Û�Í å�å�Ý!Ø%Ý��EÞ Û Ý!Ö�Ö Í Ô�Ø'��ïòï�ïÔ��ï©È Ôs_�Ý è Ý Û � Í Ø%Ô Û�Ù Ý Û å¨Ô/ßðÝeô ó8ã[Í¾Û ��å�Ô å¨ê{Ý�å�Ý ã ×&ê{Ý Û Ö ã Ø Ù
Öså¨Õ Ù Ý!Ø;å¨ÖÁå¨ê{ÝÆå�ê Û ÝÝe×Ü ã Ö�Ö�ÝÖ ã[Û Ý Í Økå�Ý!Ø Ù Ý Ù å¨Ô�ßðÝÉô�Ø{Ô¦å�å¨Ô<Ô Ù�Í�ä Ý Û ÝØkån� Í Ø3Ö Ícb Ý¦ï 6 Õ{×&ê Ù Ý× Í Ö Í Ô�Ø3Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá
× ã Ø%Ô�ß è<Í Ô�Õ{Ö�Ü a ßðÝ ó Ô Û á�Õ{Ü ã å�Ý Ù´ã Ö ã á�Õ�Ü�å Í Þ�Ü�Ýe× Û�Í å�Ý Û�Í¾ã Ö�Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü¾Ýá�ïv�ÂØ{Ý�Ô ó å�ê{Ý�Ö�ÞðÝ!× Í ë{× Í å Í ÝÖÉÔ ó
å�ê Í ÖÁÞ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�×Ô�Ø{Ö Í Ö�å�Ö Ô ó å¨ê{ÝÉô*�<ü`û � ù�ø��v�ÉÖ Ícb Ý�Ô ó å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö Û ÝÞ Û ÝÖ�ÝØkå Í Ø ì å�ê{ÝÆå¨ê Û Ý!Ý�×!Ü ã Ö�Ö�Ý!Ö!ï

1�ê{ÝÖ�Ý ó Ô[Õ Û�Ù Ý!× Í Ö Í Ô�Ø�Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö Í Ü¾ÜòÕ{Ö�å Û�ã å¨Ý�Þ Û Ô¦å¨Ô[å a Þ Í × ã Ü{Ö�Ô Û å Í Ø ìÆÙ Ý× Í Ö Í Ô[Ø�Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö Í ØG_Áê Í ×&ê�× ã å í
Ý ì Ô Ûna Ö Ícb Ý Ö�Ô[á0Ýê{Ôs_ Í Ø;å¨Ý Ûsè Ý!Ø�Ý!Ö Í Ø�å¨ê{Ý á�Ô Ù Ý!Ü�Ü Í Ø ì Þ Û Ô<×Ý!Ö�Öï $ Ø ã Ø ã Ü a Ö�å Ù Ý!Ö Í¾ì Ø Í Ø ìñã�Ù Ý!× Í Ö Í Ô�Ø ã[Í¾Ù�Í Ø ì
á�Ô Ù ÝÜ ó Ô Û å�ê{Ý!Ö�ÝÆÖ Í å¨Õ ã å Í Ô�Ø{ÖOÖ�ê{Ô�Õ�Ü Ù ×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý Û�Í Ø0å�ê{ÝÂá�Ô Ù ÝÜ¾Ü Í Ø ì Þ Û Ô<×Ý!Ö�Ö�å¨ê{Ý Í Ø ó Ô Û á ã å Í Ô[Ø0×!Ô�Ø�×!Ý Û Ø Í Ø ì
å�ê{Ý�Ö�ê ã ÞðÝeÔ ó å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö Ícb Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß{ÕEå Í Ô[Ø'� ã ÖÁÖ�Õ ì[ì Ý!Öså¨Ý Ù ß a å�ê{Ý 3 Zæï

1�ê{Ý Û Ý ã[Ù Ý Û _ Í Ü¾Ü1Ý ã Ö Í Ü a Í á ã[ì�Í Ø{Ý è¦ã¦Û�Í Ô�Õ{Ö�Ô[å¨ê{Ý Û Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá0Ö Í Ø�_Áê Í ×,ê3å¨ê Í Ö�Ø{Ô[å Í Ô�Ø Í Ö ã Ø Í á0ÞðÔ Û å ã Ø;å
ã Ö�ÞðÝ!×�å�Ô ó å¨ê�Ý Ù Ý!× Í Ö Í Ô�Ø@á�Ô Ù Ý!Ü Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø�ïÕ, ã ×,ê Ô ó å¨ê{ÝÖ�Ý Ý�� ã á�Þ{Ü¾ÝÖLÖ�Õ ì�ì ÝÖ�å�×Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Økå�Ö ã ßðÔ�Õ�å
å�ê{Ý´Þ Û Ô�ÞðÔ Û å Í Ô�Ø Ô óeã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Ý Ù å¨Ô Ý ã ×&ê@× ã å�Ý ì Ô Û�a ï9t Í¾ì Õ Û Ý �%Ù Ý!Þ Í ×å�Ö å a Þ Í × ã Ü-× ã å¨Ý ì Ô Û�a
Ö Í�b Ý Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø{ÖO�?_Áê Í ×&êÖ_�Ý á ã.a × ã Ü¾Ü�ô � ã Õ{Ö�Ö Í�ã Ø ���ª,W� ã á�Þ{Ü¾Ý $ ����ô 3 Í ×&ê{Ô[å¨Ô[á Í ×����ª,W� ã á�Þ{Ü¾Ýu¬?���
ô 5 Ø{× Û Ý ã Ö Í Ø ì ( 3 Ý× Û Ý ã Ö Í Ø ì �"�ª,W� ã á�Þ{Ü¾Ý©\o��� ã Ø Ù ôI/-Ø Íòó Ô Û áG�r�ª,W� ã á�Þ{Ü�Ý 3 ��ï

£



C1 C2 C3 ×�ØAÙÚ¯Û.Ü�ÝC1 C2 C3ÞoßOàÍáná Ù ß Ø C1 C2 C3â Ù¥ãnäÍÛ.åIÛ.ÝµÙ¥ã C1 C2 C3æ ØÍã�ÜIç ß.á ÙhØAè C1 C2 C3â ç�ã�ÜIç ß.á ÙhØAè

t Í¾ì Õ Û Ý � D+1 a Þ Í × ã ÜÇ× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô�Ø�Ö

é ê ���3Ð'SUT�V©�O��·�� ÐU�©T�SF�`��¶ ¹�T�� Q º�·ÁÒ Ð

YæÝ Û Ý ó Ý Û å¨Ô[\�Ô[Ø{Ö�å Û¨ã[Í Ø{Ý Ù 6 Ô Û å Í Ø ìl^�Û Ô�ß{Ü¾Ýá ��\ 6 ^ � Í Ø Ù Ý× Í Ö Í Ô�Ø Ö Í å¨Õ ã å Í Ô[Ø{Ö ó Ô Û áÃÕ�Ü ã å�Ý Ù å¨ê Û Ô�Õ ì ê ã
Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù ÝÜ Í ØÁ_Áê Í ×,ê Ö�ÞðÝ× Í ë`× ã å Í Ô[Ø{Ö ã ßðÔ�Õ�åñå¨ê{Ý Ö Ícb Ý Ô ó å¨ê{Ý × ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö ã[Û Ý Í Økå Û Ô Ù Õ{×Ý Ù ïl1�ê�Ý!Ö�Ý
Ö�ÞðÝ!× Í ë`× ã å Í Ô�Ø{Ö�å ã m[ÝÆå¨ê{Ý ó Ô Û á�Ô ó�Í á�Þ{Ü Í × Í å�Ô Û Ý��EÞ{Ü Í × Í å�×Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Ø;å¨ÖÁÔ�Ø3× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý[ï

5 Ø Ý�� ã á�Þ{Ü�Ý $ ó Ô Û�Í Ø{Öså ã Ø�×!Ý}�½å�ê{Ý!Ö�Ý´×!Ô[Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå¨Ö�Ö�ÞðÝ× Íòóea å¨ê ã å�ôuå¨ê{Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß�Õ�å Í Ô�Ø Ô ó å¨ê{Ý Û Ýå ã¦Í Ü�Ö
ã á0Ô[Ø ì å�ê{Ý�ë è Ý0× ã å¨Ý ì Ô Û�Í ÝÖ Í Ö	�;ö*�A
�
�û8ö[ü*�&ï�1�ê{Ý0× Û Ý Ù�Í åeá ã Ø ã[ì Ý Û � Í ØTÝ�� ã á0Þ�Ü¾Ý"¬v� Ù Ô<Ý!ÖeØ{Ô[å©_ ã Ø;åeå¨Ô
Û Ý ó Ý Û å�ÔÆê Í Ö�Ö�Õ{ÞðÝ Û�Í Ô Û+ó Ô Û á0Ô Û Ý�å¨ê ã Ø �=¦AÌ Ô ó å�ê{Ý½ë{Ü¾Ý!Öï 5 ØÃå�ê{Ýo,�� ã á�Þ{Ü�Ý�\v�¦å�ê{Ý Ù�Í¾Û Ý×å�Ô Û!â Ö è<Í Ý�_ Ô�Ø�å¨ê�Ý
ô Û ÝÜ ã å Íòè Ý�Þ Û Ô�ÞðÔ Û å Í Ô[Ø �OÔ ó $ �&¬v�A\ ã Ø Ù 3 í ßðÔ�ØkÕ{Ö�ÝÖ'Ö�ÞðÝ× Í ë`Ý!Ö�×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö�Ô�Ø�å¨ê{Ý½Ö Í�b Ý½Ô ó ×Ô Û�Û Ý!Ö�ÞðÔ[Ø Ù{Í Ø ì
× ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖ!ï 5 Ø Ý�� ã á�Þ{Ü¾Ý 3 �Bå�ê{Ý�×!Ô[Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå¨ÖÉÝ��EÞ Û Ý!Ö�ÖÆå�ê{Ý�Ö�å ã å¨Ý!á�Ý!Ø;å-ôuå¨ê{Ýñå¨ê Û Ý!Ý ì�Û Ô�Õ�Þ{ÖÂÖ�ê{Ô[Õ{Ü Ù Ø{Ô[å
ßðÝ�úîù.ù ý[û �Âþ�ø¨þ�ü`ú Í Ø3Ö Í�b Ý��¨ï

\ 6 ^ Ö Ù{Íòä Ý Û+óVÛ Ô�á ô�Öså ã Ø Ù`ã[Û�Ù ��Ö�Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá0ÖïÇô 6 å ã Ø Ù`ã¦Û�Ù ��Ö�Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü¾Ýá0Ö Û Ý ó Ý Û å¨Ô ã ß{Ö�Ô�Ü¾Õ�å�Ý
� Õ Ù{ì á�Ý!Ø;å¨Öp�VØ{Ô´×Ô�á�Þ ã[Û�Í Ö�Ô[Ø ã á�Ô�Ø ì´ã Ü�å¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ Í Ö Û Ý!çkÕ Í�Û Ý Ù ��ï�È-Ô=_�Ý è Ý Û ��×Ô�Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå�ÖñÔ�ØTå¨ê{Ý0Ö Í�b Ý
Ô ó × ã å¨Ý ì Ô Û�Í ÝÖ Í Økå Û Ô Ù Õ{×Ý Í á0Þ�Ü Í × Í å Û Ý!Ü ã å Íòè Ý�Ý è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø ßðÝ�åI_�Ý!Ý!Ø ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö!ï�Z�Ô Û Ý�Þ Û Ý!× Í Ö�Ý!Ü a � Í Ø ã
ôîÖ�å ã Ø Ù`ã¦Û�Ù ��Ö�Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á å�ê{Ý ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å�Ô ó�ã Ø ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý

a
å¨Ô ã Ö�ÞðÝ× Í ë`×�× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ô�Ø�Ü a´Ù Ý í

ÞðÝØ Ù Ö�Ô[Ø�å¨ê�Ý Í Ø;å Û�Í Ø{Ö Í ×'×,ê ã[Û¨ã ×�å¨Ý Û�Í Öså Í ×!Ö+Ô ó
a
� ã Ø Ù å¨ê{Ý�Ø{Ô Û á�Ö Ù Ý�ë`Ø Í Ø ì å�ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö����}_Áê Í Ü�Ý Í ØG\ 6 ^ Ö

Í å¨Ö ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å Û ÝÜ a Ø{Ô[åiÔ�Ø{Ü a Ô[Ø Í å�Ö Í Ø;å Û�Í Ø{Ö Í ×�×&ê ã[Û�ã ×å�Ý Û�Í Ö�å Í ×Öiß{ÕEå ã Ü¾Ö�ÔÁÔ�Ø�å�ê{Ý'Ô[å�ê{Ý Ûiã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö Í Ø
A
ï

5 ØTÝ�� ã á�Þ{Ü¾Ý 3 � ã Öså¨Õ Ù ÝØkåeå�ê ã å�ê ã Ö ã)è Ý Û�ã[ì Ý=(�Ü¾Ô=_ Ö�m Í Ü¾Ü�ÖÂá Í�ì êkåÂßðÝ ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Ý Ù å¨ÔLå¨ê{Ý�ôîßðÝ ì�Í Ø{Ø{Ý Û Ön�
×Ü ã Ö�Ö�_Áê�Ý!Ø ã Ü ã[Û�ì ÝÆÞ Û Ô[ÞBÔ Û å Í Ô�Ø3Ô ó Ö�å�Õ Ù ÝØkå¨Ö-ê ã)è Ýñê Í¾ì ê3Öëm Í Ü�Ü¾ÖO�L_Áê Í Ü¾ÝÆÖ�Ô[á0Ý�Ô[å�ê{Ý Ûoa Ý ã[Û ê{Ý.(¦Ö�ê�Ýñ×!Ô�Õ{Ü Ù
ßðÝ ã Ö�Ö Í�ì Ø{Ý Ù å¨Ô�å¨ê{Ý-ô Í Økå�Ý Û á0Ý Ù{Í¾ã å¨Ý��-×Ü ã Ö�Ö?_Áê{ÝØ3å¨ê{Ý ã)è Ý Û¨ã¦ì ÝÆÜ¾Ý è Ý!Ü�Ô ó Öså¨Õ Ù ÝØkå�Ö Í Ö½Ü¾Ô=_�Ý Û ï 5 Ø3Ý�� ã á�Þ{Ü�Ý
¬2�<Ö�Õ�Þ{ÞðÔ�Ö�Ý-å¨ê ã å�å¨ê�ÝÉ× Û Ý Ù{Í å�á ã Ø ã[ì Ý Û'ó8ã ×Ý!Ö ã Ø Ý��E×!ÝÞ�å Í Ô�Ø ã ÜðÖ Í å¨Õ ã å Í Ô�Ø Í Ø"_Áê Í ×,ê ã á ãs� Ô Û�Í å a Ô ó × Û Ý Ù�Í å
ë{Ü¾ÝÖ ã¦Û Ý�Õ{Ø{×Ý Û å ã[Í Ø ã Ø ÙÃã á�ß Í¾ì Õ{Ô�Õ{Öï 5 Ø�Ö�Õ{×&ê ã × ã Ö�Ý*� ã Öså ã Ø Ù`ã[Û�Ù Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù Ý!Ü�_�Ô�Õ{Ü ÙÃã Ö�Ö Í¾ì Ø ã Ü ã[Û�ì Ý
Þ Û Ô�ÞðÔ Û å Í Ô�Ø�Ô ó ë`Ü¾ÝÖ'å¨Ôeå�ê{Ý�ô��&þ�ü`úJø�ö[õ ��×Ü ã Ö�Öv�sûCÄ8þOÄ�� Û Ý ó Ý Û å¨ÔñÖ�Õ{ÞðÝ Û�Í Ô Û ��ï�1�ê�Ý Í Økå Û Ô Ù Õ{×�å Í Ô�Ø�Ô ó ×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö
ã ßðÔ�Õ�å�å¨ê{ÝLÖ Í�b Ý/Ô ó å�ê Í Ö�× ã å¨Ý ì Ô Ûna _ Í Ü¾Ü�ô ó Ô Û ×Ý��0å¨ê{ÝLá�Ô Ù Ý!Ü�å�Ô ã Ö�Ö Í�ì Ø Ö�Ô�á�Ý ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö�Þ Û Ý è<Í Ô�Õ{Ö�Ü a
ã Ö�Ö Í�ì Ø{Ý Ù å�Ô å�ê{Ý�×Ý!Ø;å Û�ã Ü+×!Ü ã Ö�Ö-å¨Ô Ý Í å¨ê{Ý Û Ô ó å¨ê{Ýñå�_�Ô Û Ýá ã[Í Ø Í Ø ì Ô[Ø{Ý!Ö ã Ø Ù _ Í Ü�ÜFm[Ý!ÝÞ Í Ø�å�ê Í Öñø¨þ � þ�ø�úîù

��n÷`þ�ø,ûPù�ø�× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ô�Ø{Ü a å¨ê{Ý�á�Ô�Öså ã á�ß Í¾ì Õ{Ô�Õ{Ö½× ã Ö�ÝÖ!ï

\�Ô�Ø{Ö�Ý!çkÕ{Ý!Økå�Ü a � Í å ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ÁÖÇå�ê ã å�\ 6 ^ Ö+ÞðÔ�Ö�Ö�Ý!Ö�Ö�Ö�Ô[á0ÝOÔ ó å¨ê{ÝO×&ê ã[Û�ã ×å�Ý Û�Í Ö�å Í ×!ÖiÔ ó å¨ê�Ý Û ÝÜ ã å Í�è Ý�Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá
Öså ã å�Ý!á�Ý!Ø;å¨Öp�8×&ê{Ô Í ×!Ý ã Ø ÙæÛ¨ã ØÑm Í Ø ì �ÂØ ã á�Ý!Ü a Û Ý ì;ã¦Û�Ù{Í Ø ì å¨ê{Ý Ù ÝÞðÝ!Ø Ù Ý!Ø{×!Ý/Ô ó å¨ê�Ý Û ÝÖ�Õ{Üòå�_ Í å¨ê Û ÝÖ�ÞðÝ×å
å�Ô�å¨ê�Ý Ö�Ý�å�Ô óÁã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ!ï 5 Ø�\ 6 ^ Ö�å�ê{Ý ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å�Ô óÁã Ø ã Ü�å¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý Ù Ý!ÞðÝØ Ù Ö�Ô�Ø Í å�Ö Í Økå Û�Í Ø{Ö Í ×
×&ê ã¦Û¨ã ×�å¨Ý Û�Í Öså Í ×ÖO�Bß{Õ�å ã Ü�Ö�Ô Ô�Ø´å�ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkåÉÔ ó å�ê{Ý�Ô[å¨ê{Ý ÛÂã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Öï 6 Õ{×,ê Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á Ö�å ã å¨Ýá0ÝØkå
Í Ö�ê{Ô=_�Ý è Ý Û�Ù{Í Öså Í Ø�×å óVÛ Ô�á Û Ý!Ü ã å Íòè Ý-Þ Û Ô�ß�Ü¾Ý!á Ö�å ã å¨Ý!á�ÝØkå¨Ö ã Ø Ù × ã ØLßðÝÂ×Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û Ý Ù3ã Ö ã Ø Í Ø;å¨Ý Û á�Ý Ù{Í¾ã å¨Ý
Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø ã Ö Í å Ù Ý ã Ü¾ÖeßðÔ¦å¨êì_ Í å�ê Û ÝÜ ã å Í�è Ý ã Ø Ù ã ß{Ö�Ô�Ü¾ÕEå¨Ý Í Ö�Ö�Õ{Ý!Ö`D ã ß{Ö�Ô�Ü�Õ�å¨Ý�Ý è�ã Ü¾Õ ã å Í Ô�Ø Í ÖeÞ Û Ý!Ö�Ý!Ø;å Í Ø

°



å�ê{Ý�Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù Ý!Üª� ã Ø Ù å¨ê{Ý è Ý Ûna%Í¾Ù Ý ã Ô ó Ö�Ô Û å Í Ø ì ��_Áê Í Ü�Ý�×!Ô[á0Þ ã¦Û¨ã å Í�è ÝñÝ è¦ã Ü¾Õ ã å Í Ô[Ø%Öså¨Ý!á�Ö óVÛ Ô�á å¨ê�Ý
å�ê{Ý ã[Ù{Ù�Í å Í Ô�ØLÔ ó ×!Ô[Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå¨Ö�×!Ô�Ø�×!Ý Û Ø Í Ø ì × ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý¦ï

5 å Í Ö ã Ü¾Ö�Ô Í Økå¨Ý Û ÝÖ�å Í Ø ì å�Ô Ø{Ô¦å¨Ýeå�ê ã å ã ×&ê{Ô Í ×!ÝeÞ Û Ô�ß�Ü¾Ýá × ã Ø´ßðÝñÝ��EÞ Û Ý!Ö�Ö�Ý Ù å¨ê Û Ô[Õ ì ê ã \ 6 ^ � Íòó å¨ê�Ý
× ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖ ã[Û ÝÉÔ Û�Ù Ý Û Ý Ù ï-\�Ô�Ø�Ö Í¾Ù Ý Û½ã Ö�Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!áÓ_ Í å¨ê0åI_�Ô�× ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖ4�

C1

D�Ö�ÝÜ¾Ý×å.�
C2

D Û Ý � Ý×å��,ï
�ÇÝ�å�Õ�Ö Í á�ÞðÔ�Ö�Ý½å¨ê ã å�å¨ê{ÝÁÖ Ícb ÝÁÔ ó

C1
Í Ö�Ý!çkÕ ã Ü`å�Ô

n
ï 5 ó _�ÝÁÞBÔ[Ö�Ý

n = 1
�;å�ê{Ý!Ø�å�ê Í Ö�Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá ×Ô Û�Û Ý!Ö�ÞðÔ�Ø Ù Ö

å�Ô ã ×,ê�Ô Í ×Ý[ïuZ�Ô Û ÝÔ è Ý Û � Û Ý!Ü ã � Í Ø ì å¨ê{Ý ×Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Økåñ×!Ô�Ø�×!Ý Û Ø Í Ø ì å¨ê{Ý0Ö Ícb Ý Ô ó
C1

�sûCÄ8þOÄ�� Í Ø{× Û Ý ã Ö Í Ø ì å¨ê�Ý
è�ã Ü¾Õ�Ý ó Ô Û

n
�½Ü¾Ý ã[Ù Ö½å¨Ô Í Ø;å¨Ý Û Ý!Öså Í Ø ìÃó Ô Û á�Õ{Ü ã å Í Ô[Ø{ÖJ_ Í å�ê Û Ý!Ö�ÞðÝ×å å¨ÔÃå¨ê{Ý�×&ê{Ô Í ×!Ý�Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�ï

\�Ô�Ø è Ý Û Ö�Ý!Ü a �+Ö�Ô[á0Ý\ 6 ^ Öe× ã ØTßðÝ ó Ô Û á�Õ{Ü ã å¨Ý ÙTã Öe×&ê{Ô Í ×!Ý�Ô Û�Û¨ã ØÑm Í Ø ì Þ Û Ô[ß{Ü¾Ýá0Ö Íòó å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö
ã¦Û Ý0Ô Û�Ù Ý Û Ý Ù ï 5 ó å�ê{Ý Û Ý Ý�� Í Ö�å¨Ö ã Ö Ícb Ý0×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;åñÖ�å ã å Í Ø ì å¨ê ã åeå¨ê{Ý�ë Û Ö�å�× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö�ê�Ô�Õ{Ü Ù ×!Ô�Ø;å ã[Í Ø

kã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!ÖO�Çå�ê Í ÖÆ×!Ô Û�Û Ý!Ö�ÞðÔ�Ø Ù Öeå�Ô ã ×,ê�Ô Í ×Ý�Ô ó å�ê{Ý�ßðÝÖ�å
k
ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö óVÛ Ô�á ã Ö�Ýå!ï 5 ó å�ê{Ý Û Ý�Ý�� Í Öså

Ö Í�b ÝÁ×!Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Ø;å¨Ö'Ö�å ã å Í Ø ì å¨ê ã å
k1
ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö�ßðÝ!Ü�Ô�Ø ì å¨Ô

C1
�
k2
ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö�ßðÝÜ¾Ô�Ø ì å¨Ô

C2
�kÝå�×[ïj�kå¨ê Í Ö

á ã.a ßðÝ ã ××!Ô[á0Þ{Ü Í Ö�ê{Ý Ù ß aLÛ�ã ØÑm Í Ø ì å�ê{Ý ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö óVÛ Ô[á*ßðÝ!Ö�åÁå�ÔG_�Ô Û Ö�å ã Ø Ù ß Û Ý ã m Í Ø ì å�ê{Ý Û�ã ØÑm Í Ø ì
Í Økå�Ô

ncat

Ö�Ý ì á�Ý!Ø;å¨Ö!ïÁÈ-Ôs_�Ý è Ý Û �'å¨ê{Ý Û ÝLÝ�� Í Ö�å"\ ^ 6 Þ Û Ô�ß{Ü¾Ýá0Öñå�ê ã åÃ× ã Ø Ø{Ô¦åÃßðÝ ó Ô Û áÃÕ�Ü ã å�Ý Ù Õ{Ö Í Ø ì ã
Û Ý!Ü ã å Íòè Ý ó Ô Û á�Õ{Ü ã å Í Ô�Ø��8×&ê{Ô Í ×!Ý�Ô Û�Û�ã ØÑm Í Ø ì ��ï�t`Ô ÛÆÍ Ø{Öså ã Ø�×!Ý*� ã Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø Ü Í m[Ý�Ý�� ã á�Þ{Ü¾Ý�¬ × ã ØTØ{Ô[å�ßðÝ
Ö�Ô�Ü è Ý Ù ß a Û¨ã ØÑm Í Ø ì å¨ê{Ý ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö½ßðÝ× ã Õ�Ö�Ýµ_�Ýµ_�Ô�Õ{Ü Ù Ø{Ô¦å�mkØ{Ô=_í_Áê Í ×,ê3Ö�Ý ì á�Ý!Ø;åo_ Í å�ê �=¦AÌ Ô ó å¨ê�Ý
ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö0� Í ØLå¨ê�Ý�á Í�Ù{Ù Ü�ÝÂÔ ó å¨ê{Ý Û¨ã ØÑm Í Ø ì ��Ö�ê{Ô�Õ�Ü Ù ßðÝ�Ö�Ý!Ü¾Ý×å�Ý Ù ï

YæÝÂê ã)è Ý Í Ø ó Ô Û á ã ÜòÜ a�Ù Ýë`Ø{Ý Ù å¨ê{ÝÉÖ Ícb ÝÉÔ óWã × ã å¨Ý ì Ô Ûna ã ÖOô[úed`þ�÷ðø¨ù&÷Fù�ø,ú8ûPù�ülMOfGgWd<û���d3ö[ü þ�ÿ�ö[õh��ö[ú8ûPù�ü
ÿ[þ���úîù�ø��&ù�ø,ø&þ�
î÷`ù�üðý[û±ü�� úîù3öLø¨þ�ö[õ û�
�ú8û��Ãö[õ úîþ�ø�üFö�ú8û±ÿ[þ�û�
�ö}
�
�ûj�[ü1þ�ý/ú�ù úkd`þ"��ö[úîþ��<ù�ø�f «sï�YæÝ�× ã Ø Ù{Í Öså Í Ø ì Õ Í Ö�ê
ã á0Ô[Ø ì Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö Í Ø�_Áê Í ×&ê/å¨ê{ÝÉÖ�Ýå�Ô óWã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ

A
Í Ö�×Ô�á�Þ{Ü¾Ý�å¨ÝÜ a mkØ{Ô=_ÁØ3Ô Û Ø�Ô[å½ßðÝ ó Ô Û ÝÂß{Õ Í Ü Ù{Í Ø ì

å�ê{Ý�á�Ô Ù Ý!ÜªD

•
�Fúuö[ú8û��"�W�Ñî�D 6 Õ{Þ�ÞðÔ�Ö�ÝÆå¨ê ã å?_�Ý�ê ã.è Ý ã ×Ô�á0Þ�Ü¾Ý�å¨Ý Ù ÝÖ�× Û�Í ÞEå Í Ô[Ø3Ô ó å�ê{ÝÆÖ�Ý�å Ô ó+ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ

A
ï 5 Ø

å¨ê Í Ö�× ã Ö�Ý}�F×Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Økå�Ö�Ô�Ø3× ã å�Ý ì Ô Ûna Ö Í�b ÝÆá ã.a ßðÝÆÖ�ÞðÝ!× Í ë`Ý Ù�Ù Õ Û�Í Ø ì å¨ê�Ý�á�Ô Ù Ý!Ü Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø�ï�1�ê{Ý
Û ÝÖ�Õ{Üòå Í Ø ì á�Ô Ù Ý!ÜOÝ��EÞ{Ü Í × Í å¨Ü a Í Ø;å¨Ý ì[Û¨ã å�Ý!Öñå¨ê{ÝÖ�ÝL×Ô�Ø{Öså Û¨ã¦Í Økå�Ö!ïqt`Ô Û�Í Ø{Öså ã Ø�×!Ý Í Ø Ý�� ã á�Þ{Ü�Ý 3 �+å¨ê�Ý
å¨ê Û Ý!Ý ì�Û Ô�Õ�Þ{Ö Ô ó Öså¨Õ Ù ÝØkå�Ö ã[Û ÝÆå¨Ô0ßðÝ Ù Ýë{Ø{Ý Ù ×!Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û�Í Ø ì å¨ê{Ý ã ×å�Õ ã ÜÇÖ�å¨Õ Ù Ý!Ø;å¨ÖÉÔ ó å¨ê{Ýe×!Õ Û�Û ÝØkå
a Ý ã¦Û ï

•
EÉü`ú8û���ûp÷�ö[ú�ù�ø�fÖ�W�Ñî�D 5 ó

A
Í Ö0Ø{Ô[å�m<Ø�Ôs_ÁØ@ßðÝ ó Ô Û Ý!ê ã Ø Ù �o_�Ý ó8ã ×!Ý�Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö�_ Í å¨ê Õ{Ø{×!Ý Û å ã[Í Ø;å a

×!Ô�Ø�×!Ý Û Ø Í Ø ì å¨ê{Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖO�*_Áê{Ý Û Ý ã Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù Ý!Ü Í Ö�ß{Õ Í Üòå�å ã m Í Ø ìÆÍ Økå�Ô ã ××!Ô�Õ�Økå'×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö
ã ßðÔ�Õ�å+å�ê{Ý�Ö Ícb Ý�Ô ó å�ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!ÖO�A�[û±ÿ[þ�ü�úed`þ ö[õ úîþ�ø,üðö[úJû±ÿ[þ�
�úed�ö�úWö[ø¨þ½ø¨þ�ö[õ û�
�úJû���ö[õ±õhfÉõ û�ï;þ�õhfÆúîùeö�÷;÷`þ�ö[ø,ï
5 Ø�Ö�Õ{×&ê�Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö`�[å�ê{Ý�á0Ô Ù ÝÜ Í Ö�ß{Õ Í Ü�åo� ã Ø Ù á ã.a ßðÝ Ù{Í�è Õ{Ü ì Ý Ù �+ßðÝ ó Ô Û Ý½å¨ê{Ý ã ×�å¨Õ ã Ü ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö
ã[Û Ý�mkØ{Ôs_ÁØ'� ã Ø Ù ×Ô�Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå�Ö ã ßðÔ�ÕEå�× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö Ícb Ý-á ã=a ÞðÔ[Ö�Ö Í ß{Ü a ßBÝ è<Í Ô[Ü ã å�Ý Ù _Áê{Ý!Ø å�ê{Ý ã ×å�Õ ã Ü
Ö�Ý�å0Ô óÂã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ Í Ö�×!Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û Ý Ù ï#t`Ô ÛÃÍ Ø{Ö�å ã Ø{×!Ý}� Í Ø Ý�� ã á�Þ{Ü�ÝÆ\v��å¨ê{Ý Ù Ý!Þ ã¦Û å¨á�Ý!Ø;å Ù{Í�Û Ý×å¨Ô Û
_�Ô�Õ�Ü Ù _ ã Ø;å0å¨Ô ã Ø{Ø{Ô�Õ�Ø{×!Ý�å¨ê{Ý�× Û�Í å�Ý Û�Í¾ã ó Ô Û�ì[Û¨ã Ø;å Í Ø ì ßðÔ�Ø<Õ{Ö�Ý!Ö`� ã Ø Ù Íòó å¨ê�Ý�Ý!á�Þ{Ü¾Ô a Ý!ÝÖ"_�Ô Û m
Ý��E×!ÝÝ Ù{Í Ø ì Ü a _�Ý!Ü�ÜÇÖ�ê{Ýeá ã=a ê ã.è ÝÆå¨Ô ì�Û¨ã Ø;åÁá�Ô Û Ý $ ßðÔ�Ø<Õ{Ö�Ý!ÖÁå¨ê ã Ø3Ö�ê{Ý©_ ã Ö Ý��EÞðÝ!×å Í Ø ì ï

ð ñ �©T�Ò V©º���·?ò]����SF�`�	� �0óôX?VµSF·o¶��©T~õ ÐF��ö?·
YæÝ�ê ã)è Ý Û Ý ó Ý Û�Û Ý Ù å¨Ô å¨ê{Ý�Ö Í�b Ý�Ô ó × ã å¨Ý ì Ô Ûna

Ck

Û ÝÖ�Õ{Üòå Í Ø ì óVÛ Ô�á ã Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù ÝÜ ã Ö ô[úkd`þ ÷Bø¨ù&÷`ù�ø,úJûPù�ü
MOf�gWd<û���d ö[ü%þ�ÿ�ö[õh��ö[ú8ûPù�ü3ÿ[þ���úîù�øµ�&ù�ø,ø&þ�
î÷`ù�üðý[û±ü��eú�ù�ö�ø¨þ�ö[õ û�
�úJû��Éö[õ úîþ�ø,üðö[úJû±ÿ[þ û�
Âöi
�
�ûj�[ü1þ�ýñú�ùñúkd`þ©��ö[úîþ��<ù�ø�f
Ck

�¨ï��ÇÝ�å
K = {1, . . . , ncat}

ßðÝ-å�ê{Ý-Ö�Ýå�Ô ó × ã å�Ý ì Ô Ûna�Í Ø Ù{Í ×Ý!Öï�Ó-Ý��Eå�_�ÝÉÞ Û Ô�ÞðÔ�Ö�ÝÉÖ�Ô[á0Ý Ù Ýë{Ø Í å Í Ô�Ø�Ö ó Ô Û
å�ê{ÝÂÖ Í�b ÝÂÔ ó å¨ê�Ý

kth
× ã å�Ý ì Ô Û�a � Ù ÝØ{Ô[å¨Ý Ù ß a

µ(Ck)
ï�1�ê�Ý!Ö�Ý Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø{Ö�Ö ã å Í Ö óea å�ê{Ý ó Ô[Ü¾Ü�Ôs_ Í Ø ì�Ù ÝÖ Í¾Û�ã ß{Ü�Ý

Þ Û Ô�ÞðÝ Û å Í Ý!Ö`D

±









µ(Ck) ≥ 0, ∀k ∈ K
∑ncat

i=1 µ(Ck) = 1
µ(∪k∈K′Ck) =

∑

k∈K′ µ(Ck), ∀K
′ ⊂ K

� � �

�ÇÝ�å�Õ{Ö�×Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý ÛÃã Ö�ÞðÝ× Í ë`×/Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù Ý!Ü'å¨ê ã å�Õ{Ö�Ý!Ö ã Ö�ÝåÃÔ ó Þ Û Ý ó Ý Û Ý!Ø{×ÝLÞ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö
Ω

�8Ö�Õ{×,ê ã Ö
× Û�Í å¨Ý Û�Í�ã _�Ý Í¾ì êkå¨Ö`�WÜ Í á Í å¨ÖÂÔ ó × ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö`�'ï�ïòï�,ï"�iÝ�å

P
Ù Ý!Ø{Ô¦å¨Ý�å�ê{Ý Ù Ô�á ã[Í Ø%Ô ó ÞðÔ�Ö�Ö Í ß�Ü¾Ý è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö ó Ô Û å�ê{Ý

Þ ã[Û¨ã á0Ý�å¨Ý Û Ö Í Ø
Ω
ï��ÇÝ�å

C(ai, p)
Ù Ý!Ø{Ô[å�Ý½å�ê{Ý Í Ø Ù Ý���Ô ó å�ê{Ý½× ã å¨Ý ì Ô Û�a å¨Ôv_Áê Í ×&ê

ai ∈ A
Í Ö ã Ö�Ö Í�ì Ø{Ý Ù _Áê�Ý!Ø

å�ê{Ý�á0Ô Ù Ý!Ü�Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö½å ã m[Ý è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö
p ∈ P

ï-�ÇÝå Ý ã ×,ê ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè ÝÆßðÝ Ù Ý�ë`Ø{Ý Ù ß aLÍ å¨Ö�Ý è�ã Ü¾Õ ã å Í Ô�Ø{Ö�Ô[Ø
ncrit

× Û�Í å¨Ý Û�Í�ã ï�t`Ô Û å�ê{Ý
jth

× Û�Í å¨Ý Û�Í Ô�ØÖ�
j = 1, . . . , ncrit

���Wå¨ê{Ý0Ý è�ã Ü¾Õ ã å Í Ô[Ø{Öeá ã=a å ã m[Ý è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö óVÛ Ô�á ã
Ù Ô�á ã[Í Ø

Xj

ï

÷�ønù ú�û�ü+ýnþ2ü�ÿ������Óÿ����
	�����
������ü�ÿ�������������	��������
A

ü����
p

ü���������� ���
� Í�è Ý!Ø ã Ö�ÝåÉÔ ó�ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ

A
×!Ô�á�Þ{Ü¾Ý�å¨ÝÜ aLÙ Ýë`Ø{Ý Ù ã Ø Ù%ã�è Ý!×�å¨Ô Û Ô ó Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý ÛÁè¦ã Ü¾Õ{ÝÖ

p ∈ P
� Í å Í Ö

Û Ý ã Ö�Ô�Ø ã ß{Ü¾Ý å¨Ô ã[Ù á Í å'å¨ê ã å�å�ê{ÝÉÖ Ícb Ý-Ô ó Ý ã ×&êL× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ý!çkÕ ã Ü¾Ö�å¨ê�ÝÉÞ Û Ô�ÞðÔ Û å Í Ô�Ø0Ô óiã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö óVÛ Ô�á
Aå�ê ã å ã[Û Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�Ý Ù å¨Ô�× ã å¨Ý ì Ô Û�a

Ck

�ÇûCÄ8þOÄ��
µ(Ck) =

|{ai ∈ A : C(ai, p) = k}|

|A|

� ¨ �

5 ØLÖ�Õ�×,ê3Ö Í å¨Õ ã å Í Ô�Ø�ÖO�<å�ê{Ý Û Ý Í Ö�×!Ô[á0Þ�Ü¾Ýå�Ý ã mkØ{Ôs_ÁÜ�Ý Ù{ì Ý ã ßðÔ�ÕEå½å¨ê�Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖO��_Áê Í ×&êLÝ��E×!Ü�Õ Ù ÝÖ ã Ø;å Í × í
Í Þ ã å�Ô Û�a \ 6 ^ Ö!ï�t`Õ Û å¨ê{Ý Û á�Ô Û Ý}��å¨ê�Ýeá�Ô Ù ÝÜ â Ö�Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö�ê ã.è Ý�ßðÝ!ÝØ´Þ Û Ý!× Í Ö�Ý!Ü a ëL�EÝ Ù ï

÷�ø"! ú�û�ü+ýnþ2ü�ÿ������ ÿ����#	�����#���$��ü�ÿ�������������	%�������
p
��	&����� ���('4þ�ÿ

A
��	)�+*-,����/.

�/�+	��Uý102�3��� ���
5 Ø�å¨ê Í Ö Ö Í å�Õ ã å Í Ô�Ø�_�Ýñê ã)è Ýeå¨ê�Ý�mkØ{Ô=_ÁÜ¾Ý Ù{ì Ýñ×Ô�Ø{×Ý Û Ø Í Ø ì å¨ê{Ý è Ý!×�å¨Ô Û Ô ó Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý ÛÁè�ã Ü¾Õ�Ý!Ö

p ∈ P
�ðß�Õ�å

å�ê{Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ ã[Û ÝeØ{Ô[å-Þ Û Ý!× Í Ö�ÝÜ a mkØ{Ôs_ÁØ Í Ø ã[Ù�è�ã Ø{×!Ý¦ï�1�ê Í Ö-á ã=a ×!Ô Û�Û ÝÖ�ÞðÔ�Ø Ù å¨Ô�å¨ê{Ý ã Ø;å Í × Í Þ ã å¨Ô Û�a
\ 6 ^ ÖO�F_Áê{Ý Û Ý�å¨ê{ÝÃÖ�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù ÝÜ Í ÖÂßðÝ Í Ø ì ×!Ô�Ø�Ö�å Û Õ{×å�Ý Ù å¨Ô3Ý è¦ã Ü�Õ ã å¨Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖÂå�ê ã åµ_ Í Ü¾Ü ã Þ{ÞðÝ ã[Û
Í ØLå¨ê�Ý ó ÕEå¨Õ Û Ý*�`Ö�Õ�×,ê ã Ö�ë{Ø ã Ø{× Í�ã Ü�Þ Û Ô � Ý!×å�ÖO� � Ô�ß ã Þ{Þ{Ü Í × ã Økå¨Ö`� Û Ý!Ö�Ý ã[Û ×,ê�Þ Û Ô � Ý×å¨Ö`�FÝ�å¨×[ï

YæÝÆ_ Í Ü�Ü�×Ô�Ø{Ö Í�Ù Ý Û å¨ê ã å�å¨ê{ÝÆm<Ø�Ôs_ÁÜ¾Ý Ù{ì Ý�Ô ó å�ê{Ý 3 Z�Ö[�8Ý¦ï ì ï óVÛ Ô[á Þ ã Ö�å Ý è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö�� ã Ü¾Ü�Ô=_ÁÖÃå¨Ô
Ö�ÞðÝ!× Í�óea�ã á�Õ{Ü�å Íòè¦ã[Û�Í¾ã å�Ý�Þ Û Ô[ß ã ß Í Ü Í å a/Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô�Ø

Ψ
Ô�Ø
∪ncrit

i=1 Xi

�
Xi

Ù ÝØ{Ô[å�Ý!Ö-å¨ê{ÝñÖ�× ã Ü¾ÝñÔ ó × Û�Í å¨Ý Û�Í Ô[Ø
gi

��ï�1�ê Í Ö�Þ Û Ô�ß ã ß Í Ü Í å aÃÙ{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø ó Ô Û å�ê{ÝÉÝ è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø{ÖOÔ óiã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!ÖOÖ�ê{Ô�Õ{Ü Ù/ã ×!×Ô�Õ{Ø;å ó Ô Û ÞðÔ�Ö�Ö Í ß{Ü�Ý
×Ô Û�Û Ý!Ü ã å Í Ô�Ø{Ö ã á�Ô�Ø ì × Û�Í å�Ý Û�Í�ã ïÆYæÝ/á ã=a å¨ê�Ý Û Ý ó Ô Û Ý/×!Ô�Ø�Ö Í¾Ù Ý Û å¨ê ã å ã´Û¨ã Ø Ù Ô�á�Ö ã á0Þ{Ü�Ý0Ô ó Ý è�ã Ü¾Õ ã å Í Ô�Ø
è Ý!×å�Ô Û Ö ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì å¨ê Í Ö Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø Í Ö ã�Û ÝÞ Û ÝÖ�Ý!Ø;å ã å Í�è ÝñÖ�Ýå-Ô ó å¨ê�Ý ã ×�å¨Õ ã ÜÇÝ è�ã Ü¾Õ ã å Í Ô�Ø{Ö�Ô ó å¨ê�Ý ã Ü�å�Ý Ûsí
Ø ã å Íòè Ý!Ö�å¨ê ã å�_ Í Ü¾Ü ã Þ�ÞðÝ ã[Û�Í Ø�å¨ê{Ý ó Õ�å�Õ Û Ý¦ï�t`Ô�Ü�Ü�Ôs_ Í Ø ì å¨ê�Ý Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø ó Ô Û å�ê{Ý½× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Ícb Ý½Þ Û Ý!Ö�Ý!Ø;å¨Ý Ù�Í Ø
å�ê{Ý-Þ Û Ý èEÍ Ô�Õ{Ö�Ö�Õ{ß{Ö�Ý!×�å Í Ô[Ø'� _�Ý Û Ý ã ×&ê ã Ø{Ý�_ Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø�å¨ê ã å Û ÝÜ ã å�Ý!ÖOå�ê{ÝÉÖ Í�b Ý-Ô ó å�ê{Ý

kth
× ã å¨Ý ì Ô Û�a _ Í å¨ê

å�ê{Ý�Þ Û Ô[ß ã ß Í Ü Í å a Ô ó�ã Ø ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì å¨ê{Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß{ÕEå Í Ô[Ø
Ψ
ßðÝ Í Ø ì�ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Ý Ù å¨ÔÃå¨ê ã å × ã å¨Ý ì Ô Ûna D

µ(Ck) =
^�Û Ô�ß

(C(ã, p) = k)
� £ �

_�ê{Ý Û Ý
ã
Í Ö ãÃÛ¨ã Ø Ù Ô�á è Ý!×�å¨Ô Û�ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì å�ê{Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø

Ψ
ï

÷�øC÷ ú�û�ü+ýnþ2ü�ÿ������Óÿ����
	�����
������ü�ÿ�������������	��������
p
��	4�+*-,��������	��Uý105�3��� ���

5 Ø å�ê Í ÖÉÖ Í å�Õ ã å Í Ô�Ø´Ø{Ý Í å¨ê{Ý Û å�ê{Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!ÖÉØ{Ô Û å¨ê�ÝÃÞ ã[Û�ã á0Ý�å¨Ý ÛÉè¦ã Ü�Õ{ÝÖ ã[Û Ý�Þ Û Ý!× Í Ö�ÝÜ a m<Ø�Ôs_ÁØ Í Ø ã[Ù<í
è�ã Ø{×Ý[ï 1�ê{Ý Ü ã ×�m Ô óñã Þ Û Ý!× Í Ö�Ý è Ý!×�å¨Ô Û Ô ó Þ Û Ý ó Ý Û ÝØ{×!Ý íîÛ ÝÜ ã å¨Ý Ù Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö/á ã.a Ö�å¨Ýá óVÛ Ô�á
è�ã[Û�Í Ô�Õ{Ö�Ö�Ô[Õ Û ×Ý!ÖOD

¤



•
å¨ê{Ý 3 Z�Ö ë{Ø Ù�Í åÁê ã[Û�Ù å�Ô�Þ Û Ý!× Í Ö�ÝÜ aLã Ø{Ön_�Ý Û Ö�Ô�á0ÝÆçkÕ{Ý!Öså Í Ô�Ø{Ö Û Ý ì;ã¦Û�Ù{Í Ø ì å¨ê�Ý Í�Û Þ Û Ý ó Ý Û ÝØ{×!ÝÖO�

•
å¨ê{Ý 3 Z�Ö-á ã.a Ø{Ô[å ó Õ{Ü¾Ü a Õ{Ø Ù Ý Û Ö�å ã Ø Ù å�ê{Ý Û Ô[Ü¾ÝÆÔ ó�ã Ü�Ü1å�ê{Ý�Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö`�

•
å¨ê{Ý�á�Ô Ù ÝÜWá ã.a ßðÝ�Õ{Ö�Ý Ù Í Ø�å�ê{Ý ó Õ�å�Õ Û Ý ã Ø Ù å¨ê{Ý 3 Z�ÖÂá ã.a Ø{Ô¦å4mkØ{Ô=_ ê{Ôs_ å¨ê�Ý Í�Û Þ Û Ý ó Ý Û ÝØ{×!ÝÖ
_ Í Ü�Ü1Ý è Ô�Ü è Ý*�

•
Ýå�×[ï

YæÝ	_ Í Ü�ÜW×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý ÛÆã¦ì;ã[Í Ø ã á�Õ�Ü�å Íòè�ã[Û�Í�ã å¨ÝeÞ Û Ô�ß ã ß Í Ü Í å a3Ù�Í Ö�å Û�Í ß�Õ�å Í Ô�Ø
Ψ
ó Ô Û å¨ê{Ý�Ý è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø{Ö-Ô ó å�ê{Ý

ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!ÖO� ã Ø Ù/Í Økå Û Ô Ù Õ{×Ý ã á�Õ{Üòå Íòè¦ã¦Û�Í¾ã å¨Ý Þ Û Ô�ß ã ß Í Ü Í å a�Ù{Í Ö�å Û�Í ß{ÕEå Í Ô[Ø
Π

�VÞðÔ�Ö�Ö Í ß{Ü a Õ{Ø Í�ó Ô Û á�� ó Ô Û å¨ê�Ý
è Ý!×å�Ô Û Ô ó Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Öï $ Üòå¨ê{Ô�Õ ì ê�å¨ê{Ý Û ÝJ_ Í Ü�ÜEÖ�Ý!Ü Ù Ô�á Ý�� Í Öså Û Ý ã Ö�Ô�Ø{Ö�å¨ÔÂ×!Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û å¨ê ã å�Ö�Ô[á0Ý�Þ ã[Û�ã á0Ý�å¨Ý Û
è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö ã[Û ÝÆá�Ô Û ÝÉÞ Û Ô�ß ã ß{Ü¾ÝÉå�ê ã Ø3Ô¦å¨ê{Ý Û ÖO�{Õ{Ö Í Ø ì Þ Û Ô[ß ã ß Í Ü Í å a�Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø{Ö ó Ô Û Þ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û�è¦ã Ü¾Õ{ÝÖ?_ Í Ü�Ü
ÞðÝ Û á Í å ã3ì Ý!Ø{Ý Û¨ã Ü Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø Ô ó × ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý*�i×!Ô�Ø{Ö Í Öså¨Ý!Ø;å0_ Í å¨ê å¨ê{Ý�Ô�Ø�Ý�Þ Û Ô èEÍ�Ù Ý ÙTÍ Ø å¨ê{Ý�Þ Û Ý è<Í Ô[Õ{Ö
Ö�Õ{ß í Ö�Ý!×�å Í Ô�Ø�ï 5 Ø Ù ÝÝ Ù ��å¨ê{Ý/Ü ã å�å�Ý Û á ã.a ßðÝ/Ý��<å¨ÝØ Ù Ý Ù å�Ô ã ×!×!Ô[Õ{Økå ó Ô Û å�ê{Ý ó8ã ×å�å¨ê ã å�å�ê{Ý/Þ ã[Û�ã á0Ý�å¨Ý Û
è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö ã[Û Ý ã Ü�Ö�Ô�Öså¨Ô<×&ê ã Ö�å Í ×}D

µ(Ck) =
^�Û Ô�ß

(C(ã, p̃) = k)
�k°Í�

_�ê{Ý Û Ý
ã
Í Ö ã3Û¨ã Ø Ù Ô�á è Ý!×�å¨Ô Û�ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì å¨ê{Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß�Õ�å Í Ô�Ø

Ψ
� ã Ø Ù

p̃
Í Ö ã�Û¨ã Ø Ù Ô�á è Ý×å¨Ô Ûeó Ô�Ü�Ü¾Ô=_ Í Ø ì

å�ê{Ý Ù{Í Ö�å Û�Í ß{Õ�å Í Ô[Ø
Π
ï

÷�ø76 89��'vþ�	Aÿ�����	�	 ü��2ü+ý�0�	���	4�:����ÿ����
� ü�ÿ���������02	�����
$ ×!Ô[á0Þ{Ü�Ý!á�Ý!Ø;å ã[Ûna ã Þ{Þ Û Ô ã ×&ê å¨Ô Õ{Ö Í Ø ì å¨ê{Ý´Þ Û Ý!×Ý Ù{Í Ø ì Ù Ýë`Ø Í å Í Ô�Ø{Ö Í Ö�å¨Ôæë`Ø Ù å¨ê{Ý´á ã � Í á�Õ�á ã Ø Ù
á Í Ø Í á�Õ�á*Ö Í�b ÝÆÔ ó Ý ã ×&ê�× ã å¨Ý ì Ô Ûna � ì�Íòè Ý!Ø ã�Ù Ô�á ã¦Í Ø ó Ô Û å¨ê{Ý è Ý×å¨Ô Û Ô ó Þ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û Ö

p
ï $ Ö�Ö�Õ{á Í Ø ì å�ê ã å

å�ê{Ý Í Ø ó Ô Û á ã å Í Ô[ØLÞ Û Ô è<Í¾Ù Ý Ù ß a å�ê{Ý 3 Z�Ö ã Ü�Ü¾Ô=_ÁÖ½å�Ô Ù Ýë`Ø{Ý ãÃÙ Ô�á ã[Í Ø
P ⊂ P

�Ñ_�Ýeá ã=a ×Ô�á�Þ{Õ�å�Ý*D

µmin(Ck) = min(Prob(C(ã, p) = k) : p ∈ P )
µmax(Ck) = max(Prob(C(ã, p) = k) : p ∈ P )

��±*�

1½ê Í Ö Þ Û Ô è<Í¾Ù ÝÖ å�ê{Ý 3 Z�Ö ã Ø Í¾Ù Ý ã Ô ó å¨ê{Ý Í Ø;å¨Ý Ûsè¦ã Ü ó Ô Û å¨ê{Ý´Ö Ícb Ý´Ô ó Ý ã ×&ê@× ã å�Ý ì Ô Ûna ì�Íòè Ý!Ø å¨ê�Ý%Ü ã ×�m
Ô ó Þ Û Ý× Í Ö�ÝumkØ{Ô=_ÁÜ¾Ý Ù{ì Ý ã ßBÔ[Õ�å å¨ê�Ý%Þ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û�è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö ã Ø Ù@ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!ÖïÇ1�ê{ÝÖ�Ý Í Økå¨Ý Û�è¦ã Ü¾Ö0ßðÝ!×Ô�á�Ý
Ø ã[Û�Û Ôs_�Ý Û�ã Ö�á0Ô Û Ý Í Ø ó Ô Û á ã å Í Ô�Ø ã ßðÔ�Õ�å�å�ê{Ý�Þ ã[Û¨ã á�Ý�å¨Ý Û+è¦ã Ü¾Õ{ÝÖ Í Ö ã¦Ù{Ù Ý Ù ��ûCÄ8þOÄ�� ã Ö

P
ßðÝ×!Ô�á�Ý!Ö�Ö�á ã Ü¾Ü�Ý Û ��ï

1½ê{Ýeá�Ý ã Ø è¦ã Ü�Õ{Ý
µ(Ck)

ó Ô Û å�ê{Ý�Ö Ícb Ý�Ô ó
Ck

× ã Ø ã Ü�Ö�Ô�Þ Û Ô è<Í�Ù Ý Í Ø ó Ô Û á ã å Í Ô�Ø�ï

; ê ���3ÐU�O��·?T��.��¶ X?VµSF·o¶��©T~õ ÐU�`ö?· �`� ¹�TW·oói·?TW·���XJ· ·oº`�`XJ��S�VµS~�`�	� ¹�T��=<
XJ·ÁÐiÐU·ÁÐ

1½ê{Ý�Ý!Ü Í × Í å ã å Í Ô�Ø�Ô ó'ã á�Õ{Ü�å Í Þ{Ü�Ýe× Û�Í å�Ý Û�Í�ã Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù Ý!Ü ã á0Ô[Õ{Økå�Ö ã å ã Ö�Ö Í¾ì Ø Í Ø ì Þ Û Ý× Í Ö�Ý è�ã Ü¾Õ{ÝÖÉå�Ô å¨ê�Ý
Þ Û Ý ó Ý Û ÝØ{×!ÝLÞ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û ÖñÕ{Ö�Ý Ù ß a å¨ê�Ý ã[ì�ì[Û Ý ì�ã å Í Ô�Øæá�Ô Ù Ý!Üª��ûCÄ8þOÄ���å�Ô%Ö�ÝÜ¾Ý!×�å ã Ø ã Þ{Þ Û Ô[Þ Û�Í¾ã å¨Ý

p∗ ∈ P
ï

1½ê Í Öo_�Ô Û m/× ã Ø�ßðÝ Ù Ô�Ø{Ý*D

•
Ý Í å¨ê{Ý Û ß a3ã�Ù{Í�Û Ý×åÁç<Õ�Ý!Ö�å Í Ô�Ø Í Ø ì Þ Û Ô<×!Ý Ù Õ Û Ý©_ Í å¨êLå¨ê{Ý 3 ZÁ�

•
Ô Û3Í Ø Ù{Í�Û Ý!×�å¨Ü a å¨ê Û Ô�Õ ì ê å�ê{ÝTÕ�Ö�ÝTÔ ó�ã Ø Í Ø ó Ý Û Ý!Ø{×ÝTÞ Û Ô ì�Û¨ã á å¨ê ã å Í Ø Ù Õ�×!ÝÖ�Þ ã[Û¨ã á0Ý�å¨Ý Û/è¦ã Ü¾Õ{ÝÖ
å¨ê ã å Û ÝÖ�å�Ô Û Ýeê{Ô�Ü Í Ö�å Í × � Õ Ù{ì á�ÝØkå¨Ö	�¨þOÄh�AÄ�� ã Ö�Ö Í¾ì Ø{á�ÝØkå Ý�� ã á�Þ{Ü¾ÝÖ��½Þ Û Ô èEÍ�Ù Ý Ù ß a å¨ê{Ý 3 Z �VÖ�Ý!Ý ó Ô Û
Í Ø{Öså ã Ø�×!Ý � ° �iã Ø ÙÁ� ± �Çó Ô Û Ö�Õ{×&ê ã�Ù{Í Ö ã[ì[ì�Û Ý ì;ã å Í Ô�Ø ã Þ{Þ Û Ô ã ×&ê;��ï

¡



5 Ø%å¨ê Í ÖÉÖ�Ý!×å Í Ô�Øl_�Ý Ù{Í Ö�×!Õ{Ö�ÖÆê{Ô=_ å¨ê{Ý�×Ô�Ø{×Ý!Þ�åÆÔ ó × ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Ícb Ý�á ã=a ßðÝ�Ý���Þ�Ü¾Ô Í å¨Ý Ù%Í Ø´Ö�Õ{×&ê Þ Û Ý ó�í
Ý Û ÝØ{×!Ý/ÝÜ Í × Í å ã å Í Ô[ØTÞ Û Ô<×Ý!Ö�Ö�Ý!Ö!ï $ Ö Í Ø�Þ{Õ�å.�~_�Ý ×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý Û�ã�Ù Ô�á ã[Í Ø

P0 ⊂ P
ó Ô Û ÞðÔ�Ö�Ö Í ß{Ü�Ý0Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û

è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö ã Ø Ù�ã Ö�Ýå
Ā
Ô ó�ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö½å¨Ô ã Ö�Ö Í¾ì Ø3å¨Ô�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Öï-Y ê{Ý!Ø�å�ê{Ý ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö ã[Û Ý©mkØ{Ôs_ÁØ Í Ø

ã¦Ù�è¦ã Ø�×!Ý}��å�ê{Ý!Øu_�Ý�×Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û
Ā = A

ï0�Éå�ê{Ý Û _ Í Ö�Ý��8Ý¦ï ì ïj� Í Ø ã Økå Í × Í Þ ã å�Ô Û�a \ 6 ^ Ö�����_�Ý�× ã Ø ×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý Û
ĀÍ Ö ã Ö ã á0Þ�Ü¾Ý ì Ý!Ø{Ý Û¨ã å�Ý Ù�óVÛ Ô�á Ù{Í Ö�å Û�Í ß{ÕEå Í Ô[Ø

Ψ
�{Ô ÛÁã Ö ã á0Þ�Ü¾Ý óVÛ Ô�á�ê Í Ö�å¨Ô Û�Í × ã Ü Ù`ã å ã ï

1�ê{Ý3×!Ô[Ø{×!ÝÞ�å�Ô ó × ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö Í�b ÝLá ã=a ßðÝLÕ{Ö�Ý Ù å¨Ô Ö�Õ{Þ{ÞðÔ Û å ã Ø ÝÜ Í × Í å ã å Í Ô[Ø Þ Û Ô<×Ý!Ö�Ö�ß a å Û�Í�ã Ü ã Ø Ù
Ý Û�Û Ô Û ��_Áê{Ý Û ÝÃå¨ê{Ý 3 Z ×&ê{Ô<Ô[Ö�Ý!Ö ã ×!Ô�á�ß Í Ø ã å Í Ô[Ø%Ô ó'è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö ó Ô Û å¨ê{ÝÃÞ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û Ö

p ∈ P
ã Ø Ù Ô�ß{Ö�Ý Û�è ÝÖ

å�ê{ÝL×!Ô[á0Þ�Õ�å¨Ý Ù × ã å�Ý ì Ô Ûna Ö Í�b ÝÖ�×Ô Û�Û Ý!Ö�ÞðÔ�Ø Ù{Í Ø ì å¨Ô Í å�å¨ê Û Ô�Õ ì ê Þ Í ×å¨Õ Û Ý!ÖÃÖ Í á Í Ü ã[Û å¨Ô%å�ê{Ô�Ö�Ý Í Ø�t Í¾ì Õ Û Ý
� ï 5 ó _Áê ã åñå�ê{Ý 3 Z Ö�Ý!ÝÖ Ù Ô<ÝÖ�Ø�Ô[å�×Ô Û�Û Ý!Ö�ÞðÔ�Ø Ù å¨Ô�ê Í Ö�(¦ê{Ý ÛñÍ Økå�Õ Í å Í Ô�Ø Ô ó _�ê ã åñå¨ê�Ý Ù{Í Öså Û�Í ß{Õ�å Í Ô�Ø Ô ó
× ã å�Ý ì Ô Ûna Ö Ícb ÝÖ�Ö�ê{Ô[Õ{Ü Ù Ü�Ô<Ô&mæÜ Í m[Ý*�'å�ê{Ý!Ø ê{Ý=(¦Ö�ê{Ý�á ã.a ×&ê ã Ø ì ÝLå¨ê{Ý3Þ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û�è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö`��ß a å Û�Í�ã Ü ã Ø Ù
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1
j [, . . . , [g

l
j, g

l+1
j [,

. . . , [g
Lj−1
j , g

Lj

j ]
�
g0

j = gm
j

ã Ø Ù
g

Lj

j = gM
j

���Ñ_Áê{Ý Û Ý
gl

j

Í ÖÁ×Ô�á�Þ{Õ�å¨Ý Ù�ã Ö ó Ô�Ü�Ü¾Ô=_ÁÖ`D
gl

j = gm
j +

l

Lj

(gM
j − gm

j ), l = 0, . . . , Lj

ã Ø Ù
j ∈ F

� § �

, ã ×&ê0Þ Í Ý×!Ý�_ Í Ö�ÝÁÜ Í Ø�Ý ã[Û�ó Õ{Ø{×�å Í Ô�Ø
uj

Í Ö Ù Ýë{Ø{Ý Ù ß a å�ê{ÝÁÕ�å Í Ü Í å Í ÝÖ�Ô ó ß Û Ý ã m<ÞðÔ Í Økå�Ö
uj(g

0
j ) ≤ uj(g

1
j ) ≤

. . . ≤ uj(g
Lj

j )
�k_�Ý Û Ý× ã Ü�Ü<å¨ê ã å

uj(g
0
j ) = 0

ã Ø Ù
uj(g

Lj

j ) = wj

��ï 5 ó
gj(ai) ∈ [gl

j, g
l+1
j [

��å�ê{Ý!Ø�å¨ê{Ý½Þ ã[Û å Í�ã Ü
ÕEå Í Ü Í å a Í Ö0Ô[ß�å ã[Í Ø{Ý Ù ß a Ü Í Ø{Ý ã[Û�Í Ø;å¨Ý Û ÞðÔ�Ü ã å Í Ô�Ø'D

uj(gj(ai)) = uj(g
l
j) +

gj(ai)−gl
j

gl+1

j −gl
j

(uj(g
l+1
j ) − uj(g

l
j))
ï

È Ý!Ø�×!Ý*�`å�ê{Ý�Þ ã[Û¨ã á0Ý�å¨Ý Û ÖÁÔ ó å¨ê�Ý�/�1 $43v5n6 Ö�Ô Û å Í Ø ì á0Ô Ù Ý!Ü ã[Û ÝÆå¨ê�Ý ó Ô[Ü¾Ü�Ôs_ Í Ø ì D

•
1�ê{ÝeÕ�å Í Ü Í å a Ô ó Ý ã ×,ê�ß Û Ý ã mkÞðÔ Í Ø;å

gl
j

��å¨ê ã å Í ÖO�
uj(g

l
j)
� ó Ô Û

j ∈ F
ã Ø Ù

l = 1, . . . , Lj

ï

•
1�ê{Ýe× ã å¨Ý ì Ô Ûna Ü Í á Í å�ÖO�

bk
� ó Ô Û

k = 1, . . . , ncat − 1
ï

�ÇÝå
A∗ ⊂ A

Ù Ý!Ø{Ô[å�Ý ã Ö�Õ{ß�Ö�ÝåÃÔ ó ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Öeå�ê ã å�å�ê{Ý 3 Z Í Økå¨Õ Í å Í è Ý!Ü a ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Öñå�Ô ã Ö�ÞðÝ× Í ë{×
× ã å�Ý ì Ô Ûna �

A∗
×!Ô[Økå ã¦Í Ø{Öñå�ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkå�Ý�� ã á0Þ�Ü¾Ý!Ö���ïq/�1 $43v5n6 ã[Í á�Ö ã å Í Ø ó Ý Û�Û�Í Ø ì å�ê{Ý/Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö

è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö0å¨ê ã å/ßðÝÖ�å/á ã å�×,ê å�ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkå Ý�� ã á�Þ{Ü�Ý!Öï 6 Õ�Þ{ÞðÔ�Ö�Ý´å¨ê�Ý 3 Z Ö�å ã å¨Ý Ù å�ê ã å ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý
ai ∈ A?

Ö�ê{Ô[Õ{Ü Ù ßðÝ ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Ý Ù å¨Ô-å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�a
Ck

�
ai → Ck

��ï�1�ê Í Ö�Ö�å ã å¨Ýá�Ý!Økå�Ö ì ÝØ{Ý Û¨ã å�Ý!Ö�×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö
Ô[Ø å�ê{Ý�Þ ã[Û¨ã á0Ý�å¨Ý Û Ö è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö`D

bk−1 ≤ u(ai) < bk

ï 5 Ø Ô Û�Ù Ý Û å¨Ô Í Økå¨Ý ì�Û¨ã å¨Ý3å¨ê{ÝÖ�Ý´×!Ô�Ø{Öså Û�ã[Í Ø;å¨Ö Í Ø ã
á ã å�ê{Ý!á ã å Í × ã ÜðÞ Û Ô ì�Û�ã áÆ�<å�_�ÔÃÖ�Ü ã ×�m è¦ã[Û�Í�ã ß{Ü�Ý!Ö

δ−(ai)
ã Ø Ù

δ+(ai)
ã[Û Ý Í Økå Û Ô Ù Õ{×Ý Ù3ã Ö ó Ô�Ü�Ü¾Ô=_ÁÖµ�

ε
Í Ö ã Ø

ã¦Û ß Í å Û¨ã¦Û�Í Ü a Ö�á ã Ü�Ü1ÞðÔ�Ö Í å Íòè ÝÆ×!Ô�Ø�Ö�å ã Økå���D
{

u(ai)− bk − δ−(ai) ≤ ε

u(ai)− bk−1 + δ+(ai) ≥ 0

� � �
1½ê{ÝeÜ Í Ø{Ý ã¦Û Þ Û Ô ì�Û¨ã á � �=¦ � í � �=� � Í Ø ó Ý Û Ö½å¨ê{Ý�Þ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û½è¦ã Ü¾Õ{ÝÖ�å¨ê ã åÁßðÝ!Öså Û ÝÖ�å�Ô Û Ý ã Ö�Ýå Ô ó�ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å
Ý�� ã á�Þ{Ü¾ÝÖOD

�=¦



min z =
∑

ai∈C1
δ−(ai) + . . .+

∑

ai∈Ck
(δ−(ai) + δ+(ai)) + . . .+

∑

ai∈Cncat
δ+(ai)

� �=¦ �
s.t :

∑

j∈F uj(gj(ai))− b1 − δ−(ai) ≤ ε, ∀ai ∈ C1

� �&� �
∑

j∈F uj(gj(ai))− bk − δ−(ai) ≤ ε, ∀ai ∈ Ck, k = 2, . . . , ncat − 1
� �s¨ �

∑

j∈F uj(gj(ai))− bk−1 + δ+(ai) ≥ 0, ∀ai ∈ Ck, k = 2, . . . , ncat − 1
� �=£ �

∑

j∈F uj(gj(ai))− bncat−1 + δ+(ai) ≥ 0, ∀ai ∈ Cncat

� � °Í�
uj(g

l+1
j )− uj(g

l
j) ≥ 0 ∀j ∈ F, l = 1, . . . , Lj − 1

� � ±*�
uj(g

0
j ) = 0, ∀ j ∈ F

� �=¤ �
∑

j∈F uj(g
Lj

j ) = 1
� �s¡ �

bk − bk−1 ≥ ε, k = 2, . . . , ncat − 1
� �=§ �

δ−(ai), δ
+(ai) ≥ 0, ∀ai ∈ A? � �=� �

N?ø"! `)����	������R���+���(� ü�ÿ���������02	�����
�����	Íÿ��Ñü�����ÿ�	4�+�aTVUXW#Y[Z�\
�ÇÝ�å�Õ{Ö�×Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û å¨ê{Ý Ù`ã å ã Ô ó�ã�Û Ý ã Ü í _�Ô Û Ü ÙTã Þ{Þ{Ü Í × ã å Í Ô[ØT×!Ô�Ø�×!Ý Û Ø Í Ø ì%ã × Û Ý Ù{Í å ì�Û�ã Ø;å Í Ø ì´ã Þ�Þ{Ü Í × ã å Í Ô�Ø
�¥�=¦i� ï�1�ê Í Ö ã Þ{Þ{Ü Í × ã å Í Ô[Ø Ù Ý ã Ü¾Ör_ Í å¨ê

100
ã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö�� $ Þ{ÞðÝ!Ø Ù{Í � $ Ü Í Ö�å�Ö�å¨ê{ÝLÖ�Ý�å�Ô óÉã Ü�å�Ý Û Ø ã å Íòè Ý!Ö��

Ý è¦ã Ü�Õ ã å�Ý Ù Ô�Ø
7
× Û�Í å�Ý Û�Í�ã � ã Ü�Üi× Û�Í å¨Ý Û�Í�ã�ã[Û Ý Ù Ý!× Û Ý ã Ö Í Ø ì ��å¨Ô ßðÝ ã Ö�Ö Í¾ì Ø�Ý Ù å¨Ô

3
Ô Û�Ù Ý Û Ý Ù × ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖOD

C1

D
å�Ô Û Ý � Ý×å.�

C2

D�å¨Ô ã Ø ã Ü a b Ý*�
C3

D�å¨Ô ã ××!Ý!ÞEå)ï
1�ê{Ý2mkØ{Ô=_ÁÜ¾Ý Ù{ì Ý Ô ó å¨ê{Ý × Û Ý Ù{Í åOá ã Ø ã[ì Ý Û Ü�Ý ã[Ù Ö'å�Ô Ù Ýë`Ø{Ý Í Økå�Ý Û�è�ã Ü`Ô óBè¦ã[Û�Í�ã å Í Ô[Ø ó Ô Û å�ê{Ý Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö

è�ã Ü¾Õ�Ý!Ö ã Ö ó Ô[Ü¾Ü�Ôs_ÁÖ`D
•
å¨ê{Ý�Ö�ê ã ÞðÝeÔ ó å¨ê�Ý ó Õ�Ø{×å Í Ô�Ø{Ö

uj

ã¦Û Ý Í á0Þ Û Ý!× Í Ö�Ý!Ü a mkØ{Ôs_ÁØ��VÖ�Ý!Ý $ Þ{ÞðÝØ Ù{Í �Æ¬o���

•
å¨ê{Ý�× Û�Í å�Ý Û�Í�ã _�Ý Í¾ì ê;å¨Ö ã¦Û Ý�Ö�Õ{×&ê�å�ê ã å

wj ∈ [0.1, 0.2], ∀j ∈ F
�F�8Ø{Ô¦å¨Ý*D

wj = uj(g
Lj

j )
� ã Ø Ù

•
å¨ê{Ý�× ã å¨Ý ì Ô Û�Í Ý!Ö�Þ Û Ô[ë`Ü¾ÝÖÁÔ Û Ü Í á Í å¨Ö ã¦Û Ý�Ö�Õ{×&ê�å�ê ã å

b1 ∈ [0.5, 0.6]
ã Ø Ù

b2 ∈ [0.65, 0.7]
ï

Z�Ô Û Ý!Ô è Ý Û �Çå¨ê{ÝÃ× Û Ý Ù{Í å�á ã Ø ã[ì Ý Û Õ{Ö�Õ ã Ü¾Ü a Ö�Ý!Ø Ù Ö ã ßðÔ�Õ�å
10%

Ô ó å¨ê{Ý�ë`Ü¾ÝÖÆå�Ô3ê Í Ö�(¦ê{Ý Û Ö�Õ{ÞðÝ Û�Í Ô ÛÂó Ô Û
ó Õ Û å¨ê�Ý Û�ã Ø ã Ü a Ö Í ÖO�A_Áê Í ×&ê á�Ý ã Ø�ÖOå¨ê ã å.�

C2

Ö�ê�Ô�Õ{Ü Ù ×!Ô[Økå ã¦Í ØÃô ã Þ{Þ Û Ô=� Í á ã å�Ý!Ü a �
10%

Ô ó å�ê{Ý ë`Ü¾ÝÖ!ï�È-ÝØ{×!Ý}�
Ô[Õ Û Þ�Õ Û ÞðÔ�Ö�Ý Í ÖÉå�Ô3ß{Õ Í Üòå ã á�Ô Ù Ý!Ü+å ã m Í Ø ì/Í Økå�Ô ã ××!Ô[Õ{ØkåÆå¨ê{ÝÃ×Ô�Ø{Öså Û¨ã[Í Økå ã ßðÔ[Õ�åÆå�ê{ÝÃÖ Ícb ÝÃÔ ó × ã å¨Ý ì Ô Û�a
C2

ï $ Ö Í á�Õ{Ü ã å Í Ô�ØTÖså¨Õ Ù a � �=¦*¦&¦�Û�ã Ø Ù Ô�á Ö Í á�Õ{Ü ã å Í Ô�Ø{Ö ó Ô Û å�ê{Ý0Þ ã[Û�ã á�Ýå¨Ý Û Ö è�ã Ü¾Õ�Ý!Öñ×!Ô[Ø{Ö Í�Ù Ý Û�Í Ø ì å¨ê�Ý
Í á�Þ Û Ý× Í Ö�ÝµmkØ{Ô=_ÁÜ¾Ý Ù{ì Ý�×!Ô�Ø{×Ý Û Ø Í Ø ì å�ê{Ý!Ö�ÝeÞ ã[Û¨ã á0Ý�å¨Ý Û Ö���Ü¾Ý ã[Ù Ö½å¨ÔÃå¨ê{Ý Û ÝÖ�Õ{Üòå¨Ö ì�Íòè Ý!Ø Í Ø�1 ã ß{Ü�Ý � ï

µmin(Ck)
� Ì �

µmax(Ck)
� Ì �

µ(Ck)
� Ì �

C1
�s¨ ¡*£ £A¡ ïÔ±

C2
¨ ¤ ° £ °{ï £

C3
�=¤ ¤A¨ ¨*§ ï ¨

1 ã ß{Ü¾Ý � D+� ÝÖ�Õ{Üòå¨Ö óVÛ Ô�á*å¨ê�ÝeÖ Í á�Õ{Ü ã å Í Ô[ØLÞ Û Ô<×Ý!Ö�Ö

\�Ô�Ø{Ö Í¾Ù Ý Û�Í Ø ì å�ê{Ý Í á0Þ Û Ý!× Í Ö Í Ô[Ø/Ô ó å�ê{Ý Ù{ã å ã �Eå¨ê{ÝÆÖ Ícb ÝÆÔ ó
C2

Í Ö½×!Ô[Økå ã¦Í Ø{Ý Ù3Í Ø
[2%, 64%]

�8Ö�Ý!Ý©1 ã ß{Ü¾Ý
� ��ï�È-Ô=_�Ý è Ý Û ��å¨ê{ÝÉ× Û Ý Ù{Í å½á ã Ø ã[ì Ý Û _ ã Økå�Ö�å¨Ô�Ö�ÝØ Ù�ã Þ{Þ Û Ô.� Í á ã å¨ÝÜ a��.¦AÌ Ô ó å�ê{ÝÉë`Ü�Ý!Ö�å¨Ô�ê Í Ö�(�ê{Ý Û Ö�Õ�ÞðÝ í
Û�Í Ô Û ï $ Ö ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkåÆÝ�� ã á�Þ{Ü�Ý!ÖO�1å¨ê{ÝÃ× Û Ý Ù{Í å�á ã Ø ã¦ì Ý Û ê ã Ö Í¾Ù ÝØkå Í ë`Ý Ù Ö�Ô�á�Ý�ë`Ü�Ý!Ö"�

a42
�
a53

�
a61

��� ó Ô Û
�&�



_�ê Í ×&ê/ê{Ý=(¦Ö�ê{ÝÂÖ�ê{Ô[Õ{Ü Ù/Û Ý ó Ý Û å�Ô�ê Í Ö�(�ê{Ý Û Ö�Õ{ÞðÝ Û�Í Ô Û � ã Ö�_�ÝÜ¾Ü ã Ö�Ö�Ô�á�Ý ë`Ü¾ÝÖ�å¨Ô�ßðÝ Û Ý � Ý!×�å¨Ý Ù �
a22

�
a27

�
a41

�
ã Ø Ù Ö�Ô�á�ÝÂå¨Ô�ßðÝ ã ×!×!ÝÞ�å¨Ý Ù �

a80

�
a90

�
5 Ø3Ô Û�Ù Ý Û ×Ô�ÞðÝµ_ Í å¨ê/å¨ê{ÝÆá ã Ø ã¦ì Ý Ûâ Ö Û ÝçkÕ Í¾Û Ý!á�Ý!Ø;å¨ÖO�L_�Ý Ù Ýë{Ø{Ý ã á ã å¨ê�Ý!á ã å Í × ã ÜðÞ Û Ô ì[Û¨ã á å�Ô Í Ø ó Ý Û

� Í Ø å¨ê{Ý Ù Ô�á ã[Í Ø Ô ó+ã ×!×Ý!Þ�å ã ß{Ü¾Ý è¦ã Ü�Õ{Ý!Ö�Ô ó å�ê{ÝÆÞ ã¦Û¨ã á�Ýå�Ý Û Ö�� ã á�Ô Ù ÝÜ ã Ö�×Ô�á�Þ ã å Í ß{Ü�Ý ã Ö�ÞðÔ�Ö�Ö Í ß�Ü¾Ýv_ Í å¨ê
å�ê Í ÖÁ×Ô�Ø{Ö�å Û¨ã[Í ØkåÁÔ�ØLå¨ê{Ý�Ö Í�b Ý�Ô ó

C2

ï+�iÝ�å Õ{Ö Ù Ýë`Ø�Ý�å¨ê{Ý Ù Ý× Í Ö Í Ô[Ø è�ã[Û�Í¾ã ß{Ü¾ÝÖ
yik

Ö�Õ�×,ê�å¨ê ã å.D

yik =

{

1,
Í�ó å¨ê{Ý ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý

ai → Ck

0,
Ô[å�ê{Ý Û _ Í Ö�Ý

.
∀i : ai ∈ A, k = 1, 2, 3

� ¨*¦ �

1½ê{Ý!Ö�Ý
yik

è¦ã[Û�Í�ã ß{Ü�Ý!Ö�× ã ØLßðÝ Ù Ýë`Ø{Ý Ù3Í Ø ã á ã å¨ê{Ýá ã å Í × ã Ü`Þ Û Ô ì[Û¨ã á ß a å¨ê�ÝÂ×!Ô[Ø{Ö�å Û�ã[Í Økå¨Öµ� ¨ � � ã Ø Ù � ¨&¨ �
_�ê{Ý Û Ý

M
Í Ö ã Ü ã[Û�ì ÝÆÞðÔ[Ö Í å Í�è ÝÆ×Ô�Ø{Öså ã Ø;å ã Ø Ù

ε
ã Ö�á ã Ü¾Ü1ÞðÔ�Ö Í å Í�è ÝÆ×Ô�Ø{Ö�å ã Økå!ï

∑ncrit

j=1 uj(gj(ai))− bk +Myik ≤ M − ε,
� ¨�� �

−
∑ncrit

j=1 uj(gj(ai)) + bk−1 +Myik ≤ M,
� ¨&¨ �

È-ÝØ{×!Ýñå¨ê{ÝñÝ���Þ Û Ý!Ö�Ö Í Ô[Ø ∑nalt

i=1 yik

Ù Ý!Ø{Ô¦å¨Ý!Ö-å�ê{Ý�ØkÕ{á�ßðÝ Û Ô ó'ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö ã Ö�Ö Í�ì Ø{Ý Ù å�Ô × ã å¨Ý ì Ô Û�a
Ckã Ø Ù × ã Ø/ßðÝÂÕ�Ö�Ý Ù å¨Ô�×!Ô[Ø{Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö�Ô[Ø å¨ê{ÝÉÖ Ícb ÝÉÔ ó

Ck

ï 5 Ø/Ô�Õ Û × ã Ö�Ý}��å�ê{ÝÉÖ�å ã å¨Ý!á�Ý!Ø;å�b
C2


�d`ùi�<õòýp�&ù�ü`úPö[û±ü
ö�÷;÷ðø¨ùc@�ûe��ö[úîþ�õhfed�fhg�ù � úkd`þ�i'õ¾þ�
��Æ× ã Ø�ßðÝ ó Ô Û á�Õ{Ü ã å�Ý Ù ß a å�ê{ÝÆåI_�Ô ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì ×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö`D

{
∑nalt

i=1 yi2 ≥ 10− σ
∑nalt

i=1 yi2 ≤ 10 + σ

� ¨*£ �

_�ê{Ý Û Ý
σ
Í Ö ã è¦ã[Û�Í�ã ß{Ü�Ý´å¨Ô ßðÝ á Í Ø Í á Íjb Ý Ù ïÏZ�Ô Û Ý!Ô è Ý Û �Éå�ê{Ý ã Ö�Ö Í¾ì Ø�á0ÝØkå3Ý�� ã á0Þ�Ü¾Ý!ÖL× ã ØYßðÝ Ý ã Ö Í Ü a

Í Økå�Ý ì�Û�ã å¨Ý Ù ß a Ö�Ý�å�å Í Ø ì å�ê{Ý è¦ã Ü¾Õ{ÝÖÉÔ ó å�ê{Ý�×Ô Û�Û Ý!Ö�ÞBÔ[Ø Ù{Í Ø ì
yik

è¦ã[Û�Í¾ã ß{Ü�Ý!Ö	�
ai → Ck ⇔ yik = 1 j �,ï 5 Øå�ê{Ý�á ã å¨ê{Ýá ã å Í × ã Ü�Þ Û Ô ì�Û¨ã á ì[Í�è ÝØ�ê{Ý Û Ý ã¦ó å�Ý Û �nå¨ê{Ý

yik

ß Í Ø ã¦Û�a-è¦ã¦Û�Í�ã ß{Ü¾ÝÖ ã[Û Ý Ù Ýë`Ø�Ý Ù ß a å¨ê{Ý�×!Ô�Ø�Ö�å Û�ã[Í Ø;å¨Ö
� ¨ °Í� í �1k�kA��ï

Z Í Ø
σÖïwå!ï ∑7

j=1 uj(gj(ai))− bk +Myik ≤ M − ε, i = 1..100, k = 1, 2
� ¨ °A�

−
∑7

j=1 uj(gj(ai)) + bk−1 +Myik ≤ M, i = 1..100, k = 1, 2
� ¨ ±*�

∑100
i=1 yi2 ≥ 10− σ

� ¨*¤ �
∑100

i=1 yi2 ≤ 10 + σ
� ¨*¡ �

wj ∈ [wm
j , w

M
j ], j = 1..7,

∑7
j=1 wj = 1

� ¨*§ �
b2 ≥ b1 + ε,

� ¨*� �
bk ∈ [bm

k , b
M
k ], k = 1, 2

� £&¦ �
yi1 + yi2 + yi3 = 1, i = 1..100

� £L� �
yik ∈ {0, 1}, i = 1..100, k = 1, 2, σ ≥ 0

� £A¨ �

$ ó å�Ý Û Ö�Ô�Ü è<Í Ø ì å�ê Í Ö�á ã å¨ê�Ý!á ã å Í × ã Ü1Þ Û Ô ì�Û�ã á�á Í Ø ì á0Ô Ù Ý!Ü�_�Ý�ê ã.è ÝÆå¨ê{Ý ó Ô�Ü�Ü�Ôs_ Í Ø ìÃÛ ÝÖ�Õ{Üòå¨Ö`D
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1�ê{Ý Û ÝeÝ�� Í Öså¨Ö ã ×Ô�á�ß Í Ø ã å Í Ô�Ø/Ô ó Þ ã[Û¨ã á�Ý�å¨Ý Û½è�ã Ü¾Õ{ÝÖ�å¨ê ã å Ö ã å Í Ö�ë`ÝÖÁå�ê{Ý�× Û Ý Ù{Í å á ã Ø ã[ì Ý Û½Û Ý!çkÕ{ÝÖ�å
� ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;åÇÝ�� ã á�Þ{Ü¾ÝÖ ã Ø Ù

µ(C2) = 10%
��D
w = (0.192, 0.100, 0.200, 0.103, 0.200, 0.100, 0.105)

�
b1 = 0.6

ã Ø Ù
b2 = 0.65

•
1�ê{Ý �=¦ ë`Ü�Ý!Ö�å�Ô ã Ø ã Ü a b Ý ã[Û Ý

{a42, a52, a53, a54, a56, a57, a59, a61, a62, a70}
�

•
1�ê{ÝeÖ Í�b ÝÆÔ ó Ý ã ×&ê�× ã å¨Ý ì Ô Û�aLã[Û Ý}D

µ(C1) = 64%
�
µ(C2) = 10%

ã Ø Ù
µ(C3) = 26%

ï

�ÂØ%å�ê{Ý�ß ã Ö Í ÖÉÔ ó å¨ê Í Ö-ë Û Ö�å Û Ý!Ö�Õ{Ü�åO�Bå�ê{Ý�× Û Ý Ù�Í åÂá ã Ø ã[ì Ý Û á ã=a _ ã ØkåÉå¨Ô Û Ý�ë`Ø{Ý�å¨ê�Ý�Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù Ý!ÜJï
È Ý=( 6 ê{Ý�á ã=a�ó Ô ÛÂÍ Ø�Ö�å ã Ø{×!ÝÃÖ�å ã å¨Ý�å¨ê ã åÆå¨ê�ÝÃë{Ü¾Ý

a52

�8×Õ Û�Û Ý!Ø;å¨Ü a%ã Ö�Ö Í¾ì Ø{Ý Ù å�Ô
C2

ß a å¨ê�Ý�á�Ô Ù Ý!Ü¯� Í ÖÉå¨Ô
ßðÝ Û Ý � Ý×å�Ý Ù ��ûCÄ8þOÄ��

a52 → C1

ïp1�ê Í Öñ× ã Ø ßðÝ Ù Ô�Ø{Ý0ß aæã Ö�Ö Í�ì Ø Í Ø ì å¨ê{Ý è¦ã Ü¾Õ�Ý � å¨Ô
y52,1

ï�È-Ý.( 6 ê{Ý0× ã Ø
Í á�ÞðÔ�Ö�ÝÃå�ê ã åe× Û�Í å¨Ý Û�Í Ô�Ø

g6
Í Ö ã åñÜ�Ý ã Öså ã Ö Í á�ÞðÔ Û å ã Ø;å ã Ö

g7

�
w6 ≥ w7

��ï 6 Ô�Ü èEÍ Ø ì å¨ê{Ý�á ã å¨ê�Ý!á ã å Í × ã Ü
Þ Û Ô ì[Û¨ã á _ Í å�êTå¨ê�Ý!Ö�Ý ã[Ù{Ù�Í å Í Ô�Ø ã Ü�×!Ô[Ø{Ö�å Û¨ã[Í Økå¨Ö©_�Ô�Õ{Ü Ù Ü¾Ý ã[Ù å�Ô ã Ø{Ý�_ Ö�Ô�Ü¾ÕEå Í Ô[Ø ã Ø Ù Ö�Õ{×&ê Í Ø;å¨Ý Û¨ã ×�å Í�è Ý
Þ Û Ô<×!ÝÖ�Ö'×Ô�Økå Í Ø<Õ�Ý!Ö ã Ö�Ü¾Ô�Ø ì�ã Ö�å¨ê�Ý�× Û Ý Ù{Í å�á ã Ø ã[ì Ý Û�Í Ö�Ø{Ô[å�Ö ã å Í Ösë`Ý Ù _ Í å¨ê�å¨ê�Ý Û ÝÖ�Õ{Üòå Í Ø ì Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ô Ù Ý!ÜJï

ê ���ÆX�º!Ñ3ÐU�`���
6 Ô Û å Í Ø ì Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á�Ö ×!Ô�Ø�Ö Í ÖsåÂÔ ó�ó Ô Û á�Õ{Ü ã å Í Ø ì å�ê{Ý Ù Ý!× Í Ö Í Ô�Ø´Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!á Í Ø�å¨Ý Û á�Ö-Ô ó'ã ×!Ü ã Ö�Ö Í ë`× ã å Í Ô�Ø�Ö�Ô ã Ö
å�Ô ã Ö�Ö Í�ì Ø Ý ã ×,ê ã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý óVÛ Ô�á

A
å�Ô Ô�Ø{ÝLÔ ó å�ê{Ý3Þ Û Ý Ù Ýë`Ø{Ý Ù × ã å�Ý ì Ô Û�Í ÝÖ

C1, C2, . . . , Cncat

ï�1�ê{Ý
ã Ö�Ö Í�ì Ø{á�Ý!Ø;å½Ô ó+ã Ø ã Ü�å¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý

a
å�Ô�å�ê{Ý ã Þ{Þ Û Ô[Þ Û�Í¾ã å¨Ý-× ã å�Ý ì Ô Û�a Ö�ê�Ô�Õ{Ü Ù/Û Ý!Ü a Ô�Ø/å¨ê{Ý Í Økå Û�Í Ø{Ö Í × è�ã Ü¾Õ�ÝÂÔ ó

a
� ã Ø Ù Ø�Ô[åñÔ�ØTå�ê{Ý0×Ô�á�Þ ã[Û�Í Ö�Ô�Ø Ô ó

a
å�Ô�Ô[å�ê{Ý Ûñã Üòå¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖ óVÛ Ô�á

A
�,ï��ÆØTå�ê{Ý0×Ô�Økå Û¨ã[Ûna �Wå�ê{Ý è Ý Û�a

Ø ã å¨Õ Û ÝeÔ ó�Û�ã ØÑm Í Ø ì ã Ø Ù ×,ê�Ô Í ×ÝeÞ Û Ô[ß{Ü¾Ýá0Ö Í Ö�å¨Ô0×Ô�á�Þ ã[Û Ý ã Ü�å¨Ý Û Ø ã å Í�è ÝÖÁÔ�Ø{Ý�å�Ô ã Ø�Ô[å¨ê{Ý Û å¨Ô Ù Ýå�Ý Û á Í Ø{Ý
ã Þ Û Ý ó Ý Û Ý!Ø{×Ý�Ô Û�Ù Ý Û Ô Û å¨ê{ÝñÖ�Õ{ß{Ö�Ý�åÂÔ ó å�ê{ÝñßðÝ!ÖsåÂÔ�Ø{Ý&�8Ö���ï�È-ÝØ{×!Ý Û�ã ØÑm Í Ø ì ã Ø Ù ×&ê{Ô Í ×!Ý Û Ý ó Ý Û å¨Ô Û Ý!Ü ã å Íòè Ý
Ý è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Øp_Áê Í Ü¾ÝÆÖ�Ô Û å Í Ø ìÃÛ Ý ó Ý Û Ö�å¨Ô ã ß{Ö�Ô[Ü¾Õ�å�Ý�Ý è¦ã Ü�Õ ã å Í Ô�Ø�ï
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× ã å�Ý ì Ô Ûna Ö Í�b Ý�Ü¾Ý ã[Ù ÖÂå¨Ô Ù Ýë`Ø{Ý ã Ø�Ý`_ å a ÞðÝ�Ô ó Þ Û Ô�ß{Ü�Ý!áÆ��å�ê ã åµ_�Ý�× ã Ü¾Ü��&ù�üL
�úJø�ö[û±ü1þ�ýp
.ù�ø�ú8û±ü���÷ðø¨ù*M!õ¾þ��
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YæÝ ê ã.è Ý Ö�ê{Ô=_ÁØ ê{Ôs_ å¨Ô�á ã m[Ý�å¨ê�Ý × ã å¨Ý ì Ô Ûna Ö Ícb Ý0×Ô�Ø{×Ý!Þ�å�Ô�ÞðÝ Û¨ã å Í Ô�Ø ã Ü�Ý è ÝØ Í Ø Ù Ý!× Í Ö Í Ô�ØæÖ Í å¨Õ í
ã å Í Ô�Ø{Ö4_Áê{Ý Û Ý�å¨ê{Ý�Ö�ÝåñÔ ó�ã Ü�å¨Ý Û Ø ã å Í�è Ý!Ö ã Ø Ù (¦Ô Û 3 Z â ÖñÞ Û Ý ó Ý Û Ý!Ø{×Ý!Ö ã[Û Ý Í á0Þ Û Ý!× Í Ö�Ý[ï"t Í Ø ã Ü¾Ü a �'_�Ý0ê ã.è Ý
ì[Í�è ÝØ ã Ø Í Ü¾ÜòÕ{Ö�å Û�ã å Í Ô�Ø/Õ{Ö Í Ø ì0ã /21 $4325�6 Ü Í m[ÝÆÖ�Ô Û å Í Ø ì á0Ý�å¨ê{Ô Ù ï

YæÝ Ù Ý!Ýá å�ê{ÝÉØ{Ô[å Í Ô�Ø0Ô ó × ã å�Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý ã Ø Ù \ 6 ^ Ô�ÞðÝ!Ø ã Ø{Ý`_ Û ÝÖ�Ý ã[Û ×&ê ã.è ÝØ<Õ{ÝÉå�ê ã å�Ô�Õ ì êkå�å¨Ô�ßðÝ
Þ�Õ Û Ö�Õ{Ý Ù ïp�ÂØ å¨ê�Ý�Ô�Ø{Ý�ê ã Ø Ù � ó Õ�å�Õ Û Ý Û ÝÖ�Ý ã[Û ×&ê á ã=a _�Ô Û m%Ô�Ø å¨ê�Ý Ù ÝÖ Í�ì ØTÔ ó Ý!Ü Í × Í å ã å Í Ô[Ø Þ Û Ô<×Ý Ù Õ Û Ý!Ö
å�ê ã å ã Ü¾Ü�Ô=_ 3 Z�Ö-å¨Ô0Ö�ÞðÝ× Í�óea ×!Ô[Økå Û�ã[Í Ø;å¨Ö Ô�Ø´× ã å¨Ý ì Ô Û�a Ö Í�b Ý*�ðå�ê<Õ{Ö Í Ø;å¨Ý ì[Û¨ã å Í Ø ì å¨ê{ÝñØ{Ô[å Í Ô�Ø�Ô ó × ã å¨Ý ì Ô Û�a
Ö Í�b Ý Í Ø å¨ê{Ý è�ã[Û�Í Ô�Õ{Ö0Ý�� Í Ö�å Í Ø ì Ö�Ô Û å Í Ø ì á�Ýå¨ê�Ô Ù Ö!ï �ÂØ å�ê{Ý´Ô[å�ê{Ý Û ê ã Ø Ù �ÁØ{Ý�_ á�Õ{Ü�å Í × Û�Í å¨Ý Û�Í¾ã Ö�Ô Û å Í Ø ì
á�Ý�å¨ê{Ô Ù ÖÁá Í�ì êkå½ßðÝ Ù Ý è<Í Ö�Ý Ù å¨Ô Ù Ý ã ÜÇÖ�ÞðÝ!× Í ë`× ã Ü�Ü a _ Í å¨ê]\ 6 ^ Ö!ï

Â">xw�yF8 z@kx�| z;x�¾�x�y :s<*D
1½ê Í Ö?_�Ô Û m/ê ã ÖÁßðÝ!Ø�Ýë{å�Ý Ù�óVÛ Ô�á å¨ê{ÝÆÜ¾Õ{Ö�Ô íuóVÛ Ý!Ø{×&ê ì�Û¨ã ØkåÁØ

o
± ¦&¦ ¬J°Æ� 5 \o\J1 5 ( $ á�ß ã Ö�Ö ã[Ù Ý Ù Ý0t Û�ã Ø{×Ý ã Õ

^ Ô Û å�Õ ì;ã Ü¯��ï�1�ê{Ý�å�ê Í¾Û�Ù�ã Õ�å�ê{Ô Û _ ã Ö ã Ü¾Ö�Ô�Ö�Õ�Þ{ÞðÔ Û å�Ý Ù ß a å�ê{Ý ì�Û¨ã Økå 6 t���È4(}¬ 3 ^ ( ¤&§*¦&¦ ( ¨*¦*¦L�

�=£
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Ó ã á�Ý
g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7

a1
� °{ï¢° ¡ � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a2
� °{ï ¤ ° � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ ±Eï¢° ¤ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a3
� °{ï¢° § �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ �s¡ ï £&¤ ¨&¨ ï �=¤ ¨*¦ ï £A¨ £&� ï�°&°

a4
� °{ï ¤ ± �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a5
� °{ï¢° £ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¨*� ï ¨ ± ¨&¨ ï �=¤ £L� ï ¡*£ £&� ï�°&°

a6
� °{ï � ± �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ �=� ï �=£ ° � ï §A¡ � °{ï §&£ ± § ï ¤ ±

a7
� ±Eï ¦ ° � °�ï ¦&¨ �=¦ ï¢° ¡ �=§ ï £A¨ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a8
� °{ï ¡�� � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a9
� °{ï±i° � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a10
� °{ï± � �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a12
� °{ï¢° ¨ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ § ï �L� ± § ï ¤ °

a11
� °{ï ¡*¨ �&� ï ¦ � � °�ï �&� �=§ ï £A¨ �s¨ ï �A¨ § ï �A¡ £&� ï�°&°

a13
� °{ï ¤ ± � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ � °{ï §&£ £&� ï�°&°

a14
� °{ï± ¨ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a15
� °{ï¢° ¦ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a16
� °{ï ¨}£ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ °{ï ¤ ± ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� ± § ï ¤ ±

a17
� °{ï¢° ¨ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ �=¤ ïÔ±&± �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a18
�.£ ï ¤*¤ ¡ ï �&� £L� ï¢° � §L� ï ¤&¦ ° ¦ ï ¤ ° £&¦ ï ¡*¦ ¤L� ïÔ± �

a19
�.£ ï ¦&¨ � ±<ï ¡ ° �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° ¡*� ï ¨ � ° ¨ ï ¤&£ ¡*� ï £A¨

a20
�.£ ï £*� °{ï �&§ ¨*¤ ï �&¤ §L� ï ¤&¦ ¤&� ï ¦L� �=§ ï ¡&¡ ¤L� ïÔ± �

a21
�.£ ï ¤*¦ °{ï ¦A¨ ¨&¨ ï¢°&° °{ï ¤ ± £L� ï�° ¦ £L� ï ¡*£ ± § ï ¤ ±

a22
�.£ ï ¡ ± �&� ï ¦ � ¨&¨ ï¢°&° §L� ï �=£ ¤&� ï ¦L� ¡ ï §&§ ¨ � ï ¡ �

a23
�.£ ï ¤*¤ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¡*¦ ïÔ±&± ¤&� ï ¦L� �=§ ï ¡&¡ ° ¨ ï £&�

a24
�.£ ï §*¦ � °�ï ¦&¨ � °�ï �&� ¤&¦ ï�° £ ± � ï �&� § ï �L� ¨*¦ ï ¨ °

a25
�.£ ï ¦ ° ¡ ï �&� ¨&¨ ï¢°&° ° ¦ ï �=� ° ¦ ï ¤ ° ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a26
�=¨ ï �&¡ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¨*� ï ¤&¤ £L� ï�° ¦ �=§ ï ¡&¡ �=¦&¦ ï ¦

a27
�.£ ï± � � °�ï ¦&¨ �=§ ï ¦A¨ ¨*� ï ¨ ± ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a28
�.£ ï ¨}¤ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° ¨&¨ ï �=¤ ¡ ï §&§ ¡*� ï £A¨

a29
�.£ ï £*� �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ �s¡ ï £&¤ ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a30
�.£ ï ¡�� � °�ï ¦&¨ � °�ï �&� ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a31
�.£ ï ¨ ° �&� ï ¦ � � °�ï �&� °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a32
�.£ ï±i° � °�ï ¦&¨ � °�ï �&� °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a33
�.£ ï �.� �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ ¡ ï §&§ ¡*� ï £A¨

a34
�.£ ï± � �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a35
�.£ ï¢° ¤ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ±Eï¢° ¤ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a36
�.£ ï¢° ¨ �&� ï ¦ � � °�ï �&� °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ § ï �L� ± § ï ¤ ±

a37
�.£ ï± ¨ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a38
�.£ ï £*� �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ±Eï¢° ¤ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì Ø{Ý��<å-Þ ã¦ì Ý

� ±



ó Ô�Ü�Ü¾Ô=_ Í Ø ì Ô ó å�ê{Ý�Þ Û Ý×!Ý Ù{Í Ø ì Þ ã¦ì Ý
Ó ã á�Ý g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7

a39
�.£ ï �&¨ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° ¨&¨ ï �=¤ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a40
�.£ ï¢° ¦ ¡ ï �&� � °�ï �&� ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a42
�.£ ï ¡}� �&� ï ¦ � �=¦ ï¢° ¡ �=§ ï £A¨ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a41
�.£ ï ¦ ° ¡ ï �&� ¨&¨ ï¢°&° ¡ ï ¨ ° £L� ï�° ¦ � °{ï §&£ ± § ï ¤ ±

a43
�.£ ï¢° ¨ �&� ï ¦ � � °�ï �&� �=¤ ïÔ±&± �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a44
�.£ ï¢° ¤ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a45
�=¨ ï �&¡ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° ° ¦ ï ¤ ° � °{ï §&£ ± § ï ¤ ±

a46
�.£ ï¢° ¦ �&� ï ¦ � �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ � °{ï §&£ £&� ï�°&°

a47
�.£ ï � ± °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ § ï �L� £&� ï�°&°

a48
�.£ ï ¨ ° °{ï �&§ � °�ï �&� ¤ ï¢° £ ¨&¨ ï �=¤ ¨*¦ ï £A¨ £&� ï�°&°

a49
�.£ ï¢° § � ï ¦ ± �=§ ï ¦A¨ ¤ ï¢°A± £L� ï�° ¦ �=§ ï ¡&¡ �=¦&¦ ï ¦

a50
�=¨ ï ¡ ° �&� ï ¦ � ¨&¨ ï¢°&° �L� ï ¡&¨ ¤&� ï ¦L� ¡ ï §&§ ¨ � ï ¡ �

a51
�=¨ ï ¦&¡ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¨*� ï ¨ ± £L� ï�° ¦ § ï �L� £&� ï�°&°

a52
�=¨ ï¢° ¤ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ±Eï¢° ¤ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a53
�=¨ ï¢° ¤ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¤ ï¢° £ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a54
�=¨ ï ¦&¡ ¡ ï �&� � °�ï �&� °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ ¡ ï §&§ ¡*� ï £A¨

a55
�=¨ ï � ° ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ±Eï¢° ¤ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a56
�.¦ ï � ° ¡ ï �&� � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ ¡ ï §&§ ¡*� ï £A¨

a57
�*� ï ¦*§ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ �s¡ ï £&¤ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

a58
�.¦ ï¢° � � ï �&¤ �=§ ï ¦A¨ �=� ï �=£ ¨&¨ ï �=¤ �=§ ï ¡&¡ �=¦&¦ ï ¦

a59
�*� ï ¦ � ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ �s¡ ï £&¤ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a60
�*� ï ¦ ° ¡ ï �&� � °�ï �&� °{ï ¤ ± �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a61
�.¦ ï � � ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a62
�*� ï ¦&¡ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ±Eï¢° ¤ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a63
�*� ï¢° ¦ �&� ï ¦ � � °�ï �&� ¤ ï¢° £ £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a64
� ï �&¦ °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ ¡ � ï�° § ± � ï �&� ¡ ï §&§ ¤&¦ ï �s¨

a65
� ï �&£ ¡ ï �&� �=§ ï ¦A¨ ¤L� ï £&¤ ° � ï §A¡ £ ï �&£ ¡*� ï £A¨

a66
�.¦ ï ¨ ± ¡ ï �&� � °�ï �&� � ±EïÔ± § �s¨ ï �A¨ § ï �L� ¨*¦ ï ¨ °

a67
�.¦ ï ¦*§ ¡ ï �&� � °�ï �&� ±Eï¢° ¤ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a68
� ï �L� ¡ ï �&� � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a69
�.¦ ï ¤ ± �&� ï ¦ � �=¦ ï¢° ¡ £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ § ï �L� ¨*¦ ï ¨ °

a70
� ï ¤&¦ °{ï �&§ � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a71
� ï ¨*� � ï ¦ ± � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° ¨&¨ ï �=¤ �=§ ï ¡&¡ �=¦&¦ ï ¦

a72
§ ï � ° °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ §L� ï ¤&¦ ± � ï �&� ¡ ï §&§ ° ¦ ï �A¨

a73
§ ï ¤ ± � ï �&¤ �=§ ï ¦A¨ ¡ � ï�° § ± � ï �&� ¡ ï §&§ ¤&¦ ï �s¨

a74
§ ï ¤ ± °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ ¤L� ï £&¤ ° ¦ ï ¤ ° ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a75
§ ï�° ¤ � ï �&¤ �=§ ï ¦A¨ ¤L� ï £&¤ ° � ï §A¡ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a76
§ ï ¡*¤ °{ï �&§ � °�ï �&� �s¡ ï £&¤ ¨&¨ ï �=¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°

a77
� ï�° ¦ ¡ ï �&� �=¦ ï¢° ¡ £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ § ï �L� ¨*¦ ï ¨ °

a78
§ ï ¤&¤ °{ï �&§ � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ ± § ï ¤ ±

a79
§ ïÔ± ¡ °{ï �&� � °�ï �&� ¡ ï ¨ ° �s¨ ï �A¨ £ ï �&£ ¡*� ï £A¨

a80
§ ï ¡ � � ï �&¤ � °�ï �&� ±Eï¢° ¤ �s¨ ï �A¨ § ï �L� £&� ï�°&°

ó Ô�Ü¾Ü�Ô=_ Í Ø ì Ø{Ý��<å-Þ ã¦ì Ý

�=¤



ó Ô�Ü�Ü¾Ô=_ Í Ø ì Ô ó å�ê{Ý�Þ Û Ý×!Ý Ù{Í Ø ì Þ ã¦ì Ý
Ó ã á�Ý g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7

a81
¡ ïÔ± § � ï �&¤ �=§ ï ¦A¨ ¡ � ï�° § ° � ï §A¡ ¡ ï §&§ ¤&¦ ï �s¨

a82
¡ ïÔ± § °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ ¤L� ï £&¤ £L� ï�° ¦ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a83
¡ ï £L� � ï �&¤ � °�ï �&� �=� ï �=£ �s¨ ï �A¨ ¡ ï §&§ ¡*� ï £A¨

a84
§ ï ¨*¤ ¡ ï �&� �=¦ ï¢° ¡ £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °

a85
§ ï�°Í± ¡ ï �&� ¤ ï ¡ ° £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ § ï �L� ¨*¦ ï ¨ °

a86
¤ ï £&£ � ï �&¤ �=§ ï ¦A¨ ¤L� ï £&¤ £L� ï�° ¦ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a87
¤ ï�° ¤ °{ï �&§ �=§ ï ¦A¨ ± ¦ ï ¡*§ �s¨ ï �A¨ ¤ ï �&¤ �=¦&¦ ï ¦

a88
¤ ï ¤ ± °{ï �&§ � °�ï �&� ±Eï¢° ¤ £ ï ¡}¤ � °{ï §&£ £&� ï�°&°

a89

±Eï ¨*§ � ï ¦ ± �=§ ï ¦A¨ ¤&¦ ï�° £ ° ¦ ï ¤ ° £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a90

°{ï ¦&¤ � ï ¦ ± �=§ ï ¦A¨ £&� ï ¡*§ �s¨ ï �A¨ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°
a91

°{ï ¤ ° � ï �&¤ ¤ ï ¡ ° ±Eï¢° ¤ £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ £&� ï�°&°
a92

±Eï �&� °{ï �&§ £ ï ¦&¨ £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a93

£ ï ¤&§ � ï �&¤ ¤ ï ¡ ° � ±EïÔ± § £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a94

£ ï §&¤ � ï �&¤ £ ï ¦&¨ £ ï ¤*� £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a95

¨ ïÔ± ¤ � ï �&¤ ¤ ï ¡ ° � ±EïÔ± § £ ï ¡}¤ � °{ï §&£ ¨*¦ ï ¨ °
a96

¨ ï §L� � ï �&¤ £ ï ¦&¨ £ ï ¤*� ±<ï¢° � £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a97

� ï ¦ ° � ï ¦ ± � °�ï �&� ° � ï �&¦ £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a98

� ï�° § � ï ¦ ± £ ï ¦&¨ � ±EïÔ± § £ ï ¡}¤ £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a99

� ï ¤&§ � ï �&¤ £ ï ¦&¨ � ±EïÔ± § ±<ï¢° � £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °
a100

¦ ï ¤&¦ � ï ¦ ± ¦ ï ¡�� £ ï ¤*� ±<ï¢° � £ ï ¦A¨ ¨*¦ ï ¨ °

�s¡
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g1 g2 g3 g4 g5

u0
j

¦ ¦ ¦ ¦ ¦
u1

j [0.25w1, 0.6w1] [0, 0.18w2] [0, 0.16w3] [0, 0.2w4] [0, 0.125w5]

u2
j [0.5w1, 0.65w1] [0.22w2, 0.42w2] [0.14w3, 0.34w3] [0.2w4, 0.4w4] [0.1w5, 0.3w5]

u3
j [0.65w1, 0.8w1] [0.62w2, 0.82w2] [0.44w3, 0.64w3] [0.6w4, 0.8w4] [0.7w5, 0.9w5]

u4
j [0.75w1, 0.99w1] [0.8w2, w2] [0.86w3, 0.99w3] [0.8w4, w4] [0.875w5, w5]

u5
j w1 w2 w3 w4 w5

g6 g7

u0
j

¦ ¦
u1

j [0, 0.175w6] [0, 0.3w7]
u2

j [0.18w6, 0.45w6] [0.1w7, 0.5w7]
u3

j [0.425w6, 0.7w6] [0.45w7, 0.8w7]
u4

j [0.7w6, 0.85w6] [0.75w7, 0.9w7]
u5

j w6 w7

1 ã ß{Ü¾Ý £ D 6 ê ã ÞðÝ�Ô ó å¨ê{Ý�Þ ã[Û å Í¾ã Ü1Õ�å Í Ü Í å a�ó Õ{Ø{×�å Í Ô�Ø{Ö
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