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� �����
���	��
���)��#�������)�����#Π

��������,�&�*�!�����0�������,Π ������'��0����������!�x�,Π ��*�,���������������y
,��x.��*������;opt(x)

�&�0�����,���)��#�����������,x��*�;ω(x)
�&�0�����,���������������,x' +��&��,������.�&������M0������������ω(x)�, ��������!�x �, �����)�����#Π.���� ��*����*���&��)��#�#��������,��x �&��������������!��,�&����)�����#Π′.�&���Π ��*Π′ &�0��&���#�����, ������!����*

�&���#���������M���,����;������!�.��*�&������,Π′ ��min ����)'.max�.�,�&������,Π��max ����)'.min�' ����� �������������������;����;��!�#)���' R�� ������!�. ,���&�#���#�������0�������,���0�����������#��)�����#.�&����������������� �#��������!;!��
�,#�P�#�#�����*�����!�.�'�'.�&��)��#�#���������,#�P�#�#���0�����������#��)�����#'
%&�!�#)��������, ��!&�������������� ���0��� ���!��&�������)�����#����M&��*' ¡��&�!������;.�P�#)����,)�����#�,���&�!&���������������������;!�#)���*���#�P�#�#��*�)��*�������&����&�����������������&��#)�;���.#���#�#0����P!�0��.��#���#�#
���)&M!�������.�&����&�����������������&�������0����PM����,�&���)��M���)&'
(��;��#��� �))��P�#�����*�������&)��;��#��� !�#)��������,3���*5.���&���)�!����

)��*����*!��������. ,����������������,��&��*���)�����#�' %��#�����!&!�������&�0�
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�#��������&������������������*���&������0�������������������������*���)��#�����' ���,��#���;.,�����))��P�#�����
�������&#�!�#)������,���������������y

,��x���&0����mA(x, y).�������*��*�))��P�#������������*����*�� γA

Π(x, y) = mA(x, y)/ opt(x) ��*���*���������� ����� δAΠ(x, y) = |ω(x) −
mA(x, y)|/|ω(x) − opt(x)|' +��&��,������.�&���0��������*������*.��,����!���)�����#Π
������*��))�*' R�����;�����&��.,����;)�����#Π ��*,����;������&#�.0 6 δAΠ 6 1'���))��P�#�����#������µ ��!����*����������
����]]���,��0��������������y1

��*y2
,����

������!�x �,���)��#�������)�����#Π.�&�,�!��&��y1
��������&��y2

�#)�����&��µ(y1)��������&��µ(y2)' ¡�0�����;.���&����*��*��**���������� �))��P�#��������������!���M���)�!����#�������'2����*����&��;)��,�))��P�#������������.���)�����#�!����!�������*���&���)�!����&��))��P�#����������������,���&�#'-�.,���P�#)��.������������&�!�����,���)�����#�)��;��#����;�))��P�#�������&��!������� �*�������������������������������&�!�����,)�����#�)��;��#����;�))��P�#�����;����*��*�*�����������)��;��#�����#��)M)��P�#������!&�#���. �'�'.���&������*��*�*���������������������������;!������6� ����&��
���*�.�&��������!&��0�*�;�&����!&�#�������,�&�,��#1 − ε �,��#�P�#�������)�����#�������*��*�))��P�#�������*,����;)�����#��*���������� ������1 + ε �,��#���#�������)�����#�������*��*�))��P�#������,����;ε > 0�

�����;.����������������&�!�����,)�����#��))��P�#�����;����*��*�*�����������,���;)��;��#�����#��))��P�#������!&�#���.�'�'.���&������������������;!������6����#�)��;��#��������&�&������,�&���������!����*��1/ε' ¡�&������*��*�))��P�#������;!������&�0���������*����*���&��������������.,���P�#)��.��� ����)�����#�)��;��#����;�))��P�#�������&���������&#�!�))��P�#�����������.�����! ����&����&�������!&��0�*���)��;��#����,�&������,�&�������!��.��!'.
����.,��������!�. �].6:� ,��#���*�������������!&����*��*�))��P�#�����!�������'+��&��)�)�������*;!�#)��������,�����.��*���&�*���������� �))��P�#����������.,������. ,������!�����,�����. �&�����,#�P�#�������)�����#��&��������������
�,�&�!&��!�#)��������)��;��#��� ��#�. ������ ��,������!�����,����. �&�!�����,
)�����#��&�����!���)��#�����������������**�����������))��P�#�������������&���)�!����&����������)��#�'
" #���	�	��	��

R��#���;.�����)��#�������)�����#Π
��*����*���,���M��)�� (I, sol, m, opt) ��!&�&���

I
���&�����, ������!���,Π ��*��!������!������*��)��;��#�����#����0��x ∈ I .sol(x)*�������&�����, ,�����������������, x� ,���0��;y ∈ sol(x). |y| ��)��;��#��� ��|x|���0����;x ��*��;y )��;��#��� �� |x|. ���!��*�!�*� ��)��;��#��� ��#��, y ∈ sol(x)� ��0��

x ∈ I ��*y ∈ sol(x).m(x, y) *�������&�0�����, y ,��x�m
��)��;��#����;!�#)��������*

��!�##���;!����*,�������0����.����$�!��0�0����������;.opt ∈ {max, min}' %&�����,���)��#�������)�����#�,��#��&�!�������'�����)�����#Π
�����*�������%���
���%

&�'���. �,. ,����;������!�x �,Π. �&�0�����, �&��)��#�#���������, x ������*�*�;�)��;��#�����|x|'%&�����,)��;��#����;����*�*)�����#��,���,��#��&�!������� �('
R���������&�)��0�������������.�&������M0�������������,��������!�x �,�����)�����#
Π = (I, sol, m, opt). ω(x)

�� �&��)��#�#��������,�� x ���&���)�!� ���&����)�����#
Π′ = (I, sol, m, opt′)�&���opt′ = max.�,opt = min ��*opt′ = min.�,opt = max'-��!��&�����������,�&�:8)�.������!&���&�0�����&��&�;���������*��)��0�*��������!M����������*��*�))��P�#������;*���������������))��P�#�����)�����0�����*�!���������*��
�����*;!�#)�����������))��P�#������;!������'*����&��!�#)��������,�����))��P�#������;
!����!�������������;��)��0�*����������*����&��))��P�#������;�, ���#�#����. ��

]



�&�������&����!&������#�����&����)�����#�,�&��!����!��&�0��������))��P�#������;
��&�0���������

P = NP' (�����������������&��*���!����.���*���&��)�)��. ���. �#�����&���.�&��������6].]].]7�' +��]]���0�����������#���#�������)�����#�&�0������&����������M!�#)������*�����))��P�#�����)�����0�����*�!����!����*������M��*�!����.*������
���&��;!���M���)�!�����))��P�#�����#������r'
�����	�
��� �����*��������)�����#�Π = (I, sol, m, opt) ��*Π′ = (I ′, sol′, m′, opt)'�������M��*�!�������)��� (f, g) �, )��;��#����;!�#)������,��!�����. f : I → I ′ ��*g :
I × sol′ → sol ��!&�&���

• ∀x ∈ I .x 7→ f(x) ∈ I ′�

• ∀y ∈ sol′(f(x)).y 7→ g(x, y) ∈ sol(x)�

•
�,

r
�����))��P�#�����#������.�&��rΠ(x, g(x, y))

�������*��rΠ′(f(x), y)'
%&����&����&�)�)��.,����;��*�!����.������*������;Π ≤R Π′ �&�,�!��&��Π M��*�!����Π′'+� �]7�. �&� ���!������� ����,���&�����������*�!�*��*!�#)����)�����#�&�0�����)��0�*�*,����.��*���M��*�!����' +��6]�.�)��;��#�����#��))��P�#������!&�#�
)�����0�����*�!����.!����*�M��*�!�����&���.&�����������*�!�*��*�&��P�����!��,���M
!�#)����)�����#�&�������&���' +��&��,������.���������&����#����,��#�7.67���*
�����������������*�,�'
�����	�
��������*��������#�P�#�������)�����#�Π ��*Π′'%&��.Π ≤PTAS Π′ �,�&���
�P����&���,��!�����f .g ��*c.!�#)��������)��;��#�����#�.��!&�&���

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.f(x, ε) ∈ IΠ′

�

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′(f(x, ε)).g(x, y, ε) ∈ solΠ(x)�

• c :]0, 1[∩Q →]0, 1[∩Q�

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′(f(x, ε)).γΠ′(f(x, ε), y) > 1 − c(ε) ⇒ γΠ(x, g(x, y, ε)) >

1 − ε'
R���&��#���. ����&����*�!����!����*�&������*����*�� �6]��;#�����,�&�!&����M
!�#)����)�����#�&�0�����)��0�*�*'
-��)�������;�����&.*�����������))��P�#�����.���&���&�����*�!�*��������!�69NN.&����������;���#���!���;���*������&�98)���O.6.Q.]O����.�����������*��.�&�#���������������,����&���,��#��,��#�����,������*�#����;���#���!���������*����*������6O.6Q��' +���;!���.������!������))���!&���&����*;�,*�����������))��P�#������;&������*�0���))�*

��������'%&�����&�#�����$�!��0��,�&��)�)��'
R�����,���. ����������0��&���&���������*�!�������]]� �������))��P�#�����)�����0���

���&���)�!���*�����������))��P�#�����'%&��.�������������-�!����7.�&����&��P�����!�
�,���M!�#)����)�����#��������&�,��#������,�&�*���������� �))��P�#�����' +��9�. �����&����&���&����P���)�����#�,���&�!&��)��;��#�����#��������&#!������������&��
��;��������!�#)���*���� ���0������&��;,��,��#���������.����������' +���&��
���*�. �&����P���)�����#�,���&�!&�&�*���������� ������, ��;)��;��#��� ��#��������&#������� ��8' %&�� ���&�!���,���P�#)��,��#���#�#��*�)��*���*�#����������' -�!&
���&�0��� ��)������� ������ !��� ,�� �&�*���������� �))��P�#������;�, �����)�����#
��**��������!�����,���!����*� ������-�!����7' "������;� ����M!�#)����.�&�)�����#��,� �����&������&�,��������)��)���;� �,����,�&�#!����)��;��#����;
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���0�*���&����0�����M!��������*���������� �))��P�#��������������!��;��������&��8.�&����� �,� ����!��' ��)��0���-�!����7�&����*���&�������M��*�!����NPOM!�#)����=
� ����M!�#)����⊆ � ����⊆

���'+�-�!�����.����!����&����������,�&��P�����!��,!�#)����)�����#�,������'��
*���������������*�!����.!����*�����M��*�!������*�&���&����*����#��;����������
)�����#��������M!�#)����'
����*������. �&����#����������!�������,������&������������������ ���

��*���'%&��������. �����*�!�*. ����&�0������*;#�������*���]7�. ��*����*�����M�!�� ���#���*. ,���&��#���. ��*�)��*����;����;�))��P�#������;)��)���;�, ���#�#�����&��!�,���&.��� ��������������,��*�����������))��P�#������������&������*�,*������
��;*���������� !������)���,����' %&����������.���.��.����&�;�)������.�&�!�����,�&���� �()�����#��&��������!���;�)��#���������������&���)�!����������������&���&��*����������!�����������*��*�))��P�#����������' +��������*�!�*���:��&������!���)��#�
)�����0����������*�!����.�&�!&����)�!��� !����, �M��*�!����)��0�*�*���&��#�����������!���)��#����;)��)������.������*����*'
�����	�
���4��Π′ ��*Π

��������)�����#�'���M��*�!����h = (f, g)
�����!���)��#�

)�����0�����*�!��������M��*�!������,�&�,��������)��)������&��*�

•
,����;x ∈ IΠ′ .�&����P�����������sol′Π(f(x)) ⊆ solΠ(f(x)) ��!&�&���

g(x, sol′Π(f(x))) ⊇ solΠ′(x) ����$�!��0��;��
∀y, z ∈ sol′Π(f(x)).mΠ(f(x), y) 6 mΠ(f(x), z) ⇒ mΠ′(x, g(x, y)) 6 mΠ′(x, g(x, z))
�)������#�������!��;��

•
,���0��;!�������k.�&����P�����!�������h ��!&�&���
��0���kM����*�*����&���&��*N

,��Π.�&����P������hM����*�*����&���&��*N ′
,��Π′ ��!&�&��,����;������!�x ∈ IΠ′

��*u, z ∈ sol′Π(f(x)).u ∈ N(f(x), z) ⇒
g(x, u) ∈ N ′(x, g(x, z)) ���!����;��

∀z ∈ sol′Π(f(x)).�,z ���&��)��#�#�0��sol′Π(f(x))∩N(f(x), z).�&�������&��)��#�#�0��N(f(x), z) �*�#����!��'
+�-�!����Q.������*�����&�*���������� !������)����,���.*�����*�;����.������
��. ������!������. ��#��;DGLO0. �&�!�����,#�P�#�������)�����#��,��� ���,��
�&�!&0����8�� �,���������� ���0�����;. �&������ ����. ��*DGLOAF. �&�!�����, �&�#���#�������)�����#�Π �,��� ���,���&�!&�&����P����Π′ ∈ DGLO0

��!&�&��Π �������;�����,��#������Π'������*�0������!���)��#�)�����0�����*�!�����������;���)���*,��#�&����M��*�!�����, �:���*.��*���&�������*�!������)��0��&��P�����!��,�������
!�#)����)�����#�,��

DGLO0 ∪DGLOAF'R�����;.�;*�0��������))��)�������*�!����.���&���&��P�����!��,&��*)�����#�,�������������!�����,�����'+��&��,������.���#����,���)�����#���#�������*��*���*��!����*'%&���*��������������&�����&�)�!��!�������,�&����������������������0�����))��*�P�'
� �	������	��#�	������������

�����*;���&����!�������M!�#)�����������&���)�!���*���������� �))��P�#�����' ����*
�)��"��������6�, �]]�. ��0����-�!����].��*�����)����!����������M��*�!����. !����*�M
��*�!����.�&�!&��������&�������,��)��0������M!�#)��������'

�



�����	�
��� ��M��*�!�����������!���*�!�����)���&���)��!�#����,�&��&��*���#��
"��������6�;�&�!��*�����δΠ(x, g(x, y)) > δΠ′(f(x), y).δ > 0'%���)��#�������)�����#�Π��*Π′ ������'
������,Π �M��*�!����Π′ ��*Π′ �M��*�!����Π'
���
�������	
��������
��������'
������
��

�� ��!������!� �*���������� ��*�!����,��#��	
�������
���' 4�� ϕ

����
������!��,��	
�����n 0����������*m !������'%&�������!�ϕ′ �,��
���!�������m!��������*�&���#�����,n 0��������' ���&��!&!�����`1 ∨ . . . ∨ `t

�,ϕ ������!������ϕ′

�&�!��$��!���� ¯̀
1 ∨ . . . ∨ ¯̀

t.�&��� ¯̀
i = x̄j

�,
`i = xj

��*¯̀
i = xj

�,
`i = x̄j ' +������;������&���,��������#���y ���������&�������!�ϕ �&���&�!�#)��#����,y ��������ϕ′' +������;������&��opt(ϕ′) =

∑n
i=1 w(xi) − opt(ϕ) ��*ω(ϕ′) =

∑n
i=1 w(xi) − ω(ϕ)' ����. �,m(ϕ′, y′)���&�0�����,�&���������y′

��ϕ′.�&���&�!�#)��#����,�&����������y
&����ϕ

�&�0����
m(ϕ, y) =

∑n
i=1 w(xi) − m(ϕ′, y′)' %&��. δ(ϕ, y) = δ(ϕ′, y)' %&���*�!����,��#��
�����

��	
�����!�#)�����;���������'
��������;.��66.]]��.��*������;��������*������.�&�!�������,#�P�#���������*#���#����������)�����#�.���)�!��0��;'

���
����� ��	
���
�������������������
���
��������������'��
��≤D

� ��������������������������'���≤D� ��
��
��������������� ��
�����������&����
��

�� R���&�!�#)���������,��
���. ��#����&��%&����#7'6���]]�.����*�)����
�P��������,����)�)���, ��68���,� !��M!�#)�����������)��#�������)�����#�.&��*�,����;!���M���)�!�����))��P�#�����#��������*�&���&�*���������� ������� ��!&�#������'
R���&��#���. ����������
�. ��*����*���]]� �� ��*��*������M0�������,����
���' %&�
������M!�#)���������,��	
���!����)��0�*���P�!��;�&���#���;'R�����;.�&�����
���������,�����������##�*��������������,%&����#6'+��!�#)�����;�����������;. ����%&����#6���!��)��0��&��M����0����!��,��"#$%&��'(')*)+()����(��*��	"#$%&��'(')*)+()����('
,
�
--��.�� ��"#$%&��'(')*)+()����(�����	"#$%&��'(')*)+()����(
������������/'���≤D

�
������&����&��.�&��������,�]]�������&�������M!�#)���������,����*�%&����#7'7�!��������������;��������3�������!�����*�!����5 ����������, �69. 6N��&����� ��)��0�*�&������*�����)&����&)��;��#����;����*�*�*��M*�����!����������'+�,�!�.�&�������!�����*�!���������' -���������
� ,������*�*�)��*�� �]]�. ��!����*���*�������
!����������P!����0��;�*����,#�P�#�#*�����!�' �����!&������������������;�,�������,����;������!��,����*��&������M0������������,���&��)�����#�����)��#�����������,
��	��*��&��!��&���������*�!�����,%&����#7'7���]]��������M���'R�����;.����������
��*�)��*���]]�,����"#$%&��'(')*)+()����(!���!�*�����&�&������M0�����������&�������*�)��*&�����-�!����6���.�&���������*�!�����,%&����#7'����]]� ����M���'
����������*�!����))��P�#�����!����.!����*� �������&��,������.�&�����#�0��;

�������,��*�����������))��P�#������&���&������������&�����*��*!���'
�����	�
�0� � �������&�!�����,���)�����#�Π ,���&�!&�))��P�#��������&����;*�����������))��P�#����������δ > 0����*�������=

��'�)�����#Π
�����*����� ����M&��*. �,�))��P�#������,Π ���&����;����!��;)�����0�*���������� �))��P�#��������������*�#)�;�))��P�#������, ��;��&��� ����)�����#���&������!��;)�����0��))��P�#�����

������'

O



4��Π′ ������M!�#)����*�!�����)�����#��*Π �����)�����#'%&���*���;����*��,��)��0�����!�������,Π ��� ������.��������,��#��������!��,Π′.��!������!�������!��,��Π�&��&�0����;���*�����!�,�������0�������*��)��0��&����;*���������� δM�))��P�#�����,��Π′.δ > 0.!���**���������&�������)�����0�������!����*������0�������!��,��Π′' +���M���0��;.,����;� ����)�����#.�&����P��������������������!�,���&�!&.������P = NP.��;)��;��#�����#��))��P�#������������&#!�����!�#)��������������&���&�����������'2�#����&����!��������� ���������&���������0��&���)�����0��))��P�#�����������'
%&�����#����������������!�8M�))��P�#������;��)��������&�����������!�������;��0��,�������)�����#���&�*�����������))���!&'
�����-��� �����'*'��'���+�����(�'��+��9� ����)��0�*�&���,P 6= NP.�&��.,����;*�!�������δ : N → (0, 1).����'*'��'���+�����(�'������*���������� δM�))��P�#������)��;��#�����#�'��0����������!�ϕ �,������&n 0��������x1, . . . , xn

��*m!������C1, . . . , Cm ��!������!�����)&G. ������!��,����'*'��'���+�����(�'�����!���������&��;)�����0�������� xi
�0����Pui

��*���&��;������0�������� x̄i
�0����Pvi'

R�� i = 1, . . . , n ��*����*���uivi' R����;!�����Cj ���**��G �0����Pwj
��*���*��

�������wj
��*��!&0����P!�����)��*�������������!�������*��Cj 'R�����;.���**�*�����G����*�����������!�#)�������)&��w1, . . . , wm'����*�)��*�������,G !���������#���n+10����!�����!���!���������#������0����P�#���w1, . . . , wm

��*��#������0����P�#���ui��*vi
,��i = 1, . . . , n'����*�)��*���*�#����������!����������&�0����!��!�����)��*������������������,��������������������#�����*���0����P!�����)��*������!���������������*

�;�&��������#��������������������,G �, ����n + 1' +,ϕ �������������&��opt(G) = n���!��&�����,0����!��!�����)��*������&��������������, ��������#��������,;���ϕ
����

��*�)��*���*�#���������� ���!&0����Pwj
��*�#�����*�;�0����P!�����)��*����������

��������,Cj��,#���#�#����' ¡��&���&��&��*.�,ϕ ����������������&��opt(G) = n + 1'-�. ��;��*�)��*��� *�#���������� �, G &�� !��*������;���&�� n. �� n + 1'  ��!�. �, ���))��P�#������������&#�!&��0���))��P�#��������������!��;��������&��8.�'�'.�,��!�#)����
�������������!��;�������&���&����������.�&��������!�#)������)��#����������,��G ��,����n�.�&�����!��!����!��;*�*�!��&��ϕ ������������.�&����, �������������������,����
n + 1.�&�����!��!����!��;!��!��*��&��ϕ ���������������'
�;�����������*�!�����.����)��0�*���]���&��,����;k > 3.)��;��#����;����*�*��	
k�����B ���������&��������#���#���������*#�P�#�������0��������,�������M������)����#M#��������� ����'
���
���������≤D

/����������= ��
���	�������⊆ �����	�

��

��������)��0�NPOM!�#)����⊆ � ����'R�P�)�����#Π ∈ NPOM!�#)����'%&��.,����;Π′ ∈ NPO.Π′ ≤D Π'����#��&����	
k�����B ����*�,��Π′'%&��.,��#�]����*�;�&�,�!���	
k�����B ≤D Π.��!��!��*��&��Π ∈ � 
����'

�����)��0�NPOM!�#)����= � ����M!�#)����' R�P�)�����#Π
���M!�#)����'

R����;)�����#Π′′ ∈ NPO.Π′′ ≤D Π' ����.�;�&�,�!��&��NPOM!�#)����⊆ � ����.
Π ∈ � 

����' -��!�� ����⊆ NPO.�&��,����;)�����#Π′ ∈ � 
����.Π′ ≤D Π ��*�&��Π ��� ����M&��*' +��&���&��*���!����.�P�)�����#Π � 

����M!�#)����' R����;
)�����#Π′′ ∈ � 

����.Π′′ ≤D Π�
��)����!������	
���≤D Π' -��!���	
��������M!�#)����.�&��,����;Π′ ∈ NPO.Π′ ≤D

��	
���' %&��.Π′ ≤D Π ��*.!����������;.Π �����M!�#)����'
R�����;.�&���!������� ����M!�#)����⊆ � �������##�*����,��#"��������O'�������� ��������������,��#�&���0� ��� 
��� 
� ������
��&�
�����������

���� �����%���������!����*��������&�,�!��&��� �������&�&��*���*�����������)M
)��P�#������;!���������.���#��&�������&�����M!�#)����≡ � ����.�������*��

Q



��)��0��������*��������� ��*�!������;' R�� ������!�. ��#����&��"��������O!���*��
�����*�;#�����, ���*�!����' R���P�#)��. !����*������*�,%�����M��*�!������*!��� ��
��M��*�!����' ���� �)�����#Π

��M��*�!�������)�����#Π′ �Π ≤TO Π′�. �, �&����P�����%�����M��*�!�����&�!&.�;�**������������.�0�������;.�)��;��#�����#����,�����������
���!��,��Π′.�����,��#���;δM*�����������))��P�#������������&#,��Π.δ > 0

�������)��#��
��P�!���������&#,��Π′'%&��.� �������&�!�����,���)�����#�Π ,���&�!&�&����P��������M!�#)����)�����#Π′ ��!&�&��Π′ ≤TO Π'  ����0��. �)�����#��� ����M&��*. �,��;)�����#��� ������M��*�!������' *��������;�&����M��*�!����!�����������
)����!����!����,���&�M��*�!������*�&���������*�!�����, �]]�' /�����&��≤TO

.���!��
)��0��&�����M!�#)����= � 

����M!�#)����= � 
����' +�,�!�. ���!���M��*�!��������)����!������M��*�!����.�&�)���,�,�&��������;���M!�#)����= � ����M!�#)������%&����#7����;������'¡��&���&��&��*.����*����)��0�� ����M!�#)����= � ����.��!������� ����M!�#)����⊆ � �������##�*����' R��� ����M!�#)����⊇ � ����.

���P�� ����)�����#Π ��*)��0��&����;� ����M!�#)����)�����#Π′ ��M��*�!����Π' 4��Π′′ ���&���M!�#)����)�����#�&��&���������*�&���!�������,Π ��� ����'2�#�������&�����!�Π′ ����M&��*�&��)��#���������**�!�����0��������,Π′ ���)��;M
��#��� ��#�����0����� ��7��� �&���0������������M&��*��*��M!�#)������**������&�#�;Π′

O
.��*Π′

D
.���)�!��0��;' %&���M!�#)���������,Π′′ ��*Π′

D

�#)����Π′
D ≤K Π′′' ¡��&�

��&��&��*.��&�0�Π′′ ≤TO Π' +����. ���Π′ = Π′
O ≡ Π′

D ≤K P ≤TO Π.�&����;≤K
��

*������&���������)M��*�!����,��#Π′
D
��P .��*����≡ ◦ ≤K ◦ ≤TO

�����M��*�!����' -�.
� ����M!�#)����⊇ � ����'
R����� 6��0�� ���##��;�, �&�!����M��!������� *��!����*���0���*��≤D

' *����&��
)�����#�����*. �����&#�P�#���������*#���#�������0�������.��	��'*'��'���'�.
���+�+)�(.��!'.���.��*��≤D

.���M�����#�*����.�'�'.�&�;��������NPO \ 0 
����'

���

� ����

���M!�#)�����
� ����M!�#)����

R�����6��������!���������*!�#)����������*�����*�!����'

� �	������	��#�	������������
4��������**�����&�)�����#�,!�#)�����������&�!��������'*��������&���!���,��
���*����,�&�)���,�,�&�����*��*���M!�#)���������,��	
����B ��0�����6]���������&�������&�,��������)��)��������&�!&���������*���&��,������'
��
�
��	�
��� ��	
����Π ∈

��	� ��	
����'���
���f /g ���c �'������∀x ∈ IΠ/

N



∀z ∈ solΠ(x)/∀ρ ∈]0, 1[�
�� f(x, z, ρ) = (ϕx,z,ρ, Wx,z,ρ, wx,z,ρ)



��(ϕx,z,ρ, wx,z,ρ) ∈ I��	
���� f

����%���
���%

����'��&��

�� ∀y ∈ sol��	
���(f(x, z, ρ))/g(x, z, ρ, y) ∈ solΠ(x)�g

����%���
���%����'��&��

�� cρ :]0, 1[∩Q →]0, 1[∩Q�

�� 
� γΠ(x, z) > ρ/ ���f(x, z, ρ) ∈ I��	
����B ���/∀y ∈ sol��	
����B(f(x, z, ρ))/ 
�
γ��	
����B(f(x, z, ρ), y) > 1 − cρ(ε)/ ���γΠ(x, g(x, z, ρ, y)) > 1 − ε�

*����&�� f ��*g ������,��!������, ε ��*�&���&���*�!������&�!�#)��������, f���*�&������)���������!�#)��������, g����!�#)��������)��;��#��� ��#�' %&�,�!� z
���ρM�))��P�#�������*.!����������;. �&��Π

�������. ��������!����*�� ������!�f(x, z, ρ) ����������!��,��	
����B ��*��!����*���&��g )�����0��)��;��#��� ��#��))��P�#������!&�#���'
������*������������,)��;��#��� ��#�*���������� �))��P�#������!&�#���)�����0���

��*�!������;.!����*�����M��*�!�������&��,������'
�����	�
��������*��������)�����#�Π ��*Π′'%&��.Π ≤DPTAS Π′ �,�&����P����&���
,��!�����f .g ��*c.!�#)��������)��;��#�����#�.��!&�&���

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.f(x, ε) ∈ IΠ′

�f
��)������;#����0����*�

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′(f(x, ε)).g(x, y, ε) ∈ solΠ(x)�

• c :]0, 1[∩Q →]0, 1[∩Q�

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′(f(x, ε)).δΠ′(f(x, ε), y) > 1 − c(ε) ⇒ δΠ(x, g(x, y, ε)) >

1 − ε�
�,

f
��#����0����*. �'�'. f = (f1, . . . , fi). ,����#� i )��;��#��� ��|x|. �&��. �&�,��#���#)��!�������!�#��� ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′((f1, . . . , fi)(x, ε)).∃j 6 i��!&�&��δΠ′(fj(x, ε), y) > 1 − c(ε) ⇒ δΠ(x, g(x, y, ε)) > 1 − ε'

%&�,��������)��)�������!���������;�&���'
��
�
��	�
��� �
���
�������&���Π ���Π′/ 
�Π ≤DPTAS Π′ ���Π′ ∈

���	/ ���
Π ∈
���	�

4��Π ∈ DAPX
��*�������*���������� ρM�))��P�#������������&#,��Π.���&ρ ∈]0, 1['%&����P�����)��;��#��� p ��!&�&��∀x ∈ IΠ. |ω(x) − opt(x)| 6 2p(|x|)' ��������!�x ∈ IΠ!����������������#��,���������������)�����#���

x :

{

opt v(y)
y ∈ Cx

�&���Cx
���&�!���������M����,x' R����;i ∈ {0, . . . , p(|x|)} ��*,����;l ∈ N.��*����xi,l�;�

•
�,

Π
���#�P�#�������)�����#.�&��

xi,l :

{

max
[

vi,l(y) =
⌊

v(y)
2i

⌋

− l
]

y ∈ Cx

:



•
�,

Π
���#���#�������)�����#.�&��

xi,l :

{

min
[

vi,l(y) = l −
⌊

v(y)
2i

⌋]

y ∈ Cx

��;xi,l
!����!����*���*����������!��,�����)�����#*�����*�;Πi,l'

��
�
��	�
�����ε < min{ρ, 1/2} ��
�

x ∈ IΠ����'�(i, l) ∈ {1, . . . , p(|x|)}×N

��'������

2i 6 ε| opt(x) − ω(x)| 6 2i+1 �����l = bω(x)/2ic���/�����%y ∈ solΠ(x) = solΠi,l
(xi,l)�

�� δΠi,l
(xi,l, y) > (1 − ε) =⇒ δΠ(x, y) > 1 − 3ε�

�� δΠ(x, y) > ρ =⇒ δΠi,l
(xi,l, y) > (ρ − ε)/(1 + ε)�

��

��2�#����&��,����;(i, l)*����*�����&������#����,�&�)��)���������*∀y ∈ solΠ(x).
vi,l(y) = bv(y)/2ic− l.���&�#�P�#�������!���.��*vi,l(y) = l−bv(y)/2ic.���&�#���#����������'R���&��#���.��#����&��δΠ(x, y) = δΠ0,l

(x0,l, y)'R�������.������#�Π �#�P�#�������)�����#��&�)���,���&�!����,#���#�����������#�����'+���*����)��0����#6.�����&��
⌊

v(y)

2i

⌋

−

⌊

ω(x)

2i

⌋

6
v(y) − ω(x)

2i
+ 1 �6�

⌊

opt(x)

2i

⌋

−

⌊

ω(x)

2i

⌋

>
opt(x) − ω(x)

2i
− 1 >

opt(x) − ω(x)

2i
(1 − ε) �]�

�&����]���������!����(opt(x)−ω(x))/2i > 1/ε'��#���������,�6���*�]���0��δΠ(x, y) >

(1 − ε)2 − 2i/(opt(x) − ω(x)) > (1 − ε)2 − ε > 1 − 3ε.��*�&�)���,�,���#6��!�#)����'
R���&�)���,�,���#]��#����&��

⌊

v(y)

2i

⌋

−

⌊

ω(x)

2i

⌋

>
v(y) − ω(x)

2i
− 1 �7�

⌊

opt(x)

2i

⌋

−

⌊

ω(x)

2i

⌋

6
opt(x) − ω(x)

2i
+ 1 6

opt(x) − ω(x)

2i
(1 + ε) ���

��*!�#���������, �7���*����!&��0��δΠi,l
(xi,l, y) > (ρ − ε)/(1 + ε)

�&��!�#)������&�)���,
�,���#]��*�,�&�)��)�������'
%&�)���,�,�&��P�����!��,�����M!�#)����)�����#���&�,��������%&����#�.������)��,��#�*������&�,���������!&�#�' ������)��0��&����;����)�����#Π

����M
*�!��������	
����B �;���*�!���������,��#��������,����	
����B ����������,��Π���*��������;≤D

S
'*�P�.��!����*���)����!�������M!�#)����)�����#Π′.��;��	��'*'��'���'��B���	
����B �&���������������M��*�!��������	��'*'��'���'��B'��	��'*'��'���'��B �����&�������*��������*.#����0��.����*��*��**�����������))��P�#�����������!���!�*�,������&��!���!�*��!�*��������0�����*�!����!����*��M��*�!����������0����;�����,��#��*����������)��;��#�����#��))��P�#������!&�#������

����*��*)��;��#�����#��))��P�#������!&�#�'%&�!�#)��������,�&��&�����*�!������)�!M���*��'�'.�&����,��#Π
����	
����B.�&����,��#��	
����B ����	��'*'��'���'��B ��*�&���M��*�!���������������*�!���������,��#����*����������)��;��#�����#��))��P�#������!&�#�,����	��'*'��'���'��B �����*����������)��;��#�����#��))��PM�#������!&�#�,��Π.�'�'.��	��'*'��'���'��B ∈

����M!�#)����'R�����]*�)�!���&�
����!&$������0�'
���
�������	��'*'��'���'��B 
����	��������

9



���
����

����

(%�-(%�- "(%�-"(%�-

���M!�#)����

Π

��	 ��	
��	
����B

��'*'��
�

��'*'��
��'��B �'��B

≤D
S

≤PTAS ≤ID

≤DPTAS

R�����]�%&��!&�#��,�&�)���,�,%&����#�'

��

���������&���&����;�������0����*)�����#Π ∈
������*�!������	
����B�;���*�!���������,��#��������*��*���*�����������))��P�#������!&�#���P����������&�!����,��������0��������##�*�����'2�#������� �&����0���,��#���ϕ. �0�������M����&� �;���#~w ��*�!�������B. ���!��*�!�*���)��;��#��� ��#��, (ϕ, B, ~w) ∈ I��	
����B ' -
��!�Π

��������. �������
)��;��#����������&#�&������������*���������������ρ ∈]0, 1['4����ε < min{ρ, 1/2}'
R����;ζ > 0.��*������;Oζ

�����!���&��.,����;������!�x �,��	
����B.!�#)�����,���������������
Oζ(x) ∈ sol��	
����B ���������

���γ��	
����B(x, Oζ) > 1 − ζ ' ��!������!����������&#����*�!�����������&�����!����!&�&���

•
�����������*�����������))��P�#����������1 − ε

,��Π ��*

•
���&�!����&���Oζ

��)��;��#��� �����&�����*�.Oζ
!�����������)��;��#��� ��#�

�))��P�#������!&�#��.�������)��;��#���'
%&�≤D

S
M��*�!����!���#�*������*�)���&�!������!�����,�,�#��;F �, ������!��xi,l

� F =
{xi,l : (i, l) ∈ F}.�&���F ���,)��;��#���������*!��������)���(io, lo) ��!&�&���

• ���&��i0 6= 0.2i0 6 ε| opt(x) − ω(x)| 6 2i0+1 ��*l0 = bω(x)/2i0c.
• ��i0 = 0.ε| opt(x) − ω(x)| 6 2 ��*l0 = ω(x)'

��������R��������!�xi0,l0
�&������0������8�&��!�,���&����*��*��**���������� ������

!���!�*�' +���&�����*�.δΠi0,l0
(xi0,l0 , z) = γΠi0,l0

(xi0,l0 , z).,����� ,�������z'
��������R��i0 = 0.δΠ(x, z) = δΠ0,ω(x)

(x0,ω(x), z) = γΠ0,ω(x)
(x0,ω(x), z)'

-�))��������&����!&����F !����!������!��*��)��;��#��� ��#�' R����!&(i, l) ∈ F .
��!����*���&��&���,��!����� gi,l. fi,l

��*ci,l �(��)�������6�,���&�������!�xi,l' �����
ε′ = min{(ci,l)ρ(ε), (ci,l)(ρ−ε)/(1+ε)(ε/3) : (i, l) ∈ F} ��**����.,��(i, l) ∈ F .

η =

{

ρ i = 0
ρ−ε
1+ε
��&������

4��z = T(x)'R����;(i, l) ∈ F .�����

zi,l =

{

gi,l (xi,l, z, η, Oε′ (fi,l (xi,l, z, η)))
�,

fi,l (xi,l, z, η)
����������!��,��	
����B

z ��&������

68



2�#����&��zi,l
���,���������������,��xi,l

��*.!����������;.,��x' +����.�����������zi,l
���

	
��(i, l) ∈ F 
���		�����	�	��
������	�
�����������x'
�����)��0� �&�� ��!&��0�� *���������� �))��P�#���������� 1 − ε' 2�#����&�� ,��

(i, l) = (i0, l0). z = T(x) ��������������������*��*��*�����������η ,��xi0,l0 �
�;���#]�,

(��)�������7,���&�!��� i0 6= 0. �;2�#���]��&�������' �;���#��,(��)�������6�)M)���*,��)�����#Πi0,l0
��*,��ρ = η.��&�0�� fi0,l0(xi0,l0 , z, η) ∈ I��	
����B '  ��!�

�;
*���������, zi,l.zi0,l0 = gi0,l0(xi0,l0 , z, η, Oε′(fi0,l0(xi0,l0 , z, η)))' ¡��&���&��&��*.��!��� �&��
γ��	
����B(Oε′(fi0,l0(xi0,l0 , z, η))) > 1 − ε′'��*���������&���!�����

•
�,

i0 = 0. �&���;���#��,(��)�������6��*���!�1 − ε′ > 1 − (c0,ω(x))ρ(ε).��&�0�
γΠ0,ω(x)

(x0,ω(x), z0,ω(x)) > 1 − ε ��*2�#���]�#)����δΠ(x, z0,ω(x)) > 1 − ε�

•
�,

i0 6= 0.�&���;���#��,(��)�������6��*���!�1−ε′ > 1−(ci0,l0)(ρ−ε)/(1+ε)(ε/3).��&�0�
γΠi0,l0

(xi0,l0 , zi0,l0) > 1− (ε/3) ��*�;���#6�,(��)�������7��&�0�δΠ(x, zi0,l0) > 1− ε'
-��!�(i0, l0) ∈ F .�&�������*;!�#)���*�&���������zi0,l0

' �;�����������!!�����&���&�
�������������;�������*�;����&������#����&�!�#)���*����.���##�*�����;!��!��*��&������������������*��zi0,l0

'%&���,���.�������������&������1 − ε'
�������;)��0��&��F !����!������!��*��)��;��#��� ��#�' R���&��.��!����*�����!�����

•
�,

ε|ω(x)− opt(x)| 6 2.�&��|ω(x)− opt(x)| 6 b2/εc�
���&��!���∃k ∈ {−b2/εc, . . . , b2/εc}��!&�&��ω(x) = k + v(z)��&��i0 = 0 ��l0 = k + v(z)�

•
�,
∃i ∈ {1, . . . p(x)} ��!&�&��2i 6 ε| opt(x)−ω(x)| 6 2i+1.�&��|bopt(x)/2ic−bω(x)/2ic| 6

b2/ε + 1c���∃k ∈ {−d2/ε + 1e, . . . , d2/ε + 1e} ��!&�&��ω(xi,0) = bω(x)/2ic = vi,0(z) + k����&��!���i0 = i ��*l0 = vi,0(z) + k'
�����������;.F !����*����*���

F =

{

(0, v(z) + k) : k ∈

{

−

⌊

2

ε

⌋

, . . . ,

⌊

2

ε

⌋}}

⋃

{1, . . . p(x)} ×

{

vi,0(z) −

⌊

2

ε
+ 1

⌋

, . . . , vi,0(z) +

⌊

2

ε
+ 1

⌋}

.

2�#����&�����!�F ���,)��;��#���!��*������;.�&���#����,���!��)�!����������)��;��#���'-��&������!�#)��P��;��)��;��#���' R����#)��!��;.����#)�;���≤ ��*������&���*�!����$����P&�����*��������&�0��&����&��∀Π ∈
����.

Π ≤D
S
��	
����B �O�

��*�&������,��#������,�����,����	
����B ����������,����;)�����#Π ∈ DAPX��!�#)����'
-��!���	��'*'��'���'��B �����M!�#)����.��;)�����#�����.�,���������	
����B.��*�!������	��'*'��'���'��B.�'�'.

��	
����B ≤PTAS
��	��'*'��'���'��B �Q�

¡��&���&��&��*.���!�.,����;������!�G �,��	��'*'��'���'�.ω(G) = 0.����*��*��**�����������))��P�#�����������!���!�*��&��!�.
��	��'*'��'���'��B ≤ID

��	��'*'��'���'��B �N�
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%&�!�#)��������,��*�!��������O�.�Q���*�N�.�'�'.≤D
S
◦ ≤PTAS ◦ ≤ID

!�����;���"��������Q�
�&���,���.�&��!�#)���������������M��*�!����'+����.��&�0��&����&��.∀Π ∈

����.Π ≤DPTAS
��	��'*'��'���'��B' R���&��M#���.��	��'*'��'���'��B ��������.���!���;�������&#!�#)������#�P�#�� �,���&���!���������*�)��*��� ��������������*���������� �))��P�#����������1/(B + 1) ���!����&��ω(G) = 0

,����;G�' �����������;.��	��'*'��'���'��B ������M!�#)������*�&�)���,�,�&��&����#��!�#)����'
���
���0����')�'	�+�')�B/��	�'�*����(�B/���'��+�')�B/�����	�
������'�����������'��
����
��

��*��������&����	�'�*����(�B.���')�'	�+�')�B ��*���'��+�')�B������������'��,����	��'*'��'���'��B.��;�))��P�#������������&#!�#)������#�P�#���,���&���!����������)�!�����!&��0��*�����������))��P�#����������1/B ���!����&���&������M0������������,����	�'�*����(�B ���&��#)�;������.����*��*��**�����������))��P�#�����������!���!�*��' ���')�'	�+�')������0���������	��'*'��'���'�0�����������,��#������, �&�����$�!��0�,��!�������*�&�*���������� �))��P�#����������
��������,����!&�����,��#�������&��!�,���&.���')�'	�+�')�B ���))��P�#�������&��*�����������))��P�#����������1/B'R�����;.�&�)���,�,�&���!�������,���'��+�')�B ������,������,��#�6�.6Q��&������6Q�����)��0�*�&���&��|C| 6 |S|.�&�����'��+�')���))��P�#�������&��*���������� �))��P�#����������6�].�&������6�� �� ��)��0�*�&��,��
|C| > |S|.���'��+�')�B ���))��P�#�������&��*���������������1/B'%&�����M&��*����,�����')�'	�+�')���##�*����' ¡��&���&��&��*.��	�'�*����(. ���))��P�#�������0����� ,�����&����*��*��**���������� �))��P�#��������*��
��*�!�����)�����0���!��������))��P�#��������������������������*�)��*������&���*���,�&���)��M���)&�����	��'*'��'���'�'%&�&��*�����,���'��+�')�B ,������!����)��0�*�;�&���#����&����
�')�'	�+�')�B ���&�������!�����,���'��+�')�B ������;���#��&�����;���#����,�&������*���C ����������P�!��;��������,�&�,�#��;S �!����*���������)&������M�;���#
�&�����;0����P������!�������������*$�!����*����'
���
����� ��	��'*'��'���'�/���')�'	�+�')/��	�'�*����(/���'�
�+�')/��	����'�����	`��+�+)���'����'����()�*	/ �����	�����'�����������'��
����
��

�� %&�&��*�����, �&�����,���)�����#����##�*����,��#%&����#O' %&�����M&��*����,����	����'!�#��,��#�&�,�!��&����	��'*'��'���'���*��	����'
����))��P�#�������0�����,�����&����*��*��**�����������))��P�#��������*����*�!�����
)�����0���!��������))��P�#��������������������������*�)��*������&���*���,�&���)��M���)&�'
R�� �&�&��*���� �, ��	`��+�+)���'����'����()�*	!����*�� ����)&G(V, E).������!��,��	��'*'��'���'���*!����*�����)&G`(V`, E`)

!����������, ` !�)����,G.��;���*�����!�!�)�������������*!�#)�����;' �����*��B`
���������,����	`��+�+)���'����'����()�*	��G`

��**������;V ′
`

���0����PM���'¡�0�����;.�&����������#����&�
!�������V ′

`
.*�����*�;V ′.������*�)��*�������,G�&��!�m(G, V ′) > m(G`, V

′
` )/`'¡��&���&��&��*.��0���#�P�#�#��*�)��*�������,G �&���������!����������,���������!�);�,������!&�,�&�` !�)����,G ��G`

��,�������,����	`��+�+)���'����'����()�*	���. opt(G`) > ` opt(G)' ��#�������P)�����������0���*�����������!!�����&�� ,�����&)�����#������M0��������8.���!��!��*���&���&���*�!����$���*��!����*��������M���'4���������&���,��������!�������0�����&�!�����,����)�����#����&ω(x) !�#)��������)��;��#�����#�.*�����*�;DAPXp.�&���&�)���,�,�&��P�����!��,DAPXp
M!�#)����

6]



)�����#�!����#�!&��#)����*' +�,�!�.!����*����������!�x �,��!&�)�����#Π �����#�
���&��������,���������;�&��Π ���#�P�#�������)�����#���*��������!�x′ �,)�����#P ′

�&�!&���*����!�� ��Π. �'�'.���&)�����#����*����*���&���#���)�����*&�0��*����!�������, !����������� !����������;�&�;&�0��&���#���� �, ���������' �����*�������;�&��
mΠ′(x′, y) = mΠ(x, y) − ω(x)' -��!�*���������� ������� ��������*�� ���������,��#�������, �&���$�!��0� ,��!����. �, Π ∈

����. �&��Π′ ∈
����'  ����0��. �� �� ���;������&�� δΠ(x, y) = δΠ′(x′, y) = γΠ′(x′, y)�

����&�����*�Π′ ������������&������*���'
����&�0�� Π ≡D Π′ ≤������	��'*'��'���'��B.�&���≡D

*�������&�*����������
�))��P�#���������0����!��������Π ��*Π′� ���!��&�������)�����#����

DAPXp
��*≡D

◦ ≤����
��������M��*�!����.������&����	��'*'��'���'��B ��DAPXp

M!�#)����'
%&��**������� !�#)��P��;�, �&�)���, �,%&����#���,�������������!!����)�����#�,��
�&�!&������������������)��;��#����;!�#)������'
� �	������	�#���	��
����
+��&����!����.��������������!����*��������&�!�����������*�������**�����&�)�����#
�,!�#)������������!&!����'
�����*���&�,����������*�!����)�����0���,���;)��;��#�����#�*�����������))��P�#�����

�!&�#���.*�����*�;������M��*�!�������&��,������'
�����	�
�������#�������)�����#�Π ��*Π′'%&��.Π ≤DFPTAS Π′.�,�&����P����&���,��!�����f .g ��*c ��!&�&���

• f ��*g �������"��������]�

• c : (]0, 1[∩Q)×IΠ →]0, 1[∩Q�
�����#�!�#)��P��;��*���0�������)��;��#��������&|x|��*1/ε�

• ∀x ∈ IΠ.∀ε ∈]0, 1[∩Q.∀y ∈ solΠ′(f(x, ε)).δΠ′(f(x, ε), y) > 1− c(ε, x) ⇒ δΠ(x, g(x, y, ε)) >

1 − ε'
��
�
��	�
��� �
���
�������&���Π ���Π′/ 
� Π ≤DFPTAS Π′ ���Π′ ∈

�����/
���Π ∈

������
+��&�,���������������))�;�&���#)���!�����*�������&���*�,-�!�����.����*�������*;
!�#)��������.���,���&��&���!������������,������!����DPTASp

!����������, �&�
#�P�#�������)�����#��, �����&������M0�����,�&�!&��!�#)��������)��;��#��� ��#�
��&��!������!��*��.��)����!����.#�P�#�������)�����#����&�����0����8�' 2�!����&��.�&�����)�����#)��0�*����M!�#)�������*���������*�!���������	��'�)
����B ��6]��'�����*���)�����#Π ∈ DPTASp

��*��������!�x ∈ IΠ
�P)�����*.�����#��,���������������)�����#���

x :

{

opt v(y)
y ∈ Cx

�����*����������)�����#Π′ ��*��������!�x′ ∈ IΠ′ �&����������M������)�����##���,��#���������

x′ :







opt v (y′) − ω(x)
y′ ∈ Cx′

Cx = Cx′

¡�0�����;. y = y′. !����������;. solΠ(x) = solΠ′(x′).Π′ ∈ DPTASp �#���)��!����;. ,����;
x′ ∈ IΠ′ .ω(x′) = 0���*.

δΠ(x, y) = δΠ′

(

x′, y′
)

= γΠ′

(

x′, y′
) �:�
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R���&��#���.���!�Π ∈ DPTASp.��*���Π′ ��&�*�������������������������*�����������M,��#�������,�&���$�!��0�,��!�����'¡��&���&��&��*.�;�:�.Π′ ∈ PTAS
�&��!�Π′ ≤FPTAS��	��'�)
����B' +����.,����;Π ∈ DPTASp.Π ≡D Π′ ≤FPTAS

��	��'�)
����B.
�&���Π′ ��*����*�����0���*≡D

*������.��)��0�����;.�&�*�����������))��P�#���������0M
����!��������Π ��*Π′'¡�0�����;.��*�!����≡D ◦ ≤FPTAS

���������M��*�!����'
�����*������&�!�������,DPTASp

��*�����������,��#�������,��$�!��0�,��!������,
���)�����#��

DPTASp
AF

=
{

Π ∈
�����: ∃Π′ ∈ DPTASp, Π′ ≤AF Π

}

4���������&��
DPTASp

AF *������!���!�*����&DPTASp' +�*��*.��	��'*'��'���'���)��������)&�.�������������*&�0��������0����8. ����DPTASp
�&��!�,���&.

���')�'	�+�')��)��������)&�����DPTASp
AF'

4����;Π′′ ∈ DPTASp
AF ��*Π

���3����#���5 ��
DPTASp' %&��.Π′′ ≤AF Π ≡D

Π′ ≤FPTAS
��	��'�)
����B ��*���!�.��0�����;. �&���*�!����≤AF ◦ ≡D ◦ ≤FPTAS

���
������M���.�&�,��������)��)�������&��*�'
��
�
��	�
�0���	��'�)
����B 
�

DPTASp
AF�����/'���≤DFPTAS

�
� ���	��#�

	������	����
+��&��&���;�,�))��P�#������;�,�)��#�������)�����#�����*�)���&�����*��*�))��P�#�M���������������������������&�0������������*�;���*;����&���&�0����,����������&�������!�
��*�&�*������, �))��P�#������&����!&&�������!�!���!&��0�' +�)����!����. ���:.N�. �&�
!���������*����*���&�!�����, )��;��#����;����*�*�)��#�������)�����#��&�����M
!���)��#�&�0�����������*������;���&���)�!����&��������)��#�'  ���)��!����;.��0��
�����)�����#Π.�����&���&��*���,��!����N : IΠ × sol(IΠ) → 2sol(IΠ).!�#)��������
)��;��#��� ��#�.��!&�&��,����;x ∈ IΠ

��*y ∈ sol(x).N(x, y) ⊆ sol(x)' -�������y
���

��!���)��#�#�,x�'�'�'N �,,���0��;y′ ∈ N(x, y).m(x, y)
���������&��m(x, y′)'(�����#Π&���'��������������
��.�,�&����P���������&���&��*N ��*�!�������r ��!&�&��,����;

x ∈ IΠ
��;��!���)��#�#y

,��x ��������������*��*�))��P�#����������r' ��0��y ��*y′��sol(x).y′ ����hM����*�*����&����,y �,�����������*,��#y
�;!&��������#���h ���#�����,��'�����&���&��*N

��!����*hM����*�*�,�&����P�������������!�������h.��!&�&����;
y′ ∈ N(x, y)

����hM����*�*����&����, y' ����*�)���&����0�!��!�)���&�!���������*����*��,������'
�����	�
���4��Π ���)��;��#����;����*�*���)�����#'%&��.Π ∈ GLO

�, �������������,�������y ∈ sol(x) !����!�#)���*��)��;��#�����#�.,���0��;x ∈ IΠ
��*�����&����P������������h ∈ N

��*���������hM����*�*����&���&��*N ��!&�&��Π &�����������*��!���)��#����&���)�!���N '
¡,!�����.�&�*���������� !������)����,���.!����*�������&��,������.!����*����*
����������;' +��]8� �����&����&����	���.���+�����(�'��B.��	��'*'��'���'��B.���')�'	�+�')�B.��	�'�*����(�B.���+�+)�(.���'��+�')�B
���'�
�K��+�')�B.���''�����'�('�'�.���''������')�'	�'��B ��*��
����*)+�'��+)��	'����(.�����!��*�*������'R���&��#������]6� ����)��0�*�&�����&����*��	��*�����)&����&)��;��#����;����*�*�*��M*�����!�����������!��*�*������'+��&��))�����.�������&������]8�.,����;h > 0 ����������''������')�'	�'���������������&���)�!���hM����*�*����&���&��*��,����;k ��*��;h < k.��	
k������������������&���)�!���hM����*�*����&���&��*�������*����(nk)

�������

6�



�������&���)�!���hM����*�*����&���&��*�. ,����;h > 0 ���&�0�&����)��;��#���)�����#�&�����!���)��#�*����&�0����������*������;������'������������������&���)�!���hM����*�*����&���&��*�.,����;h > 0'4�������!����*���&����������&�)�,�������&���)�!����&�*�����������))��P�#������;
!��������'4��

GLO
PTAS

=
{

Π′ : Π′ ∈ NPO, ∃Π ∈ GLO, Π′ ≤PTAS Π
}

���&�!�������,�����*��≤PTAS
'����������;.���

DGLO
DPTAS

=
{

Π′ : Π′ ∈ NPO, ∃Π ∈ DGLO, Π′ ≤DPTAS Π
}

�&�!�������,������*��≤DPTAS
' +��N� ����)��0�*�&��GLO

PTAS
= APX' +������;���&���&���&���#�&��*�,��*�����������))��P�#�����'

��
�
��	�
��� ���	=
����DPTAS �

��

�� -��!�DGLO ⊆ DAPX
��*�����M��*�!����)�����0��*���������� �))��P�#�����

������.�&��DGLO
DPTAS

⊆ DAPX' ¡��&���&��&��*.���!���	��'*'��'���'��B ������M!�#)�����&��,����;)�����#A ∈ DAPX. A ≤DPTAS
��	��'*'��'���'��B'

%&�� ���� )�����#������� ������.&��!�DAPX ⊆ DGLO
DPTAS ��*�&�)���, �, �&�

)��)���������!�#)����'
�#�����&�������������)��)�������,�&�!�������.���:� ����)��0�*�&����	�������!�#)������

GLO ∩��� ������&���)�!�����*�!������&��)�����0��&�������;�, ��!��
�)��#��!����*���M��*�!��������"��������7��-�!����]�'�������*���������6:��&����&��
��� ���⊆

�
� ��-���
�����.�0�������,�&�!�������*����*�;#�����, ��!��
����!&�������&#��&�����������*�����#�������������*��,��$�!��0�,��!�����.���&���&���&�������� ��$�!��0�,��!�����, �&���0��)�����#. ,���#)��0����&�������;�, �&���������
������&���;#���������,�&����M��*�!��������	�����.)�������*���:�.���)�����#���
��� ���!�������0�*�;���M����0������!������!&�)������������,���������*������;�'-�!&������������*��*����*�)���&��P�����!��,���� ���)�����#���	k���*��&�!&��������������&�&�������� ���)�����#�!����,��#�����*�����!�������,����*�&�!&�&���,���)��;�������&������,�!�#)����)�����#'+��&��,������.���&���&��P�����!��, !�#)����)�����#�,��������.������� ���!����
�,����'�����!�����,��#"��������7��-�!����].�&���!���)��#����;)�����0���)��)��M����*����*�)��*���&��))��P�#�����#�������*�)��*' ��!�.���������������;.��*����&������*�!����!����*�����&�!&��������M������&�&���#���!���)��#����;)�����0���
)��)���������&�������"��������7'
�����	�
��� �����M��*�!������ ������M��*�!�������&�&� ��#� �'����
�
�%/ ����
��
�������
�
�%/ �����
�%��*���
����)��)�������������M��*�!����'
��
�
��	�
��� �
���
�������&���Π ���Π′/ 
�Π ≤DLOP Π′ ���Π′ ∈

����/ ���
Π ∈
�����

4��
DGLO0

���&�!�����,��� ���#�P�#�������)�����#��&����������DGLO
��*,��

�&�!&�&������0����8��,�������,����;������!����	��'*'��'���'��B.,���P�#)��.����!&�)�����#�'*����&��,���&�)�����#��,DGLO0.�&�����*��*��**�����������))��P�M#�����������!���!�*�'*�������!����*���&�!�������,DGLO0
��*�����������,��#������'

%&�����*����&�,��������*��������'

6O



�����	�
����4��Π ���)��;��#����;����*�*���)�����#'%&��.Π ∈ DGLO
′ �, ��������������

DGLO0. ��������!���������,��#�*�����)�����#��DGLO0

�;#�����, ��
���������,��#����������&�����*�.DGLO

′ = DGLO0
AF'

*����!��)��0��&�,��������������'
���
����������%���&��Π ∈ DGLO

′/Π ≤DLOP
��	��'*'��'���'��B�

��

������#�Π ∈ DGLO
′'���&��&�0��&�,�����������!����� ���Π ∈ DGLO0

������!���������,��#�*�����)�����#��
DGLO0

�;#�����,�����������,��#�����'
������*������&!������. �'�'.��!����*��Π ∈ DGLO0' %&��.�&�,������������������&��*�

• Π ∈ DGLO0

�#)����Π ∈ GLO ��;�&���;DGLO0

&������*����*$������0���

• Π ∈ GLO
�#)����Π ∈��� �����;�&�*���������,�����

•
�;�&��������, �:��

Π ≤LOP
��	����� �9�

¡����0���P��&���&��M��*�!�����, �]7����������	�������*��	������B.�����,��#���;,���������������,����	������B �,0����m �����������,����	������,0����m′ = m−K
�&���K ���,��!�����,c ��&������,�&��P)��*�����*���*�,�&��)��#��0�����,�&�������!��,��	�����' ��!�.�&��M��*�!�����,��	���������	������B �������M����

��	�����≤LOP
��	������B �68�

R�����;. ��#����&�� �&��M��*�!�����, �]7� ���������	������B ��*��	��'*'��'���'��B �����������M������!���)�����0���������;�,,�������0������

��	������B ≤LOP
��	��'*'��'���'��B �66�

R��#�9�. �68���*�66�. ��*���!����M��*�!����������������0�. ���!��!��*���&��,����;
Π ∈ DGLO0.Π ≤LOP

��	��'*'��'���'��B' R�����;.�������;������&��,��DGLO0.�����M��*�!���������������M���'
�����*������&!�������.�'�'.������#��&��Π ���������*�;#�����,�����������M,��#�����,��#�)�����#Π′ ∈ DGLO0' -��!������������,��#������������M��*�!����.

Π ≤LOP Π′ ��*�;!�������,�&�)���,.Π′ ≤DLOP
��	��'*'��'���'��B'%&�)���,�,�&��&����#���&��!�#)����*'

��
�
��	�
��� ��	���/���')�'	�+�')�B/��	�'�*����(�B/���'��+�')�B
������′�������/'����������'��
����
��

�� %&������� ,����	�����*��	�'�*����(�B ,������,��#�&�,�!��&�����&)�����#���������

DGLO0
��*,��#%&����#N'%&�������,�����')�'	�+�')�B ,������,��#�&�,�!��&����	��'*'��'���'��������;�����,��#��������'R�����;.�&�������,��

���'��+�')�B ,������,��#�&�,�!��&����������������������,���')�'	�+�')�B'+����.R�����7��##�������&��#����,�&���0����!������*��!����*���&����!������*�,�&������������&�)�'*����&��������*)+�'��+)��	'����(.���0������*��	��*
�����)&����&)��;��#����;����*�*�*��M*�����!����������������]8.]6���������&�������.�����DGLO

′' ¡��&���&��&��*.���')�'	�+�')�B ���������DGLO
′ ���

�������� ���'
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���

����

��� ���

DGLO0 DGLOAF

����′M!�#)����

R�����7����.����.��� ���.DGLO
′ = DGLO0 ∪ DGLOAF.DGLO

′M!�#)����'

� ������
	��������

��&�0�)��)���*�����!����,��*���������� �))��P�#������;!������' ¡���, �&������������
)��������&���������&���&���������������*!����#�������������&��*���������� �))��P�M
#���������!&�����&��#���0���,���&�����&3����!�����5 ��*3!�#)���������5 ������!&'��&�0�*����*���������*�!�������*)��0�*!�#)���������,����������)�����#�,������
��*,������!�����,����' ����0��.��&�0��P&�����*�&�&��*)�����#�,����������&M
���.��,���������;. )��0�*���!�#)����)�����#�,����' %&��P�����!��, ��!&)�����#�����������������)��)�����#' ����&��)����,��,���&�� ��0�������������&��P�����!��, �����#�M
*����)�����#���*���������� �))��P�#������;!������. �'�'.)�����#��&�!&.������P = NP.������&��!�#)��P��;�&������!&;)��&����.�&�;���������!�������))��P�#������;!������*�&�;
�������&��!�#)����,����.���������������,�����!����'
����������
�6��'������.K'���������. 'R������.�' ���������.��*R'$���������' ��#)���������!�#M
)��P��;��&�)�����#�,�))��P�#�����'+��' '-'�'���;��.�*����.���&��/���&
�����
��/
������
�
�����'����
��.0���#�+.)����O6�Q].*������.69:Q'*���&M �����*'
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��)�������&������,���)�����#�#�������*��*���*��!����*���&�)�)��.�����&�����&
�!&���!�����������,�&��������M0�������������' R��#����,�&���)�����#�.!�##����������&����))��P�#������;������*��*�))��P�#�����!����,���*���]�' ��	
����B ��*��	��'�)
����B �������*�������7.6]�.���)�!��0��;'
����������������������	����	������-�	.����	
�������	
������0����������,��#���ϕ ���&���M������0� �����������&�� w(x) ����;0������� x�))��������ϕ.��	
���!��������,!�#)����������&������#������&�0���������,ϕ�&�����&��������ϕ ��*#�P�#�����&���#�,�&�����&���,�&�0�������������6'��!����*���&���&�������#������������� �&�0����������8.�0���, ��*�����������,;ϕ.�� ,������� ��*��)������� �&������M0���� ��������,����	
���' +���
���. �&�
��$�!��0�����#���#����&����������&��,��������#��������,;���ϕ'  ���������#��&�������#������������;0���������6����,���������0���,��*�����������,;ϕ���*����)�������&������M0������������,����
���'�;��	
����B.��*������&�0�������,��	
����&����&�0�������M����&�����)��;��#����;����*�*��*�&�����#�������&������0��[B, 2B]'�;��	
k����.��*������&�0�������,��	
����&�����!�����!�������#����&��k

��������'R�����;.�;��	��'�)
����B������*������&�0�������,��	
����&����&�0�������M����&�����)��;��#����;����*�*��*�&�����#�������&������0�� [B, (n/(n − 1))B]' R�����&��	
����B ��*��	��'�)
����B �� ������#�*�&���&�������#�������������0����������8��,���������*�&�����0������B'
¡�0�����;.�&��������#�����)��������&������,�������0����,���&���)�����#�'

������������������������	������
���������������������������
�������������������������������������0�����������#����PA.���������0�!���~b ��*�)�����0��������0�!���~c.�&���$�!M��0�����*����#�����8.6�M0�!���~x �����,;���A · ~x 6 ~b ��*#�P�#�����~c · ~x �,����	"#$%&��'(')*)+()����(�. �������,;���A · ~x > ~b ��*#���#�����~c · ~x �,����"#$%&��'(')*)+()����(�' �����M0�������������&������0�!����{0}n ��*{1}n.
���)�!��0��;'

���������	������-�	.����
������0�����������*Rϕ.�&���$�!��0�����!�#)��������&������#������&�0��������#�P�#������&���#����,!�������������*'�;��	k����.��*������&�0�������,��	����&�����!�����!�������#����&��k
��������'�����M0������������� �&��)��#������M�����,�������&��������&��!�#)��������&������#������&�0��������#���#������&���#����,!�������������*���ϕ'

�����������������	��	������������
������0������)&G(V, E). �� 
������� �� �� ������� V ′ ⊆ V ��!&�&���&���0��
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{vi, vj} ⊆ V ′. vivj /∈ E. ��*��	��'*'��'���'�!������� ����*�������*�)��M*�������,#�P�#�#����'�;��	��'*'��'���'�MB.��*�������	��'*'��'���'�������*�*M*��������)&�'�����M0������������� �&��#)�;���'
��������-����������������
�����*������)&G(V, E)'���
�'�,G ���������V ′ ⊆ V ��!&�&���0��;)����,0����!���, V ′ ��������*�;���*����E. ��*��	����'!�����������*����#�P�#�#�������V ′ ��*�!����!�������G ��#�P�#�#M����!������'�����M0������������� �&��#)�;���'

��������
-
������������������0������)&G(V, E).�����&��!����V ���&��,��!�������)����������&��������*$�!���0����!����!��0��&���#�!����'�����M0�������������V '
�������̀ �
-
���-��������������������`����������������
�������

�
���0��` < ∆(G) ��&�#�P�#�#���)&M*������.��	`��+�+)���'����'����()�*	!��������, ��*���. ������)&G(V, E). �#�P�#�#M��*�� ������)&G′ �, G �&�� �� `M!��������'�����M0������������� �&��#)�;���'

����������	�� �
������������������������0������)&G(V, E). ����	���� ��������� V ′ ⊆ V ��!&�&��. ∀uv ∈ E. ���&��
u ∈ V ′.��v ∈ V ′.��*���')�'	�+�')!��������,*����#������#���#�#M����0����P
!�0��'�����M0�������������V '

���������	 �
���������
�����������0���!����!����S �, ��������, ���������C . ��� ���� ������M!����!����S ′ ⊆ S��!&�&��∪Si∈S′Si = C .��*���'��+�')!��������,��*����!�0���,#���#�#����'
��*������;���'��+�')�B �&�������!�����,���'��+�')�����M�;���#��&���
|Si| 6 B.Si ∈ S ′' ����.��*������;���'�
�K��+�')�B.��������!��,���'��+�')�B �&���.��0����P�*!�������K . �����������&�������&��.������� ��.K ����������*���&������,S ��*�&���$�!��0�!��������,#���#������&����������&��,����!�0��'�����M0������������,�����'��+�')�min{|S|, |C|} ��*,���������&��*0�������&����������&��,S '

���������	 �����������
�����	������0���!����!����S �,��������,���������C .������

��������M!����!�����,#������;*��$���������,S ′ ��*��	�'�*����(!��������,*����#���������)�!�����,#�P�#�#
����' ��*������;��	�'�*����(�B �&�������!�����,��	�'��*����(�����M�;���#��&���|Si| 6 B.Si ∈ S ′'�����M0������������� �&��#)�;���'

��������
����	�����	�����������
������0������)&G(V, E).�&���$�!��0�����!�#)����������V ′ ⊆ V ��!&�&��∀u ∈ V \V ′.�&����P���� v ∈ V ′ ,���&�!&uv ∈ E' �;���+�����(�'�MB. ��*�������
�+�����(�'�������*�*M*��������)&�'�����M0�������������V '

�����������������	�
����	�����	�������������������
������0������)&G(V, E).�&���$�!��0�����!�#)����#�P�#���,���&���!���������*�)��M*�������,#���#�#����'�����M0��������������#�P�#�#��*�)��*������'
���������	�����������0������)&G(V, E). �&���$�!��0�����*����#���������� V ′ ⊆ V #�P�#������&���#����,�*����&��������*)��������V ′ ��*�&���&�������V \ V ′' �����M0����
��������� �&��#)�;���'
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���������������������	����������	����
������0������)&G(V, E).�&���$�!��0�����*����#����#���#�#����������E′ ⊆ E ��!&�&����;!;!����G ���������������*����E′'�����M0�������������E'
������������������	����	����������	������
������0������)&G(V, E).�&���$�!��0�����*����#����#���#�#����������V ′ ⊆ V ��!&�&����;!;!����G ��������������0����P��V ′'�;���''������')�'	�'��B.��*������&�0�������,���''������')�'	�'�������*�*M*��������)&�'�����M0����
���������V '

���������-	���
����
�������-���������������

��
������������0��n
�����T1, . . . , Tn

�����&�����&�&��� ���)�!��0��P�!����������&� `1, . . . , `n.������!&,������!������&��������m )��!����������!&���;�&���&��0�����*��*�����,�&�#������*)��!�������#���#���*��&��������)��!�*��!�!�����������' ������#��&���P�!����������&��������*�*�;�)��;��#����,n'�����M0���������������&����
�&����������!��������&�����������;���)��!�������&�0�����,��!&����������∑n

i=1 `i'
(����.�����������	��
��	����0������������ nM0�!����~a ��*~b ��*���������B. �&���$�!��0�����*����#����0�!��� ~x ∈ {0, 1}n �&�!&. ��*�� �&�!���������~b · ~x 6 B.#�P�#�����&��!����~a · ~x'
��*������;�����*����(nk). �&�������!�����, �����*������������!���&����&�����������#�������#���nk '����
���������*����(nk) ∈ P������M0��������������&�0�!���{0}n'

�����	����
��
��
����
%&�����������*�������&�&��**�������!����������&��0�!����~a ��*~b !���!�*�'�����M0������������� �&�0�!���{0}n'

�����������������	����-�����-�������
�-������������
�����0���!�#)�������)&��n 0����!��. *�����*�;Kn. ���&)�����0�*�����!�� ������*���.����*����)'.��	��*�!��������,#���#���������)'.#�P�#�������&�!����,� �#��������!;!�������*�����〈v1, v2, . . . , vn〉
�,V ��!&�&��vnv1 ∈ E ��*.,��1 6 i < n.

vivi+1 ∈ E�.�&�!����, ��!&�!;!��������&���#�,�&�*�����!���, ����*���' �����M0�������������,�&�,��#�������)��#����������,���&����������&���#�������!�.��*
0�!�M0����'

*����&����	��'*'��'���'�.��	�'�*����(��*��	����'����))��P�#�������0�M������*�����&����*��*��**�����������))��P�#������������#����0��.�&����������!���!�*�,����!&�,�&���)�����#�'R����	`��+�+)���'����'����()�*	����*��*��**������M���� �))��P�#�����������!���!�*�' R���&��#���.�&�*���������� �����,�����')�'	�+�')
!���!�*�����&�&�����*��*��**����������������,����	��'*'��'���'�'
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