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vw xyzw y{ |}y~ ���w� ~��w �����w�y|� �w~��|~ �~ �w�� �~ ~��w y����zw� ������y��|y�{ �w~��|~ ���
��� �������� ���� ��������� ��yxy{���� ~|��yw� y{ ���{ �{� �}� ��� �{� ���w �w�w{|�� y{ ��� 
¡

k¢�����y{x �� G = (V, E) y~ � ���|y|y�{ S = (S1, . . . , Sk)
�� |}w {��w ~w| V �� G y{|� ~|�£�w ~w|~ Si

 
¤{ |}y~ ��~w� |}w �£¥w�|yzw y~ |� �w|w��y{w � {��w �����y{x �y{y�y¦y{x k

  ¡ {�|���� xw{w���y¦�|y�{
�� |}y~ ���£�w� y~ �£|�y{w� £� �~~yx{y{x � ~|�y�|�� ��~y|yzw y{|wxw� �wyx}| w(v) ��� �{� {��w v ∈ V

�
�{� �w§{y{x |}w �wyx}| �� ~|�£�w ~w| S �� G �~ w(S) = max{w(v) : v ∈ S}

  ¨}w{� |}w �£¥w�|yzw
y~ |� �w|w��y{w S = (S1, . . . , Sk)

� {��w �����y{x �� G �y{y�y¦y{x |}w ©��{|y|� ∑k
i=1 w(Si)

  ¨}y~
���£�w� y~ w�~y�� ~}��{ ª«¢}���¬ y| ~�­�w~ |� ��{~y�w� w(v) = 1

�
∀v ∈ V �{� ��� ��������

���� �������� £w���w~ |}w ���~~y��� {��w �����y{x ���£�w�  ®|}w� zw�~y�{~ �� �wyx}|w� �����y{x~
}�zw £ww{ ~|��yw� y{ ¯�~~y{ �{� °�{{�| �±� 
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ì�{~y�w� �{ y{~|�{�w I �� �{ ª«¢}��� ��|y�y¦�|y�{ ���£�w� Π �{� � ����{��y�� |y�w ��x��y|}� í�����|y{x �w�~y£�w ~���|y�{~ ��� Π
  îw{�|w £� mA(I, S) |}w z���w �� � Π¢~���|y�{ S �����|w� £� í

�{ I �{� £� opt(I)
� |}w z���w �� �{ ��|y��� Π¢~���|y�{ ��� I

  ¨}w ©���y|� �� í y~ w���w~~w� £�
|}w ��|y� ï����w� ������y��|y�{ ��|y� y{ �}�| ������~ð ρA(I) = mA(I, S)/opt(I)

� �{� |}w ©��{|y|�
ρA = inf{r : ρA(I) < r, I y{~|�{�w �� Π}

  ¡ zw�� ��z����£�w ~y|��|y�{ ��� ����{��y�� ������y��|y�{
�����~ �}w{ �{ ��x��y|}� ��}ywzw~ ��|y�~ £��{�w� �£�zw £� 1 + ε

� ��� �{� ε > 0
  vw ���� ~��}

��x��y|}�~ ñòóôõòö÷øó ù÷öú øññûòü÷öøù÷òõ ýþÿúöúý  ¨}w �����w�y|� �� ~��} ~�}w�w~ ��� £w ����¢{��y�� �� w���{w{|y�� y{ 1/ε ï|}w� ��w �����~ ����{��y�� y{ |}w ~y¦w~ �� |}w y{~|�{�w~ð  ¡ ����{��y��|y�w ������y��|y�{ ~�}w�w �y|} �����w�y|� ����{��y�� ��~� y{ 1/ε y~ ����w� ��óóô ñòóôõòö÷øó ù÷öúøññûòü÷öøù÷òõ ýþÿúöú 
¨}y~ ���w� w�|w{�~ �w~��|~ �{ ��� �������� ���� ��������� |}w ~|��� �� �}y�} }�~ ~|��|w�

y{ îw��{xw w| ��  ���  vw §�~| �w�� �y|} ���{�� x���}~ �{� �w ~}�� |}�|� ��� |}y~ ���y��� |}w
���£�w� ~|��yw� y~ ª«¢�����w|w� wzw{ y� �w �w~|�y�| |� |�y�{x�w¢��ww ���{�� x���}~ �y|} {��w¢�wx�ww{�| w��ww�y{x � 

vw |}w{ �w�� �y|} ���|y����� ���y�yw~ �� £y���|y|w x���}~  ¨}w ª«¢�����w|w{w~~ �� ��� ������������ �������� }�~ £ww{ w~|�£�y~}w� y{ ��� ��� xw{w��� £y���|y|w x���}~  vw ~}�� }w�w |}�| |}y~
�w��y{~ |��w wzw{ y� �w �w~|�y�| |� ���{�� £y���|y|w x���}~ �� |� P21¢��ww £y���|y|w x���}~ ï��� �w§{y¢|y�{~ x���}¢|}w��w|y��� {�|y�{~ �~w� y{ |}y~ ���w�� |}w y{|w�w~|w� �w��w� y~ �w�w��w� |� �w�xw �ë�ð  ¤|y~ y{|w�w~|y{x |� �£~w�zw |}�| |}w~w �w~��|~ ��w �£|�y{w� �~ ��������yw~ �� � �y{� �� xw{w�y� �w���|y�{
���� |}w ��w�����y{x w�|w{~y�{ ���£�w� ~}��{ |� £w ª«¢�����w|w y{ �����w{�w� w| ��  ���� ¯�¥|w�
�{� �̈¦� �ë�� ëë�� ���|��}zy� �ë��  ¨}w{� �w ~�yx}|�� y����zw |}w ��~| �w~��| |� P8¢��ww £y���|y|wx���}~ �{� ~}�� |}�| |}w ���£�w� £w���w~ ����{��y�� y{ P5¢��ww £y���|y|w x���}~  ®£~w�zw |}�|y{ ���� �w }�zw ���zw� |}�| ��� �������� ���� �������� y~ ����{��y�� ��� P4¢��ww x���}~ �{�ª«¢�����w|w ��� P5¢��ww x���}~ ¨}w{� �w ����~ ���~w�zw~ �{ ������y��£y�y|� �� ��� �������� ���� �������� y{ ïxw{w���ð
£y���|y|w x���}~  ¡~ ���zw� y{ ���� |}y~ ���£�w� y~ ������y��£�w y{ ~��} x���}~ �y|}y{ ������y��|y�{
��|y� ���¬ y{ |}w ~��w ���w� � ���w� £��{� �� 8/7 − ε

� ��� �{� ε > 0
� ��~ ��~� ���zy�w�  ¯w�w �w

y����zw |}w ������y��|y�{ ��|y� �� ��� £� ��|�}y{x |}w 8/7¢���w� £��{� �� ��� �y|} � ~��w ���w�£��{�¬ y{ �|}w� ����~� �w ~}�� }w�w |}�| ��� �������� ���� �������� y{ £y���|y|w x���}~ y~
������y��£�w �y|}y{ ������y��|y�{ ��|y� £��{�w� �£�zw £� 8/7

 
vw {w�| �w�� �y|} ��� �������� ���� �������� y{ £y���|y|w x���}~  ¤{ |}y~ ���£�w� �w

��{~y�w� �{ w�xw¢�wyx}|w� x���} G �{� |�� |� �w|w��y{w � ���|y|y�{ �� |}w w�xw~ �� G y{|� ��|�}y{x~
y{ ~��} � ��� |}�| |}w ~�� �� |}w �wyx}|~ �� |}w~w ��|�}y{x~ y~ �y{y��� ï�{���x��~�� |� |}w {��w¢���w�� |}w �wyx}| �� � ��|�}y{x y~ |}w ���y��� �� |}w �wyx}|~ �� y|~ w�xw~ð  ¤{ ���� y| y~ ~}��{
|}�| ��� �������� ���� �������� y~ ª«¢�����w|w ��� ��£y� £y���|y|w x���}~  ¯w�w� �w ~�yx}|��~|�w{x|}w{ |}y~ �w~��| ~}��y{x |}�| |}y~ ���£�w� �w��y{~ ~|��{x�� ª«¢�����w|w� wzw{ y{ ��£y� �{����{�� £y���|y|w x���}~  	��|}w����w� �w ~|�w{x|}w{ |}w y{������y��£y�y|� £��{� ���zy�w� y{ ����
£� �w���y{x y| ���� 8/7− ε |� 7/6− ε

� ��� �{� ε > 0
  ¡�~�� �w ��|�} y| �y|} �{ ���w� £��{� �� |}w

~��w z���w� y����zy{x ~� |}w 5/3¢������y��|y�{ ��|y� ���zy�w� y{ ��� 	y{����� �w �w�� �y|} ������y��|y�{ �� ��� �������� ���� �������� y{ ~��y| x���}~  ¡~

�



���zw� y{ ���� ��� �������� ���� �������� y~ ~|��{x�� ª«¢�����w|w y{ ~��} x���}~� wzw{ y�|}w {��w~ �� |}w y{��| x���} �w�wyzw �{�� �{w �� |�� �y~|y{�| �wyx}|~  ¤| ������w� |}�| |}y~ ���£�w�
��{{�| £w ~��zw� £� ����� ����{��y�� |y�w ������y��|y�{ ~�}w�w~� £�| {� ������y��|y�{ ~|��� ��~
����w~~w� |}w�w  ¤{ |}y~ ���w� �w ~}�� |}�| ��� �������� ���� �������� y{ ~��y| x���}~ ��{
£w ~��zw� £� � ����{��y�� |y�w ������y��|y�{ ~�}w�w 

¤{ |}w �w��y{�w� �� |}w ���w� �w ~}��� �~~��w ��� �{� �wyx}|w� {��w �� w�xw �����y{x S =

(S1, . . . , S`)
��{~y�w�w�� �w �y�� }�zw w(S1) > . . . > w(S`)
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¨}w {��w �����y{x ���£�w� y{ ���{�� x���}~ }�~ £ww{ ~}��{ ª«¢�����w|w £� ���w� �{� ��}{~�{
���� wzw{ y� |}w ���y��� �wx�ww ��w~ {�| w��ww� �  ®{ |}w �|}w� }�{�� |}y~ ���£�w� £w���w~ w�~�
y{ |�y�{x�w¢��ww ���{�� x���}~� ï~ww ���|¦~�} ���ð  ¯w�w� �w ~}�� |}�| |}w �wyx}|w� {��w �����y{x���£�w� y~ ª«¢�����w|w y{ |�y�{x�w¢��ww ���{�� x���}~ �y|} ���y��� �wx�ww � £� �~y{x � �w���|y�{
���� ����� ������� ���zw� |� £w ª«¢�����w|w y{ �y�}|w{~|wy{ �ë��  ¨}y~ ���£�w� y~ �w§{w� �~
������~� �yzw{ � ����w�|y�{ C = (C1, . . . , Cm) �� ����~w~ �zw� |}w ~w| X = {x1, . . . , xn}

�� ����w�{
z��y�£�w~ ~��} |}�| w��} ����~w Cj

}�~ �| ��~| |}�ww �y|w���~ ï�{� �| �w�~| |��ð� y~ |}w�w � |��|}
�~~yx{�w{| f ~�|y~��y{x C � °��w�zw�� |}w £y���|y|w x���} BP = (L, R; E) y~ ���{�� �}w�w |L| = n

�
|R| = m �{� [xi, cj ] ∈ E y |}w z��y�£�w xi

ï�� xi
ð ���w��~ y{ |}w ����~w Cj

 
!"#$%#& '() ��� �������� ���� �������� ÷ý *+,þòöñóúùú ÷õ ùû÷øõ-óú,�ûúú ñóøõøû -ûøñÿý .÷ùÿ
ø öøü÷ö�ö /ú-ûúú 01
«%$$2 3 �w| BP = (L, R; E)

£w |}w £y���|y|w x���} �w��w~w{|y{x �{ y{~|�{�w (X, C) �� ����� �������}w�w L = {x1, . . . , xn}
�
R = {c1, . . . , cm}

  vw ��{~|���| �{ y{~|�{�w I = (G, w) �� ��� ������������ �������� £� �~y{x |�� x��xw|~� ¨}w x��xw|~ ����~w F (Cj)
��w xyzw{ y{ 	yx��w ë ��� ����~w

Cj
�� ~y¦w � �{� y{ 	yx��w � ��� ����~w Cj

�� ~y¦w �  ¨}w {��w~ ck
j
��w |}�~w |}�| �y�� £w �y{�w� |� |}w

�w~| �� |}w x���} 
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	yx��w ë� ����} F (Cj)
�w��w~w{|y{x � ����~w Cj

�� ~y¦w � 

¨}w x��xw|~ z��y�£�w H(xi)
y~ xyzw{ y{ 	yx��w � ��� z��y�£�w xi

  ¡~~��w |}�| xi
���w��~ p1

|y�w~
��~y|yzw�� �{� p2

|y�w~ {wx�|yzw�� y{ (X, C)
� |}w{ y{ H(xi)

|}w�w ��w 2p = 2(p1 + p2)
~�w�y�� {��w~

xk
i , x

k
i
�
k = 1, . . . , p

  ¨}w~w {��w~ ���� � ��|} �}y�} �ww|~ {��w~ xk
i
�
xk

i
��|w�{�|w�� 
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	yx��w �� ����} H(xi)
�w��w~w{|y{x z��y�£�w xi

¨}w �wyx}| �� {��w~ �}y�} ��w {�| xyzw{ y{ 	yx��w~ ë� � �{� � ��w ë  ¨}w~w x��xw|~ ��w �y{�w�
|�xw|}w� £� |}w ������y{x ����w~~  ¤� z��y�£�w xi

���w��~ ��~y|yzw�� ï�w~�  {wx�|yzw��ð y{ ����~w cj
� �w

�y{� �{w �� |}w z��y�£�w~ xk
i
ï�w~�  xk

i
ð� �y|} � �y w�w{| k ��� w��} Cj

� |� �{w �� |}w |}�ww {��w~ cl
j
��

x��xw| F (Cj)
  ¨}y~ ��{ £w ��{w y{ � ��� �}y�} ��w~w�zw~ |}w ���{��y|� �� |}w x���}  ®£~w�zw |}�|

G y~ |�y�{x�w¢��ww �{� ���{�� �y|} ���y��� �wx�ww �  °��w�zw�� �w �~~��w |}�| G y~ {�| £y���|y|w
ï�|}w��y~w� �w ��� � �y~¥�y{| ����w Γ �y|} |Γ| = 7 �{� ∀v ∈ V (Γ), w(v) = 1ð ¤| y~ |}w{ {�| �y­���| |� �}w�� |}�| (X, C) y~ ~�|y~§�£�w y opt(I) 6 6
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¨}w ª«¢�����w|w{w~~ �� ��� �������� ���� �������� y{ £y���|y|w x���}~ }�~ £ww{ ���zw� y{ ��� ¯w�w� �w ~}�� |}�| ~��w ���w �w~|�y�|yzw zw�~y�{~ ��w ��~� ª«¢�����w|w� {��w�� £y���|y|w ���{��x���}~ �{� P8¢��ww £y���|y|w x���}~� y w  £y���|y|w x���}~ �}y�} �� {�| ��{|�y{ y{���w� ��|}~ ���w{x|} ± �� ���w  vw �~w � xw{w�y� �w���|y�{ ���� |}w ��w�����y{x w�|w{~y�{ {��w �����y{x ���£�w�
ïy{ ~}��| F�GH� ���� ��������ð  ¨}y~ ��||w� ���£�w� ~|��yw� y{ ��� ë�� ë�� ëë�� ��{ £w �w~��y£w�
�~ ������~  �yzw{ � ��~y|yzw y{|wxw� k

� � x���} G = (V, E) �{� k ��y��y~w �y~¥�y{| ~�£~w|~ V1, . . . , Vk�� V
� �w ��{| |� �w�y�w y� |}w�w w�y~|~ � {��w �����y{x S = (S1, . . . , , Sk)

�� G ~��} |}�| Vi ⊆ Si
� ���

��� i 6 k
  °��w�zw�� �w �w~|�y�| |� ~��w ���~~ �� x���}~ G � �w �~~��w |}�| G y~ ���~w� �}w{ �w ���� �w{�y{x w�xw �y|} � {w� {��w ïy w � y� G = (V, E) ∈ G �{� x ∈ V

�
y /∈ V

� |}w{ G + [x, y] ∈ Gð 
!"#$%#& I() Júù G Kú ø þóøýý ò� -ûøñÿý .ÿ÷þÿ ÷ý þóòýú/ .ÿúõ .ú ø// ø ñúõ/÷õ- ú/-ú .÷ùÿ ø õú.
õò/ú1 L� F�GH� ���� �������� ÷ý *+,þòöñóúùú �òû -ûøñÿý ÷õ G M ùÿúõ ��� �������� ����

�



�������� ÷ý *+,þòöñóúùú �òû -ûøñÿý ÷õ G 1
«%$$2 3 �w| G £w ~��} � ���~~ �� x���}~  vw ~}��� �w���w F�GH� ���� �������� y{ G x���}~ |��wyx}|w� {��w �����y{x y{ G x���}~  �w| G = (V, E) ∈ G �{� k ��y��y~w �y~¥�y{| ~�£~w|~ V1, . . . , Vk�� V

  vw £�y�� y{~|�{�w I = (G′, w) �� �wyx}|w� {��w �����y{x �~y{x ~wzw��� x��xw|~ Ti
� ��� i =

1, . . . , k
  ¨}w ��{~|���|y�{ �� Ti

y~ xyzw{ £� y{���|y�{ �~ ������~� T1
y~ ~y���� � ���| v1

�y|} �wyx}|
w(v1) = 2k−1

  �yzw{ T1, . . . , Ti−1
�
Ti
y~ � |�ww �y|} � ���| vi

�� �wyx}| w(vi) = 2k−i |}�| �w �y{� |�
|�ww Tp

zy� w�xw [vi, vp]
��� w��} p = 1, . . . , i − 1

 
T1

2k−1

v1

T2

2k−2

v2

2k−1

v1

T1

T3

2k−3

v3

2k−1

v1

2k−2

v2

2k−1

v1

T2

T1

	yx��w �� ���xw|~ ��� T1, T2
�{� T3

 

	yx��w � y���~|��|w~ |}w x��xw|~ T1, T2, T3
  N��� I = (G′, w) �}w�w G′ = (V ′, E′) y~ ��{~|���|w�y{ |}w ������y{x ���� G′ ��{|�y{~ G

  	�� ��� i = 1, . . . , k
� �w �w����w w��} {��w v ∈ Vi

£� � ���� ��
|}w x��xw| Ti

�}w�w �w y�w{|y�� v �y|} ���| vi

  	�� ��� v ∈ V \ (∪k
i=1Vi)

�w ~w| w(v) = 1
  N�|w |}�|�

£� }���|}w~y~� G′ ∈ G
 

®{w ��{ zw�y�� |}�| |}w ��w�����y{x �� G ïxyzw{ £� V1, . . . , Vk
ð ��{ £w w�|w{�w� |� � ����w� {��w

�����y{x �� G �~y{x �| ��~| k �����~ y opt(I) 6 2k − 1
 

¤O~y{x |}w �w~��|~ �� ���|��}zy� �ë�� �{ |}w ª«¢�����w|w{w~~ �� F�GH� ���� �������� y{£y���|y|w ���{�� x���}~ ��� k = 3 �{� P13¢��ww £y���|y|w x���}~ ��� k = 5
� �w �w���w�

P$%$QQR%S I(' Lõ K÷ñøûù÷ùú ñóøõøû -ûøñÿýM ��� �������� ���� �������� ÷ý ýùûòõ-óô*+,þòöñóúùú
øõ/ ÷ù ÷ý õòù 8

7 − ε,øññûòü÷öøKóú �õóúýý +=*+1
P$%$QQR%S I(I LõP21

,�ûúú K÷ñøûù÷ùú -ûøñÿýM ��� �������� ���� �������� ÷ý ýùûòõ-óô*+,þòöñóúùú
øõ/ ÷ù ÷ý õòù 32

31 − ε,øññûòü÷öøKóú �õóúýý +=*+1
¤{ ¯�¥|w� �{� �̈¦� �ëë�� y| y~ ~}��{ |}�| F�GH� ���� �������� y~ ª«¢�����w|w y{ P6¢��ww£y���|y|w �}����� x���}~ ��� �{£��{�w� k

  O{���|�{�|w��� �w ��{{�| �~w |}y~ �w~��| y{ ¨}w��w� � ë
~y{�w |}w �w~��|y{x x���} }�~ �{ y{���w� ��|} �y|} ��£y|���y�� ���xw �w{x|}  ¯��wzw�� �w ��{ ����|
|}wy� �w���|y�{ 
!"#$%#& I(T ��� �������� ���� �������� ÷ý *+,þòöñóúùú ÷õ P8

,�ûúú K÷ñøûù÷ùú -ûøñÿý1
«%$$2 3 vw ~}��� �w���w �������� ���zw� |� £w ª«¢�����w|w y{ U����y�y|�y�� �ë�� |� ��� ���£�w� �yzw{ � ����w�|y�{ C = (C1, . . . , Cm) �� ����~w~ �zw� |}w ~w|X = {x1, . . . , xn}

�� ����w�{ z��y�£�w~ ~��}

�



|}�| w��} ����~w Cj

}�~ �| ��~| |}�ww �y|w���~ �{� w��} z��y�£�w }�~ �| ��~| � ������w{�w~ ï� ��~y|yzw
�{� �{w {wx�|yzwð� �w ��{~|���| �{ y{~|�{�w I = (BP, w) y{ |}w ������y{x ���� �w ~|��| ���� BP1 =

(L1, R1; E1)
� � �����w|w £y���|y|w x���} Kn,m

�}w�w L1 = {x1, . . . , xn}
�{� R1 = {c1, . . . , cm}

 
°��w�zw�� w��} {��w �� BP1

}�~ �wyx}| ë  ¨}w�w y~ ��~� �{�|}w� £y���|y|w x���} BP2
y~�����}y�

|� K2n,2n
�}w�w � �w��w�| ��|�}y{x }�~ £ww{ �w�w|w�  °��w ��������� BP2 = (L2, R2; E2)

�}w�w
L2 = {l1, . . . , l2n}

�
R2 = {r1, . . . , r2n}

�{� [li, rj ] ∈ E2
y i 6= j

  	y{����� w(li) = w(ri) = 22n−i ���
i = 1, . . . , 2n

  ¤{�ww�� ~w|~ {l2i−1, r2i−1}
�{� {l2i, r2i}

�y�� ����w~��{� |� �y|w��� xi
�{� xi

�w~�w�|yzw�� 
�w|�ww{ BP1

�{� BP2
� |}w�w y~ � ~w| E3

�� w�xw~  [xi, rj ] /∈ E3
y j = 2i−1 �� j = 2i �{� [li, cj ] /∈ E3y i = 2k − 1 �{� xk

y~ y{ Cj
�� i = 2k �{� xk

y~ y{ Cj

  N�|w |}�| BP y~ � P8¢��ww £y���|y|w x���} ®{w ��{ zw�y�� |}�| (X, C) y~ ~�|y~§�£�w y opt(I) 6 22n − 1
 

¤vw w{� |}y~ ~w�|y�{ £� ~|�|y{x |}�| ��� �������� ���� �������� y~ ����{��y�� ��� P5¢��ww£y���|y|w x���}~� y w � �y|}��| y{���w� �}�y{ �{ � {��w~  ¨}w�w ��w ~wzw��� �}����|w�y¦�|y�{~ �� P5¢��ww£y���|y|w x���}~� ~ww ��� w�����w� ¯���w� w| ��  �V�� ì}�{x w| ��  ��� �{� ¯�¥|w� �{� �̈¦� �ë��  ¤{
���|y������ BP y~ � P5¢��ww £y���|y|w x���} y BP y~ £y���|y|w �{� w��} ��{{w�|w� �����{w{| �� BPy~ 2K2¢��ww� y w � y|~ �����w�w{| y~ C4¢��ww  ¤{ |}y~ ��~w� �w ��{ ~}�� |}�| �{� ��|y��� �wyx}|w� {��w�����y{x S∗ = (S∗

1 , . . . , S∗
` ) �~w~ �| ��~| � �����~ ï~�� ` 6 3ð �{� �}w{ ` = 3

� |}w{ ��� �{� ��{{w�|w�
�����{w{| BPi = (Li, Ri; Ei)

�� P5¢��ww £y���|y|w x���} �w }�zw S∗,i
1 ∩ Li 6= ∅ �{� S∗,i

1 ∩ Ri 6= ∅
�

S∗,i
2 ⊂ Ri

ï�w~� � S∗,i
2 ⊂ Li

ð �{� S∗,i
3 ⊂ Li

ï�w~� � S∗,i
3 ⊂ Ri

ð �}w�w (S∗,i
1 , S∗,i

2 , S∗,i
3 ) y~ |}w �w~|�y�|y�{ ��

S∗ |� |}w ~�£x���} BPi

  ¨}�~� �����y{x �{ w�}��~|yzw ~w���} �{ k1 = w(S∗
2) �{� � �y�}�|��� ~w���}

k2 = w(S∗
3) �w ��{ §{� �{ ��|y��� ~���|y�{ �y|}y{ O(n|w|log|w|) |y�w �}w�w |w| = |{w(v) : v ∈ V }|

 
¯w{�w� �w ��{ ~|�|w�
!"#$%#& I(W ��� �������� ���� �������� ÷ý ñòóôõòö÷øó ÷õ P5

,�ûúú K÷ñøûù÷ùú -ûøñÿý øõ/ þøõ
Kú ýòóXú/ .÷ùÿ÷õ ù÷öú O(n|w|log|w|) 1
67Y Z<<C:?@;[A@:\
¤{ îw��{xw w| ��  ���� � 4

3 ¢������y��|y�{ y~ xyzw{ ��� ��� �������� ���� �������� �{� y| y~���zw� |}�| � (8
7 −ε)¢������y��|y�{ y~ {�| ��~~y£�w� ��� �{� ε > 0

� �{�w~~ «=ª«� wzw{ y� �w ��{~y�w���£y|���y�� ���xw z���w~ �� opt(I)
  O~y{x ì�������� � �� �w �w���w |}�| |}y~ ���w� £��{� ��~� }���~ y�

�w ��{~y�w� £y���|y|w ���{�� x���}~  ¯w�w� �w xyzw � 8
7 ¢������y��|y�{ y{ £y���|y|w x���}~

 

]^_í`a^abcded`

1 f��| |}w {��w~ y{ {�{¢y{��w�~y{x �wyx}| ���w� ïy w � w(v1) > . . . > w(vn)ð¬

2
	�� i = 1 |� n ��

2.1 fw| Vi = {v1, . . . , vi}
¬

2.2
ì����|w S∗

i = (Si
1, S

i
2)
ïSi

2
��� £w w��|�ð �{ ��|y��� �wyx}|w� {��w �¢�����y{x y{ |}w~�£x���} BP [Vi]

y{���w� £� Vi
¬

2.3
îw§{w {��w �����y{x Si = (Si

1, S
i
2, L \ Vi, R \ Vi)

ïL \ Vi
����{� R \ Vi

��� £w w��|�ð¬

�



3
®�|��| S = argmin{val(Si) : i = 1, . . . , n}¬

¨}w ~|w� 2.2 ��{~y~|~ �� �����|y{x |}w ï�{y©�wð �¢������|y�{ (S∗
1,j , S

∗
2,j)

ï�y|} w(S∗
1,j) > w(S∗

2,j)
ð

�� w��} ��{{w�|w� �����{w{| BPj , j = 1 . . . p �� BP [Vi]
ï�y|} S∗

2,j = ∅ y� BPj
y~ �{ y~���|w� {��wð 

¨}w{ y| �w�xw~ |}w ��~| w��w{~yzw ~w|~� y w  y| �����|w~ Si
1 = ∪p

j=1S
∗
i,j
��� i = 1, 2

  ¤| y~ w�~� |�
�£~w�zw |}�| S∗

i = (Si
1, S

i
2)
y~ |}w £w~| �wyx}|w� {��w �����y{x �� BP [Vi]

���{x |}w �����y{x~ �~y{x
�| ��~| � �����~¬ ~��} � �����y{x ��{ £w ���{� y{ O(m) |y�w �}w�w m = |E|

 
!"#$%#& I(g hijklmimnopqpl ñòóôõòö÷øóóô ýòóXúý ÷õ ù÷öú O(nm)

��� �������� ���� ������
��� ÷õ K÷ñøûù÷ùú,-ûøñÿý øõ/ ÷ù ÷ý ø 8

7
,øññûòü÷öøù÷òõ1

«%$$2 3 �w| I = (BP, w)
£w � �wyx}|w� £y���|y|w¢x���} �}w�w BP = (L, R; E) �{� S∗ = (S∗

1 , ..., S∗
l )£w �{ ��|y��� {��w �����y{x �� I �y|} w(S∗

1) ≥ ... ≥ w(S∗
l )
  ¤� l < 3

� |}w{ ]^_í`a^abcded` §{�~ �{
��|y��� �wyx}|w� {��w �����y{x �}y�} y~ Sn

  N��� �~~��w l > 3 �{� �w| ij = min{k : vk ∈ S∗
j }
  vw

}�zw i1 = 1 �{� opt(I) > w(vi1) + w(vi2) + w(vi3)
 

�w| �~ w���y{w ~wzw��� ~|w�~ �� |}y~ ��x��y|}�  v}w{ i = i2 − 1
� |}w ��x��y|}� ������w~ � {��w

�¢�����y{x Si2−1 = (S1
i2−1, L \ S1

i2−1, R \ S1
i2−1)

  ¤{�ww�� £� ��{~|���|y�{ Vi2−1 ⊆ S∗
1
y~ �{ y{¢�w�w{�w{| ~w|� �{� |}w{� S∗

i2−1
y~ �w§{w� £� Si2−1

1 = Vi2−1, S
i2−1
2 = ∅ �{� |}w{ val(Si2−1) 6

w(vi1) + 2w(vi2)
  v}w{ i = i3 − 1

� |}w ��x��y|}� ������w~ �{ BP [Vi3−1]
� {��w �¢�����y{x S∗

i3−1�y|} � ��~| val(S∗
i3−1) 6 w(vi1) + w(vi2)

~y{�w |}w �����y{x (S∗
1 ∩ Vi3−1, S

∗
2 ∩ Vi3−1)

y~ � �w�~y£�w {��w
�¢�����y{x �� BP [Vi3−1]

�y|} ��~| w(vi1) + w(vi2)
  ¨}�~� val(Si3−1) 6 w(vi1) + w(vi2) + 2w(vi3)

 
	y{����� �}w{ i = n

� |}w {��w �¢�����y{x Sn ~�|y~§w~ val(Sn) 6 2w(vi1)¨}w ��{zw� ���£y{�|y�{ �� |}w~w � z���w~ �y|} ��w­�yw{|~ 1
7 × val(Sn)

� 4
7 × val(Si3−1) �{�

2
7 × val(Si2−1) xyzw~ |}w w��w�|w� �w~��|  ¤

r ��u
�o�r �r
� tq�qpun
 un 5u��pouo� 
p����
¨}w �wyx}|w� w�xw �����y{x ���£�w� �{ � x���} G ��{ £w zyw�w� �~ |}w �wyx}|w� {��w �����y{x
���£�w� �{ L(G) �}w�w L(G) y~ |}w �y{w x���} �� G  ¯w�w� ��� ~y���y�y|�� �w �w�w� |� |}w w�xw ���w� 

s78 9:;<=>?@AB C>DE=AD
îw��{xw w| ��  ��� }�zw ���zw� |}�| ��� �������� ���� �������� y{ £y���|y|w ��£y� x���}~ y~
~|��{x�� ª«¢�����w|w �{� � ���w� £��{� �� 8

7
y~ xyzw{ ��� |}w ������y��|y�{  ¯w�w� �w ~�yx}|��

y����zw |}w~w �����w�y|� �w~��|~ 
!"#$%#& T() Lõ K÷ñøûù÷ùú þ�K÷þ ñóøõøû -ûøñÿýM ��� �������� ���� �������� ÷ý ýùûòõ-óô *+,
þòöñóúùú øõ/ ÷ù ÷ý õòù 7

6 − ε,øññûòü÷öøKóú �õóúýý +=*+1
«%$$2 3 vw ~}��� �w���w F�GH� ���� �������� y{ £y���|y|w ��£y� ���{�� x���}~ |� ��� ���£�w� 
�yzw{ � £y���|y|w ��£y� ���{�� x���} BP �{� � ��y��y~w �y~¥�y{| ��|�}y{x~ Ei

� |}w ©�w~|y�{ ��
F�GH� ���� �������� y~ |� �w|w��y{w y� y| y~ ��~~y£�w |� w�|w{� |}w w�xw ��w�����y{x E1, E2, E3

�



|� � ����w� �¢w�xw �����y{x �� G
  tw�� �w�w{|��� |}y~ ���£�w� }�~ £ww{ ~}��{ ª«¢�����w|w y{ °����ë�� 

�w| BP = (V, E) �{�E1, E2, E3
£w �{ y{~|�{�w �� F�GH� ���� ��������¬ �w ��{~|���| �{ y{~|�{�w

I = (BP ′, w) �� �wyx}|w� w�xw �����y{x �~ ������~  u��} w�xw y{ E1
�w�wyzw~ �wyx}| �  u��} w�xw

[x, y] ∈ E2
y~ �w����w� £� � x��xw| F2

�w~��y£w� y{ 	yx��w � ë� �}w�w �w y�w{|y�� x �{� y |� v0
�{�

v9
�w~�w�|yzw��  u��} w�xw y{ E3

y~ �w����w� £� � x��xw| F3
�}y�} y~ |}w ~��w �~ x��xw| F2

w��w�|
|}�| �w }�zw w��}�{xw� �wyx}|~ ë �{� �  ¨}w �|}w� w�xw~ �� G �w�wyzw �wyx}| ë  vw���� |}�| BP ′

y~ ~|y�� � £y���|y|w ��£y� ���{�� x���} 

v2 v6

v0 v1 v4 v5 v8 v9

v3 v7

w
x

y

y

x
w

w

w

x

y

y

x
w

	yx��w �� ���xw| F2
��� e ∈ E2

 

vw ��{ zw�y�� |}�| |}w �{~�w� �� F�GH� ���� �������� y{~|�{�w y~ �w~ y� �{� �{�� y� |}w�w w�y~|~
�{ w�xw �����y{x S �� I �y|} ��~| val(S) 6 6

 
¤

s7Y Z<<C:?@;[A@:\
¤{ îw��{xw w| ��  ���� � 5

3 ¢������y��|y�{ y~ xyzw{ ��� ��� �������� ���� �������� y{ £y���|y|wx���}~ �y|} ���y��� �wx�ww �  ¯w�w� �w xyzw � 7
6 ¢������y��|y�{

  vw {ww� ~��w {�|�|y�{~� ¤�
BP = (V, E) y~ � £y���|y|w x���} �y|} {��w ~w| V = {v1, . . . , vn}

� �w �����~ �~~��w |}�| y|~ w�xw~
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