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wxyz{|} ~��{}| ��x����� ��� x� � ���x� {��x�z�|�� {| �x��{|�zx�{�� x�z{�{��z{x|� �|~ z�� �x�z {���x�z�|z {~��� x� ��}x�{z��{� ���� ���| ����{�~ zx z��� ~y�{|} z�� ���z z��|z� ������ ��� ���{�zx�~������ �{���� �z ��� ����� ��{�x�{�� �|~ w{||xx� ��| ����� �x�����y �z ��� ����� ����{| �|~ wy�{|�z�{|���� �|~ ���}�| �z ��� ���� �� �{�� �� �x|���|�~ �{z� �x�� ��x����� ��x���� ����z�~ zx z��  �¡{�y�¢�����{|} £������| ��x����� |������ z�� ��x���� x� �|~{|} � ¤¥¦§¨©ª«§¥« ¬¥©­ x� ��¡{�y� ��{}�z��� �{�� �zy~� z�x ���{�|z� ~���|~{|} x| z�� |y���� x� ����{��~ �|~�x{|z� ®x|� x� z�x¯ x� z�� ��z��°±² ³´´

s
�|~ °±² ³´´

s,t
������z{���� ~�|xz� z�� ���{�zx|{�| ��z� ��x���� �{z� x|� �¡�~

�|~�x{|z s ∈ V �|~ z�x �¡�~ �|~�x{|z� s, t ∈ V
� ¢x xy� µ|x���~}� �|~ ��x� ����x¡{��z{x| �x{|zx� �{��� z���� z�x ��zz�� ��x����� ���� |xz ���| �zy~{�~ ���x��� ������� z��{� �{|{�{��z{x| ����{x|����� ���| �zy~{�~ �� �xx}����| ���� �|~ ¶yzz��||����µ �z ��� ��·� ®{| ���z{�y���� {z {� ���� µ|x�|z��z z�� �{|{�{��z{x| ��x����� ��� ¸¹º»¼½¾¯� �� ���x ~��� �{z� � ���{�|z �����~ ³´´

s,t[a, 2a]
�

����� z�� �~}����{}�z� ��� {| z�� ��z {a, a+1, . . . , b− 1, b}
� �xz�Min− �|~ °±² ³´´s,t

��� ¸¹º
»¼½¾� ���| {| z��{� ���z�{�z�~ ����{x|� �{z� b > a

� �{|�� z��� ��� �x��|x�{���z{�� �������~y�{�����¿� zx ���� xz����
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¢�� ��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z� ��x���� ��{|�� ��� z�� ���� ����{��z{x|� �� z�� ��¡{�y�z�����{|} �������| ��x���� �{|�� �| x�z{�y� ���{�zx|{�| ��z� {� ���{�� �x|���z�~ zx �| x�z{�y�z�����{|} �������| �� �~~{|} x|� ®x� z�x¯ ~y��� ���z�¡ ®���z{���¯ �{z� ����x��{�z� ~{�z�|�� zx ���xz��� ���z{���� ����� z�� ����{���z{x| x� â����x��{�z�â ~���|~� x| z�� |y���� x� �|~�x{|z� z��z �������| �¡�~� ¢�y�� �x� {|�z�|��� {z {� µ|x�| zx �� � ������|z �x~�� �x� ����~y�{|} � �{|}�� ��x����x�
�{z� ��zy�� ��{�{|} {| ��|y���zy�{|}� �x��yz{|}� ãä£å ~��{}| �|~ ��|� xz��� ����{��z{x|�� ä�����
�z ��� ����� �x������ z�{� ��x���� ���x ��� ����{�� ����{��z{x|� zx æª¦¬çèéé§ª« ê¥©¥� ¢���{x �|~ëµµx|�| �ì¿� x� ê¥©¥ ¥çç¥í æ¨îé©èç§«ï {| ðñò x� ���µ�z{|} �y~}�z�� ���z{}�| ���� �x� �¡������z�� ¦¥ó§¦¥¨ æª¦¬çèéé§ª« ¬çªô¨è¦ ��{�� ��{��� {| ���{xy� �x������{x| ~�z� ��x����� ��| �� ~��|�~
�� �x��x��õ }{��| � �x����z{x| x� �z�{|}� s1, . . . , sn

� �� ���µ � �z�{|} S �y�� z��z ����� �z�{|} {|z�� �x����z{x| {� � �y��z�{|} x� S �|~ z��z ��¡{�{��� ∑

i |si| − |S|
� å| z�� ��zz{|}� z�� ���z{���

�������|z �z�{|}� �|~ z�� ��{}�z x� �| �~}� ��z���| z�x â�z�{|}�â {� ��z zx z�� ��xy|z x� ��¡{�y�x������ ��z���| z���� �z�{|}�� ¢�� x�z{��� �x������{x| {� �öy{����|z zx z�� ��{}�z x� � ��¡{�y����{�zx|{�| ��z�� ò|xz��� ����{��z{x| zx ��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z� �{z� z�x ����{��~ �|~�x{|z�{� }{��| �� z�� �x��x�{|} �¡������ ¶���|µ�� ��÷�õ �y��x�� �� ��� }{��| � ~�z� ����� {| z�� �x�� x� �|
m×n ��z�{¡ A = (ai,j)

z��z �x|�{�z� x� �����|z� z��z ��� �{z��� � {� {z �¡{�z� � ����z{x| ��z���| �x�
i �|~ �x�y�| j �¡{�z� x� ø {� {z ~x�� |xz� �� ��� {|z����z�~ {| }�xy�{|} �x�� �|~ �x�y�|� zx}�z���{| �y�� � ��� z��z z��� ��x� �{�{��� ����z{x|�� �x� {|�z�|��� �x|�{~�� � |y���� x� m ���µ�z{|}z���|{öy�� �|~ n

��x~y�z�� å� � ���µ�z{|} z���|{öy� i �x�µ� xyz �y������y��� x| � ��x~y�z j
� z��|

ai,j
}�z� z�� ���y� �� �|~ ø xz����{��� £{�{��� ���µ�z{|} z���|{öy�� ��� �y��x��~ zx �� �y������y� x|

�{�{��� ��x~y�z�� ¢�����x��� ��y�z��{|} z�� z���|{öy�� �|~ z�� ��x~y�z� }{��� {|�{}�z {| z�� ����z{x|�x� z�� ���µ�z{|} z���|{öy�� �|~ z�� ��x~y�z��¢x �x����{�� z�{�� �� {|z�x~y�� z�� ����y�� x� �ù��z{��|��� mei,j = ai,j(ai−1,j + ai+1,j + ai,j−1 +

ai,j+1)
�x� ���� �����|z ai,j

� ¢x �|�y�� z��{� �¡{�z�|��� �� �~~ zx z�� ��z�{¡ A ��z{��{�� �x�� x� {|~�¡ø �|~ �ú� �|~ ��z{��{�� �x�y�|� x� {|~�¡ ø �|~ |ú�û z���� �x�� �|~ �x�y�|� �x|z�{| ���x�� x|���¢�� zxz�� ����y�� x� �ù��z{��|��� x� z�� ��z�{¡ A
� ~�|xz�~ �� tme(A)

� {� �x��yz�~ �� �y��{|} z��
����y�� x� �ù��z{��|��� x��� ��� �����|z� x� z�� ��z�{¡ �¡���z �x� z�� ��z{��{�� �x�� �|~ �x�y�|��¢�y�� z�� }x�� {� zx �|~ � ��z�{¡ A′

�x|�z�y�z�~ ��x� A
�� ����yz{|} �x�� �x�� �|~ �x�� �x�y�|�

��¡{�{�{|} tme(A′)
�

�x� ���{z���� ����yz�z{x|� ρ �|~ σ
x� z�� �x�� �|~ �x�y�|� ®�������|z{|} z�� ��z�{¡ A′

¯� z��
zxz�� ����y�� x� �ù��z{��|��� x� z�� ��z�{¡ A′

{� tme(A′) = tme1(A
′) + tme2(A

′) ����� tme1(A
′) =

∑m
i=1

∑n
j=1(aρ(i),σ(j) × aρ(i),σ(j−1) + aρ(i),σ(j) × aρ(i),σ(j+1))

�|~ tme2(A
′) =

∑m
i=1

∑n
j=1(aρ(i),σ(j) ×

aρ(i−1),σ(j) + aρ(i),σ(j) × aρ(i+1),σ(j+1))
� w���{z{|} tme1

�{��~�õ tme1(A
′) =

∑n
j=1

∑m
k=1 2ak,σ(j) ×

ak,σ(j+1)
�{|�� x| z�� x|� ��|~� ρ {� � ����yz�z{x| �|~ x| z�� xz��� ��|~� ak,σ(0) = ak,σ(n+1) = 0

�
¢�y�� {� �� ~��|� z�� ~{�z�|�� d(i, j)

��z���| �x�y�|� i �|~ j �� d(i, j) = 2
∑m

k=1 ak,i×ak,j
� z��| ��x�z�{| z�� ��x���� x� �|~{|} � ��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z� ��x� �x�y�| ø zx �x�y�| |ú�� £{�{������

�� ��| �� ����{z{|} tme2(A
′)
x�z�{| z�� ��x���� x� �|~{|} � ��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z� ��x� �x�

ø zx �x� �ú�� ����� z�{� z{�� z�� ~{�z�|��� ��� ~��|�~ �� d(i, j) = 2
∑n

k=1 ai,k × aj,k
� �{|����� ��

��� z��z ��x���� x� ��y�z��{|} � ~�z� ����� ��| �� ~��x��x��~ {|zx z�x ��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z���x������ x|� ~��|�~ x| z�� �x�� �|~ x|� ~��|�~ x| z�� �x�y�|��
�



�� �x�y� x| z�� ~��{}| x� ����x¡{��z{x| ��}x�{z��� �{z� }y���|z��~ ����x���|�� ��z{x�� z��z
�y| �{z�{| �x��|x�{�� z{�� �|~ ��x~y�� �y��x�z{��� �x�yz{x|�� ë�y����� x|� �x������ z�� �x��z ������z{x ®�����~ �z�|~��~ ��z{x¯ x� z�� �x�z x� z�� �x�yz{x| }�|���z�~ �� z�� ��}x�{z�� zx z�� x�z{��� �x�z�{| z�� �x��z������ �x������ �� ��{|�� ����� {| z�{� ��z{��� zx �|xz��� ��z{x �����~ ê§üèçè«©§¥¨ ç¥©§ª��{�� ����y��� z�� �x��z ��z{x x�� x| z�� x|� ��|~� z�� ~{ù���|�� ��z���| z�� �x�z x� z�� �x�yz{x|
}�|���z�~ �� z�� ��}x�{z�� �|~ z�� �x��z �x�z� �|~ x| z�� xz��� ��|~� z�� ~{ù���|�� ��z���| z��x�z{��� �x�z �|~ z�� �x��z �x�z� ¢�{� ����y��� �zy~{�~ �� ò{���x �z ��� ���� òy�{���x �z ��� �¿��
�x�|y��x�� �z ��� �÷�� ã����{� �ì�� ®{| z�� �x|z�¡z x� |x|��{|��� ��x}����{|}¯� ý���� �ì�� �|~ �x������|z�� �� ð���|}� �|~ þ����x� ��ì� �|~ ����{| �|~ ��y���� ��ø�� ���~� zx |�� ��}x�{z��� z�µ{|}{|zx ���xy|z z�� �¡z���� �x�yz{x|� x� z�� {|�z�|��� �|~ ��x�{~�� z�� x��x�zy|{z� zx ��zz�� y|~���z�|~z���� ��x������ ¢���� ��� }���z ~{ù���|��� ��z���| �z�|~��~ �|~ ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| �x� z��
��¡{�y� ���{�zx|{�| ��z� ��x������ �x� {|�z�|��� �� ��| ���{�� ��x�� z��z z�� ÿè¥çèé© ÿè§ï­ôªç
¤èîç§é©§æ ®��� �{���� �z ��� ���� x�  x||xz ����¯ {� 1

2
��z�|~��~ ����x¡{����� �x� °±² ³´´

s
�|~ {�

1
3
��z�|~��~ ����x¡{����� �x� °±² ³´´

s,t
x� z��z �� ���� � z�{�{�� �z�|~��~ ����x¡{��z{x| �������x� °±² ³´´

s,t[n; n+1] �������� z�� ÿè¥çèé© ÿè§ï­ôªç ¤èîç§é©§æ {� |xz � ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x|�{z� �|� �x|�z�|z ��z{x �x� °±² ³´´
s
�|~ °±² ³´´

s,t[n; n + 1]
{� |xz ~{ù���|z{�� ����x¡{��z�

�{z� ��z{x }���z�� z��| 741
742

�
�� |x� }{�� �x�� �z�|~��~ ~��|{z{x|�õ

��������� ��� 	« 
�� ¬çªô¨è¦ π
§é ¥ 
�è�©î¬¨è (I, sol, m, Triv, goal) éîæ­ ©­¥©�

�§�
I
§é ©­è éè© ª� §«é©¥«æèé ¥«ê §é çèæªï«§�¥ô¨è §« ¬ª¨í«ª¦§¥¨�©§¦è�

�§§� �§�è« ¥« §«é©¥«æè I ∈ I � sol[I]
§é ©­è éè© ª� �è¥é§ô¨è éª¨î©§ª«é ª� I � ¦ªçèª�èç� ©­èçè èó§é©é¥ ¬ª¨í«ª¦§¥¨ P éîæ­ ©­¥©� �ªç ¥«í x ∈ sol[I]� |x| ≤ P (|I|)� �îç©­èç¦ªçè� §© §é êèæ§ê¥ô¨è §«¬ª¨í«ª¦§¥¨ ©§¦è �­è©­èç x ∈ sol[I]

�ªç ¥«í I ¥«ê �ªç ¥«í x éîæ­ ©­¥© |x| ≤ P (|I|) � �§«¥¨¨í�©­èçè §é ¥ �è¥é§ô¨è éª¨î©§ª« Triv(I)� æª¦¬î©¥ô¨è §« ¬ª¨í«ª¦§¥¨�©§¦è �ªç ¥«í I �
�§§§� �§�è« ¥« §«é©¥«æè I ¥«ê ¥ éª¨î©§ª« x

ª�
I � m[I, x] êè«ª©èé ©­è «ª«�«èï¥©§�è §«©èïèç �¥¨îè ª� x ��­è �î«æ©§ª« m

§é æª¦¬î©¥ô¨è §« ¬ª¨í«ª¦§¥¨ ©§¦è ¥«ê §é ¥¨éª æ¥¨¨èê ©­è ªô�èæ©§�è �î«æ©§ª«�
�§�� goal ∈ {Max, Min} � ♦

�� ���� π z�� ¸¹� ��x���� (I, sol, m, Triv, goal) ����� goal
{� ~��|�~ �� �x��x��õ {� goal = Max

�
z��| goal = Min �|~ goal = Max

� ¢�� }x�� x� �| ¸¹��x�z{�{��z{x| ��x���� �{z� ������z zx �|{|�z�|�� I
{� zx �|~ �| ª¬©§¦î¦ éª¨î©§ª« x∗ �y�� z��z opt(I) = m[I, x∗] = goal{m[I, x] : x ∈ sol[I]}

�
ò|xz��� {��x�z�|z �x�yz{x| x� π {� � �ªçé© éª¨î©§ª« x∗

~��|�~ ��õ wor(I) = m[I, x∗] = goal{m[I, x] :

x ∈ sol[I]}
� ò �x��z �x�yz{x| �x� π

{� �| x�z{��� �x�yz{x| �x� π �|~ �{�� ������ å| òy�{���x �z ��� �¿��z�� z��� ©ç§�§¥¨ éª¨î©§ª« �������~ zx �� �ªçé© éª¨î©§ª« �|~ ��� z�� �¡�x��~ �¡������ ���� z�� ��x���z�z��z � �x��z �x�yz{x| ��| �� z�{�{���� �x��yz�~ {| �x��|x�{���z{��� �x� �¡������ z�{� {� z�� ���� x�z�� ��¡{�y� �yz ��x���� ������ }{��| � }����� z�� �x��z �x�yz{x| {� z�� ���z� �~}����z }{��| ��
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z�� ���z{z{x| (V, ∅)
� x� z�� �{|�þ��µ{|} ��x���� ����� �� ��| z�{�{���� �yz z�� {z��� y�{|} � ~{�z{|�z�{| ��� {z��� '| z�� �x|z����� �{|�� � �x��z �x�yz{x| x� z�� ��¡{�y� ��{}�z ���{�zx|{�| ��z� ��x�

s
zx

t
{� �| x�z{��� �x�yz{x| x� z�� �{|{�y� ��{}�z ���{�zx|{�| ��z� ��x� s

zx
t
� z�� �x��yz�z{x|x� �y�� � �x�yz{x| {� ¸¹º»¼½¾� ¢�y�� �x��yz{|} � �x��z �x�yz{x| x� ³´´ ®x� ³´´

s
x� ³´´

s,t������z{����¯ {� �� ���~ �� �x��yz{|} �| x�z{��� x|� x� ³´´ ®x� ³´´
s
x� ³´´

s,t
������z{����¯�ñxz� z��z z�� ���� ��x���z� x��y�� �x� � ���}� ����� x� ��x������  x||xz ��÷��

()( *++,-./0123 145-,/2607 189 ,39:;2/-87
å| x�~�� zx �zy~� ��}x�{z�� ����x���|���� z���� ��� z�x µ|x�| ����y���õ é©¥«ê¥çê ç¥©§ª ����� �ì���·� �|~ ê§üèçè«©§¥¨ ç¥©§ª ��ì�� �¿�� ��ø� �|~ �÷��
��������� ��< =è© π ôè ¥« 
�� ¬çªô¨è¦ ¥«ê x ∈ sol[I] � >è êè
«è ©­è ¬èç�ªç¦¥«æè ç¥©§ªé ª� x�§©­ çèé¬èæ© ©ª ©­è §«é©¥«æè I ¥é

• ?@�¼�¾¼½¾ ½¼���A ρπ(I, x) = Min

{

m[I, x]

opt(I)
,

opt(I)

m[I, x]

}

• ?¾�B�½����¼C ½¼���A δπ(I, x) =
wor(I) − m[I, x]

wor(I) − opt(I)
♦

¢�� ����x���|�� ��z{x {� � |y���� ���� z��| x� �öy�� zx 1
� �|~ {� �öy�� zx 1

{� �|~ x|�� {�m[I, x] =

opt(I)
� ñxz� z��z� �x�����~ zx �x�� ~��|{z{x|�� �� ���� {|���z�~ z�� �z�|~��~ ����x���|�� ��z{x{| z�� ���� x� �{|{�{��z{x| ��x����� �x z��z z�� ��z{x ���y� {� ������ ��z���| 0 �|~ 1

� ä�z π�� �| ¸¹� ��x����� �x� �|� {|�z�|�� I
x�

π
� � �x��|x�{�� z{�� ��}x�{z�� A ��zy�|� � ����{����x�yz{x| xA � ¢�� ����x���|�� x� A �{z� ������z zx R ∈ {δ, ρ}

x| z�� {|�z�|�� I
{� z�� öy�|z{z�

RA[π](I) = Rπ(I, xA)
� �� ��� z��z A

{� �| ε�¥¬¬çªó§¦¥©§ª« ¥¨ïªç§©­¦ �{z� ������z zx R
{� �x� �|�{|�z�|�� I

� �� ���� RA(I) ≥ ε
�

��������� ��D �ªç ¥«í ¬èç�ªç¦¥«æè ç¥©§ª R ∈ {δ, ρ}�
• ¥« 
�� ¬çªô¨è¦ ôè¨ª«ïé ©ª ©­è æ¨¥éé APX(R)

§� ©­èçè èó§é©é ¥« ε�¥¬¬çªó§¦¥©§ª« �§©­ çèé¬èæ©©ª
R
�ªç éª¦è æª«é©¥«© ε ∈]0; 1] �

• ¥« 
�� ¬çªô¨è¦ ôè¨ª«ïé ©ª ©­è æ¨¥éé PTAS(R)
§� ©­èçè èó§é©é ¥« ε�¥¬¬çªó§¦¥©§ª« Aε

�ªç ¥«íæª«é©¥«© ε ∈]0; 1[ � �­è �¥¦§¨í {Aε}0<ε<1
§é é¥§ê ©ª ôè ¥ ¬ª¨í«ª¦§¥¨ ©§¦è ¥¬¬çªó§¦¥©§ª« éæ­è¦è� ♦

�������� z�� �x��x�{|} {|��y�{x| �x�~� �x� �|� ����y�� R ∈ {δ, ρ}õ PTAS(R) ⊆ APX(R)
� ò� {z {�

y�y���� ~x|�� �� �{�� ~�|xz� ��
APX

�|~
PTAS

� ������z{����� z�� �������
APX(ρ) �|~ PTAS(ρ)

�
�� �xy�~ ��}y� ���z��� z�� ~{ù���|z{�� ��z{x {� ������ ���z{|�|zõ z�� �yz�x�� x� ��ì� �|~ �¿� �|�����~�x�{z{���� zx z��z öy��z{x| �|~ �x|��y~�~ z��z z�{� ����y�� {� �x������|z��� �{z� z�� �z�|~��~
��z{x� ò� ��x�| {| ����� ��|� ��x����� ��| ���� ~{ù���|z �����{x� ��zz��|� ~���|~{|} x| ���z���z�� ~{ù���|z{�� x� �z�|~��~ ��z{x {� ��x��|õ �x|�{~�� �x� {|�z�|�� ã��z�¡ �x���{|} x� ðx�{|�z{|}
£�z ��x������ '| z�� xz��� ��|~� z���� ��� ��x����� z��z ��z���{�� �x�� �x||��z{x|� ��z���|z�� ~{ù���|z{�� �|~ z�� �z�|~��~ ��z{x�� �{µ� �{| þ��µ{|} ���� x� ��¡{�y� ��{}�z �xy|~�~�~��z����||{|} z��� ��·� �|~ ��� ý���� �ì�� �x� �xz{��z{x|� �|~ �x������|z��{z� �{|µ� ��z���| z�� z�x

¿



����y���� ���{~��� �� ��x� z��z z���� ��� z{}�z �{|µ� ��z���| �xz� ����y��� �x� z�� ��x����� ~���z
�{z� {| z�� ���� ����� z�� �~}����{}�z� ���� �x��� �|~ y���� �xy|~��ñx�� �x|�{~�� z�� �x��x�{|} ����x¡{��z{x| �������{|} ��~y�z{x|� ��z���| ��{�� (π, R)

�
��������� ��E �ªç πi ∈ NPO ¥«ê Ri ∈ {δ, ρ}� i = 1, 2�

• ¥« A�çèêîæ©§ª« �çª¦ (π1, R1)
©ª

(π2, R2)� êè«ª©èê ôí (π1, R1) ≤
A (π2, R2)�§é ¥ ©ç§¬¨è© (∝, f, c) éîæ­ ©­¥©�

�§�
∝: Iπ1

7−→ Iπ2
� ©ç¥«é�ªç¦é ¥« §«é©¥«æè ª� π1

§«©ª ¥« §«é©¥«æè ª� π2
§« ¬ª¨í«ª¦§¥¨�©§¦è�

�§§�
f : solπ2

[∝ (I)] 7−→ solπ1
[I]� ©ç¥«é�ªç¦é éª¨î©§ª«é �ªç π2

§«©ª éª¨î©§ª«é �ªç π1
§« ¬ª¨í«ª¦§¥¨�©§¦è�

�§§§�
c : [0; 1] 7−→ [0; 1]

�æ¥¨¨èê èó¬¥«é§ª« ª� ©­è 	�çèêîæ©§ª«� §é ¥ �î«æ©§ª« é¥©§é�í§«ï c−1(0) ⊆ {0}¥«ê ∀ε ∈ [0; 1],∀I ∈ Iπ1
,∀x ∈ solπ2

[∝ (I)]
�
R2[π2](∝ (I), x) ≥ ε =⇒ R1[π1](I, f(x)) ≥ c(ε)

• ¥«A∗P �çèêîæ©§ª« �çª¦ ©­è ¬¥§ç (π1, R1)
©ª ©­è ¬¥§ç (π2, R2)� êè«ª©èê ôí (π1, R1) ≤

A∗P (π2, R2)�§é ¥« A�çèêîæ©§ª« �çª¦ (π1, R1)
©ª

(π2, R2)
éîæ­ ©­¥© ©­è çèé©ç§æ©§ª« ª� �î«æ©§ª« c

©ª éª¦è §«©èç�¥¨
[a; 1]

§é ô§�èæ©§�è ¥«ê c(1) = 1 (c(0) ¦¥í ôè «ª«��èçª�� ♦

ò|
A���~y�z{x| ��������� �x|�z�|z ����x¡{��z{x| ��{�� A∗P ���~y�z{x| ��������� ����x¡{��z{x|�������� ¢��� ��� � |�zy��� }�|����{��z{x| x� z�x�� ~����{��~ �� '��x|�| �|~  �||{�� �ìø� �|~

������|�{ �|~ þ�|�x|��{ ����
��������� ��F G�

(π1, R1) ≤A∗P (π2, R2)
¥«ê (π2, R2) ≤A∗P (π1, R1)

�§©­ c(ε) = ε� �è é¥í ©­¥©
(π1, R1)

§é èHî§�¥¨è«© ©ª (π2, R2) � ♦

¢�� ~{ù���|z{�� ��z{x ����y��� �x� z�� ���y� x� �| ����x¡{��z� �x�yz{x| m[I, x]
{� �x��z�~ {|

z�� {|z����� ��z���| opt(I) �|~ wor(I)
�  x�� �¡��z�� {z {� �öy{����|z �x� � ��¡{�{��z{x| ��x����zx ��x�� δπ(I, x) ≥ ε �|~ m[I, x] ≥ εopt(I) + (1 − ε)wor(I)

� '| z�� xz��� ��|~� z�� �z�|~��~ ��z{x
����y��� ®�x� � ��¡{�{��z{x| ��x����¯ �x� z�� ���y� x� �| ����x¡{��z� �x�yz{x| {� �����~ {| z��{|z����� ��z���| 0 �|~ opt(I)

� ��|��� �� ���� �| A ∗ P ���~y�z{x| ��x� z�� �z�|~��~ ��z{x zx z��~{ù���|z{�� ��z{xõ
I�JJ¼ ��K G�

π = (I, sol, m, Triv, Max) ∈ 
��� ©­è« (π, ρ) ≤A∗P (π, δ) �§©­ c(ε) = ε �
¹½��L M ä�z I

�� �| {|�z�|�� x� π �|~ x
�� � ����{��� �x�yz{x|� å� m[I, x] ≥ εopt(I) + (1− ε)wor(I)z��| �� ���� ��� z�� �x�� �x m[I, x] ≥ εopt(I) �{|�� wor(I) ≥ 0

�
¤ñxz� z��z� {| }�|����� z���� {� |x ��{~�|z z��|���� x� � �x�{z{�� x� |�}�z{�� ���y�z ��x� x|�������x�µ zx z�� xz��� �x� � �{|{�{��z{x| ��x����� �x� {|�z�|��� �� ���� ��x��~ {| ð���|}� �z �����ø� z��z � ����{x| x� ��{}�z�~ �{|{�y� �x�x�{|} �~�{z� � �z�|~��~ |x|�����x¡{��z{x| z�����x�~�öy�� zx 7

8

{| �{���z{z� }����� ������� �� ���� �y{�z � ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| ������û {| z�{��x�x�{|} ����{x|� z�� �x�z x� � �z���� ��z {� }{��| �� z�� ��¡{�y� x� z�� ���z�¡ ��{}�z� {| z�{� �z����
��z�

�



N OPQ RSTvUprovSo VSpP VqrWUQT
¢�� ���{�zx|{�| ��z� ��x����� ���x �����~ z�� �ç¥�è¨§«ï X¥¨èé¦¥« Y¥©­ ¬çªô¨è¦� {� �x������ ~��|�~
�� �x��x���
��������� <�� Zª«é§êèç ¥ æª¦¬¨è©è ïç¥¬­ Kn

�§©­ «ª«�«èï¥©§�è æªé©é d(x, y)
�ªç è¥æ­ �èç©èó ¬¥§ç�

>è �¥«© ©ª 
«ê ¥« ª¬©§¦¥¨�æªé© ¤¥¦§¨©ª«§¥« ¬¥©­� �­èçè ©­è æªé© ª� ¥ ¬¥©­ §é ©­è éî¦ ª� ©­è �è§ï­©éª« §©é èêïèé� >è çè�èç ©­§é ¬çªô¨è¦ ¥é ³´´� >­è« ª«è è«ê¬ª§«© s �çèé¬ � ©�ª è«ê¬ª§«©é s ¥«ê t
� ª�

¤¥¦§¨©ª«§¥« ¬¥©­ ¥çè é¬èæ§
èê� �è îéè ©­è «ª©¥©§ª« ³´´s
�çèé¬ � ³´´s,t

��G�
goal = Max� ©­è ¬çªô¨è¦ §é æ¥¨¨èê °±² ³´´� è¨éè °[\ ³´´� >è îéè «ª©¥©§ª« ³´´� ³´´sªç ³´´

s,t
�§©­ «ª ¬çè
ó �­è« �è æª«é§êèç �§©­ªî© ê§é©§«æ©§ª« ©­è æ¥éè goal = Max

ªç goal = Min �
♦

£z�|~��~ ��z{x ����x¡{��z{x| ���y�z� ��| �� ~��{��~ �x� ³´´ �� y�{|} z�{�{�� ��~y�z{x| zx ]^´õz�� ���z |�}�z{�� ����x¡{��z{x| ���y�z ®z��z �� ��| ~�~y�� ��x� �ìì�¯ �z�z�� z��z {z {� |xz �x��{��� zx
����x¡{��z� °[\ ³´´�{z�{| 1/f(|I|) ����� � {� �|� {|z�}�� �y|�z{x| �x��yz���� �{z�{| �x��|x�{��z{�� y|���� ¹_¸¹� '| z�� xz��� ��|~�metric` °[\ ³´´ {� ����x¡{����� �{z�{| 2/3

��� �|~ °[\
³´´

[1, 2]
{� a¹bºc�JdC��� ®~�~y��~ ��x� þ���~{�{z�{xy �|~ e�||�µ�µ{� �ì��¯� �x� °±² ³´´�z�� ���y�z� ��� �x�� x�z{�{�z{� �{|�� z�{� ��x���� {� {| a¹b� ¢�� ���z�µ|x�| �z�|~��~ ��z{x {� �öy��zx 25

33
�|~ ��| �� ~�~y��~ ��x� ����{| �|~ wy�{|�z�{| �����°[\ °fgh[i ³´´

s,t
{� �� ���~ zx ����x¡{��z� �� °[\ °fgh[i ³´´

s
� å� °[\ °fgh[i ³´´

s,t������ �y�� ���~�� zx ����x¡{��z� z��| °[\ °fgh[i ³´´
sj ¢�{� {|z����z{|} öy��z{x| ��{��~ z�����z z{�� �� kx�|�x| �|~ þ���~{�{z�{xy ��ì� x| z�� ����z{�� ���~|��� x� z�� z�x ����{��~ �|~�x{|z�

����{x| �x�����~ zx z�� x|� ����{��~ �|~�x{|z {� �z{�� x��| zx~��� �x������ z�� �x�{z{�� ���y�z�
}{��| x| z���� ��x����� ���~ zx � �x�{z{�� �|���� zx z�� öy��z{x| �{|�� z�� ���z�µ|x�| �z�|~��~��z{x� ��� 2

3

�x� °[\ °fgh[i ³´´
s
� �xx}����| ���� �|~ 3

5

�x� °[\ °fgh[i ³´´
s,t
�xx}����|����� ¶yzz��||����µ �z ��� ��·�� �{|����� {� �� �x|�{~�� z�� ���� a ≤ d(e) ≤ 2a

z���� ��� |x ����{��
���y�z�� �x� �¡����� ���{�zx�~��l �x~{���z{x| ��}x�{z�� ���� ����{|� � 2/3��z�|~��~ ��z{x �x� °[\³´´

s[a; 2a]
� ¢x xy� µ|x���~}�� |x �z�|~��~ ����x¡{��z{x| ���y�z ��� ���| �xy|~ �x� °±² ³´´

s�|~ °±² ³´´
s,t
�

�� ��x� z��z ³´´
s
{� 2

3
����x¡{����� �|~ ³´´

s,t
{� 1

2
����x¡{����� y|~�� z�� ~{ù���|z{��������x�µ� �� ��| ~�~y�� ��x� ä���� ��� � 2

3
��z�|~��~ ����x¡{��z{x| �x� °±² ³´´

s
�|~ � 1

2
��z�|~��~ ����x¡{��z{x| �x� °±² ³´´

s,t
�  x��x���� xy� z���|{öy� ���x�� zx ��|~�� z�� ���� �����

��� z�� �~}� ��{}�z� ��� �{z�{| �| {|z����� [a, 2a]
�x� �|� �x�{z{�� a �{|�� ��x� ����{xy� ���y�z�� ��~�~y�� � 3

4
®����� 2

3

¯��z�|~��~ ����x¡{��z{x| �x� °[\ ³´´
s[a, 2a] ®����� °[\ ³´´s,t[a, 2a]

¯ �|~
� 5

6
®����� 3

4

¯��z�|~��~ ����x¡{��z{x| �x� °±² ³´´
s[a, 2a] ®����� °±² ³´´s,t[a, 2a]

¯� ¢�y� �x�z���� ���z�{�z{x|�� �� {���x�� z�� ���z�µ|x�| �xy|~� x� 2
3
®����� 3

5

¯ �x� �{|{�{��z{x| ����{x|� }{��|�� �xx}����| ���� ®����� ¶yzz��||����µ �z ��� ��·� x� ����¯�
mÕÆÃÎÇÏnÎÂo ÏÁÐ ÆÅÅ ÝÉÐÃÎáÉÇ x, y, z

ÃÍÉ ÎÂÉ%ËÆÅÎÃnp d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)Ê

�



q rUQTQopSqs VqrVQqpvQt
ä�z y� ���z ��z���{�� �x�� ����z{x|� ��z���| ³´´� ³´´

s
� ³´´

s,t
�|~ ~{ù���|z �y������� �� ��x��z��z ³´´

s,t
{� z�� �x�z }�|���� ��x����� ò� � ���x|~ �z��� �� ��z���{�� �x� ���� ��x���� �x���x||��z�~ ����z{x|� ��z���| ~{ù���|z{�� �|~ �z�|~��~ ��z{x�� å| z�� �x��x�{|} ����}����� �{z�xyz

����{���z{x|� z�� ��x���z{�� z��z �� �����|z �x� ³´´
s,t
��� ���x z�y� �x� ³´´

s
�|~ ³´´�

³´´
s,t
{� �� ���~ �� ³´´

s
®��{�� {� {z���� �� ���~ �� ³´´¯ zx ����x¡{��z� �x� �xz� ����x���|��

��z{x��  x��x���� ��x� � ~{ù���|z{�� ����x¡{���{�{z� �x{|z x� �{��� z���� ~{ù���|z ����{x|� ��� ������x�� zx z�� ]^´� ���| {� �� �x|�{~�� z�� ���z�{�z{x| a ≤ d(e) ≤ b
�

I�JJ¼ D�� �ªç ¥«í goal ∈ {Min, Max}� �è ­¥�è�
(i) (goal

]^
[́a, b]�δ) ≤A∗P (goal

³´´
s,t[a, b]�δ) �§©­ c(ε) = ε �

(ii) (goal
³´

[́a, b]�δ) ≤A∗P (goal
]^´

[a, b]�δ) �§©­ c(ε) = ε �
¹½��LM �� x|�� ��x� z�� ���� goal = Max

�
•
�x� (i)õ ä�z I = (n, d) �{z� a ≤ d(e) ≤ b

�� �| {|�z�|�� x� °±² ]^
[́a, b]

� ��xx�� � ���z�¡ s{|
Kn
�|~ ~��|� Iv = (n, s, v, d) �| {|�z�|�� x� °±² ³´´s,v[a, b]

�x� ����� v ∈ V \ {s}
� ä�z µv

��
� ���{�zx|{�| ��z� ��x� s

zx
v
x�

Iv
��{�� {� �| ε�~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| �x� °±² ³´´s,v[a, b]

�
£x� �x� ����� v ∈ V \ {s} �� ����õ

m[Iv, µv] ≥ εoptuvw xyy
s,v

(Iv) + (1 − ε)woruvw xyy
s,v

(Iv)
®ì��¯

��x� µv
�{z� v ∈ V \{s}

� �� �x|�z�y�z z�� ���{�zx|{�| ����� Γ = argmax{m[I,Γv] : v ∈ V \{s}}����� Γv = µv ∪ {(s, v)}
�

ñx�� �x|�{~�� v∗ �y�� z��z �| x�z{��� ���{�zx|{�| ����� x� I = (n, d)
�x|z�{|� �~}� (s, v∗)

û z�y��
�� ����õ

optuvw xyy
s,v∗

(Iv∗) + d(s, v∗) = optuvw z{y(I) ®ì��¯
ä�z µ∗

�� � �x��z ���{�zx|{�| ��z� ��x� s
zx

v∗
û
µ∗ ∪ {(s, v∗)}

{� �| ���{�zx|{�| ����� �|~ ��
~�~y��õ

woruvw xyy
s,v∗

(Iv∗) + d(s, v∗) ≥ woruvw z{y(I) ®ì�ì¯
�x��{|{|} {|�öy��{z{�� ®ì��¯� ®ì��¯ �|~ ®ì�ì¯� �� x�z�{|õ m[I,Γ] ≥ m[I, µv∗ ] + d(s, v∗) ≥

εoptuvw z{y(I) + (1 − ε)woruvw z{y(I)
�

•
�x� ®{{¯õ ä�z I = (n, d) �{z� a ≤ d(e) ≤ b

�� �| {|�z�|�� x� °±² ³´ [́a, b]
� �� z��|��x�� I{|zx {|�z�|�� ∝ (I) = (n+1, d′) �� �x��x�õ �~~ � |�� ���z�¡ s

zx }���� Kn
�|~ ~��|� d′(s, v) = a,∀v

�
d′(e) = d(e)

�x� xz��� �~}���
¤

'������ z��z z�� ��xx� x� {z�� (ii) ���x �x�~� �x� z�� �z�|~��~ ��z{x �{z� goal = Max
� �yz {|z�{� ����� �� �{}�z ���� a = 0

� £x� �� ~�~y�� ��x� z�� ���y�z x� ����{| �|~ wy�{|�z�{| ���� �x� °±²
÷
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33
��z�|~��~ ����x¡{������ '| z�� xz��� ��|~� ��x� z�� ���y�z x� £��|{�|~ ¶x|����� �ìì� �� µ|x� z��z °[\ ³´´

s,t
{� |xz {| a¹b y|���� ¹_¸¹� ¢�{� ������z�� {|z�� ����x¡{���{�{z� x� �xz� ����{x|� ®°±² ³´´

s,t
{� {| a¹b �� ��z�� ��x��~¯ ��| �� �x|�{~���~ ��

�x�����z �z��|}� }{��| z�� �z�y�zy��� �����z�� �¡{�z{|} ��z���| z���� £{|�� ~{ù���|z{�� ����x¡�{��z{x| {� �z���� y|~�� �||� z��|��x���z{x| x� z�� x����z{�� �y|�z{x| ®��� �x� {|�z�|�� ����{| �|~
��y���� ��ø� x� ð���|}� �|~ þ����x� ��ì�¯� °±² ³´´

s,t
�|~ °[\ ³´´

s,t
��� ~{ù���|z{����öy{����|z®��� ð��|{z{x| ���¯�

¹½�d�@����� D�< �­è �ª¨¨ª�§«ï ¥ééèç©§ª«é ­ª¨ê�
(i)
°[\ ³´´

s,t
§é ê§üèçè«©§¥¨�èHî§�¥¨è«© ©ª °±² ³´´

s,t �
(ii) MinHPPs,t[a, b]

§é ê§üèçè«©§¥¨�èHî§�¥¨è«© ©ªMaxHPPs,t[a, b] �
(iii)

³´´
s,t
§é ê§üèçè«©§¥¨�èHî§�¥¨è«© ©ª ¦è©ç§æ ³´´

s,t �
(iv)

³´´
s,t[a, b]

§é ê§üèçè«©§¥¨�èHî§�¥¨è«© ©ª ³´´
s,t[a + t, b + t]� �ªç ¥«í t �

¹½��L M ä�z dmax = maxe∈E d(e) �|~ dmin = mine∈E d(e)
� ¶{��| �| {|�z�|�� �{z� ~{�z�|�� �y|��z{x|

d
x� z�� ���z ��x���� {| {z��� (i) − (iv)

� �� �x|�z�y�z � ~{�z�|�� �y|�z{x| d′
zx �| {|�z�|�� x�

z�� �x�����x|~{|} �{}�z ��x���� {| {z��� (i) − (iv) �� �x��x��õ (i) d′(e) = dmax + dmin − d(e)
�
(ii)

d′(e) = a + b − d(e)
�
(iii) d′(e) = dmax + d(e)

�
(iv) d′(e) = t + d(e)

� £{|�� ~{ù���|z{�� ��z{x {� �z����
y|~�� �||� z��|��x���z{x| x� z�� x����z{�� �y|�z{x| ®��� ð���|}� �|~ þ����x� ��ì� x� ����{| �|~
��y���� ��ø�¯� z�{� �x|��y~�� z�� ��xx��

¤

'������ z��z z�� (iv)
x� z�{� ��x�x�{z{x| ���x�� zx ~��� �{z� z�� ���� ����� z�� ~{�z�|��� ���|�}�z{��� ¢�� �x��x�{|} ���� z��x��� �x�~�� z�y� }{�{|} � ��{~}� ��z���| ~{ù���|z{�� �|~ �z�|~��~

��z{x� �x� goal = Max �|~ goal = Min
� {| z�� ���� ����� �~}� ��{}�z� ���x|} zx �| {|z����� [a, b]

�
}»��½�J D�D

(goal
³´´

s,t[a, b]� ρ) ≤A∗P (goal
³´´

s,t[a, b]�δ) �§©­ ©­è èó¬¥«é§ª« é¥©§é�í§«ï�

• c1(ε) =
(b − a)ε

b
+

a

b

§�
goal = Max

• c2(ε) =
a

b − (b − a)ε

§�
goal = Min

¹½��L M �� x|�� ��x�� z�� goal = Max
����� ä�z I

�� �| {|�z�|�� �|~ µ
�� � ���{�zx|{�| ��z���x� s

zx
t
� å�

m[I, µ] ≥ εopt(I)+(1−ε)wor(I)
� z��|m[I, µ] ≥ c1(ε)opt(I) �{|�� wor(I) ≥ a

b opt(I)
�
¤

¢�� þ�x�x�{z{x| ì�� �|~ z�� ¢��x��� ì�ì ���x �x�~ �x� ³´´
s
�|~ �x�� }�|������� z���� ���y�z�

�x�µ �x� ��|� ����{�� x�z{�{��z{x| ��x����� ��x� }���� z��x��� z�x�� �x� ��{�� ��� ����{��� �x�yz{x|����� �| �öy�� �{�� z��z ~���|~� x| z�� {|�z�|�� �{�� ®���  x||xz ��÷�¯�°±² ³´´
s,t[a, b] �|~ °[\ ³´´s,t[a, b] ®�x� a �|~ b

|xz ~���|~{|} x| z�� {|�z�|��¯ ��� z�{�{����{| a¹b ���| a > 0 �{|�� �|� �x�yz{x| {� �z ����z � a/b��z�|~��~ ����x¡{��z{x| ®z�µ� ε = 0
{|

·



¢��x��� ì�ì¯û {| z�{� ����� z�� �z�|~��~ ��z{x ��� |xz �� z��z ���|{|}�y� �{|�� ���| � �x��z �x�yz{x|
�{��~� � �x|�z�|z �z�|~��~ ����x¡{��z{x|� ñ����z������� �� ��| ~�~y�� ��x� z�{� z��x��� z��z z�����~|��� z�����x�~� �x� �z�|~��~ �|~ ~{ù���|z{�� ������x�µ ��� {~�|z{��� �{|�� °[\ ³´´

s,t[a, b]
{�

a¹bºc�JdC����
~�½�CC¼½� D�E �ªç ¥¨¨ b > a ≥ 0� ³´´s,t[a, b] /∈ PTAS(δ) î«¨èéé ��
��
�� ��| ���x ��z���{�� � �{�{z x| {z� ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| �x� �x�� ���y�� x� a �|~ b

� w����� z��|�}�z{�� ���y�z x� �|}����z��| �|~ ����{|�µ{ ��¿� �x� °[\ ]^
[́1, 2]õ �x� �|� ε > 0

� |x �x��|x�{��z{�� ��}x�{z�� ��| }y���|z�� � �z�|~��~ ����x¡{��z{x| ��z{x }���z�� z��|� x� �öy�� zx� 740
741 + ε

�
åz {� ���� zx x������ z��z °[\ ³´´

s,t[1, 2] �|~ °[\ ³´´s[1, 2] ��� ®�����zxz{�����¯ �öy{����|zzx ����x¡{��z� °[\ ]^
[́1, 2]

� ¢�y�� �� ��| ~�~y�� z��z °[\ ³´´
s[1, 2] �|~ °[\ ³´´s,t[1, 2]��� |xz �z�|~��~ ����x¡{����� �{z� ��z{x }���z�� z��| 740

741

� �{|����� y�{|} ¢��x��� ì�ì �|~ (iv)
x�

þ�x�x�{z{x| ì��� �� x�z�{|õ
¹½�d�@����� D�F �ªç ¥¨¨ a� ³´´s,t[a, a+1] ¥«ê ³´´s[a, a+1] ¥çè «ª© ¥¬¬çªó§¦¥ô¨è �§©­ ê§üèçè«©§¥¨ç¥©§ª ïçè¥©èç ©­¥« 741

742
î«¨èéé ��
��

� �VVqr�vTSpQ SU�rqvpPTt �rq pPQtQ VqrWUQTt
å| z�{� ���z{x|� �� ��x�x�� z�x z���� x� ��}x�{z��� ��{�� �{��~ �x|�z�|z ~{ù���|z{�����z{x� �x� °±²³´´

s
� z�� ��}x�{z�� {� x�z�{|�~ �� }�zz{|} ������� ����{��� �x�yz{x|� �|~ �� ��xx�{|} z�� ���zx|� ��x|} z���� ���� x� z���� {|~{�{~y�� �x�yz{x|� ��� � ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| ��z{x z�|~{|}zx���~� ���x �{z� z�� �{�� x� z�� {|�z�|��� �x� °±² ³´´

s,t
� z�� ��}x�{z�� {� ���� ~{ù���|z �|~ z�µ��{|zx ���xy|z z�� �¡z���� �x�yz{x|�� £x� x| z�� x|� ��|~� z�� ��}x�{z�� z�{�� zx �� z�� |�����z ��x�z�� ���z �x�yz{x| ���y� �|~ x| z�� xz��� ��|~� z�{�� zx �� z�� �y�z���z ��x� z�� �x��z �x�yz{x| ���y��å| x�~�� zx ~x z��z� {z {z���z{���� ��x�{~�� � �x�yz{x| x� ���y� }���z�� z��| (wor(Ij) + opt(Ij))/2

�
����� Ij

{� z�� �y��}���� �y{�z �z �z�� j
�

�)( �63 145-,/260 �-, 2�- 7+3;/�39 389+-/827 �3,7/-8
°±² ³´´

s,t
��| ���x �� ��}��~�~ �� z�� ��x���� x� ~�z���{|{|} � ���{�zx|{�| ����� z��z �x|z�{|�

�~}� (s, t)
� ¢�� ��}x�{z�� �x�µ� �� �|~{|} � ��¡{�y� ��{}�z 2���z��{|} ��x|} 2���z��{|}��x|z�{|{|} (s, t) �|~ �z ���� �z��� ���}{|} z�� ������ z�x �� z�x� ¢�� ��{| {~�� �x|�{�z� {| �x{|z{|}xyz z��z �� �xy�~ ���� �x�z �y�� �x�� �� ���}{|} z�� z�x ������ {| � ~{ù���|z ���� ¢�y�� �� �{���y{�~ ~�|��{����� �|xz��� �x�yz{x| ��{�� ����x¡{��z� z�� �x��z �x�yz{x|û z�{� �x�yz{x| �{�� ��zy����

~���|~� x| z�� ��x{��� ��~� �� z�� ��}x�{z�� �z ���� {z���z{x|�
�x|�{~�� z�x ������ Ci

�|~ z�x �~}�� (x1, x2) ∈ C1
�|~ (y1, y2) ∈ C2

� �� ���� localchangei
�x�

i = 1, 2
z�� �x��x�{|} ��x����õ

localchangei[(C1, (x1, x2)), (C2, (y1, y2))] = {(x1, y3−i), (x2, yi)} ∪ (C1 ∪ C2 \ {(x1, x2), (y1, y2)})

�



¢���� z�x ��x������ ���}� z�� ������ C1
�|~ C2

{|zx � �{|}�� ����� ®��� z�� �{}y�� � �x� �| {��y�z���z{x|�¯� ñxz� z��z z�� ���z�¡ x�~�� {� {��x�z�|z {| z�� ��x������û z�y�� �~}�� (x1, x2)
x� (y1, y2)

5

1

3

4

6 2 2

1

3

4

5

5

localchange1

1

3

4

6 2 2

1

3

4

5

5

1

3

4

6 2 2

1

3

4

5

localchange2C1 C2

�{}y�� �õ ¢�� localchangei
��x������ ��z���| z�� �~}� (2, 3)

x�
C1
�|~ z�� �~}� (2, 3)

x�
C2
�

��� {���{�{z�� }{��| �� ~{���z�~ �~}�� �|~ �� ����õ localchange1[(C1, (x2, x1)), (C2, (y1, y2))] =

localchange2[(C1, (x1, x2)), (C2, (y1, y2))]
�  x��x���� ���| C1 = C2

�|~ (x1, x2)
{� |xz �~����|z

zx
(y1, y2)

� z���� ��x������ �{���� ��xy|z zx �x��� �~}� ������ �� ���x�{�z� �{z� localchangei
��y|�z{x| costi

z��z �������|z� z�� �x�� {| ���}{|} z�x ������õ
costi[(x1, x2), (y1, y2)] = d(x1, x2) + d(y1, y2) − d(x1, y3−i) − d(x2, yi)�

LocalchangeHPPs,t
�

��d��õ ò| {|�z�|�� (n, s, t, d)
û

���d�� õ ò ���{�zx| ��z� sol
��x� s

zx
t
û

���|}� z�� �x�z x� (s, t) {|zx |V |dmax + 1
� ���� z�{� �y|�z{x| d′

û
�x��yz� � ��¡{�y� ��{}�z 2���z��{|} M = {Ci, i = 1, . . . , k}

x�
(n, d′)

û
£y��x�� z��z (s, t) ∈ C1��xx�� � �x|���yz{�� �~}�� (x1

1, x
1
2)
�|~ (x1

2, x
1
3)
{|

C1
~{ù���|z ��x� (s, t)

û
sol1 = C1 \ {(s, t)}

�
e1
1 = (x1

1, x
1
2)
�|~ e1

2 = (x1
2, x

1
3)
û

�x� {�� zx µ ~x
��xx�� � �x|���yz{�� �~}�� (xi

1, x
i
2)
�|~ (xi

2, x
i
3)
{|

Ci
û

å�
cost1[e

i−1
1 , (xi

1, x
i
2)] ≤ cost2[e

i−1
2 , (xi

2, x
i
3)]
z��|

soli = localchange1[(soli−1, e
i−1
1 ), (Ci, (x

i
1, x

i
2))]
û

£y��x�� ei−1
1 = (x, y)

� �|~ xi
0

{� z�� xz��� |�{}��x� x� xi
1

{|
Ci£�z ei

1 = (y, xi
1)
�|~ ei

2 = (xi
1, x

i
0)
û

����
soli = localchange2[(soli−1, e

i−1
2 ), (Ci, (x

i
2, x

i
3))]
û

£y��x�� ei−1
2 = (x, y)

� �|~ xi
4

{� z�� xz��� |�{}��x� x� xi
3

{|
Ci£�z ei

1 = (y, xi
3)
�|~ ei

2 = (xi
3, x

i
4)
û

�|~ {� û�|~ �x� { û
sol = solk

û
�ø



ò� z�{� ��}x�{z�� {� �x��|x�{��� ��z y� z��| ��x� z��z sol
{� �| ���{�zx|{�| ��z�� �{��z��� |xz� z��z�� �x|�z�y�z{x|� (s, t) ���x|}� zx ����� ��¡{�y� ��{}�z ����z��{|} x� (n, d′)

�  x��x���� ei
1
�|~ ei

2x��{xy��� ���x|} zx soli
�x� ����� {z���z{x| i ≤ k

x� z�� ��}x�{z��� ¢���� z�x ���z� ���~ zx z�� ���y�z�ò ~����{�z{x| x� z�� ��}x�{z�� {� }{��| {| z�� �{}y�� � ���| M = {Ci : i = 1, 2, 3} �{z� |C1| = 6
�

|C2| = 4 �|~ |C2| = 5
�

t

0

1

2

3

s

3

2 C2

1 0

0

1 2 3

4

C3

C1

M

t

0

1

2

3

s

3

2

01

0

1 2 3

4

sol
1

e
1

1

e
2

1

t

0

1

2

3

s

3

2

01

0
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4

sol
2

e
1

2

e
2

2

t

0

1

2

3

s

3

2

01

0
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4

sol

�{}y�� �õ ¢�� �� �z��{|} M �|~ z�� ~{ù���|z {z���z{x|� x� ��}x�{z�� ���| k = 3
�

}»��½�J E�� �­è ¥¨ïªç§©­¦ �LocalchangeHPPs,t� §é ¥ 1
2
�ê§üèçè«©§¥¨ ¥¬¬çªó§¦¥©§ª« �ªç °±² ³´´

s,t¥«ê ©­§é ç¥©§ª §é ©§ï­©�
¹½��LM ¶{��| I = (n, s, t, d)

� �| {|�z�|�� x� °±² ³´´
s,t
� �� ~�|xz� (i2, . . . , ik)

�{z� ij ∈ {1, 2}
z��

��öy�|�� x� ��x{��� ��x~y��~ �� z�� ��}x�{z�� �y�� z��z� �x� j ∈ {2, . . . , k} õ
solj = localchangeij [(solj−1, e

j−1
ij

), (Cj , (x
j
ij

, xj
ij+1))]

¢�y�� d(solj) = d(solj−1) + d(Cj)− costij (j)
�{z� costij (j) = costij [e

j−1
ij

, (xj
ij

, xj
ij+1)]

� £y��{|}

��



y� z���� �öy��{z{�� �x� j = 2
zx

k
� �|~ �{|�� d(sol1) = d(C1)−d(s, t) �|~ d(sol) = d(solk)

� �� x�z�{|õ

d(sol) = d(M) − d(s, t) −
k

∑

j=2

costij (j)
®¿��¯

¢�� ��{| {~�� {� zx |xz� z��z �~}���y���z {ej−1
3−ij

, (xj
3−ij

, xj
4−ij

) : j = 2, . . . , k}
���x|}� zx �x�yz{x|

solk
� ��|��� �� ��| âê¥¦¥ïèâ z�� �y���|z �x�yz{x| �� �x��� �~}������� ��x� z�{� �~}���y���z�  x���x������� �x|�{~�� �x�yz{x|� sol′j

~��|�~ �� sol′1 = solk
�|~ �x� j = 2, . . . , k

�
sol′j = localchange3−ij [(sol

′

j−1, e
j−1
3−ij

), (sol′j−1, (x
j
3−ij

, xj
4−ij

))]

ò| {��y�z��z{x| x� �x�yz{x|� sol′i
�{z� i ≤ k

{� ~��{�z�~ {| z�� �{}y�� ì �x� z�� �¡����� ~����{��~ {|�{}y�� ��

t

0

1

2

3

s
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2

'

�{}y�� ìõ ¢�� �x�yz{x|� sol′2
�|~ sol′3

�

ä��z��� ��x���~{|} �� ����{xy���� �� x�z�{| d(sol′k) = d(M)−d(s, t)−
∑k

j=2(costij (j)+cost3−ij (j))
�

�� �x|�z�y�z{x|� costij (j) + cost3−ij (j) ≥ 2costij (j)
�|~ wor(I) ≤ d(sol′k)

� ��|��õ

wor(I) ≤ d(M) − d(s, t) − 2
k

∑

j=2

costij (j)
®¿��¯

M
{� �| x�z{��� ��{}�z 2���z��{|} ��x|} z�� 2���z��{|} x� (n, d)

�x|z�{|{|} z�� �~}� (s, t)
û z�y�

opt(I) ≤ d(M) − d(s, t) ®¿�ì¯
�� �x��{|{|} �¡�����{x|� ®¿�ì¯�®¿��¯ �|~ ®¿��¯� �� x�z�{|õ

d(sol) ≥
1

2
opt(I) +

1

2
wor(I)

�� |x� ��x� z��z z�{� ��z{x {� z{}�z� ä�z Jn = (n, s, t, d)
�� �| {|�z�|�� ~��|�~ ��õ V =

( {xj
i , 1 ≤ i ≤ 3 , 2 ≤ j ≤ 2n + 1} ∪ {s, u, t})

�
d(xj

1, x
j+1
1 ) = d(xj

1, x
j+1
2 ) = 1 ∀j = 2, . . . , 2n

�
��



d(xj
1, x

j+2
2 ) = 1 ∀j = 2, . . . , 2n − 1

�
dn(s, x2

2) = dn(u, x2
1) = d(u, x2

2) = d(t, x2
3) = 1 �|~ ��z z�� �x�zx� ��� xz��� �~}�� �� z�x� ¢�� 2���z��{|} {� �x��x��~ x� C1 = {s, u, t} �|~ Cj = {xj

1, x
j
2, x

j
3} j =

2, . . . , 2n + 1
� ¢�� �~}�� ��x~y��~ �� z�� ��}x�{z�� ���õ e1

1 = (s, u), e1
2 = (u, t)

�
e1
2 = (u, x2

1), e2
2 =

(x2
1, x

2
3)
�
ej
1 = (xj−1

1 , xj
1), ej

2 = (xj
1, x

j
3) j = 3, . . . , 2n + 1 �|~ cost1(2) = cost2(2) = 2, cost1(j) =

cost2(j) = 1 j = 3, . . . , 2n + 1
�

d(sol) = 10n + 4, wor(J2n+1) = 8n + 3, opt(J2n+1) = 12n + 4

¢�y�� �� x�z�{| z��z δLocalchangeHPPs,t
(J2n+1)

����x����� 1
2
�� n }x�� zx {|�|{z�� ¤

�x� z�� �z�|~��~ ��z{x� �� ~�~y�� z�x |�� {���x��~ ���y�z� �� y�{|} ä���� ��� ��x� z�� }�|�������� �|~ ¢��x��� ì�ì �{z� b = 2a
�x� z�� ���� ����� z�� ��{}�z� x� z�� }���� ��� �xy|~�~ ��z���|z�� ���y�� a �|~ 2a
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�� ��x�x�� �| ��}x�{z�� ��{�� ~{ù��� ��x� z�� x|� ����{xy��� �zy~{�~ �{|�� �� �¡��{�{z�� �x��yz�
������� �x�yz{x|�� 'y� ��}x�{z�� {� ����~ y�x| � �{���� {~�� �|~ y��� �z�y�zy��� ��x���z{�� x�
�x�yz{x|�� åz �z{�� �x�µ� �� �|~{|} � ��¡{�y� ��{}�z 2���z��{|} �x|z�{|{|} ����{��~ �~}�� �|~z��| ~{����~{|} �x�� �~}�� �|~ ���{z���{�� �x||��z{|} z�� ���y�z{|} ��z�� zx �x�� �| ���{�zx|{�|��z� ��x� s

� ¢�� ��{|�{��� x� xy� ��}x�{z�� {� zx }�|���z� |xz x|�� x|� �yz ������� ����{��� �x�yz{x|��x��x�{|} z�{� ��z�x~�
�x|�{~�� � ��¡{�y� ��{}�z 2�¦¥©æ­§«ïMr

��x|} z�x�� �x|z�{|{|} (s, r)
� {|��y~{|} �����|z��������� Ci, i = 1, . . . , k

� å| x�~�� zx ~x z��z� �� �y��z{zyz� |V |dmax + 1
�x� z�� �x�z x� (s, r) �|~ ���x��yz� � ��¡{�y� 2���z��{|} {| z�{� |�� {|�z�|��� ä��z��� �x� ���� ����� Ci

� �� �x|�{~�� �xy��x|���yz{�� ���z{��� xi
1

�
xi

2

�
xi

3

�
xi

4

� ñxz� z��z �� ���� |y�����~ ���z{��� �y�� z��z x1
1 = r �|~ x1

2 = s
�

 x��x���� {� |Ci| = 3
z��| xi

4 = xi
1

� �x� z�� ���z ����� Ck
� �� �x|�{~�� �| �~~{z{x|�� ���z�¡ y ��{��{� z�� xz��� |�{}��x� x� xk

1

{|
Ck
� ¢�y�� {� |Ck| = 4

z��| y = xk
4
��{�� y

{� � |�� ���z�¡ {| z�� xz��������
�
Patching 2 − matching

�
��d��õ ò| {|�z�|�� (n, s, d)

û
���d��õ ò ���{�zx|{�| ��z� sol

��x� s
û

�x� ����� r ∈ V \ {s} ~x���|}� z�� �x�z x� (s, r) {|zx |V |dmax + 1
� ���� z�{� �y|�z{x| d′

û
�x��yz� � ��¡{�y� ��{}�z 2���z��{|} Mr = {Ci, i = 1, . . . , k}

x�
(n, d′)

û
{�

k = 1
z��| solr = Mr \ {(s, r)}

û
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k
{� ���| z��|
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S1 = ∪k−1
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j
2, x

j
3)} ∪ {(xk
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k
2), (s, r)}

û
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1
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2, x

2
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3 , x2j+1
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2 , x2j+1
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1 )}
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S3 = ∪k−1
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j
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j
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k
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û
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1
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1
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2
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4 , x2j+1
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3 , x2j+2
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{� x~~ z��|

S1 = ∪k
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j
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û
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3 , x2j+1
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û
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û
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1
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3 , x2j
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4 , x2j+1
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û
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{� � ���{�zx|{�| ��z� ��x� s
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r)�|~ {� û
solr = argmax{d(sol1), d(sol2), d(sol3)}

û
�|~ �x� �û
sol = argmax{d(solr) : r ∈ V \ {s}}

û
'������ z��z �x� ����� r

� z�� �x�yz{x|� sol1
�
sol2

�|~ sol3
��� ���{�zx|{�| ��z�� ®��x� s

zx ~{ù���|z
�|~�x{|z�¯ �{|�� z�� �~~{z{x|�� �~}�� ��� �~����|z zx z�� x|�� �y��z{zyz�~� ò ~����{�z{x| x� �x�yz{x|�
sol1
�
sol2
�
sol3

{� }{��| {| z�� �{}y�� ¿ ���| Mr = {Ci : i = 1, 2, 3} �{z� |C1| = |C3| = 6 �|~
|C2| = 3

�
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¹½��LM ä�z I = (n, s, d)
�� �| {|�z�|�� �|~ ��z sol∗

�� �| x�z{��� ���{�zx|{�| ��z� ��x� s
zx

r∗
�

�� ~�|xz� lossi, i = 1, 2, 3
� z�� öy�|z{z� d(soli) − d(Mr∗) + d(s, r∗)

� '��{xy���� lossi ≤ 0 �|~ ������
d(sol) ≥ d(sol∗r) ≥ d(Mr∗) − d(s, r∗) +

1

3
(loss1 + loss2 + loss3)

®¿�¿¯
 x��x���� z�� �x��x�{|} �z�y�zy��� ��x���z� �x�~�õ

sol∗ = ∪j=1,2,3(solj \ Mr∗) ∪ Mr∗ \ (S1 ∪ S2 ∪ S3)
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sol2

�|~ sol3
���| k = 3
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ò ~����{�z{x| x� �x�yz{x| sol∗
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sol
*
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r

�{}y�� �õ ¢�� �x�yz{x| sol∗
�

d(sol∗) = d(Mr∗) − d(s, r∗) + loss1 + loss2 + loss3
�{|�� d(solj \ Mr∗) = lossj + d(Sj) − d(s, r∗)�|~ d(Mr∗ \ (S1 ∪ S2 ∪ S3)) = d(Mr∗) − d(S1) − d(S2) − d(S3) + 2d(s, r∗)

� ��|��� �� ~�~y��
wor(I) ≤ d(Mr∗) − d(s, r∗) + loss1 + loss2 + loss3

®¿��¯
£{|�� sol∗ ∪ (s, r∗)

{� � ���z{�y��� 2���z��{|} �x|z�{|{|} (s, r∗)
� �� ����õ

opt(I) ≤ d(Mr∗) − d(s, r∗) ®¿��¯
ä��z��� �x��{|{|} ®¿�¿¯�®¿��¯ �|~ ®¿��¯ �� x�z�{|õ
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d(sol) ≥
1

3
wor(I) +

2

3
opt(I)

¢x ��x� z��z z�� �xy|~ {� ����x�������� �x|�{~�� z�� �x��x�{|} {|�z�|���� ä�z In = (n, s, d)
��

�| {|�z�|�� ~��|�~ ��õ V = {xj
i : 1 ≤ i ≤ 3 , 1 ≤ j ≤ 2n + 1} �{z� x1

2 = s
�
d(xj

1, x
j
2) = d(xj

3, x
j
2) =

d(xj
1, x

j
3) = 2, ∀j = 1, . . . , 2n + 1

�
d(xj

1, x
j+1
3 ) = 2, ∀j = 1, . . . , 2n �|~ d(x1

1, x
j
3) = d(x1

1, x
j
2) =

2, ∀j = 2, . . . , 2n + 1
� ä�z z�� �x�z x� ��� xz��� �~}�� �� x|�� �� ����õ
d(sol) ≤ 10n + 4, opt(In) = 12n + 4, wor(In) = 6n + 2
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� �rouUttvro Sos rVQo VqrWUQTt
å| z�{� ������ �� ���� ��{|�� ��x�{~�~ |�� ���y�z� �x|���|{|} z�� ����x¡{���{�{z� x� z�� ���{�zx|{�|��z� ��x���� {| z�� ���� {| ��{�� x|� x� z�x �|~�x{|z� ��� ����{��~�  x��x���� �� ���� �¡�x��~
�x�� ���{� ��x���z{�� ®��{|�� �� y�{|} ��~y�z{x|� �������{|} ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x|¯ ��z���|z���� ��x����� �|~ �x�� ���{�|z� x� z����ò�z�xy}� {| {|z�x~y�z{x| �� ���� �x{|z�~ xyz �x�� }���z ~{ù���|�� ��z���| z�� ~{ù���|z{�� �|~
�z�|~��~ ����x¡{���{�{z� x� z���� ��x������ ���| �� y�� �xy|~�~ ��z�{� �|~ �����{����� ���| z��
��{}�z� {| z�� }���� ��� ��z���| z�� ���y�� a �|~ 2a

� ��x� ~{ù���|z{�� ����x¡{��z{x| ���y�z� �� ��|
~��{�� |�� �z�|~��~ ����x¡{��z{x| ���y�z��ò| {|z����z{|} x��| ��x���� y|~�� ~{ù���|z{�� ������x�µ {� zx µ|x� {� z�� z�x�����{��~ �|~�x{|z�����{x| {� ������ �x�� ~{|�y�z zx ����x¡{��z� z��| z�� x|������{��~ �|~�x{|z ����{x| ®�� x|�� µ|x�z��z ³´´

s,t
{� �z ����z �� ���~ �� ³´´

s)
� ¢�{� öy��z{x| {� �z{�� x��| y|~�� �z�|~��~ ������x�µ�¢�� �x�{z{�� ����x¡{��z{x| ���y�z� {|~{��z� � �x�{z{�� �|���� �yz {z {� |xz � �x���� ��xx�� ò �x������xx� �xy�~ ��x� z��z z�� ~{ù���|z{�� |x|�����x¡{��z{x| z�����x�~ �x� ³´´

s,t
{� �z�{�z�� ��zz�� z��|z�� ~{ù���|z{�� |x|�����x¡{��z{x| z�����x�~ �x� ³´´

s
� å| x�~�� zx ��x�� z��z� � y���y� z���|{öy�{� zx ��x�� z��z � ��x���� {� |xz simple

� w����� z��z �| ¸¹� ��x���� {� �����~ simple
�� þ��

�|~  x��| �ì�� {� {z� ���z�{�z{x| zx {|�z�|��� ��z{���{|} �x� �|� �¡�~ {|z�}�� k
�
opt(I) ≤ k

� ��| ��
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3
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�z{�� � ¸¹º»¼½¾ ��x����� £{�{������ �� �{�� ��� z��z π
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zx {|�z�|���

���{��{|} �x� �|� {|z�}�� �¡�~ k
�
|wor(I) − opt(I)| ≤ k

��| �� �x���~ {| �x��|x�{�� z{��� ¢�y�� {�z�� �y����x���� ���{��{|} |wor(I) − opt(I)| ≤ k0
{� ¸¹º»¼½¾ ®{| xz��� �x�~�� π {� |xz δ − simple)
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z��| �x� �|� ε > 0
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�xy|~ �x� ³´´
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