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Que nous apporte la preuve d’un théoreme, en plus du simple fait de savoir
que le théoreme est une conséquence de certains axiomes ? 1l s’agit de voir
quel contenu purement calculatoire peut étre extrait de preuves qui, lorsqu’elles
utilisent toutes les ressources de la logique classique ne vont pas forcément ex-
hiber pour nous les objets dont elles parlent. Si I’on applique ce programme a
I’arithmétique, on aimerait que les preuves nous fournissent des fonctions cal-
culables. Mais l'interprétation naive selon laquelle la preuve d’un énoncé de
la forme V1 3y;...Va Jyr A(21y1...2kyk) devrait nous fournir des fonctions calcu-
lables 1 (z1)...¢0; (z1...x1) telles que A(x1v;(z1)...x0;(21...2)) soit vrai, ne
vaut pas, comme il est facile de le montrer. Considérons le prédicat récursif
primitif Halt(x1,z2,y) qui est vrai si et seulement si la machine de Turing de
numéro x; avec l'entrée x5 s’arréte au bout de y pas. On a bien :

Fap Vo1Vaeody(Halt(xy,22,y) V V2 ~ Halt(z1, 22, 2))

ou encore

Fap Vo Ve yVz(Halt(xq, 22, y)V ~ Halt(x1, x2, 2))

Mais il n’y a pas de fonction récursive ¥ telle que Halt(x1, x2, ¥ (x1, x2)VVz ~
Halt(x1, 2, z). L'interprétation naive est donc fausse au moins & partir de Ils
et donc de Xs.

Nous allons présenter la solution de Kreisel a ce probleme, qui est connue
sous le nom de No-counterexample interpretation. L’idée de la démonstration de
Kreisel est que les preuves de non-contradiction de I'arithmétique, dont le but,
dans l'esprit du programme Hilbertien, était de montrer que le détour par des
moyens de preuves non-finitistes pour prouver des énoncés purement numériques
était acceptable, peuvent en fait étre également utilisées pour donner un sens
finitiste aux énoncés complexes. Nous commencerons donc par donner la preuve
de consistance d’Ackermann sur laquelle s’appuie toute la démonstration de
Kreisel [{] et [].

Nous présenterons enfin un des prolongements contemporains de ce pro-
gramme via la réalisabilité classique. Le programme d’extraction du contenu
computationnel des preuves est repris, mais les méthodes changent. On ne
cherche plus a se ramener a des fonctions récursives, comme le faisait Kreisel ou
comme le font les interprétations fonctionnelles' dans I’esprit de I'interprétation
Dialectica de Godel (voir [[] et [f] pour une exposition des prolongements).
Le paradigme de l'interprétation est celui des programmes : l'idée derriere
les travaux de Krivine [ et [IE] est d’interpréter directement les axiomes
comme des instructions de programmation, au sens ot par exemple ’extension
de I'isomorphisme de Curry-Howard repose sur Iinterprétation de 'axiome de
Pierce comme un ezception-handler. On présente ici les résultat de spécification
pour des théorémes de l'arithmétique classique du second ordre (ou l'axiome
de compréhension découle de la regle pour I’élimination des quantificateurs uni-

IDans ces interprétations, c’est d’ailleurs d’abord un systéme intuitionniste qui est in-
terprété dans une théorie fonctionnelle; on cherche ensuite & étendre 'interprétation au-dela
de l'arithmétique de Peano en ajoutant des principes de récurrence dans la théorie fonction-
nelle (par exemple le principe de bar-récursion pour AP? 4 AC). Ensuite I'interprétation
proprement dite repose sur le préalable de la traduction par la double négation du systéme
classique dans le systeme intuitionniste.



versels du second ordre), en exhibant le lien avec 'interprétation de Kreisel et
en insistant sur la question de la modularité de I'interprétation.

1 La preuve de consistance d’Ackermann

1.1 L’epsilon-calcul et ’arithmétique epsilon

L’e-calcul est un langage sans quantificateur dans lequel les quantificateurs
sont remplacés par des e-termes que 'on peut voir comme des fonctions de
choix. Si A(z,y1...yn) est une formule avec z,y;...y, comme variables libres,
€2 A(Z,y1...yn) €st un terme avec yp...y, comme variable libres, qu’il faut voir
comme une fonction donnant pour des b;...b, quelconques un témoin pour
A(xz,b1...b,) s’ il y en a un. Les e-termes sont gouvernés par un schéma d’axiome,
I’axiome du transfini de Hilbert :

A(t) — A(ez Ax)

On peut alors définir les quantificateurs de la maniére suivante :

Az A(z) = A(e, Ax)

VeA(x) = Ae, ~ Ax)

et retrouver a partir de la les regles habituelles pour V,3 dans le systeme
choisi.

On rappelle ici le systeme a la Hilbert utilisé par Ackermann, qu’on désignera
par PA.. A quelques variantes pres, il s’agit du systeme Z,, de Hilbert et Bernays
[E] Les termes et les formules du langage sont formés a partir de variables, de
0, des fonctions d,’, +, X, du signe d’égalité et des symboles logiques — et ~.
La seule regle utilisée est le modus ponens. Il y a trois groupes de schémas
d’axiomes :

1) Schémas d’axiomes pour le niveau propositionnel

A B désignent des formules sans variables libres

1.1 A— (B— A

1.2 (A-(B—-0)—((A—=B)—(A—0))

1.3 (A —~B)— (B—A)

2) Schémas d’axiomes de Parithmétique

a,b,c désignent des termes sans variables libres

I1.01 a=a

I1.02 a=b—-a=0

I1.03 a#0—d(d)=a

11.04 a+0=a

I1.05 a+?b =(a+b)

I1.06 ax0=0

I1.07 axb =(axb)+a

I1.08 a=b—ad =V

I1.09 a=0b—d(a)=d(b)

I1.10 a=b—a+c=b+c

II.11 a=b—c+a=c+b

I1.12 a=b—axc=bxc



II.13 a=b—cxa=cxb

3) Schémas d’axiomes pour les e-termes

a,b désignent des termes sans variable libre

II1.1 Aa) — A(ez Ax)

I11.2 Ala) — e Az # d

I11.3 ~ AegAz) — e, Az =0

114 a=b— e Alx,a) = e, A(x,b)

On remarque que toutes les formules d’une déduction sont des formules sans
variables libres.

On aurait pu utiliser a la place du groupe I un autre systeme déductif,
mais 'essentiel est ici que la démonstration puisse se faire avec un systeme de
logique classique : les seules propriétés utilisées dans la démonstration de la
consistance sont que ces regles préservent la vérité des formules sans quantifica-
teurs et qu’interviennent seulement des formules closes. Les schémas d’axiomes
du groupe II pourraient étre remplacées n’importe quels autres schémas corre-
spondant a des formules universelles vraies de 'arithmétique. En particulier, on
pourrait enrichir le langage avec d’autres fonctions récursives et leurs définitions
ou intégrer par exemple le schéma de récurrence primitive.

Les axiomes de la forme III.1-II1.4 sont appelés formules critiques.Dans le
cadre de I’arithmétique, les e-termes sont vus non seulement comme des témoins
mais comme les plus petits témoins possibles. Le schéma d’induction complete
est dérivable dans D'arithmétique-epsilon, en utilisant essentiellement III.1 et
III.2. A partir de A(0) et A(t) — A(t'), I'idée est de montrer A(e; ~ Azx), en
utilisant le fait que ¢, ~ Az ne peut étre différent de 0.

1.2 La méthode de substitution

Le but de l'article d’Ackermann est de fournir une preuve de la consistance
de I'arithmétique-epsilon, montrant ainsi que le détour par le transfini via les
e-termes n’introduit pas de contradiction. L’idée est de remplacer les e-termes
d’une preuve par des entiers de maniere a ce que tous les axiomes critiques soient
vrais. Comme les axiomes obtenus a partir des schémas de I et II sont vrais,
toutes les étapes de la démonstration deviennent alors des formules purement
numériques vraies. Ceci montre qu’il n’y a pas de preuve de 0 = 1, car cette
formule est fausse. Le point qui nous intéresse dans cette démonstration est
la possibilité de borner les valeurs susbstituées aux e-termes en fonction de
constantes de la preuve, mais avant d’en arriver la, il faut donner la preuve de
non-contradiction.

Definition 1 On désignera par catégorie (Grundtyp) d’un e-terme clos e, Az le
terme obtenu a partir de celui-ci en remplacant tous ces sous-termes immédiats
dans lesquels x n’apparait pas libre par des variables fraiches.

Par exemple €,(0' + ¢,(y = 0”) = €.(¢/ = x) appartient & la catégorie
€x(w = e,(2' = x), tandis que €;(ey(y = 0”) + 2 = 2”’) est & lui-méme sa propre
catégorie. Deux e-termes peuvent appartenir a la méme catégorie. Le rang



(Rang) d’une catégorie est le nombre d’e-termes enchassées qu’elle contient. Le
rang d'un e-terme est le rang de sa catégorie.

Definition 2 Une substitution (Gesammiersetzung) relativement a un ensem-
ble de formules closes est I’assignation a chaque catégorie ayant k variables libres
de l’ensemble des catégories des formules d’une fonction k-aire (aux catégories
sans variables libres sont donc assignés des entiers).

On appelle la fonction assignée a une catégorie son substituant. La solution
d’un ensemble de formules closes relativement a une substitution pour 'ensemble
des catégories de ses e-termes, est le résultat obtenu en remplagant dans les for-
mules les e-termes par les fonctions qui sont assignées aux catégories auxquelles
ils appartiennent. On dira que le substituant d’une catégorie est nul s’il s’agit
de 0 ou d’une fonction constante égale a 0.

On dira qu’une substitution pour un ensemble de catégories a la propriété
P dans le cas suivant. Si & e, A(z,w;...w,) une des catégories est assignée la
fonction f(w;...wy), alors, pour des entiers quelconques by...b,, soit f(by...b,) =
0, soit A(f(by...bn),b1...by) est le cas et f(by...by,) est le plus petit entier m tel
que A(m, by...by,).

Comme les e-termes d’un axiome de la forme I11.4 appartiennent a la méme
catégorie, une substitution rend forcément tous les axiomes de cette forme vraie.
De plus, si une substitution a la propriété P, les axiomes de la forme II1.2 et
IT1.3 sont également rendus vrais.

Relativement & une preuve vue comme ensemble de formules, on se donne
une énumération de ces catégories telle que si un e-terme b avec x comme variable
libre est un sous-terme d’un autre e-terme €, Az, la catégorie de b précede la
catégorie de e, Az (*). On définit alors une suite de substitutions Sy...S,... de
la maniere suivante :

1) Sp assigne & toutes les catégories des substituants nuls.

2) Si on est arrivé a la subsitution S,, qui a la propriété P, on regarde le
premier axiome de la forme III.1 qui est rendu faux par S,,. Disons qu’il s’agit
de A(a,b) — A(ezA(x,b),b). On définit alors S,,4+1 ainsi. Si la formule est
fausse, cela signifie que A(a,b) est vrai et A(e, A(x,b),b) faux. On modifie alors
la valeur du subsituant f(z) de la catégorie de €, A(z,b) pour la valeur m, ou
m est la valeur donnée par S,, au terme b, en la remplagant par le plus petit
n tel que A(n,m). Toutes les catégories qui suivent la catégorie de €, A(x,b)
recoivent des subsituants nuls. Les autres substituants sont inchangés. On
vérifie que S, 1 a encore la propriété P. Soit e, B(z, w;...w,) une catégorie. Si
elle suit la catégorie dont on a modifié le substituant, son nouveau substituant
est nul et donc la condition est trivialement remplie. Si elle la précede, ses
substituants, ainsi que tous ceux d’autres e-termes de B B(z, w1 ...w,) & cause
de (*) sont inchangés, donc la propriété est héritée de S,,. Quant a e, A(x,y)
elle-méme, la condition est vérifiée lorsque y regoit b, par construction et par
(*), et pour les autres elle est vérifiée comme dans le cas précédent.

Lorsqu’on applique ces substitutions aux formules d’une preuve, parmi les
axiomes utilisés, seuls ceux de la forme III.1 sont susceptibles d’étre faux. Si la



suite de substitutions s’arréte pour un certain n, c¢’est donc que tous les axiomes
du résultat sont vrais, et toutes les formules du résultat également. Il suffit donc
de montrer que la suite de substitutions termine. Intuitivement, il semble bien
qu’on corrige peu a peu la substitution initiale. Néanmoins, il serait erroné
de penser que chaque substitution corrige une fois pour toutes un axiome de
sorte que la suite des substitutions finisse par épuiser la suite des axiomes. Par
exemple, en modifiant le substituant de e, A(z,y) pour rendre vrai A(a,b) —
A(ez A(x,b),b), il se peut que je rende un autre axiome B(c,d) — B(e, B(z,d), d)
qui était vrai en modifiant la valeur de d.

1.3 La preuve de terminaison

Definition 3 Si une preuve a m catégories et qu’une substitution S annule
tous les substituants a partir de la n-iéme catégorie, on attribue a S le nombre
caractéristique m — s.

Definition 4 On ordonne les e-termes clos de la preuve, de maniére a ce qu’un
sous-terme précéde le terme dans lequel il apparait. Soit ag...ar, une telle suite
de termes, on définit l'ordre (Reduktionsgrad) d’une substitution S par o(S) =
28 f(o) + 2871 F(1) + ... + 20f(k) ou f(i) = 1 si S donne d a; la valeur 0 et
f(@) =0 sinon.

Definition 5 Le degré d’une substitution S, noté d(S), est son ordre rela-
tivement, non plus aux formules de la preuve, mais a l’ensemble de formules
A(0,b)...A(k,b) ot A(a,b) — A(ezA(x,b),b) est le premier axiome rendu faux
par S et ou k est la valeur que S donne a a. St S est la substitution finale, on

fize d(S) = 0.

Definition 6 L’indice, noté i(S), d’une substitution S est alors la paire (0,d)
ou o est l'ordre et d le degré de S. On ordonne les indices selon 'ordre lexi-
cographique.

Definition 7 On dira qu’une substitution T est (strictement) progressive sur
une substitution S si chaque fois qu’un substituant de S prend une valeur non
nulle, T lui donne la méme valeur (et S n’est pas progressive sur T).

Theorem 8 Soient S et T deuz substitutions fournissant des substituants pour
toutes les catégories d’un ensemble de formules closes, si T est progressive sur S,
soit 1) o(T) < o(S), soit 2) les e-termes des formules regoivent tous les mémes
valeurs par S et T.

Sous I’hypothese de progressivité, on montre non 2) implique 1). Soit a; le
premier e-terme dans ’énumération sur lequel S et T different; comme T est
progressive sur S et que T et S s’accordent sur tous les e-termes précédents, cela
veut dire que S annule a;. Par définition de o, o(T") < o(S).

Theorem 9 Si S est progressive sur S;, alors soit 1) i(S;) < i(S;), soit 2)
Sj4+1 est progressive sur S;11 et elles sont obtenues de la méme maniére a partir

de Sj et Sl



Sio(S;) < 0(S;), 1) est le cas. Sinon, par le théoreme précédent, les e-termes
recoivent les mémes valeurs par les deux substitutions. Par conséquent, le pre-
mier axiome A(a,b) — A(ezA(x,b),b) qu'elles rendent faux est le méme. On
considere alors I’ensemble de formules A(0,b)...A(k,b). S; est toujours progres-
sive sur S; relativement a cet ensemble. On réapplique le théoreme précédent.
Sid(S;) < d(Si), on a i(S;) < i(S;); sinon €, A(x,b) recevra la méme valeur
dans S; et S;.

Definition 10 On définit la notion de m—série (m-Reihe) de substitutions. Une
1-série est constituée d’une seule substitution. Une m+1-série est une suite
SiSit1...Si1¢ (t > 0) de substitutions successives telles que les nombres car-
actéristiques de Siy1...Si4¢ sont < m et ceur de S;, Siti141 sont > m+ 1 (ou
bien Sitt est la substitution finale).

On remarque qu'une m+1-série est constituée d’au moins une m-série.

Definition 11 L’indice d’une m-série est un ordinal défini de la maniére suiv-
ante. Une 1-série a lindice wo + d ot (o0,d) est le couple d’entiers attribué a
la substitution qui la constitue. Une m+1 série est constituée d’une suite de
m-séries successies d’indices ai...an, elle a pour indice w* + ... + w.

Theorem 12 Soient Si...5;, Tj11...Tj 1141 deux m-séries consécutives avec T
de nombre caractéristique m et ay...a;,b;41...bj4111 les indices des 1-séries qui
les constituent. 1) T;11 est strictement progressive sur Sy et 2) On peut trouver
un entier p tel que ap > bjyp, et pour 1 <i < p, ap =bjyp, et S; et Tjq ont le
méme nombre caractéristique pour 1 < i < p.

1) Soit g le nombre de catégories. On counsidere la suite de ces g catégories
€1---€g—(m+1), Eg—m---€g- On sait déja que S1 et Tj1; annulent les substituants
de €5_m,...€4. Maintenant, comme Sy...S; ont des nombres caractéristiques < m,
elles ne touchent pas aux substituants de €j...€g_(pm41). Comme Tj1; est de
nombre caractéristique m, elle est obtenue a partir de S; en rendant positive
une valeur nulle de €, (,,11). Donc T} est bien strictement progressive sur 5.

2) Si a1 > bj41, il suffit de prendre p=1. a; < bjy1 car T;y1 est bien
strictement progressive sur S;. On se place maintenant dans la configuration
a1 = bj+1. On va supposer qu’il n’y a pas de p tel que a, # b;, et en dériver
une contradiction.

Premier cas, la premiére m-série est strictement plus longue. On remarque
que Tj4741 ne peut étre la substitution finale, car par hypothese, elle a le méme
indice (o, d) que Sj4+1, de sorte qu’on aurait alors d( S;+1) = 0 de sorte que Sj41
aurait déja da étre la substitution finale. On montre facilement par induction
que Tjyi4+1 est progressive sur S;41. Pour 1, cela découle de 1). Pour k + 1
(k < 1), cela découle de I'’hypothese de récurrence et du fait que Tj4+5 et Sk
ont méme indice, de sorte que le passage a Tjir4+1 et Spy1 correspond a la
meéme modification. Comme T}4;41 est progressive sur Si11, on peut appliquer
le théoréme 9 et en déduire que Tj4;4o est progressive sur Siio. Or ceci est
impossible car S;12 a un nombre caractéristique < m tandis que comme 7442



suit une m-série, elle a un nombre caractéristique > m. On peut donc trouver
un p tel que ap # bjpp.

Deuxieme cas : la deuxieme m-série est au moins aussi longue que la premiere.
S; et Taj41 ont méme indice par hypothese. Donc T}jy1 et Th(;41) regoivent le
meéme nouveau substituant positif. Mais c’est impossible car 75,1 a un nombre
caractéristique < m, ce qui veut dire qu’il a préservé le nouveau substituant
positif de Tj4;.

On a donc démontré I'existence d’un premier p tel que a, # bj4p. Et on
doit bien avoir alors a, > b4, a cause du fait démontré a l'instant que T}
est progressive sur S; pour k < p. Et S; et T4, ont bien le méme nombre
caractéristique pour 1 < ¢ < p, étant donné que les résultats des substitutions
sont les mémes (par progressivité et égalité des indices pour ¢ < p). On appellera
Sp et Tj114p les substitutions déterminées par les deux m-séries consécutives.

Theorem 13 On se donne les mémes conditions que dans le théoréme précédent
ainsi qu’un p tel que 1 < p < m et les indices ay...as, by...by des p-séries 1.2,
T1...T¢qui composent les deux m-séries. Il existe alors un entier q tel que aq et by
sont les indices des deux p-séries qui contiennent les substitutions déterminées.
De plus, aq > by et ag = by pour ¢’ < gq.

La démonstration se fait par récurrence sur (m,p). Le théoreme précédent
nous donne le cas de base et les cas m quelconque et p = 1. On suppose main-
tenant que le résultat vaut pour un m fixé jusqu’a p exclus (p > 1) et pour tous
les (m/,p’) ot m' < m. On veut le résultat pour (m,p). Le théoréme précédent
nous permet de déterminer les substitutions déterminées .S, et T4, Pour i <
p, Si et T 114, ont les mémes indice et nombre caractéristique, donc il existe un ¢
tel que S, appartient a 3 et T4 144 appartient a T tel que pour j < ¢, a; = b;.
On décompose X et Ty en p—1-sériesI'y...I'yr, Aq...Ap d’indices ¢;...cor, dy...dy .
On applique 'hypothese de récurrence pour (m,p — 1). Le décrochage se fait
nécessairement a l'intérieur de X, et Ty, donc on trouve un ¢’ tel que ¢y > dy
et pour j/ < ¢, ¢y = dj. Donc aqg = w + ... + w1 + W% + ...+ w% et
by = w .. Fw 1 F w4 +w . En appliquant 'hypothese de récurrence
avec (p—1,p—1),onaquecy > ca > ... > cy et dy > da... > dp. On peut alors
conclure aq > by.

Corollary 14 Deuzr m-séries consécutives Si...S;, Tjy1.. Tjyi1 avec Tjy1 de
nombre caractéristique m ont des indices strictement décroissants.

Theorem 15 Pour toute preuve, la suite des substitutions termine sur un résultat
qui rend vraie toutes les formules de la preuve.

Soit g le nombre de catégories de la preuve. Comme il n’y a pas de chaine
infinie descendante d’ordinaux, il y a un nombre fini de g-séries de la forme
Si...Si+¢+ avec S;1¢ non finale. Apres cela viennent un nombre fini de g-1 séries
et ainsi de suite jusqu’a la substitution finale qui est la derniere 1-série. La suite
des substitutions termine donc, ce qui veut dire que tous les axiomes IIII.1 sont
rendus vrais; comme tous les autres axiomes sont par ailleurs rendus vrais par



toutes les substitutions de la suite, toutes les formules de la preuve sont in fine
rendues vraies.

1.4 Le bornage

La preuve de terminaison nous a montré qu’étant donnée une preuve dans
I’arithmétique-epsilon, on pouvait trouver des substituants, sous la forme de
fonctions récursives (et méme de fonctions toujours égales & 0 sauf un nombre
fini de fois) aux catégories de maniére & ce que dans le résultat de la substitu-
tion toutes les formules soient vraies. Dans le cas de la preuve d’une formule
existentielle, ce qui correspond dans le langage epsilon & une formule de la forme
A(ezAz), on obtient donc une substitution qui résout le terme €, Az en un en-
tier n tel que A(n) soit vrai. Ackermann montre & la suite de la preuve de
consistance proprement dite qu’il est possible d’exhiber une fonction récursive
qui donne une borne pour les valeurs qui sont substituées aux e-termes des
formules. Indépendamment de son intérét intrinseque (en particulier, elle fait
apparaﬁtre ”ce qui compte” dans la preuve, c’est-a-dire les arguments de cette
fonction), Pexistence et la nature de cette fonction sont au coeur de la NCI de
Kreisel. On expliquera donc en détail la construction de cette fonction, en adap-
tant 'exposition a 'utilisation de ce résultat par Kreisel, et on donnera ensuite
les étapes de la preuve de ce que cette fonction borne effectivement les valeurs
des e-termes, en omettant la partie la plus fastidieuse et la moins intéressante
de la démonstration (Sétze 6 & 17 du paragraphe 7 de [[]).

On peut poser le probleme de la maniere suivante : les valeurs possibles
pour les e-termes augmentent clairement avec le nombre de substitutions que
comporte la preuve. Une fois identifiées les variables pertinentes de la preuve,
trouver une fonction de ces variables et du nombre de ces substitutions qui
borne les valeurs possibles, et une autre qui borne a partir de ces seules vari-
ables le nombre de substitutions. Si la premiere partie de la tache est facile
a mener, la seconde demandera davantage de travail. Avant cela, il nous faut
définir un codage des types d’ordres des ordinaux < €y sur les entiers qui va
permettre de manipuler au sein de 'arithmétique habituelle les indices de suite.
Si cette opération peut s’expliquer par le souci finitiste d’Ackermann, ce codage
n’en reste pas moins facultatif, au sens ou 'on pourrait apres tout manipuler
directement les ordinaux. Mais 'utilisation par Kreisel du résultat de bornage
repose de maniere essentielle sur la possibilité d’effectuer le calcul des bornes
dans I'arithmétique-epsilon, de sorte qu’il est nécessaire de présenter précisément
les choses.

1.4.1 Le codage des ordinaux

Au vu de la preuve de terminaison, les ordinaux qu’on a besoin d’utiliser sont
tous des ordinaux de type m pour un m donné au sens de la définition suivante :

Definition 16 Les ordinauz de la forme wa + b sont de type 1.
St aq, ag,...c;; sont des ordinaux de type n tels que ap > ... > o, w +
w2 4+ wY est un ordinal de type n + 1.
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On cherche alors, pour chaque m, des relations d’ordre <,,, et une bijection
f(B,m) qui associe & un ordinal 8 de type m un entier telles que f soit un
isomorphisme entre les ordinaux de type m avec ’ordre habituel sur les ordinaux

et les entiers équipés de <, .

Definition 17 f(wa+0b,1) =2%(2b+1) -1

2920+ 1) — 1 <1 2°(2d+ 1) — 1 si et seulement si (a,b) < (¢,d) avec lordre
lexicographique

flw +w*. 4w m+1)=2% 2% +2% od f(o,m) = aj.

201 292 4 2% < b1 4 202 4 95 g ay >, a2 S ... Sm G €t
b1 >m by >y ... > by sioet seulement st il existe un k < 1,5 tel que a; =
b1, ...ap—1 = bi—1 et ap, <., bg ou st j > i et ar = by pour tout k < i.

Que f et les <, réalisent I'isomorphisme souhaité se montrerait facilement
par récurrence sur m en utilisant simplement leur définition et 1’unicité a 'ordre
fixé des décompositions proposées des entiers.

On se donne pour la suite deux fonctions récursives primitives v(z) et 0(x)
telles que v(2%(2b+ 1) — 1) =a et 8(2%(20+1) — 1) = b.

On peut alors définir une classe de fonctions spécifiques, les fonctions primi-
tives récursives d’ordre fini, qui seront utilisées pour calculer la limite supérieure
des valeurs des e-termes clos. Ces fonctions sont construites de maniere analogue
aux fonctions récursives primitives, moyennant une libéralisation du schéma de
récurrence. Soit n un entier quelconque, si g, h, ¢ sont des fonctions déja définies
et que ¢ satisfait la propriété ¢(m) <, m pour tout m, on peut définir une nou-
velle fonction f de la maniere suivante :

£(0,a) = g(0)

f(m,a) = h(a,m, f(¢(m), a)

On peut remarquer que le schéma de récurrence primitive d’ordre fini ne
fait dépendre la valeur d’une fonction pour son argument que d’un nombre
fini de valeurs précédemment calculées, ce qui le distingue d’une définition par
récurrence sur les ordinaux faisant intervenir pour le calcul a la limite ’ensemble
infini des valeurs précédentes, et explique son acceptabilité du point de vue
finitiste qui est celui d’Ackermann. Nous allons voir ensuite que les fonctions
récursives primitives d’ordre fini sont en fait des fonctions récursives.

1.4.2 Le bornage en fonction du nombre de substitutions

Etant donné I'ensemble de formules constituées par une preuve, on désignera a
partir de maintenant par m le degré maximal d’un terme dans la preuve, e le
nombre d’e-termes et g le nombre de catégories.

On définit par récurrence une fonction ¢(m,a) qui donne la valeur maxi-
male des termes pour une substitution en fonction de la valeur maximale a d’un
substituant pour les e-termes clos (il importe ici de ne pas confondre valeur max-
imale d’un e-terme clos qui dépend directement des substituants aux catégories
et valeur maximale d’un terme qui dépend ensuite des opérations éventuellement
appliquées aux e-termes clos) :
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Definition 18 ¢(0,a) =a
¢(m +1,a) = [p(m,a)]* + 1

Il faut ici se souvenir de ce que les seuls symboles de fonction sont ’,d, +
et x. L’idée est qu’en un coup, on peut au plus soit ajouter un, si la valeur
maximale des e-termes clos est < 1, avec ’, soit multiplier le terme le plus grand
par lui-méme sinon.

On définit ensuite par récurrence une fonction w(m,n) qui borne la valeur
maximale des e-termes clos au bout de n substitutions.

Definition 19 w(m,0) = ¢(m,0)
wlm,m+ 1) = g, w(m, n))

Le cas de base découle de ce que la substitution initiale annule tous les sub-
stituants. L’étape de récurrence est justifiée par le fait que la valeur maximale
d’un substituant pour S, 11 est, telle que celle-ci a été définie, inférieure ou égale
a la valeur maximale d’un terme & I’étape S,,.

1.4.3 Le bornage du nombre de substitutions

Reste donc a évaluer le nombre de substitutions. Cette évaluation repose es-
sentiellement sur la définition par récurrence croisée de deux fonctions : la
premiere 7(¢,p,n,a) calcule une borne supérieure pour lindice d’une p + 1-
section qui commence par une substitution S, et une p-section d’indice a; la
seconde (¢, p,n,a) calcule une borne supérieure au sens de <, pour une p-série
commencant en .S, suivant une p-série d’indice a.

On suppose donnée une fonction récursive n(a,p) telle que n(2%* + ... +
2% p) = a; ou les a; constituent une suite strictement décroissante.

On commence par donner deux définitions préliminaires, pour une fonction
¥(m, n,e) qui donne une borne pour le degré d’une substitution S,, et pour une
fonction A(a,p) qui calcule le nombre de substitutions dont est composée une
p-série d’indice a.

Definition 20 ¢(m,n,e) = 9(w(m,n)+1)e

En effet, le degré est 1'ordre relativement & un ensemble de formules B(0,21...2,,),
..B(2,21...25). Or celles-ci comporte au plus (z + 1)e termes, et z < w(m,n+1)
puisque z est la valeur d’un terme de .S,.

Definition 21 A(q,1) =1
AR+ 429 p+1) = Mar, p) + .. + Aam, p)

La définition est cette fois immédiatement claire.
On définit ensuite k(c,p,n,a) par cas

Definition 22 a) x(c,p,n,0) =0. Si a # 0, on distingue
b) st p= 17 9(0’) 7é 07 K’(Capvnaa’) = 21/((1)(2 X 19(0’) - 1) - L
¢)sip=1,0(a) =0, k(c,p,n,a) =21 2x c+1) -1
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d) sip>1 eta estpair, K(c,p,n,a) =a —1

e) sip>1 eta est impair, et a =2 — 1,

k(e,p,n,a) = 7(e,p — 1,n,k(c,p— 1,n,a1))

f) sip>1 eta est impair, et a =2 429 + ...+ 2% o4 les a; sont rangés
par ordre décroissant

k(e,p,nya) =2 + k(e,p,n+ A(ar,p—1),2%2 + ... + 2% — 1)

Vérifions informellement que x calcule bien ce qu’elle doit calculer. Le cas
a) est évident. Les définitions pour b) et ¢) majorent bien la 1-série suivant une
1-série d’indice a. Pour le cas b), ceci découle directement du fait que k(c, p, n, a)
est le <7 prédécesseur immédiat de a par construction. Pour le cas ¢), la valeur
donnée & ¢ sera ¥ (m,n,e), en effet le degré de la substitution suivante sera <
(m,n,e) comme la valeur maximale possible pour un terme n’a pas augmenté
d’une substitution & lautre. d) sert juste & assurer que k(c,p,n,a) <, a pour
le bon fonctionnement de la récurrence; en pratique cela n’intervient pas, car la
seule substitution d’indice 0 est la substitution initiale, et que par conséquent
la seule p-série d’indice 0 est la 1-série qu’elle constitue, de sorte que les indices
des autres sections sont toujours impaires. e) correspond au cas ou la p-série P
est composée d’une unique p — 1-série M. Par conséquent, la p-série suivant P
commence par une p — 1-série qui succede immédiatement a M, de sorte qu’on
peut I'évaluer a ’aide de la fonction 7 & laquelle on fournit comme majorant de
lindice de M k(¢,p—1,n,a). f) correspond & la situation ot P est composée de
I p — 1-séries, et fait avancer le calcul en majorant au moyen de l'indice de la
premiere de ces séries et de k appliquée a la somme des indices des p — 1-séries
restantes, de sorte que la valeur de 'argument décroit comme il convient, tout
en tenant compte du décalage de Sy, & Sy a(ay,p—1)-

Definition 23 7(¢,p,n,0) =0
7(c,p,n,a) = 2%+ 7(c,p,n + Aa, p), 5(¢c,p, n + A(a,p), a))

Le cas de base est évident. Pour I’étape de récurrence, 7 doit calculer 'indice
7 d’une p + 1-série P commencant par une p-série M d’indice a. On a 1 = 2% +4/
ou 7' doit étre 'indice correspondant au reste des p-séries qui composent P, vues
comme une p + 1-série. C’est précisément ce que calcul 7 si on 'applique a un
majorant de I'indice de la p-série qui suit M, ce qui nous est précisément donné
par x(c,p,n + A(a,p),a), en tenant compte du décalage de S,, & Sy 4 z(a,,p)- On
remarque que la définition de 7 fait intervenir essentiellement une récurrence
d’ordre supérieur; on n’a en effet aucune raison d’avoir x(c,p,n+ A(a,p),a) <o
a. Par contre, pour la bonne définition de 7, il faut maintenant vérifier que
k(¢,p,n,a) <p a quand a # 0.

La démonstration se fait par récurrence sur p. On a vu que les cas a), b) et
d) ne posaient pas de probleme. Pour le cas c), il faut en fait voir la variable
¢ comme un parametre : K est bien définie pour des valeurs convenables de c,
en particulier lorsque ¢ = ¢(m,n,e). Supposons que k(c,p,n,a) <, a quand
a # 0 et montrons la propriété pour p + 1. Par 'hypothese de récurrence, 7
est calculable pour des p’ < p et donc k pour des p’ < p + 1. On démontre
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ensuite un lemme par récurrence transfinie imbriquée dans la précédente que
n(7(e,p,n,a),p) = a. Le cas a = 0 est immédiat. Supposons maintenant que la
propriété tient pour des a’ <, a

(1) k(c,p,n 4+ A(a,p),a) <, a par hypotheése de récurrence

(2) n(1(c, p,n+Aa, p), k(c, p,n+Xa,p),a),p) = k(c,p,n+Xa,p), a) puisque
(1) permet d’appliquer ’hypothese de récurrence transfinie.

(3) U(T(C,p, n + A(avp% K(C,p, n + )\(a,p), a),p) <P a par (1) +(2)

(4) si n(b, p) <, a, alors n(2* + b, p) = a par définition de 7.

(5) (2% + 7(c, p,n+ Aa, p), k(c,p,n+ A(a, p),a),p) = a en appliquant (4) &
(3) avec b = 7(¢,p,n + Aa,p), k(e,p,n + A(a,p),a)

(6) n(t(c,p+ 1,n,a),p+ 1) = a par définition de 7.

Examinons maintenant le cas e). On veut k(c,p+ 1,n,a) <p11 a ol a est
291 —

H(C p+1,n,a) =7(c,n,k(c,p,n,a1)) par définition de k

n(r(c,p,m, n(c p,n,a1),p) = k(c,p,n,a1) par le lemme

k(¢,p,m,a1) <p a1 par Phypothese de récurrence

n(a,p) = a1 par hypothese sur a.

nixe, peLmal.) < ) ar (1) (2) @) et 0

si n(a, p) <p n(b p), alors a <p41 b par définition de 7.
k(e,p+1,m,a) <p+1 a en appliquant (6) & (5).

Reste le cas f)

? ke, p+1,n,a) <pyr 290 +2%2 4 . 42% —1

729 4 k(e,p+1,n+ Na1,p),2%2 + ...+ 2% — 1) < 291 4202 4 42U — ]
par définition de x

? k(e,p+1,n+m,2% — 1) < 2% par application répétée de la définition de
K, pour un certain m, ce qui nous ramene au cas e).

On se contente pour finir du schéma de la démonstration en omettant de
démontrer deux propositions. Les démonstrations omises se font presque toutes
sur le principe d’une induction sur p ou interviennent simultanément 7 et k,
mais plusieurs étapes sont nécessaires avant de pouvoir démontrer les pro-
priétés de A et 7 dont on a besoin. On définit un prédicat T a quatre argu-
ments qui s’appliquera a (¥(m,n,e),p,n,a) si a est 'indice d’une p-série com-
mencgant par S, pour une preuve dont les constantes sont m et e. On montre
alors premierement que le majorant donné par 7 se comporte bien avec A et
deuxiemement que 7 et A ensemble se comportent bien vis-a-vis de <,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

Proposition 24 Si T'(¥(m,n,e),p+ 1,n,a), alors
Aa,p+1) < Xr(p(m,n,e),p,n,n(a,p)),p+1)

Proposition 25 Sia <, b et T(¢(m,n,e),n,a), alors
A(T(’l/}(m, n7 e)?p, n7 a),p+ 1) S A(T(w(m7 n, e)’p? n, b)?p + 1)

Supposons donc qu’on connaisse les indices aj...a; des t g-séries qui com-
posent I'unique g + 1-séries que constitue la suite complete des substitutions, la
proposition [ ] nous dit que

A2 + . 42 g+ 1) < Ar(¢p(m,n,e),9,1,a1),9g+ 1)
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L’évaluation du nombre de substitutions ne dépend alors plus de t.La seconde
proposition nous dit qu’il suffit de trouver un majorant b au sens de <4 de a;
pour avoir

A% + ..+ 2% g+ 1) < M7 (¢(m,n,e),g,1,b),g+ 1)

On définit enfin une fonction p(n,e).

Definition 26 p(1,e) =2t — 1
p(n+1,e) =2°(me) — 1

On voit que p(1,e) majore au sens de <; lindice d’une 1-série initiale,
puisque e est le nombre d’e-termes clos de la preuve et que si p(n,e) majore
au sens de <, I'indice d’une n-série initiale, alors p(n + 1, ) majore au sens de
<pn+1 l'indice d’une n + 1-série initiale. Donc a1 <4 p(g,€). On en déduit

A2+ .4 2% g+ 1) < A7 (¥(m,n,e),g9,1,p(g,€)),g + 1) ou la seconde
expression ne dépend plus des indices des séries de la suite des substitutions tels
qu’on pourrait les calculer en appliquant effectivement la méthode de substitu-
tion. D’ou le théoréme final.

Theorem 27 Soit une preuve de l'arithmétique-epsilon comportant e e-termes
correspondant a g catégories distinctes et telle que le degré des termes ne dépasse
pas m, la valeur mazimale des e-termes clos dans la substitution finale est

born(m,e,g) = w(m, \(t(¥(m,n,e),g,1,p(g,€e)),g+ 1)).

2 La No-counterexample interpretation

2.1 La notion d’interprétation

Kreisel définit une notion générale d’interprétation qui convient a un systeme
déductif quelconque pour larithmétique. La spécificité de la démarche est
d’exiger que l'interprétation du systeme se fasse a l'intérieur de celui-ci afin
de contrdler que l'interprétation elle-méme est bien finitiste. On se donne un
codage récursif des formules du systeme.

Definition 28 Une formule Alxy...2p, f1...fm] sans variables lides, et dont les
variables libres sont parmi les variables d’individus x1...x, et les variables de
fonctions fi...fm est vérifiable si, pour tous numéraux aj...a, et toutes fonctions
récursives ¢,...¢,,, Alx; = a;, fj := g;] est vraie.

Definition 29 On appelle alors interprétation d’un systéme X une fonction
calculable f(n,a) telle que :

) f(n,a) est le numéro d'une formule A, dont toutes les variables sont
libres lorsque a est le numéro d’une formule A de 3.

B) Si on a une preuve de A dans X, on peut trowver & partir de la preuve un
n tel que A, est vérifiable.

~) Si on a une preuve de ~ A dans X, pour chaque n, on trouve une instan-
ciation des variables libres de A, qui rend A, fausse.

0) Si on a une preuve de A — B dans X, on trouve une fonction calculable
g(n) telle que si A, est vérifiable By, l'est aussi.
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Le but est bien de capturer le ”sens finitiste” des preuves non-constructives,
c’est-a-dire de passer de preuves d’énoncés quantifiés a des formules ayant un
contenu numérique immédiat. Par exemple, si VxAx est une formule universelle,
Az sera une bonne maniere d’interpréter une preuve quelconque de VxAzx, car
a partir de cette preuve, on peut tirer une preuve de An pour n’importe quel
numéral n. Mais on a vu dans l'introduction que l'interprétation ne saurait
étre aussi directe. Inversement, il est toujours possible de trivialiser la notion
d’interprétation. Par exemple, si e(a) est le code de ~ A quand a est le code
de A et si Provs(x,y) est un prédicat de prouvabilité pour X, on peut montrer
facilement que, sous hypothese de la consistance de X, I'association a A de
~ Provs(z, e(a)) constitue une interprétation pour 3. On veut au contraire que
Iinterprétation d’une formule conserve autant que possible la signification de
celle-ci.

La NCI est donnée pour une extension de PA. dans laquelle on ajoute des
symboles de variables de fonctions, que I'on ne quantifie pas. Présentons d’abord
le principe de la NCI, avant de voir en quoi elle peut constituer une interprétation
de PA.. Soit A une formule en forme prénexe

Va13yr.. Ve, Iy A (1. 20, Y1.--Yn) )

ot A’ est sans quantificateur. L’interprétation naive, dont on a vu qu’elle ne
marchait pas, consistait a chercher des fonctions calculables ¢,...¢,, telles que

A2y, ¢ (1) (21 20))

soit vérifiable. Dans les termes de Kreisel, ceci constituerait une Erfullung
de A. Considérons ce que serait une FErfillung de ~ A. ~ A elleeméme est
équivalente a :

21 Vyy ... 32, VY ~ A (210 X0, Y1 Yn)

Donc I Erfiilllung serait donnée par des fonctions calculables v;...¢,, (ol 9,
est une fonction 0-aire) telles que

~ A/(wl"'wn(yl---ynfl)vyl---yn)

soit vérifiable. Ceci constituerait un contre-exemple & A au sens ou les fonc-
tions donnent pour toute instanciation b;...b,, des y; ...y, des valeurs ¢;...0,, (by...bp—1)
qui montrent que les by...b, ne sont pas de bons témoins pour les existentiels de
la formule de départ. Faute de pouvoir obtenir les fonctions calculables ¢;...¢,,,
I'idée est de montrer qu’il n’y a pas d’Erfillung de ~ A, autrement dit pas
de contre-exemple & A. Pour chaque #,...1,,, on veut donc trouver des b;...by,
tels que A'(¢y...4,,(b1...bp—1),b1...by,). Ceci revient & exhiber des fonctionnels
Xi---Xp dont les variables libres sont parmi les variables de fonctions fi...f,
telles que

A'(froe fa(Xa - Xp—1)s X1+--Xn)

soit vérifiable.

Si on arrive a passer d’une preuve de A a l’existence d’une suite de tels fonc-
tionnels, ceci nous donnera bien une interprétation, moyennant une énumération
adéquate des fonctionnels en question (A,, sera alors la formule A’(f1... frn(X1---Xn—1)s X1---Xn)
Ol X1..-X,, €st la m-ieme suite de fonctionnels) et, last but not least, la vérification
des conditions ) et §). L’interprétation se fera donc dans un formalisme com-
portant des variables libres de fonctions.
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2.2 Vérification de la condition [5)

Voyons comment la preuve d’Ackermann nous permet de vérifier relativement
facilement la condition ). On commence par donner l'idée générale qui est
de se servir de symboles de variables de fonctions pour paramétrer la preuve
d’Ackermann et le bornage qui en résulte. On part de

Fpa, Yae13y1..Vo, Jyn A (1. Ty Y1 ---Yn)

Il en découle

l_PA’e HylHynA/(flfn(ylyn—l);ylyn)

ou PA! ne differe de PA, que par 'adjonction aux langages de symboles de
variables libres de fonctions comme fi...f,,. En définissant une suite adéquate
d’e-termes

ey, = €y, A (fro fu(Y1-Yn—1),y1---Yn)

Cye 1 = €y LA (f1 (Y1 Yk—1€k..€n—1), Y1.--Yh—1€k...€n)

on obtient une formule équivalente a la précédente ou les e-termes ont rem-
placé les quantificateurs existentiels.

Fpar A'(fi.fu(er...en_1),€1...€0)

Supposons un instant qu’on ait choisi d’instancier les x; par des fonctions
récursives déterminées v,...10,,, de sorte qu’on ait

Fpar A'(y.ab, (€€, 1), €)..ep)

ou e} = ej[? = E}] et PA” ne differe de PA. que par 'adjonction des
symboles de fonctions 1;...¢,,. La méthode de substitution va s’appliquer a
PA! comme & PA,, de sorte qu’a partir de la preuve précédente, on obtient des
numéraux msj...m, pour lesquels

A Yy, (mycemp_1),my..my) (¥)

soit vrai. De plus, on peut donner a I’avance une limite supérieure m pour
les my...m,, en utilisant une fonction analogue & born(m,e, g). born(m,e, g) ne
convient pas directement, car on a enrichi le langage de PA. avec de nouveaux
symboles de fonctions, de sorte que la fonction ¢(m,a) doit étre remplacée par
une fonction ¢'(m,a) qui majore les valeurs des termes en tenant compte des
nouvelles fonctions.

Il apparait ainsi que born(m, e, g) dépend des fonctions qu’on substitue aux
symboles de variables de fonctions. L’idée de Kreisel est alors de capturer
précisément cette dépendance en remplacant born(m, e, g) par une fonctionnelle
born'[f1...fn] (les parametres m,e, g étant fournis par la preuve) comportant
comme variables libres de fonctions les f... f,,. Pour coller exactement avec la no-
tion d’interprétation qui a été définie, on pourra alors exprimer l'interprétation
d’une formule au moyen d’un schéma de minimisation.

La démonstration de ) est pour ainsi dire faite. Mais pour faire les choses
convenablement, il faut définir la classe de fonctionnels. Avant cela, on com-
mence par définir des avatars ¢- et w;n 7 des fonctions ¢ et w avec les mémes
significations intuitives. Le parametre m correspond toujours au degré maximal
des termes. On désigne par g;, j < [, les [ symboles de fonctions - constantes
ou variables - kj-aires qui apparaissent dans la preuve.

Definition 30 (b’? l95,a,1] = maxjglyal__,akjga(gj (a1...ax;))
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¢

3

g5, a, +1] :Qb%’[g],ﬁb%’[gj,a,n],l],
(n+1) = ¢%[g5,w), (n),m]

\gl\

W, = —
m,x
!

w —

m,x

MAT;j<l,a;...ax, <a(gj(ai...ax,)) est représentable dans PA par e, VY <a,9:(y) <

z A ...\ g(y) < x), donc ¢- définie par récurrence a partir de cette fonction

également, et w’ _. du méme coup.
m, T

On modifie la définition de 1) en 1)’en remplacant w par w’ -

Definition 31 w;n(n, e) = 9wy, = (n)+1)e

Definition 32 L’ensemble des fonctionnelles primitives récursives d’ordre fini
contenant les variables d’individus a; et les variables de fonctions f; est le plus
petit ensemble E tel que

a) les fonctions primitives récursives d’ordre fini de variables a; sont dans
E

b) si g(x,y) est une fonction primitive récursive d’ordre fini et x € E,
g(a’iv X) €L

¢)six € B, w —(x) est dans E.

d) sixq...Xn € E et f; est n-aire, f; appliquée n-éléments parmi{x,...Xp,a1...an }€st
dans E.

e) six € E et Az, ...a;...,...f;...) est une formule sans quantificateur dont

les variables libres sont = et des variables parmi les a;, f; alors ez < x A
A(ZL', ol f]) e k.

La définition de Kreisel [ est corrigée conformément & Kreisel [I]] : ajout
d’une clause assurant la cloéture par minimisation bornée est nécessaire pour
rejoindre la définition précise d’une interprétation. Afin d’éviter dans un premier
temps les codages qui compliqueraient ’établissement du résultat (en obligeant
a tenir compte des fonctions de codage pour 'accroissement des valeurs des
termes), on a en outre modifié la définition de manieére a y faire entrer des
fonctionnelles a plusieurs variables de fonctions d’arités quelconques. On peut
maintenant énoncer le théoreme.

Theorem 33 Si on a une preuve de Va1Iyy..Vr,Jyn A’ (21... 20, y1...yn) dans
PA., alors il existe des fonctionnelles récursives d’ordre fini ny...n,, dont les
variables libres sont parmi fi...fn telles que A'(fi...fn(Ny--Mp_1)sM1---N,) €St
vérifiable.

D’une part, on observe que les fonctionnelles qui correspondent aux fonc-
tions du théoreme de bornage sont de I'espece voulue w! _(n) est une fonc-
tionnelle récursive primitive, donc v/, (n,e) aussi. A et p sont des fonctions
primitives récursives, 7 et k sont des fonctions primitives récursives d’ordre fini,
done M(7(¢!,(n,e),g,1,p(g,€)),g + 1) est une fonctionnelle primitive récursive
d’ordre fini, donc w;nj()\(T(z/J:n(n, e),g,1,p(g,e)),g + 1)) également. On note
borny,, , .[f1-.-fn]cette derniere fonctionnelle paramétrée par m,n, e.
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D’autre part, on constate que le théoréme de bornage reste valable (il suf-
fit pour cela de vérifier qu'avec les changements effectués sur w,¢ et ¥ la
démonstration reste correcte). Etant donnée une preuve de larithmétique-

epsilon dans le langage augmentée des fonctions récursives E), comportant e
e-termes correspondant & g catégories distinctes et telle que le degré des termes
ne dépasse pas m, la valeur maximale des e-termes clos dans la substitution
finale est borny,, ,, .[f1 == V1. fn = ¥, ].

Soient 1;...¢,, des fonctions récursives susceptibles d’instancier les vari-
ables de fonctions fi...f,, on obtient & partir d’'une preuve m de A une preuve
7' (m,n,e) de A’ (..., (€]...el,_1),€}...el,). On peut choisir les 7’ de maniere
a ce que les triplets (m,n,e) soient les mémes, indépendamment du choix des
¥y...9,, (ils dépendent seulement des constantes de la preuve 7). On se donne un
codage o, des n-uplets et des fonctions pl...p" de décodage, tout cela récursif
primitif. On note 3 fonctionnelle o, (born, ..,born/ ). On définit alors

m,n,e’ m,n,e
;= Phle(z < BAA(frofu(pp(2)..0(2)), P (2)..p}i (2))). Les 7); sont bien a
leur tour des fonctionnelles récursives primitives d’ordre fini . Le théoreme 15
et le théoreme de bornage adapté nous garantissent ’existence de mi...m, <
borny, , [f1 = Y1...fn = ¢, ] pour lesquels A'(¢y...¢, (m1...mp—1), m1...m5,)
est vraie.

Par conséquent, A'(f1...fn(N1--Np_1),M1---M,,) €st vérifiable.

2.3 Modularité de l’interprétation

Les conditions ) et J) reviennent a faire peser des conditions de modularité
sur l'interprétation proposée. On veut pouvoir induire de ce qu’il existe une
interprétation pour ~A qu’il n’existe pas d’interprétation pour A; et on veut
passer d’une interprétation pour A & une interprétation pour B lorsqu’on possede
une preuve de A — B. Ces conditions supplémentaires sont non triviales (voir
[ﬂ]), elles distinguent la NCI de Kreisel des versions que ’on obtient via traduc-
tion de Godel et interprétation fonctionnelle (c’est-a-dire les versions tirées de
).

Voyons d’abord ou se loge la difficulté dans la preuve de «). L’idée de
la preuve est simple : réappliquer la méthode de substitution & une variante
de ~ A’ contenant les fonctionnelles & réfuter ce qui nous fournira parmi les
substituants finaux les fonctions récursives recherchées. Mais la réalisation de
I'idée est un peu délicate. Supposons qu’on ait une preuve dans PA, de ~ A
ou A est Va13yr..Ve, Iy, A (x1...20, y1...yn) et que les fonctionnelles & réfuter
7;...n,, dont les variables soient représentables dans une extension de PA. par des
e-termes t¢;...t, (la notion de représentation est la méme que pour les fonctions,
cela signifie que 'on peut prouver 7, = t;).

On définit une suite d’e-termes e;...e,, par :

€1 = €z, Vy1... 32, Vyn ~ A' (1.0, Y1...Yn)

€kl = €xppy VWkt 13T VY ~ A'(er...ep(a1...ap—1), Thy 1. T, Q1. 0k, Yy 1---Yn)

Il est clair qu’a partir d’'une preuve de ~ A on peut obtenir une preuve de
~ A'(ey...ep(ay...an—1),a1...ay), puisque cette derniere formule est équivalent &
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Jzy.. 32, A (21...%n, a1...a). Si on remplace les a; par des t; avec t, = ¢;[f1 =
€1...fn := ey], on obtient une preuve de ~ A’(ej...e,(t)...t, _1),t]...t,). En ap-
pliquant la méthode de substitution (qui reste valable quelles que soient les
fonctions calculables avec lesquelles on a enrichi le langage - maintenant on
ne se préoccupe plus de bornage), on obtient bien des fonctions gj...g, & sub-
stituer aux ej...e, telles que le résultat de ~ A'(ey...en(t]...t),_1),t}...t],) soit
une formule vraie de 'arithmétique.

Pourtant ceci ne nous donne pas le résultat recherché; en effet, le fait que ¢,
représente 7),, ne garantit absolument pas que 'on ait t,(e;..en) = 1,,(91---Gn)-
Par exemple, le terme e, (z = y + 3) est une fonction de y qui représente la
fonction récursive y 4 3, mais si e, (x = y + 3) apparait dans une preuve, tout ce
que nous dit le théoreme 15, c’est que toutes les formules dans lequel il apparait
donnent des formules vraies, mais il se peut tres bien que ce soit le cas sans
que pour autant le substituant final de e, (z = y + 3) soit la fonction récursive
+3, et on peut méme affirmer que ce ne sera pas le cas, car les fonctions qui
jouent le role de substituants sont toujours nulles sauf pour un nombre fini de
valeur. Par contre, comme ¢, (x = y + 3) représente +3, il est possible de forcer
le résultat pour certaines valeurs. Il suffit d’ajouter a ’ensemble de formules
de la preuve des formules comme €,(x = t + 3) = +3(t) (qu'on dérive de
Vz(ex(z = y+3) = +3(y)) ce qui force e, (x = y + 3) & se comporter comme +3
pour la valeur finale de t. Ceci est le principe de la solution a notre probleme,
méme si la situation est un peu compliquée par le fait qu’on ait affaire a des
termes représentant des fonctionnelles et pas simplement des fonctions.

On se donne deux lemmes qu’on démontrera plus tard afin de montrer le
théoreme voulu.

Lemma 34 Soit n[ay...an, fi...fn] une fonctionnelle récursive primitive d’ordre
fini représentée par un terme tlai...an, f1...fn] €t ui[x1...xm,] un terme quel-
conque substituable & f; d’arité m;, il existe un terme Rlay...a,] tel que pour
tout terme v[xy...Tm,|, on peut prowver dans PA. :
n
AVZ (T < Rlay...an] — wi[T] = v[Z])| — tlar...an, ur...up) = tag...an, v1...05)
i=0
Lemma 35 Si ¢(n) est une fonction primitive récursive d’ordre fini, on peut
trouver un terme t(n) tel que l'on peut prouver dans PA. que t(n) satisfait les
relations récursives qui définissent o(n).

Lemma 36 On peut trouver des fonctions récursives h\...h;, paramétrées par

des termes u}l, v} sans variables libres et des termes ul,v] contenant N comme

seule variable libre tels que les €galités suivantes soient prouvables dans PAc :
e1 = hy(ut..ub,vi..vb)

(1 K NA LAYy <N)—epy1 = h;chl(yl...yk,u%...uﬁ*l,v%...vfﬁl)
On a maintenant les outils pour démontrer

Theorem 37 Si on a une preuve de ~ A dans PAc, alors pour toutes fonc-
tionnelles primitives récursives d’ordre finin,...n,, dont les variables sont parmi
f1---fn, on trouve des fonctions récursives gy...gy, telles que
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~ ANg1egn (M1 Tpo1), M- Ty) 00Ty = ;[ f1 2= g1, ey o 2= Gul

La démonstration commence comme indiqué plus haut. Comme par le lemme
@, les fonctions récursives primitives d’ordre fini sont représentables, il suit
directement de la définition des fonctionnelles primitives récursives d’ordre fini
que celles-ci aussi sont représentables. Soient donc t;...t, les termes qui les
représentent. A partir d'une preuve de ~ A, on obtient une preuve de

~ Al(ey...en(ty..t)_1),t1...1.) (0)

ou les e; et les t; sont définis comme précédemment.

On considere les h; du lemme B@ et on pose i = n;[f1 := g1, ..., fn 1= gnl.
Le lemme B4 nous dit que si les e-termes e; et les fonctions récursives h/ sont
suffisamment égaux (au sens de R indépendant des parametres de h), les termes
représentant les fonctionnelles les confondent, ce qui implique que les ¢} et les
7, donnent & leur tour le méme résultat (puisque le terme ¢; auquel on a donné
comme argument les h/ représente 7;). Formellement, le lemme B4 nous donne
un terme R tel que
n n

va (@ < R af7] = 17| - | A=u] 0

T i=0

=0
Les t; ne comportent pas de variable d’individu libre : la seule variable libre

d’individu f; est remplacé par le terme clos ey; par conséquent, vu la maniere
dont R est construit, il ne comporte pas de variable libre. Et les ¢, n’ont plus
de variable de fonction libre. Cette remarque est importante car la méthode
de substitution s’applique seulement a des formules closes. L’introduction de
variables de fonctions libres dans le systeme sert a la formulation des résultats,
mais les preuves qui servent a leur établissement se font elles sans recourir a de
telles variables.
On pose alors R’ = mzlz(R, t7)
i=

A

Si on remplace N par R’ dans le lemme Bf], on des preuves dans PA. des
formules
(i <R Ao Ay < R) — epr1(yr--yx) =

h;c-‘,—l(yl"'yk? ul. bt ol k) (2)

Comme R; < R, (2) nous donne les membres de la conjonction qui est
Pantécédent de (1) d’on

Ati=mn; (3)
i=0

Dans (3) les n} contiennent les u}, v} et les u

Comme t; < R, (3) nous donne les égalités

i1 (B th) = hi (i, ul o ul Tt ol ok ) (4)

On applique alors la méthode de substitution a ’ensemble de formules con-
stituées par les preuves de (0), (3) et (4). Le résultat de (0) en particulier est
une formule vraie. Mais on sait en plus que les substituants des e; coincident
avec des fonctions récursives pour les valeurs des fonctionnelles, et que la valeur
pour ces e; des termes représentant les fonctionnelles est égale a la valeur des
fonctionnelles pour ces fonctions récursives. Par conséquent, si on appelle g1...9,
les substituants des e;...e,, (0) nous donne bien :

~ AG1-9n (T Ty 1), Ty --T)

m—+1 m+1
i

LT comme parametres
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Theorem 38 Soient deux formules A =Va13yr..Vo, Iy, A (x1...20, Y1.--Yn)
et B =Vr13y1..V2 ym B (1. Ty Y1+ Ym ) s
une preuve w dans PA. de A— B
et ny...n,, des fonctionnelles dont les variables libres sont parmi fi...f, telles

que A'(f1. fn(MyMp_1),M1---1,,) €St vérifiable,
on peut trouver des fonctionnelles &,...€,, dont les variables libres sont parmsi

g1---gm telles que B'(g1...gm(&1---Emnet)s &1---E,y) €St véTiIfiable.

La démonstration suit de pres celle du théoreme précédent, on garde les
notations utilisées pour les termes convoqués dans sa démonstration.
Soient ;...1,, des fonctions récursives susceptibles d’instancier les gi...gm.
D’une part, onavuque ~ A —~ A'(ey...e,(t]...t),_1),t]...t}) était prouvable
dans PA., donc par contrapposition, on a aussi une preuve de A’(ey...e, (t)...t, 1), t}..t,) —
A. D’autre part, comme dans la démonstration du théoreme Bd B — B/(1),...40,,, (€1...6m—1), €1...€m)
pour certains e-termes e€;...€,,. Combiné avec la preuve 7 qui est donnée par
I’hypothese, ceci nous donne une preuve de :
Alley..en(ty..th_1),th..t0) — B' (.0, (€1...€m—1),€1...€m) (0)
On peut ajouter aux formules de la preuve de (0) les formules des preuves
de (3) et (4) du théoréme précédent. Ceci nous assure que dans la substi-
tution finale, le résultat de A’(ey...en(8]...t,,_1),t}...t,) est une formule vraie.
Par conséquent, le résultat de B’ (¢)1...1,, (€1...€m—1), €1...€m,) est également une
formule vraie. Les valeurs des €;...€,, sont alors bornées par born;, , [fi1 =
y...fn = 1,] et m,n, e ne dépendent pas du choix de t;...1p,, (moyennant le
choix d’une preuve standard pour B — B'(1);...¢,,,(€1...€m—1), €1...€m)). 1l suit
que les &, définis par &; = p, (e.(z < BAB'(g1...gm (ph, (2)...07 (2 )),pm( )...p(2)))

ou (3 est la fonctionnelle «, (born! ,born conviennent.

m,n,e’ """ ’mne)

2.4 Retour sur les lemmes

La démonstration du lemme @ se fait simplement par induction sur la forme
de la fonctionnelle. On indique comment construire R pour chaque étape :

a) max (a;)

b) max (a;, x, Ry)

¢) max (t, Rx) ol t représente w/ () appliquée aux u;.

d) max (a;, Ry,)

¢) max (Rx)

La démonstration du lemme BJ se trouve dans Kreisel [{]. Intuitivement,
la validité du lemme est claire : les valeurs des fonctions primitives récursives
d’ordre fini sont calculables en un nombre fini d’etapes; si toutes les fonctions cal-
culables sont récursives (these de Church), comme toutes les fonctions récursives
sont représentables dans AP, (voir [[]] pour une démonstration de ceci) celles-
ci le sont également. On remarque que la notion de représentation ici utilisée
est spécifique a 'arithmétique epsilon : les fonctions sont représentées par des
e-termes et pas par des formules.

Nous donnons enfin la démonstration du lemme , un peu difficile a suivre
quoiqu’assez simple, en suivant scrupuleusement celle de Kreisel [E]
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On peut trouver des fonctions récursives hf...h! paramétrées par des termes

u}, v} sans variables libres et des termes u}"*', v/"*! contenant N comme seule

17 7
variable libre tels que
er = hy(ud..ub, vl v)) e ke
(1 S NA Ay <N) —epp1 = h;chl(yl...yk,ukil...u,fl,vkil...v,ﬁl)
On commence par définir les termes primitifs récursifs (toutes les minimi-
sations et les quantifications sont bornées) en jeu. Les aj, b’ sont des variables
libres
hi(at...al bl bL) = €, Vy1.. 32, Yy,
(1 SO A Ay <0 — 21 < al A Az, <al ~ A2y, Y1.Yn) |

+1 1 +1 1\ _
Pt (Y1--Yrs C1onCry gyl 0 T ) = € VY 320 Vi

[yTH < b:ﬂ A Ny SUIHL — 0 < a:ﬁ Ao Nap <aiTt ~ Alerecr®rgy @, Y-

By (Y1, adeal P 0100 = hygy Y1y, By RL @l T el T BT
Afin de surmonter la complexité de la syntaxe et des doubles indices, on
commence par donner la méthode pour trouver les “2" v; a partir d’un exemple.
On consideére la formule J2VyB(a,z,y). a est une variable libre qui sert de
parametre et B peut comporter d’autres variables liées. On considere les termes :

e.Vv[v < N — ¢, (VyB(v,z,y)) < z] qu’on note u

eVo,wv < NAw<u— ¢ (~ Bv,w,y)) < z] qu’on note v

Intuitivement u et v sont deux des uj»,vj» qu’on cherche, c’est-a-dire des
parametres qui, relativement & un N quelconque permettent de borner les quan-
tifications. C’est ce que veulent dire les deux propositions suivantes :

Proposition 39 a < N — ¢, (VyB(a,2,y)) = &Vyly < v —x <uA B(a,z,y)]
Proposition 40 a < N — JzVyB(a,z,y) «— JaVyly <v — 2 < u A B(a, z,y)]

En toute rigueur, on aurait besoin pour le lemme d’établir que ces proposi-
tions sont prouvables dans PA.. On se contente ici de les prouver informellement,
la formalisation, fastidieuse, ne posant pas de probleme particulier.

€. (YyB(a,x,y)) est noté \(a)

eVyly <v—x <uA Bla,z,y)] est noté o(a)

€y ~ B(a,c,y) est noté p(a,c)

Premier cas : 3zVyB(a,z,y) est vrai pour tout a < N. VyB(a, A(a),y) est
donc vrai aussi. Par ailleurs, quand a parcourt [0;N], il existe un maximum x des
Aa) et & < u. Donc [if est vrai. Mais est-ce que €,y [y < v — & < u A Bla, z,y)]
pourrait étre strictement inférieur a cet x 7 Soit un ¢ qui pour un certain a est
strictement inférieur & A(a), il y a donc un y € {p(a,c)/a < N,c < A(a)} tel que
~ B(a,c,y), c’est-a-dire un y < v puisque v majore cet ensemble. Autrement
dit, ¢ ne peut étre €,Vy [y <v — z <uA B(a,z,y)]. On a ainsi montré @

Deuxieéme cas : il existe un a < N tel que Vz3yB(a,z,y). On a ainsi
Vo ~ B(a,z, p(a,z)). Pour < u, p(a,z) < v par définition de v. Il n’y a donc
pas de z < wu tel que Yy < v (B(a,,y)) . Les deux membres de 1’équivalence de
@ sont donc faux et les deux e-termes de @ nuls.

On montre maintenant comment utiliser la méthode de I’exemple pour obtenir

1,1

les u;,v;.
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On commence par appliquer la méthode avec B(a, z,y) = JxaVys... 32, Yy, ~
A'(z,22...Tn, Y, Yo..-Yyn) POUT avoir ul = u,v} = v. La proposition g nous donne
alors

€x, (Vy1... 32, VY ~ A (1. Z0y Y1.--Yn))

= e, VY1 [y1 < vl = 21 < up A FwaVys. 3z, Yy, ~ A (21, T, Y1 Yn)|

Et on continue : on procede de méme avec

B(x1,y1,22,y2) = JaaVya [y1 < vf — 21 < uf AJwgVys... 32, Vyn ~ A (21, .0, y1.--Yn) |

pour obtenir u} = u, v} = v. 1l faut préciser les N qui bornent les z1,y; qui
jouent ici le role des parametres a. On exige r1 < u} et y1 < U%.

On doit alors prouver

€z, (Vy1.. 32, Yy, ~ A'(z1..20, y1...Yn))

= €y, Vy1322V2 [yl <ol Ays <vd — 21 <ul Azg < ud A3waVys.. 32, Vy, ~ Al (21, xn,ylyn)}

Pour cela, il suffit d’avoir

€2, VY1 [yl <wi — a1 <ul AFraVy... 3w, Yy, ~ A (21, xn,ylyn)}

= €5, Vy1J22Vo [yl < Ays <vd — 1 <ul Arg < ud A FzoVyo.. 3w, Yy, ~ Al (21, xn,ylyn)}

On peut alors se ramener a montrer dans PA. ’équivalence

JxoVyo [yl <ol — 2y <ul AJwgVys... 3z, Vy, ~ A (21, .70, ylyn)]

—— JxoVyo [yl <ot Ays <vd — 21 <ul Azo < ud AJwaVys.. 32, Vy, ~ A (21, xn,ylyn)}

On raisonne par cas : si y; > v}, les deux formules sont vraies. Si y; < vi
et 1 > ui la premiere formule est fausse, et la seconde aussi (prendre yo = 0
pour s’assurer que I'antécédent est vrai). Siy; < v% et 1 < u%, lantécédent du
lemme @ est vrai ce qui nous donne

FxoVyoIxsVys... 3z, Yy, ~ A'(x1, ... Ty Y1---Yn)

—— JxoVyo [yg <k — wo < ud A JwaVys... 32, Vy, ~ A (21, xn,ylyn)}

et I’équivalence du méme coup.

On obtient les autres u}, v} en répétant la procédure. On a ainsi un b (ul..ul, vi..vl)
prouvablement égal a e;.

On montre maintenant comment obtenir h,. ; (y1...yr, ui...up ™, vf . 0Lt tel
que

(y1 SN A Ay <N) = e = higg (Y1 g ugcupthvfopth)

en supposant qu’on a su le faire pour hj...h..

On considere le terme t = €, Viyry1..32, Yy ~ A'(C1...CrTr g1y Y1---Yn)
dont les variables sont c;...c,,y1...y,

On sait trouver des termes uy41...Up, Vprt1...0, contenant les variables libres
c1...c et N tels que 'on peut prouver :

(yl SNALLAYy < N) —t= ezr+1vyr+1-'-3$nvyn

[Yr+1 S Vg1 A e A S0 = Zpg1 S Upp1 A e Ay < ap ~ A'(C1eCry Trg1 oo Xy Y1---Yn)]

On pose alors, pour r+1 < j < n, U;H = uj[c1 := hi...c; := h]] et de méme
’U;+1 =wvj[c1 := hi...cp :=R].

Dans 1'égalité précédente, on remplace dans ¢ les c; par les e; ce qui nous
donne e, et dans le membre de droite les c¢; par les h;. Cette substitution
est licite car pour y1 < N A ... Ay < N, on sait que e; = h;. Ceci nous donne
alors :

(y1 SNA Ay <N) = epp1 = hlogy (yrye, ufoul ol of ).

n

24



3 Reéalisabilité classique et arithmétique

3.1 Le lambda-c calcul et les regles de typage

On définit 'ensemble A, des termes t et 'ensemble IT des piles  :
t =cc,x, (t)t, \e.t, ky

T™=p,tmw

La réduction > est alors définie sur A. x II, ’ensemble des exécutables :
Burm=txu-m (push)

Axtxu-m = tu/z]*xm (pop)

cext-m=txky T (store)

krxt-n/ —=t*m (restore)

Les regles de typage correspondent a la logique classique du second ordre.
Les seuls symboles logiques utilisés sont — et V.
Soit I" un contexte de la forme x1 : A1, ..., z, : Ay, les regles de typage sont :
1.TFz;:A4; oul<i<n
sil'Ft:A— BetT'Fu:AalorsT'+tu: B
silz:AFt: BalorsT'HFAzt: A— B
sil’kFt:(A—B)— AalorsTFect: A
sil'kt¢: Aalors ' Ft:VzA pour z non libre dans T’
sil'kt¢: AalorsT'Ft:VXA pour X non libre dans T’
silkt:VaA alors '+t A[r/x] pour tout terme 7
8. sill'Ft:VXAalorsTFt: Alp(zy...2)/Xx1...2,] pour toute formule
¢(x1...2,) (axiome de compréhension pour la logique du second ordre)
Les autres connecteurs sont définis ensuite de la maniere usuelle :
1=VXX
ANB=VX(A— (B— X)) — X)
AVB=VX(((A— X)— (B— X)) — X)
dXA= VX(A —>L) —1
De plus a = b =VX(Xa — Xb)

No Ut W

3.2 La réalisabilité

L’idée de la réalisabilité est d’interpréter les formules F par des sous-ensembles
|F| de A.. La détermination de |F| se fait relativement & un modele M de la
logique classique du second ordre et a un ensemble IT C A, x II de processus
qui correspond aux processus observables. On montre des propriétés sur les
termes qui sont dans |F'| (qui réalisent F) en choisissant des IT particuliers. Ceci
permet ensuite d’avoir ces propriétés pour les termes de type F, c’est-a-dire pour
les termes qui codent des preuves de F moyennant un lemme d’adéquation qui
nous assure que si - ¢ : A alors t € |4].

Un modele M est défini comme la donnée d’'un ensemble M d’individus et
d’une interprétation fy; : M* — M pour chaque symbole de fonction f k-aire
du langage. Le domaine de variation des prédicats d’arité k est P(H)Mk. On
exige que II soit clos par anti-réduction.

On définit la valeur de vérité d’'une formule F par
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|A| = | A" = {t € Ac/Vra € | Al t x4 € 1T}

On définit maintenant ||A|| C II pour une formule A & parametre dans M
par induction sur A.

Si A est atomique A = Raj...ap et R € P(H)Mk, on pose ||Raj...ak|| =
R(al...ak)

A — Bl = {tw/t € [A], 7€ |B}

VAl = U llAlz = d]

|vxk4ll= U |AIX :=R]|
ReP(I)M*
Quelques valeurs sont distinguées. T =|| () ||+ est la plus grande valeur de

vérité. L=|| II ||, donc |L| la plus petite valeur de vérité.

Theorem 41 Si xy : Fy..xp : F, Ft: F et si s1 € |Fi|,...,8n € |Fp| alors
t[s1/x1...n/xp) € |F|

La preuve se fait par induction sur le typage. On examine les différents cas

1. La derniére regle est : I' - x; : A; ou 1 <14 < n, c’est immédiat.

2. La derniere regleest : sil'Ft: A— BetT'Fu: AalorsT'Ftu: B

tu[s )7 = t[5 /T u[5 /2] et 'hypothese d’induction nous donne t[s /7] €
A — Betu[s/Z] € |A]. Donc t[5 /7] *u[s /7 ).wrp € II donc (cloture par
anti-réduction de I1), ¢[5 /7 |u[s /@] * 75 € 1, d'ott tu[s /7] € | B|

3. La derniere regleest : siI',y: AFt: BalorsT'F Ay.t: A — B.

On suppose que y est une variable fraiche qui n’apparait pas dans les s; et
qui est différente des z;. (\y.t)[5 /7] = \y.t[s/Z]. Soient u € |A|, g € || B,
on veut \y.t[s /7] *u.np € 1L

MNy.t[5 /T *unwp = t[5 /7 ,uly] * g or hypothése de récurrence nous
donne précisément [5 /7, u/y] * 75 € 11, d’ou le résultat.

4. La derniére régleest : siI'Ht:(A— B) — AalorsTkcct: A

Onveut cc € [((A — B) — A) — A|. Supposons u(4—.py—a € [(A — B) — A|
et ma € [|A]l. On veut ccxua—py—a-ma € Il cexUa—B)y—A-TA = UA—B)—A*
kr,.ma. Ceci est dans II & condition que k,, € |A — B|. Soient vg € |A| et
7w € |B||, est-ce que kr, *va.mp € I 7 oul, car kr, *xva.Tp > V4 * kr ,.

5. La derniere regle est : siI'F¢: A alors I' - ¢ : VxA pour x non libre dans
T.

L’hypothese d’induction nous donne ¢[5" /7] € |A[b/x]| pour tout b donc
[7/) €, |Alb/a]| = |ved

6. La derniere regle est : si 't : A alors T'F ¢ : YX*A pour X* non libre
dans I'.

L’hypothese d’induction nous donne t[s /7] € ’A[Rk/XkH pour tout R*
donc t[s/x]e N |A[RF/X¥]| =|vX*A|
ReP(I)M*

7.siTFt:VaA alors Tt : A[r/x] un terme 7

Il suffit de voir que |A[r/z]| 3 |VzA| (considérer A[b/x] on b = 7) et
d’appliquer I’hypothese d’induction.
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8. La derniere regle est : siI' -t : VXA alors 't : Alp(xy...2p)/ X 21...20)
pour une formule ¢(x1...x,,)

11 suffit de voir que |A[¢p/X]| 3 VX A| (considérer A[R/¢] ou R(ay...an) =
ll¢(as...an)|| et d’appliquer ’hypothése d’induction.

Corollary 42 Sitt: F alorst € |F|

On montre également un théoréeme simple sur I'égalité qui sera utile par la
suite.

Theorem 43 Soient a,b deux entiers;
la=bl| = [T — L] sia+b.
la =0b|| = VX (X — X)|| si a=0b.

o = bl =aes IVX(Xa — X)|
Si a # b, on peut prendre | Xa| = A; et || Xb|| =1 d’ou |ja =b|| D {t.7/t €
A, m € I} et 1égalité suit trivialement de ce que les piles de ||a = b|| ayant
nécessairement la forme ¢.7, il n’existe par de surensemble de piles de cette
forme.
Si a = b, on a nécessairement || Xal = [|Xb|, dou [|[VX(Xa — Xb)| =
VX (X — X))

3.3 L’arithmétique du second ordre

Definition 44 Une formule F est réalisée s’il existe un lambda-c terme t sans
continuation tel que t - F pour tout choix de I1.

On part d’une formulation standard de l'arithmétique de Peano du second
ordre (PAs), par exemple l'ensemble d’axiomes suivants formulés dans un lan-
gage L contenant {0, s, +x} :

1. axiomes pour le successeur

s0£0 et Va,y(sz=sy —x=y)

2. axiomes pour ’addition

Ve(x 4+ 0 = x)

Ve, y(z + sy = s(z + )

3. axiomes pour la multiplication

Va(x x 0 =0)

Ve, y(x x sy =a X y+y)

4. axiome d’induction

VelInt(x) ou Int(x) = VX Vy (Xy — Xsy), X0 — Xz

Afin de pouvoir typer tous les théoremes de PAs, on voudrait que tous ces
axiomes soient réalisés. En effet, si un axiome A est réalisé, disons par un terme
t, alors le typage I' F ¢ : A est compatible avec le lemme d’adéquation.

1. Soit u un terme quelconque. On montre que Az.zu € |s0 # 0] = (T — L) — L|.
Soit t1—,1 € |T — L|, pour toute pile 7, tT_, *xu.m € II. Or Az.xu*tt_ .7 =
tT— 1 *u.m. Par ailleurs, il est clair que A\x.x € |Va,y (sz = sy — z =y)|.
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2 et 3. Il suit du théoreme @ que toutes les formules équationnelles vraies
sont réalisées par 'identité.

Par contre, Paxiome d’induction n’est pas réalisé (on montre qu’il ne est
pas méme pour un modele a deux éléments). Ceci conduit a envisager une
relativisation des quantificateurs du premier ordre : on cherche a se dispenser
de 'axiome d’induction en limitant les théoremes aux éléments qui le satisfont.
On devra utiliser pour cela :

4. V.. Vg, [Int(xy)... Int(xr) — Int(fzy...x)] pour tout symbole de fonc-
tion f du langage.

Definition 45 On définit A™ par induction sur la forme de A
si A est atomique, A" = A
(A N B)int = Aint N Bint
(Vo A)"™ = Va(Int(x) — A™MY)
(VX A)mt = VX (Ant)

Theorem 46 Sit-pa, A, alors Fi4o1344/ A" pour A une formule close.

L’induction sur la longueur des preuves exige une formulation un peu plus
générale.

Theorem 47 SiT Fpa, A, alors T U {Int(xi)}mi@libm) Fiyopsia AL

La démonstration par induction ne pose pas de probleme particulier. On
s’attarde seulement sur les regles ou quelque chose se passe.

a) SiT'F A alors ' -t : VoA pour z non libre dans T

L’hypothese d’induction nous dit T U {Int(2)},, cppip(a) F1+2+3+4r AT

On veut T U {Int(@i)},, cotivveny 1424344 Va(Int(z) — Aint)

11 suffit d’appliquer une — ;.o qui élimine Int(x) des hypotheses.

b) si I' F VA alors T' -t : A[r/x] pour tout terme 7.

L’hypothese d’induction nous donne I U {Unt(@i)},, cotinven) T14243+4
Va(Int(z) — At)

L’idée est d’effectuer une V¢ qui introduise 7 puis une — g, avec Int(7).
On montre facilement par induction sur la forme d’un terme qu’on peut avoir
Int(7) pour n’importe quel terme, en utilisant Int(0), 4’ et des hypotheses
supplémentaires Int(z;) pour les variables libres z; de 7. Donc on aura bien :

D U{Int(2:) } o, cotip(afr o)) F12+s+ar AlT/a]™).

c¢) On vérifie enfin facilement que + VaInt(z)™

Reste alors a montrer

Theorem 48 Vz..Vry [Int(x1)...Int(xy) — Int(fry...x)] est réalisé pour tout
symbole de fonction f du langage.

Lemma 49 Soient &,n,t;...t; des A-termes du \-calcul ordinaire, si n n’est pas
une application et si & > nty...tx ot > désigne la réduction de téte paresseuse,
alors pour toute pile w, Exm = nt1..tp x 7
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La démonstration se fait par induction sur la longueur de la réduction de téte.
Si € est nty...ty, le résultat est immédiat. Si € est (\yu)vw, &€ >1 uly := v]w >
nty...t. Par hypothese d’induction, uly := v]w *7 = nt;...tx * 7. Comme 71 n’est
pas une application, des étapes de réduction doivent nécessairement avoir lieu
qui empilent les w sur 7. Donc uly := v]w * m = uly := v] * W.T = Nty...tg * 7.
Dol &7 > uly :=v] * W.m = nti..tg * T

On ne redémontre pas le théoreme suivant qui donne pour la définition de
la réalisabilité classique un résultat du A-calcul ordinaire.

Theorem 50 Soit n un entier et v un \-terme du \-calcul ordinaire 3-équivalent
a Uentier de Church n, v I+ Int[s™0]

Soit s un A-terme déterminé représentant le successeur sur les entiers de
Church. On définit T = AfAn.(((n)Agg o ) f)0 (T est U'opérateur de stockage
de [[3)). On montre le lemme suivant

Lemma 51 si ¢ * s"0.mx pour tout mx € || X||, alors T¢ |- Int(n) — X

Soit v IF Int(n). Soit IT un choix de bottom fixé et wx une pile quelconque
dans || X ||, on veut montrer

To*xv.mx €1l

Toxvax = Afan.((n)Aggos)f)0xdpv.mx = ((V)Ag.go s)p * 0.7 x

Donc on se ramene a montrer :

((v)Ag.gos)p*x0.rx €11

Pour cela, on va interpréter judicieusement une variable de prédicat P qui
servira & instancier Int(n).

on définit || Pk|| = {s"*0.7rx/mx € || X||} pour 0 < k < n et @ sinon.

si on avait

a) A\g.go s |k Vo (Px — Pszx)

b) ¢ IF PO

on aurait gagné. En effet, v IF Vz(Px — Psx), P0 — Pn, d’ou on tire
vxAg.gos.¢.0mx € I1. Comme ((¥)A\g.go s)p*0.1x = v* Ag.go s.¢.0.mx, la
cloture de II par anti-réduction nous donne le résultat.

a) ?7Ag.g o s Ik Va(Px — Psx)

7?7 Ag.go s *tpp.mpsk €11

si k+ 1 > n,c’est terminé, car alors |Psk| = A, et donc Ag.g o s.tpy € |Psk|

sinon Tpg, = s FTD0.r

? AgAzg(s)x * tpr.s"" Ty €11

? Xatpp(s)r * 8"~ D0y € T

2tpp.(s)s" " FHD0rx €11

Ce qui est vrai car s" *0.7x € || Pk|.

b) Ceci découle immédiatement de I'hypothese. En effet, ¢ IF PO si et
seulement si ¢ * s"0.mx € II.

On montre maintenant le théoreme @ On se place dans le cas d’une fonction
récursive f unaire. On pose k =qe 7 880 et on utilise la notion de représentation
habituelle pour les fonctions récursives dans le lambda-calcul : un A-terme ¢
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représente une fonction récursive totale f si, pour tout n, f(n)=p implique ¢ =g
AAa(f)Pe p = f(n).

Soit ¢ un A-terme représentant f et m un entier. ¢n =g AfAz(f)Pz ou
p = f(n) donc ¢n > Af.€ avec Af.£ =3 AfAx(f)Pxz. Par le théoreme 0, A f.€ IF
Int[sP0]. Soit T rneer) € [[Int[sP0]]|, on a alors Af.§ * Trperg) € .

Par le lemme @, onxm = Af.&xm, et comme ¢n est une application,
ce que n'est pas Af.£, la réduction commence par ¢n * m = ¢ * n.w. Donc
¢ * i = ANf.£ x m et en particulier ¢ * N.Trpsp0] = A& * Trneero) € 11
Ceci correspond & I'hypothése du lemme F1 pour X =.Int[s?0]. Donc T'é I-
Int[s"0] — Int[sP0]. Comme nous I’avons pour un n quelconque, on a bien
T¢ Ik Ve (Int[z] — Int[f(x)]), autrement dit la formule Vz(Int[z] — Int[f(x)])
est réalisée.

3.4 La spécification des théoremes de I’arithmétique
3.4.1 Pour les énoncés I,

On montre que la preuve d’un énoncé Il; de Darithmétique dans la logique
classique du second ordre peut étre vu comme un programme qui calcule la
fonction associée a 1’énoncé.

Theorem 52 Sit 60 : Va3y(f(x,y) = 0)]"", alors xn.Tt.w s 'évalue sur t+pr’
avec f(n,p) =0 ot t = Axdy.yx

Le lemme d’adéquation nous dit que 0 IF VaInt(z) — [Fy(f(z,y) = 0)]"".
Donc pour un entier n quelconque,

0 IF Int(n) — [By(f(n,y) = 0)]""". On fixe Il = {t*p.x'/f(n,p) = 0,7’ €
my- .

Le théoréeme E nous assure que n - Int(n). Reste donc & montrer que
Tt € ||By(f(n,y) = 0™

By(f(n,y) = 0)]"™" = Vy(Int(y) — (f(n,y) =0—1)) —L . Donc il faut

avoir

Tt Int(m) — (f(n,m) =0 —_L) pour tout entier m.

Par le lemme , on se ramene a montrer

t % M.T f(n,m)—=0—1 € L pour toute pile 7 ¢(, my—o—1 € [|f(n,m) =0 —L]||

Premier cas, f(n,m) = 0, dans ce cas, t % M.7 ¢(;,,m)—0— 1 € 11 par définition
de II.

Deuxieme cas, f(n,m) # 0. Tf@m)=0—1 est de la forme u.p avec u €
[T — L|et pell

txm.u.p = uxm.p. Or uxm.p € II car m.p est trivialement dans | T — L||.
Par conséquent, on a bien t * M.7 ¢y m)—o—1 € 1.

La comparaison avec ce que donnent les méthodes d’Ackermann et de Kreisel
est déja instructive pour ce cas.

Si PA. F Va3yA(z,y), un contre-exemple serait un a tel que Yy ~ A(a,y).
La NCI donne donc une fonction f telle que pour tout a, A(a, f(a)), de sorte que
f et le code € d’une preuve jouent bien le méme roéle. Néanmoins, on remarque
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que la fonction f de Kreisel écrase l'individualité des preuves : le calcul de
f(a) commence par le calcul d’une limite supérieure pour les valeurs de f(a),
cette limite étant la méme pour des preuves de VzIyA(z,y) qui ont les mémes
parametres. En outre la limite en question n’a pas de rapport direct avec la
valeur finale de f(a). Au contraire, 6 est & chaque fois un programme singulier
qui calcule directement la valeur pour f(a). En un sens, c’est d’ailleurs bien
exactement ce qu’est la méthode de substitution : appliquée aux formules de
la preuve, elle peut-étre vue comme un algorithme pour calculer les valeurs de

f(a).

3.4.2 Pour les énoncés Y,

On va montrer en quoi le terme codant la preuve d’un énoncé X5 constitue un
fonctionnel analogue aux fonctionnels récursifs de Kreisel. La démonstration
suit celle de [LJ).

On dira qu’un terme ¢ représente une fonction f calculable & un argument
si .

txnm > f(n)xm

Le role de t peut étre joué soit par un véritable A-terme, soit par une con-
stante cy équipée de la regle de réduction adéquate. Afin de résoudre les dif-
ficultés posées par la définition de la réduction dans le A.-calcul, on introduit
une nouvelle constante ¢ dont on définit ainsi le comportement face a une pile.

Sit*fi.m = p * m, alors pour tout &, ¢ *x £.(t)n.w" > & x p.a’

On pose FLf] = (TAAy((O)y) ()

Theorem 53 Si 0 est le code d’une prewve de [FxVy(p(x,y) = 0)]I" dans
Uarithmétique du second ordre et v une fonction récursive totale représentée
par un terme t, alors, pour toute pile 7, le programme \fOF[f] auquel on donne
Uentrée t.w aboutit & un état 7 x 7' tel que N E ¢(n,v(n)) = 0.

On commence par fixer I1: II ={ A x 7/ / N E ¢(n,y(n)) = 0,7’ € I}~

Par le lemme d’adéquation, il suffit de montrer la propriété pour un 6 qui
réalise [3zVy(o(z,y) = 0)]/"t. On a

0 I Vz[Int(z),Yy(Int(y) — ¢(z,y) =0) — 1] — L

et A\fOF[f]xt.m = 0 F[f :=t].w

Donc, comme II est clos par anti-réduction, il suffit d’avoir

F[f :=t] IF Va[Int(x),Vy(Int(y) — ¢(z,y) =0) — L]

On va montrer, pour un n quelconque :

F[f :=t] Ik Int(n),Vy(Int(y) — ¢(n,y) =0) — L

Or les piles qui sont dans ||Vy(Int(y) — ¢(n,y) = 0) — L] sont de la forme
&.m pour une pile 7 quelconque et un & tel que & I+ Vy(Int(y) — ¢(n,y) = 0).
Donc par le lemme , on se ramene a montrer :

F[f :=t] * n.&nm € II c’est-a-dire AzAy(((Q)y)(t)x)z xn.L.r € 1T

Par ailleurs,

Az Ay () (t)z)z * 1.&.m

= () @)n)n s
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= (x & (n.nm

= & p.n.m ol y(n) = p, puisque t x n.w = f(n) * 7.

Il suffit donc de montrer maintenant que £ * p.n.m est dans II. Comme
& IF Vy(Int(y) — éd(n,y) = 0), £.p Ik d(n,p) = 0, cela revient & établir que
i € [|¢(n,p) = 0]

Premier cas : ¢(n,p) = 0.

On a alors ||¢(n,p) =0|| = |VZ,Z — Z].

WWz,Z — Z|| 2 |II] — |||, or on a automatiquement = € ||II|| et, par
définition de I1, p € |II]. 1l suit que A7 € ||¢p(n, p) = 0]|.

Deuxiéme cas : ¢(n,p) # 0.

—

On a alors ||¢(n,p) = 0] = T — L, ce qui nous donne immédiatement
€ |¢(n,p) = 0]
CQFD

On constate que dans la démonstration, la seule propriété de F[t] qui est
utilisée est

F'[t]*n.&m = Exp.n.m ot F'[t] est F[t] moins le T' de lapplication principale.

Autrement dit F’[¢] doit fournir en réponse & un entier n un autre entier p qui
correspond a la tentative d’exhiber un contre-exemple et mettre en téte le terme
& qui assure le traitement par le programme de cette réponse. Intuitivement,
¢ va ensuite mettre en téte n si n marche et proposer un autre n sinon. Mais
il 0’y a pas de raison de considérer que F’[t] correspond & une stratégie de
réfutation décidée a ’avance correspondant & une fonction récursive. C’est dans
cet esprit qu’est formulé le théoréeme dans [@] et [@] On ajoute aux termes du
lambda-c calcul une constante x pour laquelle on fixe un comportement adéquat

kx> & pln,pl.m ([N, p] se laisse construire comme une constante
ou comme une liste d’entiers); x peut étre vu comme une instruction input
demandant une réponse a n.. Le théoréme s’énonce alors :

Si 6 est le code d'une preuve de [32Vy(¢(z,y) = 0)]/"* dans Parithmétique
du second ordre, alors, pour toute pile 7, le programme 6 auquel on donne
Pentrée Tk.m aboutit & un état [f, p|] * 7’ tel que N E ¢(n,p) = 0.

Remarquons néanmoins qu’au cours d’une réduction, x n’arrive qu’'un nom-
bre fini de fois en téte, de sorte que les valeurs données par 'instruction input
peuvent toujours en droit étre vues comme produites par une fonction récursive.

On peut alors voir le programme comme une stratégie gagnante pour Jloise
dans un jeu P sémantique suivant : le jeu commence par le choix d’un entier
x par Jloise, puis continue par un choix d’un entier y par Vbélard. Iloise peut
alors soit s’arréter et Jloise gagne si ¢(z,y) = 0 tandis qu'Vbélard perd dans le
cas contraire. Mais Jloise peut également choisir de recommencer & proposer
un z. Si le jeu dure infiniment longtemps, Vbélard gagne.

Une exécution du programme sur Tk.7w revient au fait de jouer une partie,
I’état x *n.£.m correspond au choix d'Vbélard et tous les états & x p.n.m atteints
lors de la réduction correspondent au fait d’atteindre une des positions finales.

La méthode de substitution peut elle aussi étre interprétée comme four-
nissant une stratégie gagnant contre toute stratégie de l'adversaire. On com-
mence par annuler tous les substituants des e-termes, ce qui revient a proposer
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0; alors de deux choses 'une, soit tous les axiomes de la forme III.1 sont vrais,
et 0 est gagnant, soit ce n’est pas le cas, I’algorithme continue alors & tourner
en modifiant les substituants des catégories pour rendre vrais les axiomes de la
forme III.1 - ce qui ne se traduit pas forcément a chaque pas par une modifi-
cation de la valeur finale proposée. Ce que la preuve de terminaison établit,
c’est qu’au bout d’un moment, ’algorithme rend vrai tous les axiomes critiques,
ce qui implique que le substituant proposé pour l'e-terme de la formule finale
donne une valeur gagnante. On pourrait penser que si la stratégie de I’adversaire
n’est pas identifiée deés le départ a une fonction récursive, on ne peut pas donner
a l'avance une limite au nombre de substitutions, mais en fait, on a vu dans
le lemme @ que la fonctionnelle qui fournit cette limite ne dépend que d’un
nombre fini de valeurs des fonctions, ce qui veut dire qu’on n’a besoin que d’un
nombre fini de tests sur les réponses de 'adversaire pour borner la valeur. Par
contre, rien ne garantit que 'on s’arréte des que 1’on sort une valeur gagnante
(il se peut que des axiomes soient encore faux dans la preuve), il en va d’ailleurs
de méme avec les programmes que constituent les \.-termes.

3.4.3 Dans le cas général

On dira qu’un terme L@résen‘ce une fonction f calculable a k arguments si

txny..ng.m = f(ni..ng) * .

Le role de t peut étre joué soit par un véritable A-terme, soit une con-
stante cy équipée de la regle de réduction adéquate. De maniere analogue au ¢
précédent, on définit des ¢, qui permettent d’évaluer des fonctions a k arguments
a 'intérieur d’une pile.

Sitxny..ng.m > p*m, alors pour tout &, ¢, * &.(O)ny...ng.7 = & x p.’

On commence par définir une suite de termes par induction rétrograde :

Hy = [x1, ..., ] pour une représentation fixée des listes et pour un k donné

Hj = (T)Azj11Ay541-(((C;41)y541) (fi+1) @1 i1 ) Hjyr pour 0 < j <k

On désigne alors par Fj[f1...fx] le terme Hy. On remarque que le F de la
section précédente correspond bien a notre H; actuel.

Theorem 54 Si 0 est le code d’une preuve de

[B21Vy1... 32k Vyr (d(@1.. 2k, Y1 y6) = 0)]I™ dans Uarithmétique du second
ordre et y1(x1)...7,(z1...x5) sont des fonctions récursives totales représentées
par les A-terme t1...tg, alors, pour toute pile w, Nf1.. ANfkOFg[f1...fx] * t1...tg.7
se réduit sur [, ..., 7] x " avec N E ¢p(ng...ng, v, (n1)...yx(n1...nx)) = 0).

On commence par fixer IT : IT ={ [fi1, ..., A |7 / N E d(ng...nk, v, (n1)...yx(n7..

0}

Par le lemme d’adéquation, il suffit de montrer la propriété pour un 6 qui
réalise [Fz1Vyi... 30, Vypd(21 .2, y1...y%) = 0178,

On pose

Ai(z1...2;) = [Brip1Yyir1- e Vyeod (21 kv (@1) oy (X120 Yig1 - Yx) =

011, Al(zy...w;) = [Bwi1VYiv1-- 32k Vyrd(T1 T, V1 (21) i1 (T1 0T 1)Yilig 1o

0]imt, Hi(ny..nj) = Hjry i= fy, sy 0= 0y, fro= o, fioi= ]
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M1 AfROF[f1.. fu] * t1..tgm = O0H) x 7 = 0 « H).w donc comme 6 I+
(31 Vy... 32k Vyrd(z1...0k, y1...yx) = 0], il s’agit de montrer H).w € || Ag||. La
démonstration se fait par induction rétrograde en commencant par Hj (ni...n;).7 €
lo(ni..nk, v1(01)..yk(ny..ng)) = 0)||. La situation est semblable & la fin de la
démonstration précédente.

Premier cas : ¢(ni...nk,v1(n1)...yx(n1...n)) = 0.

On a alors ||¢(n1...nk, 71 (n1)...yx(n1...01)) = 0] = |[VZ, Z — Z||.

WVZ,Z — Z|| 2 |[II| — |||, or on a automatiquement 7= € ||II|| et, par
définition de I1, [, ..., 7x] € |II|. Il suit que [Ai, ..., "g].7 € ||[R, ..., g ] |-

Deuxiéme cas : ¢(ni...ng,y1(n1)...yk(ny..ng)) 0

On a alors ||¢(n,p) = 0] = T — L, ce qui nous donne immédiatement
(A1 oy T € ||P(M1 .0y ¥1 (1) Y (R1..mk)) = O

On montre maintenant H(ny...n;).m € ||Aj(n1...n;)| sous 'hypothese H, | (n1...nj41).7 €
[Aj41(na.mq0) |-

On commence par remarquer que, pour un terme £ et une pile 7 quelconques,
ona:

AIjJrl)\ijrl-(((CjJrl)ijrl)(thrl)ﬁl...ﬁjl‘jJrl)H]/-Jrl(nl...njl']url) * ’fL]’Jrl.é..ﬂ-

- (((<j+1)§)(tj+1)ﬁ/1...ﬁjﬁj+1)H‘§+1(nl...njﬁj+1) * T

- Cj+1*§.(tj+1)ﬁ1...ﬁjﬁj+1.H§+1(n1...njﬁj+1).ﬂ' puis comme ¢41%A1...7,j41.7 =
Pj+1.m OU pjy1 = Y(n1...njt1)

= &x pip-Hjpy(namjpa).m (%)

On doit montrer H}(n1...n;).7 € ||[Vaj 11 [Int(zj41), VY41 (Int(yj+1) — Ajr1(ni.nzipr)) —
L] =L ||, ce qui revient a H}(ny...n;) IF Va1 [Int(zj41), VY1 (Int(yj41) —
Ajy1(ni..njzjy1)) — L] ouencore Hi(ny...n;) I= Int(nji1) — [Vyjp1(Int(yj1) —
Ajt1(n1..nj11)) — L] pour un nj4q quelconque.

Hij(na...nj) = (T) Az 11 Ay (((C0)y5010) ) ey 0 ) H gy (0010 40).
Or les piles qui sont dans ||Vy,+1(Int(yj+1) — Aj11(n1..nj41)) — L| sont de
la forme £.7 ol 7 une pile quelconque et ¢ un terme réalisant Yy, 1 (Int(yj41) —
A%y (n1..mj41)). Done, d’aprés le lemme p1]il suffit de montrer : AT 1 AY 41 (€1 ) Y1) (Bjr1) R 24
’ﬁj+1.€.ﬂ' ell

Par (*) et la cloture de II par anti-réduction, il suffit pour cela d’avoir
§x pjr1.Hq(ni..mjq).m € I Mais, par définition, § réalise Int(pji1) —
Aj+1(ni..njq1), donc il suffit de vérifier que p;1 € [Int(nji1)| et Hi 4 (n1..nj41).m €
|A;+1(n1..nj11)|, ce qui est immédiat pour pji1 et découle de '’hypothese
d’induction pour H}, (n1...nj41).7.

CQFD.

On peut faire les mémes remarques que pour le théoreme précédent. Ici, la
propriété utile du terme universel Fj[ti...tx] et de ses sous termes est (*) de
sorte que 'on peut faire jouer le role des H; par des constantes munies dune

N s . .z . . . ]
regle de réduction appropriées; [EI] dote ainsi des constantes &, , ., des
regles de réduction suivantes
. _ j . 5. J
pour 0< J < k 27 Hnlpl,...,njpjnj"rl * 6.71' > € *p]+1'T"<‘-‘n1p1,...,nj+1pj+1

pour j =k —1, ﬁ%lpla---;nk—lpk—lﬁk * £ > & * Pr.[N1D1, - Tk Dk
et montre le théoreme :
Si 6 est le code d’une preuve de
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321 YY1 ... 306 Yyr (d(21 ... 28, y1...yx) = 0)]™ dans Parithmétique du second
ordre alors, pour toute pile 7, 6 * Tk®.7 se réduit sur [01D1, ..., nkPr] * ™ avec
N E ¢(ny..ng,p1...px) = 0.

La encore l'interprétation en termes de jeu est naturelle; le jeu est le méme
que précédemment; les quantificateurs existentiels correspondent aux coups
d’Jloise, les universels a ceux d'Vbélard et Jloise peut revenir en arriere a tout
moment. Les constantes k7, 1p1,...myp; correspondent toujours & des instructions
input qui demandent a Vbélard ce qu’il veut jouer en fonction de la position qui
a été atteinte dans le jeu. Le déroulement du programme 6 auquel on donne
comme entrée Tx".7 ol ™ ne comporte pas de constantes &, correspond bien 4 un
déroulement du jeu selon les regles. En effet, si une constante /1) =

oo Tj+1Pj+1
arrive en téte, c’est nécessairement que des constantes x°...%, , . sont
précédemment arrivés en téte, respectant la regle selon laquelle Jloise ne peut
repartir que de positions qui ont déja été atteintes; en outre, cela montre bien
que tous les coups successifs du jeu sont joués, au sens ou avant de terminer sur
[R1p1, ..., Nk PE], le programme a nécessairement mis en téte au moins une fois

chacun des .

3.5 Remarque finale sur les deux approches

L’analyse de Kreisel mettait 'accent sur la modularité de la notion d’interprétation.
Le fait de vérifier immédiatement et de maniére constructive les clauses v) et
0) est méme ce qui constitue la spécificité de la démonstration de la NCI fondée
sur l'e-calcul par rapport aux autres approches, qu’elles partent de la preuve de
consistance Gentzen ou d’une interprétation fonctionnelle (voir par exemple [g]).
Kohlenbach [E] a montré les clauses ) et §) grace au couple traduction de Godel
et interprétation fonctionnelle, mais au prix de lourdes manipulations, puisqu’il
s’agit de montrer que ces clauses sont des théorémes dans des extensions de PA“
et de fournir ensuite une interprétation fonctionnelle pour ces théorémes.

Il est naturel de poser les mémes questions dans le cadre de l'interprétation
par des A.-termes. La réponse sera différente selon le niveau auquel on se place.

Si par interprétation d’une formule, on entend seulement un A.-terme qui
est le code d’une preuve, la modularité de l'interprétation est triviale. Pour
lanalogue de la condition §), etant donnés deux termes ¢ et u correspondant
respectivement & une preuve de A et & une preuve de A — B, (u)t donne bien siir
une interprétation pour B, moyennnant éventuellement les transformations liées
& la mise sous forme prénexe. De méme pour la condition ), étant donné un
terme u codant une preuve de ~ A, on montre qu’il n’y a pas de termes ¢ codant
une preuve de A. (u)t serait alors typable avec L . Par le lemme d’adéquation,
on se ramene a prouver qu’il n'y a pas de A.-terme v tel que v IF VXX pour
tout choix de II. On considere en effet IT = {cx p}= et I = {¢/ x p}~  on
¢ et ¢’ sont deux constantes fixées différentes et p un fonds de pile. Soit 7 une
pile quelconque, on devrait avoir & la fois v 7 = c*x p et v*7 = ¢’ * p ce qui est
impossible. Le fait que 1 ne soit pas réalisé constitue une preuve que L n’est
pas dérivable dans APs, de sorte qu’on retrouve ce dont la NCI partait, a savoir
une preuve de consistanc (méme si les moyens utilisés ici n’ont rien de finitistes
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bien sir).

Reste qu’en un sens, un A.-terme qui se comporte comme le code d’une
preuve, constitue tout aussi bien une interprétation que le code d’une preuve.
Soit A = [Fr1Vy1... 3wk Vyr(d(21... 28, y1.--yx) = 0)]1" et t un A -terme tel que
tIF A avec Iy ={[n1D1, ..., MkDr] *7 / N E ¢(n1...nk, v1(n1)...yx(n1...ng)) = 0}.
t fournit une interprétation pour A, c’est-a-dire une stratégie gagnante dans le
jeu associé & A. La question posée par d) est alors : étant donnés une preuve de
A — B et un A.-terme qui réalise A au sens de 114, peut-on trouver un terme
qui réalise B au sens de 114 ? On pourrait encore généraliser et demander :
étant donnés deux A .-termes qui réalisent respectivement A au sens de 114 et
A — B au sens de I14_, g peut-on trouver un terme qui réalise B au sens de 114
2

L’idée est que l'interprétation de A — B doit étre une stratégie gagnante
dans le jeu qui commence par le choix par Jloise de ~ A ou de B et qui
se poursuite ensuite comme les jeux associés aux formes prénexes de ~ A et
B. Il semble alors nécessaire de fournir une spécification pour A — B, qui
n’est pas en forme prénexe; en fait on n’est pas obligé de résoudre le probleme
directement. On peut se contenter d’interpréter les connecteurs comme des
quantificateurs. On peut supposer sans perte de généralité que ~ A et B
sous forme prénexe sont caractérisés par les mémes alternance de quantifi-
cateurs (au besoin, on ajoute des quantificateurs qui ne lient aucune vari-
able). Soient ~ A = [Vaodz1Vyr...3zkVyr(d(xo... 2k, y1...yx) = 0) et B =
[VzoTy:1Yys.. Vor Jye (Y(xo...xk, y1..-yx) = 0)], une preuve de A — B nous donne
une preuve de A = B = JxoVxo... Vo, Jyi (F(zo... 2k, yo...yx) = 0) avec

Hxo...Zk, Yo---yx) = 0 si et seulement si

Yo = 0 et qb(xo...xk,yl...yk) =0

Yo £ 0 et Y(xg...xk, y1...9%) =0

Le théoreme de spécification nous dit bien alors que les réalisateursde A = B
donnent une stratégie gagnante dans le jeu associé a A — B.[[L]]

Pour revenir a la question posée, Coquand [E}, dans lequel I’élimination
des coupures est vue comme une interaction entre deux stratégies sur des jeux
tout-a-fait analogues aux jeux ici considérés, fournit une réponse partielle. Un
algorithme est en effet défini qui, étant données une formule B existentielle et
des stratégies gagnantes o et 7 pour les formules A — B et A, fournit un témoin
pour B. L’idée est d’organiser un débat qui fait jouer la stratégie o vue comme
stratégie partielle sur ~ A contre 7 et de montrer que le débat termine, c’est-
a-dire qu’au bout d’un moment o est obligé d’abandonner ~ A et de jouer sur
B.
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