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[d, g]

�



a b

cd
e

 ���|� ¡î � ����|���� ������ H
���{

χh(L(H)) = 2

p o m n

q

a b

cd
e

`

g

f

k j i
h

 ���|� äî � ����|���� ������ H
���{

χh(L(H)) > 2

��� [d, j] �|� {����� �}� [a, q]
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���{ �����}�� v

� �� ���� �� �}������ �} §�� �� ������ �}�}| �~}�� {a, b, c}
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ôÿ ùÿøù ∀v ∈ V, w(v) > 0� øó� k1ÿ�÷õôõûõ�òóþ S ýòùÿöòóòö
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′
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l | < |S′
l|
��� K̂(S∗) ≤ K̂(S ′)

� ¥�
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�} �� ~��� {��� �}�}| c = ∆(G) ~������ �� N(u)

� ¥� |��}�}| v
���{ �}�}| c = ∆(G) ��� �� ���� ��� k�{��}�}�}|��� ����� [v, u]

�� �}� �� S′
∆(G)

��
������ �{�� �� �}�� �� �{�|� �|� �}��� ���{ �}�}| k = ∆(G) + 1

� �� ���� §����� {��� � ∆(G)�{��}�}�}|��� S ′ = (S′
1, . . . , S

′
∆(G))

���{
K̂(S ′) ≤ K̂(S)

������� w(S′
∆(G)) ≤ w(S∆(G))+w(S∆(G)+1)

�
�{�� �� � �}��|������}� ������ ����� �� {��� ���~���� ��� ������ ��� �� �|}����
 }| (ii)

î �{� �|}}� �� ������� �{� ��~� �� �|���}����� �� dGi,v
(v) < i− 1

�}| �}~� v ∈ Si
�{��� ��

��� |��}�}| v ���{ �}~� �}�}| ~������ �� {1, . . . , i−1}
���{}�� ���|������ �{� �}�� }� �{� {��}�}�}|����

¥� |����� �{�� �� �}�� �� �}������ ��� �{� |����� �}��}���
 }| (iii)

î ¢���~� �{�� Si
�}������ � K∆(G)+3−i

��� ��� v
�� � �}�� }� �{�� ������� �����

dG(v) ≤ ∆(G)
� �� ������ �{�� dGi,v

(v) ≤ dG(v)− (∆(G)+2− i) ≤ i− 2
�{��{ ����� � �}��|������}�

���{
(ii)
�

¤

5-./�6 0�� 7ü õú�ü�8ü ùÿøù òù ò� øûýø�� ÷õ��òúûü ùõ 2ó$ òó ÷õû�óõöòøû ùòöü� ø ÿ�÷õôõûõ�òóþ ýÿòôÿ8ü�ò2ü� ÷�õ÷õ�òùòõó 9:%;<% �ó õùÿü� ýõ�$�� ýü ôøó ÷õû�óõöòøûû� ù�øó��õ�ö ø ÿ�÷õôõûõ�òóþ S �øùò���òóþ
ûüööø 9:%=< òóùõ ø ÿ�÷õôõûõ�òóþ S ′ �øùò���òóþ ÷�õ÷õ�òùòõó 9:%;< øó$ 8ü�ò��òóþ K̂(S ′) ≤ K̂(S) %
5-./�6 0�0 >ÿü úõ
ó$ 9ò< ò� úü�ù ÷õ��òúûü4 �õ� ü8ü�� òóùüþü� p� ùÿü�ü ü3ò�ù� ø ù�üüG ýòùÿ ∆(G) = pøó$ ýüòþÿù� w(v)

�õ� ùÿü óõ$ü� õ� G �
ôÿ ùÿøù øûû õ÷ùòöøû k1ÿ�÷õôõûõ�òóþ� ÿø8ü k = p
ôõûõ��%

G
ò� ôõó�ù�
ôùü$ ø� �õûûõý�4 �ùø�ù ��õö ùÿü ù�üü T2

�õ� p = 2? òù ôõó�ò�ù� õ� ø ôÿøòó a, b, c ýÿü�üóõ$ü� ÿø8ü ûøúüû� l(a) = l(c) = 2, l(b) = 1 øó$ w(a) = w(c) = 101, w(b) = 100 %@üóü�øûû� ÿø8òóþ õúùøòóü$ ù�üü Ti−1
9ýÿü�ü óõ$ü� ÿø8ü ûøúüû� òó 1, 2, . . . , i−1 øó$ ýüòþÿù� øù öõ�ù

10i−2
< ýü ôõó�ù�
ôù Ti

ú� òóù�õ$
ôòóþ øù üøôÿ óõ$ü v õ� Ti−1
ø ôÿøòó õ� ùýõ ø$$òùòõóøû óõ$ü� v′, v′′ýÿü�ü ùÿü�ü óüý óõ$ü� ÿø8ü ûøúüû i øó$ ýüòþÿù� (1/2)10i−1 % Aõý òó Ti

ýü ùø"ü õóü õ� ùÿü�ü óüý
ôÿøòó� v′, v′′ �
ôÿ ùÿøù ùÿü óõ$ü ø$Bøôüóù òó Ti−1

ÿø� ø ôõ�ù 10i−2 øó$ ýü ôõó$üó�ü ùÿü ü$þü [v′, v′′]òóùõ ùÿü óõ$ü vi
9ùÿü ýüòþÿù õ� ùÿü óüý óõ$ü ò� w(vi) = w(v′) + w(v′′) = 10i−1

<%Cóü ôøó 8ü�ò�� ùÿøù ùÿü þ�ø÷ÿ Ti
ò� ø ù�üü ýòùÿ öø3òö
ö $üþ�üü i? õóü øû�õ õú�ü�8ü� ùÿøù ùÿü ûøúüû�$ü2óü ø p1ÿ�÷õôõûõ�òóþ S = (S1, . . . , Sp)

ýÿü�ü Si = {v| l(v) = p + 1 − i} % D
�ùÿü�öõ�ü õóü ôøó
8ü�ò�� ùÿøù S ò� ùÿü 
óòE
ü õ÷ùòö
ö ÿ�÷õôõûõ�òóþ%
¥� ��� ���} }����� � �}��� }� �{� ��~��| }� ����|��� �}�}|� ���� �� ��� }���~�� �}�}|��� S∗

����� �{� ���� |w| }� �{� ����{� ������}� w ������ �{� ��~��| }� ��������� ������ }� �{� ����{�� w
� ���

�{� �{|}~���� ��~��| χ(G) }� G� ¥� ���� ���}�� �� |w|
�{� ���� }� w î

����������� 0�F Güù
I = (G, w)

úü ø ýüòþÿùü$ þ�ø÷ÿ �
ôÿ ùÿøù w(v) > 0
�õ� üøôÿ v ∈ V � ùÿüó øó�ÿ�÷õôõûõ�òóþ S∗ = (S1, . . . , Sk)

ýòùÿ öòóòö
ö ôõ�ù K̂(S) �øùò�2ü�4 k = |S∗| ≤ 1 + |w|(χ(G) − 1) %
¤



���� ! ���
I = (G, w)

�� � ����{��� �|��{ ���{ �{�� |w| ≥ 1 ��� S∗ = (S1, . . . , S`)
�� �� }���~��

{��}�}�}|��� }� G ���{ w(S1) ≥ . . . ≥ w(S`)
� ¥� �{}� �{�� l = |S∗| ≤ 1 + |w|(χ(G) − 1)

�� �����
�� ��������� �|}}� }� |w|

î
���

t = max{i : w(Si) ≥ maxv∈V w(v)}
� ��~�|� �{�� t ≤ χ(G)

����� }�{�|����� �� }���~��
�}�}|��� ����� � �����| �}����}�� &}|�}��|� �� t = |S∗| = `

� �{�� �� ������ K̂(S∗) ≥ `wmax ñ }��{� }�{�| {���� �� }���~�� �}�}|��� �� � �������� �}����}� ���{ � �}�� �� ~}�� wmaxχ(G)
� �{��� ��

}����� `wmax ≤ K̂(S∗) ≤ wmaxχ(G) ��� ����� |w| ≥ 1
� �� ���} {��� χ(G) ≤ 1 + |w|(χ(G) − 1)

�
ð}�� ����~� t < |S∗|ñ �� ������ t ≤ χ(G) − 1

����� }�{�|���� �� }���~�� �}�}|��� }� G ������ �����| �}����}�� ����|�� �{�� S ′ = (St+1, . . . , Sk)
�� �� }���~�� {��}�}�}|��� }� �{� ������������

I ′ = (G′, w′)
�{�|� G′ �� �{� ����|��{ }� G ������� �� V ′ = St+1 ∪ . . .∪S`

��� w′ �� �{� |���|����}�
}� w �} G′ � £� �}���|����}� I ′ 6= ∅

�����
t < |S∗|

� &}|�}��|� |w′| ≤ |w|−1
� �{��� ����� �� ���������

{��}�{����� �� {���

` − t = |S ′| ≤ 1 + |w′|(χ(G′) − 1) ≤ 1 + (|w| − 1)(χ(G) − 1) ���¡�
��� �{� |����� �}��}�� ����� t ≤ χ(G) − 1

�
¤

H Iuè�ìëJys* u) ç*�uxuìutyrí
£��}|� �|�������� �}~� �}~������� |������ �}| �{� {��}�}�}|��� �|}���~� �� ���� ����� � ��~���
}���|����}�� �� �� � ��|��� �}��������� }� �{� ���� �{�� �}| ��� {��}�}�}|��� S ��� �}| ��� ������ K}� � �|��{ G

�
K̂(S) ≥ w(K)

�
����-��K F�� Güù

G
úü ø ôõö÷ûüùü k1÷ø�ùòùü ýüòþÿùü$ þ�ø÷ÿ õó �üù� L1, . . . , Lk ? ùÿüó øó õ÷ùòö
ö

ÿ�÷õôõûõ�òóþ ò� S = (L1, . . . , Lk)? �
�ùÿü�öõ�ü òù �øùò�2ü�4 K̂(S) = max{w(K) : K
ò� ø ôûòE
ü õ� G} %

&}|� ����|���� ����~� �{�� � �|��{ G
{�� � k��}�}|��� S = (S1, . . . , Sk)

��� ��� vi ∈ Si

�� � �}��
}� ~���~�~ ����{� �� Si

�i = 1, . . . , k
��

�{�� ��
{v1, . . . , vk}

�}|~� � ������ �� G
�
S
�� �� }���~�~ {��}�}�}|��� ��� K̂(S) = max{w(K) :

K
�� � ������ }� G} = w(v1) + . . . + w(vk)

�
¥� ���� �}� �{}� �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� ��}�� �} �{� �}�}|��� �|}���~ �� �}~� �����ñ~}|� �|�������� �� �|}�� �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� L�MN/�O �}| � ����� Ψ }� �|��{� �� �}}��� �{� �}�}|��� �|}���~ �� ������� ��}��{ �� �{�� ����� }� �|��{�� �� �{� }�{�| {���� �{�� �|}���~ ��

���} L�MN/�O �}| ����|���� �|��{� ���� �{}��{ �{� �}�}|��� �|}���~ �� �}���}~��� �}| �{��� �|��{��
����������� F�# Güù

Ψ
úü ø ôûø�� õ� þ�ø÷ÿ�% �� ùÿü �ü�ù�òôùòõó õ� ùÿü ôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� PQRSTUV

�õ� ùÿü Ψ1þ�ø÷ÿ�� ùÿüó ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� �ù�õóþû� PQRSTUV �õ� ùÿü þ�ø÷ÿ� õ� Ψ %
���� ! ���

Ψ
�� � ����� }� �|��{� ��� ����~� �{�� �{� �}�}|��� �|}���~ �� L�MN/�O �}| �{�

|���|����}� �} Ψ��|��{�� ���
G ∈ Ψ

� ��� �}�����| �{� �������� I = (G, w0)
�{�|� �{� �}�� }� ���{

�}�� �� ����� �} }�� ������ w0(v) = 1, ∀v ∈ V
�� ���

S∗ = (S1, . . . , Sk)
�� �� }���~�~ {��}�}�}|���

}� Gñ �� ���� �{}� �{�� χ(G) = K̂(S∗)
�

�



¥� {��� K̂(S∗) ≤ χ(G)
����� ��� �}�}|��� }� G

�� ���} � {��}�}�}|��� }� I
���{ �{� ��~� �}���

z}���|����� �}| ���{ i ≤ k
�
Si
�}������ }� �}�� ����}��� ������� K1

�� � � �
Kji

��� �� �{}��� }� w0
� ��

{��� w(Si) = max1≤p≤ji
|Kp|
� �}� �{� {��}������ ��� Si

��� �� ��|����}��� �� �� ~}�� max1≤p≤ji
|Kp|������ ����� ���� ������� }�� �}�� �� ���{ ������Ki

� ¥� ����� �{� ��~� �|}����|� �}| ���{ {��}������
��� �� }����� � �}�}|��� }� G ���{ K̂(S∗)

�}�}|� ��� �{� |����� �}��}���
¤¥� ���� �{}� �� �����}� ���ä�� �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� �}���}~��� �{�� �{� ~���~�~

���|�� �� �� ~}�� 2
� �� �{� }�{�| {���� �� �}� �|}�� �{�� �{�� G

�� � �|��������|�� �|��{ ���{
~���~�~ ���|�� 3 ��� w

��� ���� }��� ��} ����|��� ������� �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ ��
��|}���� L�MN/�O�
¥� ���|� ���{ 1 − IN 3SAT �|}��� �} �� L�MW�.�X-�- �� ��{����| ��¡¤��ñ �{�� �|}���~ ����§��� �� �}��}��î â���� � �}������}� C }� m ������� }��| �{� ��� X }� n £}}���� ��|������ ���{ �{�����{ ������ {�� ������� �{|�� ����|���� �� �{�|� � �|��{ ������~��� f

���������� C ���{ �{�� ���{ ��������
C
{�� ������� }�� �|�� ����|��Y

ZN-��-. F�� >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� �ù�õóþû� PQRSTUV �õ� ù�òøóþûü1��üü þ�ø÷ÿ� ýòùÿ öø3òö
ö
$üþ�üü 3 %
���� ! ¥� �{��� |����� 1 − IN 3SAT

�} }�| �|}���~� ���
C = (C1, . . . , Cm)

�� � �}������}� }�
m
������� ���{ ��|����� ��� X = {x1, . . . , xn}

���{ �{�� ���|� ������ Cj
}� C �}������ ������� �{|������|���� Cj = x ∨ y ∨ z

�{�|� ���{ ����|�� x }| y }| z
�� ���{�| xk

}| xk

�}| �}~� �������� k
�

 |}~ �������� I = (C, X) }� 1− IN 3SAT
� �� �}���|��� �� �������� I ′ = (G, w) }� {��}�}�}|������{ �{�� �{� �����| }� I �� ��� �� ��� }��� �� �{�|� ������ � {��}�}�}|��� S }� I ′ ���{ �}�� K̂(S) ≤ 3

�
¥� ��� ��} �������î ������ ������ ��� ������ ��|������  |}~ �{� ������ Ci = x∨ y∨ z

� �� �����
�{� �|��{ Fi

����|���� ��  ���|� á�

v1(Fi) v2(Fi)

v3(Fi)

v4(Fi)

v5(Fi)

x(Fi)

y(Fi)

z(Fi)

x(Fi)

y(Fi)

z(Fi)

 ���|� áî � ������ ������ Fi

�{�� �|��{ {�� 11
�}��� v1(Fi), . . . , v5(Fi)

��� x(Fi), y(Fi), z(Fi), x(Fi), y(Fi), z(Fi)
��� 12

�����
{[v1(Fi), v2(Fi)], [v1(Fi), v3(Fi)], [v2(Fi), v4(Fi)], [v3(Fi), v5(Fi)], [v4(Fi), x(Fi)], [v4(Fi), z(Fi)]

�

¡[



[v5(Fi), y(Fi)]}
��� �{� ����� {[x(Fi), x(Fi)], [y(Fi), y(Fi)], [z(Fi), z(Fi)], [x(Fi), y(Fi)], [y(Fi), z(Fi)]}

�
&}|�}��|� �{� ����{�� }� �}��� �|� }�� ������ �}| v1(Fi)

�{��{ �� ��} ������ w(v1(Fi)) = 2 ���
∀v ∈ V (Fi) \ {v1(Fi)}, w(v) = 1

��
 |}~ �{� ��|����� xj

� �� ����� �{� �|��{ Hj

����|���� ��  ���|� ��
x1(H(x)) x1(H(x))

x2(H(x))

x2(H(x))

xm(H(x))xm(H(x))

v1(H(x))

v2(H(x))

v3(H(x))

v4(H(x))

v2m−1(H(x))

v2m(H(x))

 ���|� �î � ������ ��|����� Hj

�{�� �|��{ {�� 4m
�}��� x1(Hj), . . . , xm(Hj), x1(Hj), . . . , xm(Hj)

��� v1(Hj), . . . , v2m(Hj)
���

5m
����� ����|���� �� �}��}��î
 }| ��� k ≤ m

� �� {��� � �}� }� {v2k−1(Hj), v2k(Hj), xk(Hj), xk(Hj)}
����|���� �� �{� ����

���
{[v2k−1(Hj), v2k(Hj)], [v2k(Hj), xk(Hj)], [xk(Hj), xk(Hj)], [xk(Hj), v2k−1(Hj)}

�
&}|�}��|� �{�|� �� � ����� }� ���� 2m

������� �{� �}��� {v1(Hj), . . . , v2m(Hj)}
����|���� �� �{�

�������� {[v1(Hj), v2(Hj)], . . . , [v2m−1(Hj), v2m(Hj)], [v2m(Hj), v1(Hj)]}
�

 ������� �{� ����{�� }� �}��� �|� }�� ������ w(z) = 1, ∀z ∈ V (Hj)
��

�� ������}�� �� ���� �{���� ����|��� �|��{� �� �{� �}��}���� ���î
�� �{� ��|����� x

�� �� �{� ������ Ci
�{�� �� {���î

��
x = xj

�{�� �� ��� �{� ����î [xi(Hj), x(Fi)]����
x = xj

�{�� �� ��� �{� ����î [xi(Hj), x(Fi)]
�

�{�� �|��{ G
{�� � ~���~�~ ���|�� ����� �} 3 ��� �{� �������� I ′ = (G, w)

�� �}~������� ��
�}���}~��� ��~� ���{ |������ �} n ��� m

�
���

f
�� � �|��{ ������~��� }� I = (C, X) ������ f(xi) = 1

��
xi = true ��� f(xi) = 0

��
xi = true

�
�{� {��}������ ���� S1

��� S2
}� �{� {��}�}�}|��� S = (S1, S2)

}� I ′ ��|������ K̂(S) ≤ 3 �|� �������î

¡¡



S1 = ∪m
i=1[ {v1(Fi), v4(Fi), v5(Fi)} ∪ {x(Fi) : f(x) = 1} ∪ {x(Fi) : f(x) = 0} ]

∪n
j=1 ∪

m
k=1 {xk(Hj), v2k(Hj) : f(x) = 0}

∪n
j=1 ∪

m
k=1 {xk(Hj), v2k−1(Hj) : f(x) = 1}

S2 = V (G) \ S1�� �� ���� �} ��|��� �{�� S = (S1, S2)
�� � {��}�}�}|��� ��� w(S1) = 2 ��� w(S2) = 1ñ �{��

K̂(S) = w(S1) + w(S2) = 3
�

z}���|����� ��� S �� � {��}�}�}|��� }� I ′ ��|������ K̂(S) ≤ 3ñ ~}|�}��|� ����~� �{�� w(S1) ≥

w(Si)
�}| ��� {��}������ ��� Si

}� S � ¥� ��{���� � �|��{ ������~��� f }� I
�� ������ f(x) = 1

��
��� }��� �� x ∈ S1

������ �� x = xk
�� �� �{� ������ Ci

� �{�� �� ��� f(x) = 1
���� �� ��

xk
�{��{ �� ��

�{� ������ Ci
��� �� ��� f(x) = 1

��
�� }|��| �} �|}�� �{��� �� �{��� ��������{ �|}��|���� }� {��}�}�}|��� S î

(i) S = (S1, S2)
��� 2 = w(S1) ≥ w(S2)

�

(ii) w(S2) = 1 ��� S2
�� � ������ ����

(iii) ∀i ≤ m
�
|S1 ∩ {x(Fi), y(Fi), z(Fi)}| = 1

�

(iv) ∀j ≤ n
�
Hj ∩ S1

��� Hj ∩ S2
�|� ������ �����

(v) ∀e = [xi(Hj), x(Fi)] ∈ E(G′)
�
xi(Hj)

��� x(Fi)
{��� ��} �������� �}�}|��

(vi) ∀e = [xi(Hj), x(Fi)] ∈ E(G′)
�
xi(Hj)

��� x(Fi)
{��� ��} �������� �}�}|��

\�õõ� õ� (i)
î ¢���~� �{�� w(S1) ≥ w(Si)

�}| ��� {��}������ Si
}� S ñ ����� w(S1) ≥ w(v1(F1)) = 2��� �{� �|��{ G

�}������ �� ������� P3
� �{�� �� �������|��� {��� w(S1) = 2 �}�{�|���� K̂(S) > 3

�
&}|�}��|� ����� w(Si) ≥ 1

� �� {��� Si = ∅
�}| i ≥ 3

�
\�õõ� õ� (ii)

î �����
w(S2) ≥ 1 ��� K̂(S) ≤ 3

� �� {��� w(S2) = 1
� ��

S2
�}������ �� ����� }��

���� e = [x, y]
� �� {��� w(S2) ≥ w(x) + w(y) ≥ 2

� �}��|������}� ���{ �{� �|���}�� �����~����
\�õõ� õ� (iii)

î  |}~ (i)
� �� ��}� �{�� �}| ��� i ≤ m

� �� {��� v1(Fi) ∈ S1
��� {v2(Fi), v3(Fi)} ⊂

S2 ñ �{��� {v4(Fi), v5(Fi)} ⊂ S1
�  ������� �� ~}�� }�� �}�� }� x(Fi), z(Fi)

���}��� �} S1
�����

}�{�|���� �� �}��� {��� �� ������� P3
� �� �� {��� y(Fi) ∈ S1

� �{��
{x(Fi), z(Fi)} ∩ S1 = ∅

�����
}�{�|���� S2

�}������ �� ���� �{��{ �� � �}��|������}� ���{ ����~ ����� ¥� �}������ �{�� ����~ ��
��|~��� �{�� x(Fi), y(Fi), z(Fi)

��� �}� �� ��~������}���� �� S2
����� }�{�|���� x(Fi), y(Fi), z(Fi)���� �� ��

S1
�

\�õõ� õ� (iv)
î �{�� ����~ ��|~� �{�� �{� ������� Hj

�}| ���|� j ≤ n �|� ������ {��}�}��}|�� �� �� ��~��� 2��}�}|���ñ �� ����~ ����� �� ��� }���|�� �{�� �{� �}� ������ �� �{� �}���
{v2k−1(Hj), v2k(Hj), xk(Hj), xk(Hj)}

�� �������|��� �}�}|�� �� � ��~��� 2��}�}|��� �}�{�|���� S2
�}��

����� �� ���� �{��{ �� � �}��|������}� ���{ (ii)
�� ð}�� ����~� �{�� �� ���� e = [v2k(Hj), v2k+1(Hj)]�� ��

S1 ñ ����� ��� �}� �� �}�}|�� ���{ � 2��}�}|��� ��� �{�� v1(Hj), . . . , v2m(Hj)
�� �� ���� ������ ��

�������|��� {��� �� ���� }� �{�� ����� �� S2
� �{��{ �� ����� �~�}�������

\�õõ� õ� (v)
î ��

x(Fi) ∈ S2
� �{�� ��

(ii)
�� {��� xi(Hj) ∈ S1

����� �� {��� ����}��� �{��
e = [xi(Hj), x(Fi)]

�� �� ���� �� G
� ð}�� �� x(Fi) ∈ S1

� �{�� �� �{� �|}}� }� (iii)� �� ��}� �{�� �{�

¡ä



�}��� v4(Fi), v5(Fi)
�|� �� S1

�}} ���� �{�� �� Fi
� �{�|� �� �� ���� �������� �} x(Fi)

��� ���}��� �}
S1
� �{��� ����� �� {��� ����}��� �{�� e = [xi(Hj), x(Fi)]

�� �� ���� �� G
� �� {��� xi(Hj) ∈ S2

�
\�õõ� õ� (vi)

î ��~���| �} �{� �|���}�� ����~�
 ������� �|}~ (iii)

� �� ��}� �{�� �� {��� ������� }�� �����|�� �|�� �� ���{ ������� &}|�}��|��{�
(iii)
�
(iv) ��� (v)

�������� �{�� �{� ������}� f
�� � �|��{ ������~����

¤¥� �}� �|}�� �{��� ���� �� �{� �|��{ G
�� �|������ �|�� ��� �����| ���{ � ~���~�~ ���|�� �����

�} 3
� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� ����� L�MN/�O�

ZN-��-. F�0 >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� �ù�õóþû� PQRSTUV �õ� ùÿü ù�òøóþûü ��üü ÷ûøóø� þ�ø÷ÿ�
ýòùÿ öø3òö
ö $üþ�üü 3 %
���� ! �� �{� �|���}�� �{�}|�~� ��� ������� Fi

���Hj
�|� �����| ��� �{�� }��� �{� ����� [xl(Fi), xp(Hj)]~�� �|���� �}~� �|}���~� ����� �{�� ~�� �|}�� ���{ }�{�|� �� �{�� ����� �� ����� �{� ô�õ��õ8ü� ���{�

����� ���� â�|�� ��� ã}{��}� �¡ä�� �{��{ �}����� �� |�������� ���{ ���� �|}����� �� � �����| �������
����� �{�|� �|� }��� � �}���}~��� ��~��| }� ���� �|}������� �� }����� � �}���}~��� |������}��
 �|��� �� �~��� �{� �|��{ G′ }� �{�}|�~ ��á �� �{� ����� �� ���{ � ��� �{�� ���|� ���� �� �

��|���{� ���� ��� �{� �|}����� ���� }���|� }��� ������� ��} ����� [xl(Fi), xp(Hj)]
� �{�� ��� �� �}��

�� �}���}~������~��
���}��� �� |������ ���{ �|}����� ���� �� �{� ������ (L, w)

����|���� ��  ���|� � ��� �� }�����
� ��� �|��{ G′′ �{��{ �� �����|� ���{}�� �|������ ��� ���{ � ~���~�~ ���|�� ����� �} 3

�
 ������� �� �|}�� �{�� �{�|� ������ � {��}�}�}|��� S }� G′ ���������� K̂(S) ≤ 3

�� ��� }��� �� �{�|�
����� � {��}�}�}|��� S ′ }� G′′ ���������� K̂(S ′) ≤ 3

�
 }| ���� }� ��~�������� �� {��� �}� ���������� ����|���� �{� ��|��� ��� ��� �{� ���� ��� }� �{�

�|��{ F
� �}����|� F �}������ 8 ��|������| ��|����� x1, x

′
1, y1, y

′
1, x2, x

′
2, y2, y

′
2
��� �{� ����{� }� ���

��|��� �� }�� �������� x′
1, y

′
1, x

′
2, y

′
2

�}| �{��{ �� ��} ������ w(x′
1) = w(y′1) = w(x′

2) = w(y′2) = 2
��

���
S
�� �� ���}�}�}|��� }� G′ �}| G′′� ���������� K̂(S) ≤ 3ñ ����� G′ �}| G′′� �}������ �{�

�|���}�� �������� �� ��}� �{�� S = (S1, S2)
���{

w(S1) = 2 ��� w(S2) = 1
� &}|�}��|� �� {��� �{�

�}��}���� �|}��|����î
 }| ��� {��}�}�}|��� S = (S1, S2)

���������� K̂(S) ≤ 3
� �� {���î

(i) x1
��� x2

{��� �}� �{� ��~� �}�}|�

(ii) y1
��� y2

{��� �}� �{� ��~� �}�}|�

(iii) {x′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2} ⊆ S1

(iv)
 }| ��� x = x1, x2, y1, y2

� �{� ����{�}|� }������ }� �{� ������ (L, w)
{��� �}� �{� ��~� �}�}|

�� x
�

�{��� �|}��|���� ��� �� ������ �|}��� �� �{������ �{� �}�| ����� �x1, y1 ∈ S1
}| x1 ∈ S1

��� y1 ∈ S2}| x1 ∈ S2
��� y1 ∈ S1

}| x1, y1 ∈ S2
��

 ������� �|}~ �{��� �|}��|����� �� ������ �{�� �{�|� ������ � {��}�}�}|��� S }� G′ ����������
K̂(S) ≤ 3

�� ��� }��� �� �{�|� ������ � {��}�}�}|��� S ′ }� G′′ ���������� K̂(S ′) ≤ 3
�

¤
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x’1

x2

x1

y2y1

y ’1 x’2

y ’2

 ���|� �î �{� �����| ������ (L, w)
�

ð}�� �� ���� ���{ �{� ���� �{�|� �{� �|��{ �� ����|���� ��� �{� ~���~�~ ���|�� �}����� ��}��
��

39
�

ZN-��-. F�F >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� �ù�õóþû� PQRSTUV �õ� úò÷ø�ùòùü þ�ø÷ÿ� ýòùÿ öø3òö
ö
$üþ�üü øù öõ�ù 39 %
���� ! ¥� �}���}~����� �|����}|~ �{� �|���������}� �}�}|��� �|}���~ 1−PrExt ��|}��� �} ��L�M
W�.�X-�- �� £}�������| �� ��� ���� ���} �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� ����|���� �|��{�ñ 1 − PrExt��� �� ����|���� �� �}��}��î ����� � ����|���� �|��{ G = (V, E)

���{
|V | ≥ 3 ��� ~���~�~ ���|������� �} 12 ��� �{|�� �}��� v1, v2, v3

� �}�� �{�|� ����� � 3��}�}|��� (S1, S2, S3)
}� �{� �}��� }� G ���{�{�� vi ∈ Si

�}| i = 1, 2, 3
Y

���
G = (L, R; E)

�� � ����|���� �|��{ �{�|� L �|���� R
� �� �{� ����� ���� �|���� �|��{� �����

}� �}��� ��� ���{ ���� {�� }�� ����}��� �� L ��� �{� }�{�| �� R ��� ��� v1, v2, v3
�� �{|�� �����§�

�}��� �����}��� �� ~�� ����~� {v1, v2, v3} ⊆ L
��

¥� �}���}~����� �}���|��� � ��� ����|���� �|��{ G′ ���{ �{�� �{�|� ������ � {��}�}�}|��� S }�
G′ ���{ K̂(S) ≤ 7

�� ��� }��� �� �{�|� ������ � 3��}�}|��� (S1, S2, S3)
}� G

���{
vi ∈ Si, i = 1, 2, 3

�
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�� }|��| �} �} �{��� �� ��� �{� ��} �}��}���� �������î
•
�{� ����|���� �|��{ H0 = (L0, R0; E0)

�{�|� L0 = {l1, l
′
1, l2, l

′
2, l3}

��� R0 = {r1, r
′
1, r2, r

′
2, r3}��� �{� ����� �|� �}| ��� 1 ≤ i ≤ 3

�
[li, y], [l′i, y]

�}| y ∈ R0 \ {ri, r
′
i}
�  ������� �� ��� w(li) = w(l′i) =

w(ri) = w(r′i) = 23−i
�}| i = 1, 2, 3

� �{�� �|��{ �� ����|���� ��  ���|� ¦�

��

��

ää

ä ä

¡ ¡

l1
r1

l′1

l′2

r′1

l2
r2

r′2

l3
r3

 ���|� ¦î �{� ������ H0
�

•
�{� �}~����� ����|���� �|��{ K3,2

�{�|� }�� �}�� x }� �{� ���� ��� ��� }�� �}�� }� �{� |��{����
y �|� �����§��� �{� ����{�� �|� w(x) = w(y) = 1 ��� w(v) = 2 }�{�|�����ð}�� �{� �������� I = (G′, w) }� {��}�}�}|��� �� ����� �� �{� �}��}���� ���î ���|���� �|}~ G

�
�� ��� � �}�� }� H0

��� �� �������� �}��� v1, v2, v3
}� G

���{ �}��� l1, l2, l3
}� H0

� &}|�}��|� �}|
���{ ���� e = [l, r] }� G

� �� ���|}���� � �}�� }� K3,2
��� �� �������� �}��� l, r

���{ �}��� xe, ye|����������� �¥� ���� �{�� �|��{ He
�{�|� Le

��� Re

���}�� |������������ �{� ���� ��� |��{� ����� �{��
������ �� ����|���� ��  ���|� ��

ä

ää

¡

¡

e

 ���|� �î �{� ������ He
�

¡�



ð}�� �{�� G′ �� ����� ����|���� ��� ��� ~���~�~ ���|�� �� �}����� ��}�� �� 39 �∆(G′) ≤ 3∆(G)+

3 = 39
�

���
(S1, S2, S3)

�� � 3��}�}|��� }� G ���{ ���{ vi ∈ Si, i = 1, 2, 3ñ �{�� �� ��� � {��}�}�}|��� S ′

}� �{� �}��� }� G′ �� �������� �{� �}��}���� �|}����î
¥� ���|� ���{ S′

i = (Si \ {vi}) ∪ {li, l
′
i}
�}| i = 1, 2, 3 ��� �}| ���{ ���� e = [l, r] }� G ���{ l ∈ L��� r‘ ∈ R

� �� �}î

•
��

l ∈ Sj
���{

j = 1, 2
�{�� �� ���� S′

j = S′
j ∪ (Le \ {xe})

•
��

r ∈ Sj
���{

j = 1, 2
�{�� �� ���� S′

j = S′
j ∪ (Re \ {ye})

•
��

l ∈ S3
��� r ∈ Sj

���{
j = 1, 2

�{�� �� ���� S′
3−j = S′

3−j ∪ (Le \ {xe})

•
��

r ∈ S3
��� l ∈ Sj

���{
j = 1, 2

�{�� �� ���� S′
3−j = S′

3−j ∪ (Re \ {ye})

S ′ �� � �}�}|��� }� G′ ��{�� � {��}�}�}|���� ��� ��|�§�� K̂(S ′) = w(S′
1) + w(S′

2) + w(S′
3) = 7

�
z}���|���� ����~� G′ {�� � k�{��}�}�}|��� S ′ = (S′

1, . . . , S
′
k)
��|������ K̂(S ′) ≤ 7

� &}|�}��|�
����}�� �{�� �� {��� }|��|�� �{� {��}������ ���� �� ���{ ��� �{�� w(S′

1) ≥ . . . ≥ w(S′
k)ñ �� �������{� �}��}���� �|}��|����î

(i) {l1, l
′
1, r1, r

′
1} ⊆ S′

1
��� {l1, l′1, r1, r

′
1}
�� � ������ ��� }� S′

1
������ �� �{� ����|��{ ������� �� S′

1

�
�{�� �|� ��}����� �}�����

(ii) {l2, l
′
2, r2, r

′
2} ⊆ S′

2
��� {l2, l′2, r2, r

′
2}
�� � ������ ��� }� S′

2
������ �� �{� ����|��{ ������� �� S′

2

�
�{�� �|� ��}����� �}�����

(iii) k = 3 ��� w(S′
1) = 4, w(S′

2) = 2, w(S′
3) = 1

�

(iv) {l3, r3} ⊆ S′
3
��� S′

3

�� � ������ ��� }� G′ �
\�õõ� õ� (i)

î £� �}���|����}�� w(S′
1) ≥ 4 ��� �� {��� {l1, l′1, r1, r

′
1} ⊆ S′

1

����� }�{�|���� K̂(S ′) ≥

w(S′
1) + 4 ≥ 8

� ¢���~� �{�� �{�|� ������ x ∈ S′
1
��� y ∈ {l1, l

′
1, r1, r

′
1}
���{ �{�� [x, y] ∈ E

� £�
��~~��|� }� H0

� �� ��� ����}�� y = l1 ñ ����� G′ �}������ �} �|������ ��� �{� ���� [x, l′1] ∈ E
� ��

�}������ �{�� l′1 /∈ S′
1

� �{��{ ����� � �}��|������}��
\�õõ� õ� (ii)

î  |}~ �{� ��§����}� }� {��}������ ��� �}| ���� �� ������ {l2, l′2, r2, r
′
2}∩S′

1 = ∅
� �}�

w(S′
2) ≥ 2ñ �� {l2, l′2, r2, r

′
2} * S′

2

� �{��
K̂(S ′) ≥ w(S′

1) + w(S′
2) + 2 ≥ 8

�{��{ �� �~�}������� ð����
�� �}| (i)

� �� ��� �|}�� �{�� �{��� �}��� �}|~ � ������ ��� �� �{� ����|��{ ������� �� S′
2
��� �{���

l3 /∈ S′
1 ∪ S′

2
��� r3 /∈ S′

1 ∪ S′
2 ñ �� ������ �{�� S′

3 6= ∅
�

\�õõ� õ� (iii)
î  |}~ �{� �|���}�� |�~�|�� �� {��� w(S′

3) ≥ 1 ��� �� S′
4 6= ∅ }| w(S′

1) 6= 4 }|
w(S′

2) 6= 2 }| w(S′
1) 6= 1

� �{�� �� {��� K̂(S ′) ≥ 8
�{��{ �� �~�}�������

\�õõ� õ� (iv)
î ¥� �������|��� {��� {l3, r3} ⊆ S′

3 ñ ~}|�}��|� S′
3

�}������ }��� �}��� }� ����{� }���
ð}�� ����~� �{�� S′

3

�� �}� � ������ ���� �� ���� {��� w(S′
2) ≥ 2 ��� �� �� �� �}��|������}� ���{ (iii)

�
¥� ���� �} �|}�� �{�� (S1, S2, S3) = (S′

1 ∩ V, S′
2 ∩ V, S′

3 ∩ V )
�� � 3��}�}|��� }� G ���{ li ∈ Si ñ��� �� ����}�� �{� �}��|�|�� �{�|� ���� ����� �� ���� e = [r, l] ∈ E
���{

{l, r} ⊆ S′
j
��� j = 1 }| 2������ S′

3

�� �� ������ ���� ��� �����ñ ����� �{� ����|��{ ������� �� Le ∪ Re
�� {��}�}�}|�� ���{ ��

¡¦



~}�� �{|�� �}�}|�� �� {��� �� �}���|����}� }� He
�
S′

j ∩ (Le \ {l}) = ∅ ��� S′
j ∩ (Re \ {r}) = ∅

� �{���
�����

(Le ∪Re) \ {l, r}
~��� �� {��}�}�}|�� ���{ �� ����� ��} �}�}|� ��� �{� �}�� }� �{��� �}��� �|�

��}� �� ������ �{�� S′
3

�}������ � �}�� }� ����{� ��}� �{��{ �� �~�}�������  ������� ���� ���� ��� ����
�������� �{�� li ∈ Si

�{��{ �}������� �{� �|}}��
¤

] æ��tuJyèé^yìys* u) êuèë xéêëê u) ç*�uxuìutyrí_
¥� ��� ��} ���|}��~���}��������� �|���|�� ������ �� �{�� �}��}�� �ùøó$ø�$ ø÷÷�õ3òöøùòõó �øùòõ ���
$ò̀ ü�üóùòøû ø÷÷�õ3òöøùòõó �øùòõ� |������������ z}�����| �� �������� I }� �� L��{�|� }���~�����}�
�|}���~ Π ��� � �}���}~��� ��~� ���|}��~���}� ���}|��{~ a �}����� Πñ �� ���� ���}�� �� worst(I)

�
valA(I) ��� opt(I)

�{� ������ }� �{� �}|�� �}����}� }� I
� }� �{� ���|}��~���� }�� ��|}����� �� a

�{�� |������ }� I
�� ��� �{� }���~�� }�� �}| I

� |������������ �� Π
�� � ~���~�����}� �|}���~� �{�

����� worst(I)
�� �� ���� �{� }���~�� �}����}� }� � ~���~�����}� �|}���~ Π′ {����� �{� ��~� }��������� ������}� ��� �{� ��~� �}���|���� ��� �� Π

� ��� �� �}�� �{�� �}~������}� }� �{� �}����}�
|�������� worst(I)

��� �� ���� �}| �}~� L��{�|� �|}���~� ��{�� �� �{� ���� }� �|��{ �}�}|���� ��� �}|
}�{�| }��� ��}| ���~���� �}| �|������� �����~��� }| �}| }���~�~ �����§�������� }| �}| ~���~�~ ~���
�~�� ����������� ���� �{�� �}~������}� �� L��{�|�� z}~~}���� �{� ������� }� �� ���|}��~���}�
���}|��{~ �}| Π

�� ���|����� �� �{� |���} ������� ������|� �� �{�� �}��}��� ρA(I) = valA(I)/opt(I)
�

��� �{� �������� ρA = sup{r : ρA(I) > r, I
�������� }� Π}

� ��
Π
�� � ~���~�����}� �|}���~ �}���������� �{� ���|}��~���}� |���} }� a �}| Π

� �� �{� }�{�| {���� �{� ����|������ ���|}��~���}�
|���} ~����|�� {}� �{� ����� }� �� ���|}��~��� �}����}� �� ������ �� �{� ����|��� ������� worst(I)��� opt(I)

� &}|� �}|~����� �� �� ��§��� �� δA(I) = |worst(I) − valA(I)|/|worst(I) − opt(I)|
� �{�

�������� δA = inf{r : δA(I) 6 r, I
�������� }� Π}

�� �{� ����|������ ���|}��~���}� |���} }� a �}| Π
�

¢ ��|� }���~����� �}�§��|���}� �}| �}�{ ������|� ��� ����|������ ���|}��~���}�� �� �{� }�� �{�|�
�� ���}|��{~ ��{����� |���}� �}����� ���}� �� 1− ε �1 + ε

�}| �{� ������|� ���|}��~���}� �}| ~����
~�����}� �|}���~��� �}| ��� ε > 0

� ¥� ���� ���{ ���}|��{~� ÷õû�óõöòøû ùòöü ø÷÷�õ3òöøùòõó �ôÿüöü��
�{� �}~��������� }� ���{ ��{�~�� ~�� �� �}���}~��� }| ���}������� �� 1/ε ��{�� �|� ������ �}���}�~��� �� �{� ����� }� �{� ����������� ¢ �}���}~��� ��~� ���|}��~���}� ��{�~� ���{ �}~������� ���}
�}���}~��� �� 1/ε

�� ������ �
ûû� ÷õû�óõöòøû ùòöü ø÷÷�õ3òöøùòõó �ôÿüöü�
¥� �{��� �|����� {�|� ���|}��~���}� ���}|��{~� �}| {��}�}�}|���� �� �}~� ������� ������� }�

�|��{�� &}|� �����§������ �� �|� ����|����� �� � ����� }� �|��{� �}| �{��{ �{� �}�}|��� �|}���~ ��
���� ��� �{� �{|}~���� ��~��| �� �~���ñ �}|~����� �� ���}�� �� Ψk

� ����� }� �|��{� ��|������î (i)

∀G′ ⊆ G
��

G ∈ Ψk
� �{��

G′ ∈ Ψk
�
(ii) ∀G ∈ Ψk, χ(G) ≤ k ��� (iii)

�}�}|��� }� Ψk
��|��{� ��

�}���}~����
 }| ��������� �{� ��� }� �}|���� �� � Ψ2

����������
Ψk

�� � ����� }� �|��{� ����|���� ��}�� ���{ �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� L�MN/�O
��� ��|������|� �� {��� k ≥ 2

��
I = (G, w)

���� �� �� �������� }� {��}�}�}|��� �{�|� G ∈ Ψk
���

����~� �{�� �{� �}��� �|� }|��|�� ���}|���� �} �{��| �}�����|������ ����{�� w(v1) ≥ . . . ≥ w(vn)
�

&}|�}��|� �� ��� ������ ����}�� �{�� w(v) > 0, ∀v ∈ V ��� �������� �{� �}��� v
���{

w(v) = 0
��

¥� ���} ���}�� �� Gi
�{� ����|��{ ������� �� �{� �}�� ��� {v1, . . . , vi} = Vi

��� �� j0
�{�

¡�



�~������ ����� i
���{ �{�� Gi

�}������ �� ������� P3
� ¥{��

Gn = G
�}�� �}� �}����� �� �������

P3
� �� ���

j0 = n+1
�  ������� �� ���}�� �� C(V ′) �� }���~�� �}�}|��� }� �{� ����|��{ }� G ���������

V ′ �

bcd efghigji gkkjlmnogfnlhc
¢ �|����� �}��� }� �{� ������|� ���|}��~������� }� Ψk

��|��{� �� k ��� �}������ }� �}~������ C(V )
��

� �{}�� �|��{ ��� }�{�| �}|��� �� ���� �}~���� �� }���~�� �}�}|����� ¥� �}� �|}�}�� � �}���}~���
��~� ���|}��~���}� ���}|��{~ ��{������ � �����| �}������ ������|� ���|}��~���}� |���} �}| �{�� �����
}� �|��{�� �{�� ���}|��{~� ���}��� �� Ψkpqrstutvtw �}|�� �� �}��}��î
¡� �}|� �{� �}��� }� G �� �}�����|������ ����{� }|��|ñ
ä� z}~���� j0 = min{i : Gi

�}������ �� ������� P3}
��� Vj0 = {v1, . . . , vj0}ñ

á�  }| i = 1
�} j0

�}
��� Si

1 = Vj0 \ {vi, . . . , vj0}ñ
��� z}~���� C(V \Si

1)
����� �� }���~�� �}�}|��� }� �{� ������{��� �|��{ ������� �� V \Si

1

�ñ
��� +�§�� {��}�}�}|��� Si = (Si

1, C(V \ Si
1))ñ

�� z}~���� S = argmin{K̂(Si) : i = 1, . . . , j0}ñ
¥� ��� ������ }���|�� �{�� ���{ {��}�}�}|��� Si �� �������� ��� �{�� ��� ��~��| }� �}�}|� �� ��

~}�� k + 1
� �}� �{� ���}|��{~ Ψkpqrstutvtw �� �}||��� ��� ��� ��~���}~������� �� ��~���| �} �{� }��

}� �}~������ �� }���~�� �}�}|��� }� Ψk
��|��{� ��~�� n

�
ZN-��-. x�� yûþõ�òùÿö Ψkz{|}~�~�~� ÷õû�óõöòøûû� �õû8ü� ÿ�÷õôõûõ�òóþ òó Ψk 1þ�ø÷ÿ� ýòùÿòó �ùøó1$ø�$ ø÷÷�õ3òöøùòõó �øùòõ úõ
ó$ü$ øúõ8ü ú� k2

2k−1 %
���� ! ���

G = (V, E)
�� � ����{��� Ψk

��|��{ ��� S∗ = (S∗
1 , ..., S∗

` )
�� �� }���~�� {��}�}�}|���

}� I = (G, w)
���{

w(S∗
1) ≥ ... ≥ w(S∗

` )
� ��

` = 1
� �{��

j0 = n + 1 ��� �{� �}����}� S
�}~�����

��
Ψkp�qrstutvtw ��|�§�� K̂(S) ≤ K̂(Sj0) = K̂(S∗)

� �}� ����~� �{�� j0 ≤ nñ ���}�� �� Si
�{� ���

S∗
1 ∩ Vi

�}| ��� i ≤ j0
�

��
S1 = ∅

�{��
K̂(S∗) ≥ 2wmax

��� K̂(S) ≤ K̂(S1) ≤ k wmax
� �{��� �� {��� K̂(S) ≤ k

2K̂(S∗)
�

��
S1 6= ∅

�{�� �� }����� S1 = V1 ñ }� �{� }�{�| {���� �� ���} {��� Sj0 6= Vj0

�����
Vj0

�� �}� ��
{��}������ ���� �{��� �{� ���~ i0 = max{i : Si = Vi}

������ ��� ��|�§�� i0 < j0 ≤ n
� ð}�� �� �|�

����|����� �� �{� �}����}� Si0 = (Si0
1 , ..., Si0

k+1)ñ �� �}���|����}�� �� {���î w(Si0
1 ) ≥ ... ≥ w(Si0

k+1)
�

��
w(Si0

2 ) ≤ w(Si0
1 )k−1

k

� �{��  }| r ≥ 3
�

w(Si0
r ) ≤

k − 1

2k − 1
(w(Si0

2 ) +
k

2k − 1
w(Si0

2 )) ≤
k − 1

2k − 1
(w(Si0

1 ) + w(Si0
2 ))

�}� ��~~��� �� �{��� ������������� �� ������î

w(Si0
3 ) + ... + w(Si0

k+1) ≤
(k − 1)2

2k − 1
(w(Si0

1 ) + w(Si0
2 ))

¡¤



�����
K̂(Si0) ≤ (

(k − 1)2

2k − 1
+ 1)(w(Si0

1 ) + w(Si0
2 )) =

k2

2k − 1
(w(Si0

1 ) + w(Si0
2 )) �¦�¡�

�����
K̂(S∗) ≥ w(Si0

1 ) + w(Si0
2 )
�|}~ �{� �{}��� }� i0

��� �|}~ �{� ���� �{�� Si0
2

�� � ������ ���
�w(Si0

2 )
�� �{� ~���~�~ ����{� }� �{� �}��� �� V \ Si0

1

� �{� |����� �}��}���
��

w(Si0
2 ) ≥ w(Si0

1 )k−1
k

� �{��
K̂(S∗) ≥ w(Si0

1 )2k−1
k
��� �� {���î

K̂(S) ≤ K̂(S1) = w(C(V )) ≤ k w(Si0
1 ) ≤

k2

2k − 1
K̂(S∗)

 ������� ����� k2

2k−1 ≥ k
2

� �� }����� �{� �������� |������
¤

 }| �{� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� 3
� �� {��� �{� �}|}���|�î

����XX/�K x�# >ÿü�ü ü3ò�ù� ø 9
5 1�ùøó$ø�$ ø÷÷�õ3òöøùòõó �õ� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö òó þ�ø÷ÿ� ýòùÿ

öø3òö
ö $üþ�üü øù öõ�ù 3 %
���� ! ¥� ��� ����~� �{�� G

�}�� �}� �}����� ��� �}�� }� K4
� ����� �� ��~� �� ~}�� O(n4)

� ��
��� �|��}�}| �{� �}��� }� �{� K4

���{ �{� ��~� �}�}|� �� �� }���~�� {��}�}�}|���� �{��� �� £|}}���
�{�}|�~ �� ������ χ(G) ≤ 3

� &}|�}��| �� �{�� ����� �� ��� �}~���� �� �}���}~������~� �� }���~��
�}�}|���� �{��� �{��� �|��{� �|� � Ψ3

������ ��� �� ��� ����� �{�}|�~ ¦�¡� ¤

����XX/�K x�� >ÿü�ü ü3ò�ù� ø 9
5 1�ùøó$ø�$ ø÷÷�õ3òöøùòõó �õ� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö òó ù�òøóþûü ��üü

÷ûøóø� þ�ø÷ÿ�%
���� !  |}~ â|}����{�� �{�}|�~ �¡á�� �� ��}� �{�� �{� �}�}|��� �|}���~ �� ���� �}| �|������ �|��
�����| �|��{�� �{��� ����� χ(G) ≤ 3

�{��
G
�� �|������ �|�� �����|� �� ������ �{�� �|������ �|��

�����| �|��{� �}|~� � Ψ3
������� ��� �{�� �� ��� ����� �{�}|�~ ¦�¡� ¤�{� ����|���� �|��{� �|� ���} � ������� ���� }� Ψ2

������ ��� �{��� �� {���î
����XX/�K x�0 >ÿü�ü ü3ò�ù� ø 4

3 1�ùøó$ø�$ ø÷÷�õ3òöøùòõó �õ� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö òó úò÷ø�ùòùü
þ�ø÷ÿ�%

�� �{� }�{�| {���� �� ��� ���} ��������{ � �}��� }� �{� ������|� ���|}��~������� }� �{��� ��}
����� }� �|��{��
ï��~��� §|�� �{� �|}}� }� �{�}|�~ ���� �}�����| � �|��������|�� �����| �|��{ G

� ��~�~��| �{��
K̂(S∗) ≤ 3

�� �{� �����| �}| 1 − IN 3SAT
�� �ü�� ¢���~� �}� �{�� �{�|� ������ � �}���}~��� ��~�

���|}��~���}� ���}|��{~ a ��{������� �}| �}~� ε0 > 0
� �� ���|}��~���}� |���} (4/3) − ε0

�

•
��

K̂(S∗) ≤ 3 ��{� �����| �}| 1− IN 3SAT
��

I = (C, X)
�� �ü��� �{�� valA(G) = 4− 3ε0

����
����� ��� {�� �} �� ������|� valA(G) = 3ñ

• }� �{� }�{�| {���� �� K̂(S∗) ≥ 4
� ����� �{� �����| �}| 1 − IN 3SAT

��
I = (C, X)

�� óõ� �{��
valA(G) ≥ K̂(S∗) ≥ 4

�

¡�



z}����������� ���{ �{� {��}�{���� �{�� � �}���}~��� ��~� ���|}��~���}� ���}|��{~ a ��{������ �}|
�}~� ε0 > 0

� ���|}��~���}� |���} (4/3)− ε0
�}| {��}�}�}|���� }�� ��� �� �}���}~��� ��~� ������ }�

�{� |��{� �����| �}| 1 − IN 3SAT
�� ��~��� |������ �{� ����� }� �{� �}����}� �}~����� �� a� �{�

�}��}���� �|}�}����}� ��~~�|���� �{� ��}�� ��������}��
����������� x�F �óûü�� Q � PQ� �õ� øó� ε > 0

óõ ÷õû�óõöòøû ùòöü øûþõ�òùÿö øôÿòü8ü� øó ø÷÷�õ31òöøùòõó �øùòõ úõ
ó$ü$ øúõ8ü ú� (4/3) − ε
�õ� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö òó ù�òøóþûü1��üü ÷ûøóø� þ�ø÷ÿ�

ýòùÿ öø3òö
ö $üþ�üü úõ
ó$ü$ øúõ8ü ú� 3 %
£� �{� ��~� ���� }� �|}}� ��� �|}~ �{�}|�~ ���� �� ��� ���} �{}�î

����������� x�x �óûü�� Q � PQ� �õ� øó� ε > 0
óõ ÷õû�óõöòøû ùòöü øûþõ�òùÿö øôÿòü8ü� øó ø÷1

÷�õ3òöøùòõó �øùòõ úõ
ó$ü$ øúõ8ü ú� (8/7) − ε
�õ� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö òó úò÷ø�ùòùü þ�ø÷ÿ� ýòùÿ

öø3òö
ö $üþ�üü úõ
ó$ü$ øúõ8ü ú� 39 %
¥� ��� �{�� ��������}� �� �|}�}���� ��}�{�| ��~��� ���|}��~���}� ���}|��{~ �{��{ �}|�� �}|

��� ����� }� ∆(G)
� �{�� ���}|��{~ ���� � ���}~�}����}� }� G ���} �� ~}�� s = d∆(G)+1

3 e
����|��{�

Gi
���������� ∆(Gi) ≤ 2

�� �������� � |����� }� �}���� �¡��� �{��� �}| ���{ i = 1, . . . , s
� ��

�}~���� �� }���~�~ {��}�}�}|��� S∗
i
}� Gi

�� ����� �{� ���}|��{~ �|������� �� ��������}� ��ä
�� |}�}����}� ��¡¤� ��� �� �}�}| �{� �}||���}����� �}����}� ���{ ��� �}�}|��  ������� �{� �}����}� S�� �{� ������}����}� }� �{��� {��}�}�}|���� S∗

i

�
ZN-��-. x�� >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� d∆(G)+1

3 e1�ùøó$ø�$ ø÷÷�õ3òöøúûü%
���� ! ¥� {��� K̂(S) =

∑s
i=1 K̂(S∗

i ) ��� K̂(S∗) ≥ K̂(S∗
i )
�}| ��� i = 1, . . . , s

� �{���
K̂(S) ≤

s × K̂(S∗)
�

¤

bc� �n��j�hfng� gkkjlmnogfnlhc
¥� �}� �{}� �{�� �� �{� Ψk

��|��{�� �{�|� �� � ����|������ ���|}��~���}� ��{�~�� ¢���~� �{��
G = (V, E) ∈ Ψk

��� �}�����| �{�� �{� �}��}���� ���}|��{~� ������ Ψk�q���p�uq��� �� �{�� �}��}��
��� |�� �� ���{ ��|�~���|� G ��� � §��� �}������ ε > 0

î
¡� �}|� �{� �}��� }� G �� �}�����|������ ����{� }|��|ñ
ä� ���

η = d1/εeñ
á� z}~���� �� }���~�� {��}�}�}|��� S̃ }� �{� �|��{ ������� �� V2kη+k ñ
�� z}~���� �� }���~�� �}�}|��� C(V2kη+k)

}� �{� ����|��{ ������� �� V \ V2kη+k ñ
�� ���

S = (S̃, C(V2kη+k))ñ
�����

η ��� k �|� §��� �}�������� �{� ��� S̃ }� ���� á }� ���}|��{~ Ψk�q���p�uq��� ��� �� �}~�����
�� �� ��{������� ���|�{ �� �}������ ��~�� z}����������� �{� �{}�� �}~������� }� Ψk�q���p�uq���
�� �����| �� n

�

ä[



ZN-��-. x�� Dõ� øó� 23ü$ ε > 0� ùÿü $ò̀ ü�üóùòøû ø÷÷�õ3òöøùòõó �øùòõ õ� Ψk �{���z��{��� ýÿüó
ôøûûü$ ýòùÿ òó÷
ù� G ∈ Ψk

øó$ ε� ò� úõ
ó$ü$ úüûõý ú� 1 − ε %
���� ! ���

G = (V, E)
�� � ����{��� Ψk

��|��{ ��� S∗ = (S∗
1 , . . . , S∗

l )
�� �� }���~�� {��}�}�}|���

}� I = (G, w)
���{

w(S∗
1) ≥ . . . ≥ w(S∗

l )
� ¥� §|�� �{}� �{�� �{� ��~��| }� {��}������ ���� }� S̃ ���}� ��|� ��|�� ��� �{�� K̂(S∗) ≥ K̂(S̃)
�

ôûøòö 9ò<î
|S̃| ≤ k(η + 1)\�õõ� õ� ôûøòö 9ò<î ¥� ���}�� �� Ṽ1

�{� �}�� ��� �}|~�� �� �{� ���}� }� {��}������ ���� }� S̃{����� �{��| ��~��| }� �}������� �}~�}����� ����� �} }��ñ �}� �{� �|��{ G̃1
������� �� Ṽ1

�� ��
���}� }� ����}��� ������� ���� ���������� �}~� ����� ������� �{��� �������� ¥� ��|~ �{�� G̃1

{��
�� ~}�� k

�}���ñ �� �}���|����}�� �{� ����{� }� �{��� {��}������ ���� �� w(Ṽ1) =
∑

v∈Ṽ1
w(v) ��� ��

|Ṽ1| > k
� �{�� �� }���~�� �}�}|��� }� G̃1

����� � �����| ����� ������ G̃1 ∈ Ψk
� �{��{ �� �~�}������ñ�{��� �� {���î |S̃| ≤ (|V2kη+k \ Ṽ1|)/2 + |Ṽ1| = (2kη)/2 + k

�
ôûøòö 9òò<î

K̂(S∗) ≥ K̂(S̃)\�õõ� õ� ôûøòö 9òò<î ¥� ���� �{� {��}�}�}|��� S ′ }� �{� ����|��{ ������� �� V2kη+k
�{��{ ��

�{� |���|����}� }� �{� {��}�}�}|��� S∗ ������ S ′ = (S∗
1 ∩ V2kη+k, . . . , S

∗
l ∩ V2kη+k))

� ����� �{� �|���|�}�
�� ~���~�~� �� {���î K̂(S∗) ≥ K̂(S ′)ñ }� �{� }�{�| {���� ����� �{� �|}��|�� }� {��}�}�}|��� ��{�|�����|�� �� ���} {��� K̂(S̃) ≤ K̂(S ′) ��� �{� |����� �}��}���ð}�� ����� wor(G2kη+k) =

∑
v∈V2kη+k

w(v) ��� �� ���������� }� ����~ (i) ��� �{� ���� �{�� �{��}��� }� G �|� �}|��� �� �}�����|������ ����{� }|��|� �� {���î wor(G2kη+k) − K̂(S̃) ≤ (kη) ×

w(v2kη+k)
� &}|�}��|� ����� η ≥ 1/ε

� �� }�����î

ε
(
wor(G2kη+k) − K̂(S̃)

)
≥ k × w(v2kη+k)

�¦�ä�
 ������� �� ����~ ���� ��� ����� wor(G2kη+k) ≤ wor(G)

� �{� �}����}� S �|}����� �� �{� ���}|��{~
Ψk�q���p�uq��� ��|�§�� w(C(V4η+k)) ≤ kw(v4η+k)

�χ(G) ≤ k
�����

G ∈ Ψk
� ��� �� ���������� �¦�ä��

�� {���î

K̂(S) = K̂(S̃) + w(C(V4η+k)) ≤ (1 − ε)K̂(S̃) + εwor(G2kη+k) ≤ (1 − ε)K̂(S∗) + εwor(G)

¤¥� �}�� §����� �{�� ���{ ������� �{� ��~� �|��~���� �� �}| �{� �|}}�� }� � |}�}����}� ¦�¦ ���
� |}�}����}� ¦�� ��� ������ ���} ���}��� �{�� wor(G) − K̂(S∗) ≤ P (n)

�}| �}~� �}���}~��� P
�

}�� ��� �}������ �{��� ������
P = NP

� �} �}���}~��� ��~� ���}|��{~ ��� ��{���� � ����|������
���|}��~���}� |���} �|����| �{�� 1 − 1

P (n)

� ��� �{� �}��}���� {}����
����������� x�� �óûü��

P = NP� ò� ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� �ù�õóþû� PQRSTUV õó ø Ψk 1ôûø���ùÿüó ùÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ôøóóõù úü �õû8ü$ òó ø Ψk 1ôûø�� ú� ø �
ûû� ÷õû�óõöòøû ùòöü $ò̀ ü�üóùòøû
ø÷÷�õ3òöøùòõó �ôÿüöü%
�{�� �� �{� ���� �}| �{� �|��������|�� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� ����� �} 3 ��� �}| �{� ����|�����|��{��
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� (uì*ruèyéì xéêëê
�� �{�� �����}�� �� �}�����| ��} �}���}~��� ����� }� �{� ����{��� {��}�}�}|��� �|}���~î �{�� �{�
����� �� � �}������}� }� ����}��� �|��� ���{ ~���~�~ ���|�� �� ~}�� ∆ ��� �{�� �{� ����� �� �
�}������}� }� ����}��� ������� �{� §|�� ���� �� ���������� �} �}��� {��}�}�}|��� �� �|��� ���{ ���|�� ��
~}�� ∆

�{�|��� �{� ���}�� ���� �� ���������� �} �}��� {��}�}�}|��� �� �|��{� ���{ ���|�� �� ~}�� 2
�

�� �� ���� �� �{}�� ����|� �{��� ����� � �|�� �� � ��|������| ����|���� �|��{� �� {��� � �|}����| �}| �{�
{�|����� }� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ ������� �|��� ���{ ~���~�~ ���|�� �� ~}�� 39 ��� ����|�����|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� �� ~}�� 39ñ �{� §|�� ���� ���� �� �{}�� �} �� �}���}~��� �� �{� ������������}� �{�|��� �{� ����|���� ���� {�� ���� �{}�� �} �� ��|}���� L�MN/�O ���� �|}�}����}� �����
 ������� �� ���� ��� �{�� �{�|� �� ���} ��}�{�| {�|����� ��� �}| ����|�� �|��{� ������� �|��{� ���{
~���~�~ ���|�� �� ����� 3 ��� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� �� ~}�� 2

�
£��}|� ��������{��� �{��� |������� �� �{��� ���� �}~� |������ }� {��}�}�}|���� �� (r + 1)��������|�� �|��{��  }| � {��}������ ��� S

� �{� ôÿø�øôùü�ò�ùòô 8øû
ü ���� �� �{� ������| ��~��| q
���{ �{��

q = w(S)
� ����� �� �|� �� (r + 1)������� �|�� �|��{�� �{�|� �|� �� ~}�� O(nr) �}������ �{�|����|������ ������ }� �{� ����|��� {��}������ ����� &}|� ����|����� �}| � {��}�}�}|��� S = (S1, . . . , Sk)���{

w(S1) ≥ · · · ≥ w(Sk)
�� ���� 8üôùõ� õ� ôÿø�øôùü�ò�ùòô 8øû
ü�� �{� ����}| (q1, . . . , qk)

���{ �{��
�}| ��� i ≤ k, qi = w(Si)

� ��
(r +1)������� �|�� �|��{�� ����� � ����}| (q1, . . . , qk)

���{
q1 ≥ . . . ≥ qk

�
�{� �|}���~ }� �������� �� �{�|� �� � {��}�}�}|��� S ′ �{}�� ����}| }� �{�|����|����� ������ (q′1, . . . , q

′
k)��|�§�� �}| ��� i

�
q′i ≤ qi

��� �� �}���}~����� |������ �} �{� ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr ÷�õúûüö �� ���� ���{}�� ���}�� �{�� �����| �|}���~ �� �}|~���� ����|���� �� �{� �}��}����î

ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr î ���/�W-î � �|��{ G = (V, E)
� � ��� C }� �}�}|� ���� �}| ���|� ������ K

���{ ���� �� ~}�� r
�
CK ⊆ C�� � ��� }� �}�}|� ���{ �{�� ���{ }�� }� �{�~ ~�� }���| }� �}~� �}��� }� �{� ������ K

��� �}� }�
��� �}��� �� � ��~��
¡¢-�����î �}�� G ��~�� � {��}�}�}|��� ���{ �{�� �}| ��� ������ K

� �}� ��� �{� �}��� }� K
{���

�{� ��~� �}�}| i
���{

i ∈ CK

Y
5-./�6 ��� £ûüø�û�� ýü ö
�ù ÿø8ü CK

ôõóùøòóü$ òó CK′
ýÿüó K ⊆ K ′ % ¤õ�üõ8ü�� ùÿü ÷�õúûüöûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr ÷õû�óõöòøûû� �ü$
ôü� ùõ ùÿü ÷�õúûüö ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr′ ýÿüó r ≤ r′ %

5-./�6 ��# Aõùü ùÿøù ýÿüó ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr ò� ÷õû�óõöòøû �õ� ø ôûø�� Ψ õ� (r + 1)1ôûòE
ü ��üü
þ�ø÷ÿ� ùÿüó� ùÿü �üûøùü$ ÷�õúûüö õ� ôõó�ù�
ôùòóþ �
ôÿ ø ÿ�÷õôõûõ�òóþ ò� ÷õû�óõöòøû% Güù

I = (G, CK)úü øó òó�ùøóôü õ� ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr % �ó õ�$ü� ùõ $õ ùÿøù� ýü 2ó$ ø r1ôûòE
üK õ� G �
ôÿ ùÿøù CK 6= C %Güù
i /∈ CK

øó$ $üóõùü ú� G′ ùÿü �
úþ�ø÷ÿ õ� G
òó$
ôü$ ú� V \ V (K)? ýü ôõûõ� K ýòùÿ ôõûõ� i øó$�õ� üøôÿ óõ$ü v õ� G′ ýÿòôÿ ò� ø$Bøôüóù ùõ ø óõ$ü õ� K � ýü �üù Cv = Cv ∪{i} øó$ öõ�ü þüóü�øûû� �õ�

üøôÿ ôûòE
ü K õ� G′ ôõóùøòóòóþ v� ýü �üù 9�üü �üöø�" ¥%=< CK = CK ∪ {i} % Güù
I ′
úü ùÿü �ü�
ûùòóþ

òó�ùøóôü% �� ùÿü øó�ýü� õ� ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr õó òó�ùøóôü I ′
ò� �ü�� ýü ø÷÷û� øþøòó ùÿò� ÷�õôü$
�ü õó I ′üû�ü ýü �üù CK = CK ∪ {i} øó$ ýü ø÷÷û� øþøòó ùÿò� ÷�õôü$
�ü õó I % Dòóøûû�� ýÿüó CK = C

�õ� ü8ü��
r1ôûòE
ü K õ� G� ýü ø÷÷û� ùÿü �øöü ÷�õôü$
�ü ýòùÿ (r − 1)1ôûòE
ü� øó$ �õ õó%
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 }| ���|� ������ K }� G� �� ���}�� �� w(K)
�{� ��������∑

v∈K w(v)
� ���

(q1, . . . , qk)
���{

q1 ≥

· · · ≥ qk

�� � ����}|� ����� G
��

(r + 1)������� �|��� ���{ {��}������ ��� �� � ���}� }� ����}��� ����������{ ���� �� ~}�� r
� �� ��� �}���}~����� �}���|��� �� �������� }� �����{��}�}�}|���

r
�� �{� �}��}����

���î �{� �|��{ G
�� �{� ��~�� C = {1, . . . , k} ��� �}| ��� ������ K }� G

�
CK = {i ∈ C : qi <

w(K)}
� ¢���~� �{�� �{� �����| }� �{� �����{��}�}�}|���

r
�������� �� ��� ��� ��� S ′ = (S′

1, . . . , S
′
k)���{

w(S′
1) ≥ . . . , w(S′

k)
��}~� S′

i

��� �� �~���� �� ���{ � {��}�}�}|���� ��� K �� � ������ }� S′
i ñ ���}���|����}� w(K) ≤ qi

�����
i /∈ CK

��� �{��� q′i = w(S′
i) ≤ qi

� z}���|����� �� ���{ � {��}�}�}|���
������ �{��� �{� �����| }� �{� �����{��}�}�}|���

r
�������� �� ���� �}� �� {��� �|}��� �{� |�����

����~���
�� �{� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� ∆ ��{��{ �� � �������� }� (∆ + 2)������� �|�� �|��{��� ���}� �|}�� �{�� {��}�}�}|��� �}���}~����� |������ �} �����{��}�}�}|���

∆+1
�

����������� ��� >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö �õ� þ�ø÷ÿ� õ� $üþ�üü øù öõ�ù ∆ ÷õû�óõöòøûû� �ü$
ôü� ùõ
ùÿü ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþ∆+1

÷�õúûüö%
���� ! ���

(G, w)
�� � ����{��� �|��{ ���{ ~���~�~ ���|�� ∆

� � ~���~�~ {��}�}�}|��� ���
�� �}~����� �� �{� �}��}���� ���}|��{~î
¡�  }| ���|� ����}| (q1, . . . , q∆)

���{
q1 ≥ . . . ≥ q∆

��� ���{ �{�� qi = w(Ki)
�}| �}~� ������ Ki}� G �}î

��� �}��� �{� |������ �����{��}�}�}|���
∆+1

�������� ñ
��� �� �{� �����| �� ���� �}���|��� ���{ � {��}�}�}|��� ñ

ä� ������ � ~���~�~ ����{� {��}�}�}|��� �~}�� �������� {��}�}�}|���� �}~����� ��|��� �� ��������}� }� ���� �¡�� ñ
�{� �}~����������~� }� �{�� ���}|��{~ �� O(n∆2

× C(n))
�{�|� C(n)

�� �{� �}~����������~� �}�}��� �{� �����{��}�}�}|���
∆+1

�|}���~� ����� G ��~��� � ~���~�~ {��}�}�}|��� ���{ �� ~}�� ∆�}�}|� ���� �|}�}����}� ��ä�� ���
S∗ = (S∗

1 , . . . , S∗
∆)
���{

w(S∗
1) ≥ . . . , w(S∗

∆)
�� �� }���~�� {��}��}�}|��� ����{ �}������ �}~� S∗

i = ∅
� ��� ���}�� �� (q∗1, . . . , q

∗
∆)
��� ����}| }� �{�|����|����� �������

��� �� ���~��� �{� ���� }� ���}|��{~ ���{ �{� ����}| (q∗1, . . . , q
∗
∆)
� £� �}���|����}�� �{� �����| }�

�{� �����{��}�}�}|���
∆+1

�������� �� ��� ��� �{� ���}|��{~ §��� � {��}�}�}|��� S ′ = (S′
1, . . . , S

′
∆)

��|������ w(S′
i) ≤ q∗i

��� �{��� w(S′
i) = q∗i

�����
(q∗1, . . . , q

∗
∆)
�� � ����}| }� �{�|����|����� ������ }� ��

}���~�� {��}�}�}|����
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ó$ü$ øúõ8ü ú� ∆ �
ôÿ ùÿøù ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþ
∆+1

ò� ÷õû�óõöòøû õó Ψ % >ÿüó� ùÿü öòóòö
ö ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� øû�õ ÷õû�óõöòøû
õó Ψ %
����� �� {��� �|}��� �� �{�}|�~ ��� ��� �{�}|�~ ��� �{�� �{� {��}�}�}|��� �|}���~ �� L�MN/�O

�� ����|���� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|�� 39 ��� �����| �|��������|�� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|��
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äá



����XX/�K ��F Dõ� øó� r ≥ 40� ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr òó úò÷ø�ùòùü þ�ø÷ÿ� õ� $üþ�üü 39
ò� PQR¦§¨©ª«¬«%

����XX/�K ��x Dõ� øó� r ≥ 4� ûò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþr òó ÷ûøóø� ù�òøóþûü1��üü þ�ø÷ÿ� õ� $üþ�üü 3
ò� PQR

¦§¨©ª«¬«%
­cd ®j��¯ °nf± ogmno²o i�³j��

∆

�� �|���� �{�|� �|� �� ~}�� 2n − 1
�{�|����|����� ������ �}| �{� ����|��� {��}������ ����� �{���

�{� ���}|��{~ }� �|}�}����}� ��á �� �� �{�� ���� �� O(n∆)
��~�� �{� �}~����������~� }� �{� �����{��}�}�}|���

∆+1
� ¥� �}� �{}� �{�� �� ��� �}��� �{� �����{��}�}�}|���

∆+1
�|}���~ �� �|��� ��

����� ����~�� �|}�|�~~����
���

C = {1, . . . ,∆}
�� �{� ��� }� �}�}|�� ��� �� �{�� �}�����| (T = (V, E); (CK)K∈V ∪E) ���������� }� �����{��}�}�}|���

∆+1
�{�|� T

�� � �|��� â���� � �}�� v
� �� |����������� ���}�� �� Hv(T )��� H ′

v(T )
�{� ���� }� �}�}|� ��§��� ��î

h ∈ Hv(T ) (resp.H ′
v(T ))

ò� øó$ õóû� ò� ùÿü�ü ò� ø �üø�òúûü ÿ�÷õôõûõ�òóþ �õ� ýÿòôÿ v
ò� ôõûõ�ü$ ú� høó$ óõ 9�ü�÷ % ü3øôùû� õóü< óüòþÿúõ� õ� v

ò� ôõûõ�ü$ ú� h %¥� ���}�� �� v1, . . . , vd
�{� ����{�}|� }� v � �{� ������}� }� v ������� � �}|��� ���{ d

�}�������
�}~�}����� ñ ��� Ti, i = 1, . . . , d

���}�� �{� ����|�� �}�������� vi
� �{� �}��}���� ��~~� ��� �{�� ��

������ �{}��î
,-../ ��� Dõ� h ∈ C � ýü ÿø8ü4

h ∈ Hv(T ) ⇔

{
h /∈ Cv,

∀j, (Hvj
(Tj) ∪ H ′

vj
(Tj)) \ [(Hvj

(Tj) ∪ H ′
vj

(Tj)) ∩ {h}] 6= ∅

h ∈ H ′
v(T ) ⇔






h /∈ Cv,

∃j ∈ {1, . . . d}, h ∈ Hvj
(Tj)

øó$ h /∈ C[v,vj ],

∀j′ 6= j, (Hvj′
(Tj′) ∪ Hvj′

(Tj′)) \ [(Hvj′
(Tj′) ∪ H ′

vj′
(Tj′)) ∩ {h}] 6= ∅

����������� ��� Dõ� øó� t ≥ 2� Gò�ù1ÿ�÷õôõûõ�òóþt òó ù�üü� ò� ÷õû�óõöòøû%
���� ! ��� �� �}�����| �{� �}��}���� �}���}~������~� ���}|��{~î
¡� z{}}�� � |}}� r ∈ V ��� }|���� �{� �|�� �|}~ r

�} ������ �Tv

���}��� �{� ����|�� ������� �� v��� ��� ����������� ñ
ä� z}~����� �}| ���|� �}�� v ��� �|}~ ������ �} �{� |}}�� ���� Hv(Tv)

��� H ′
v(Tv)

��� �����
��~~� ���� ñ

á�  }| ���|� �}�}| �� Hr(T ) ∪ H ′
r(T )

�}~���� � �������� {��}�}�}|��� �� ����� ��~~� ��� ��|}~
�{� |}}� �} ������� ñ
�{� |������ �}~������� �� O(n∆2)

�
¤

ä�



����XX/�K ��� >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� ÷õû�óõöòøû òó ù�üü� ýòùÿ úõ
ó$ü$ $üþ�üü% >ÿü �üûøùü$
ôõö÷ûü3òù� ò� O(∆2n∆+1) %
5-./�6 ���´ �ù ò� üø�� ùõ �üöø�" ùÿøù ýü ôøó ÷õû�óõöòøûû� ù�øó��õ�ö ø �õ�ü�ù (T1, . . . , Tp)

ýòùÿ
öø3òö
ö $üþ�üü ∆

òóùõ ø ù�üü T ýòùÿ öø3òö
ö $üþ�üü ∆ �
ôÿ ùÿøù øó õ÷ùòöøû ÿ�÷õôõûõ�òóþ õ� ùÿü
ù�üü ò� øó õ÷ùòöøû ÿ�÷õôõûõ�òóþ õ� ùÿü �õ�ü�ù% �ó õ�$ü� ùõ $õ ùÿøù� ýü òùü�øùò8üû� ùø"ü ùýõ �
úù�üü� õ�
ùÿü �õ�ü�ù ùÿøù ýü ûòó" ú� ùÿü ûüø8ü� ýòùÿ øó ø$$òùòõóøû óõ$ü ýòùÿ ôõ�ù 0 %
¥{�� �{� ��~��| }� ����|��� ����{�� }� w �� �}������� �� �|� ���� �} ���� � �}���}~��� ���}|��{~}� �{� �|��� ������� �� �|}�}����}� ���� �� ��}� �{�� �{� ���� }� ��� }���~�� {��}�}�}|��� �� �}�����

��
|w| + 1

� ��� �{��� �{� �|���}�� ���}|��{~ ���} �}|�� �� �}���}~������~�î
����XX/�K ���� >ÿü ÿ�÷õôõûõ�òóþ ÷�õúûüö ò� ÷õû�óõöòøû òó ù�üü� ýÿüó ùÿü ó
öúü� |w| õ� $ò̀ ü�üóù
ýüòþÿù� ò� úõ
ó$ü$% >ÿü �üûøùü$ ôõö÷ûü3òù� ò� O(n|w|+2) %
­c� µjgk±¯ °nf± ogmno²o i�³j�� f°l
¥� �{��� ���~��� {�|� �{� ������� �������}� �{�|� �{� �|��{ G

{�� ~���~�~ ���|�� ∆ = 2 ��{����� ∆ = 1
�� �|�����î G

�}������ }� ��}����� ����� ��� �}���� �} χh(G) = 1
�� ¥� �|}�� �� � ��~���|

���{����� }� �|���}���� �{�� �{� ���� }� ~���~�~ ���|�� ��} �� ���} �}���}~���� �}����|� �{�
~��{}� �|������� {�|� �� ����{��� ~}|� ���}���� �{�� �{� �|���}�� }���
�� }�| �������}�� �{� �}������� �}~�}����� }� G �|� �{���� ��� ������ ��� ��� {��}������ �������� �}����� }� �}��� ��� }� ����� �������� }� ���� 2

��  |}~ �|}�}����}� ���ä�� �{�|� ������ �� }���~��
{��}�}�}|��� S = (S1, S2)

}� G
���{

w(S1) ≥ w(S2)
�����

∆(G) = 2
� �{� ���� S2 = ∅

�� �|�����
��� ��� �� �}���� �� �����|���~�� �{��� �� ���� ����}�� Si 6= ∅

�}| i = 1, 2 ��� ~}|� ����|���� �{��
χh(G) ≥ 2

�
,-../ ���# Güù

G
ôõó�ò�ù õ� ø ôõûûüôùòõó õ� óõ$ü $ò�Bõòóù ôÿøòó� C1, . . . , Cp

ýÿü�ü üøôÿ óõ$ü v ÿø�ýüòþÿù w(v) ≥ 0 øó$ χh(G) ≥ 2? ùÿü�ü ü3ò�ù� ø þ�ø÷ÿ G′ ôõó�ò�ùòóþ õ� ø �òóþûü ô�ôûü C �
ôÿ ùÿøù
�õ� øó� óõó óüþøùò8ü òóùüþü� r� G′ ÿø� ø 21ÿ�÷õôõûõ�òóþ S ′ ýòùÿ K̂(S ′) ≤ r

ò� øó$ õóû� ò� G ÿø� ø
21ÿ�÷õôõûõ�òóþ S ýòùÿ K̂(S) ≤ r

���� ! ���
ai, bi

�� �{� ��� �}��� }� �{��� Ci
��

G
�}| i = 1, . . . , p

� ¥� ���|}���� ���} G
���

�}��� ci, di
���{ ����{� w(ci) = w(di) = 0 ��� ��� ����� [ci, di], [di, ai], [bi, ci+1]

�}| i = 1, . . . , p ��{�������� �|� ����� ~}���} p
� �{��{ �~����� �{�� [bp, cp+1]

��
[bp, c1]

�� ���
G′ �� �{� �|��{ }������� ��

�{�� ���� z���|�� ��� k�{��}�}�}|��� �k ≥ 2
�����

χh(G) ≥ 2
��

G′ �� �}� � �|������� S }� G ��� ���������� �} � k�{��}�}�}|��� S ′ }� G′ ���{ K̂(S) = K̂(S ′)
î �}�����| ����}��� �}��� ci, di ñ �� bi−1 ∈ Sc��� ai ∈ Sd

�c 6= d
� �{�� ���|}���� ci

���} Sd
��� di

���} Sc
� ��

{bi−1, ai} ⊆ Sc
�{�� ���|}����

[ci, di]
���} Sd

� z}���|����� �{� |���|����}� }� � 2�{��}�}�}|��� S ′ }� G′ �} �{� �}��� }� G ����� �
2�{��}�}�}|��� S ′ }� G′ ���{ K̂(S) = K̂(S ′)

�
¤¢� � �}���������� �� ~�� |���|��� }�| �������}� �} �|��{� G = (V, E)

�{}�� �}������� �}~�
�}����� �|� ������ ��� ��� n = |V | = |E|

� ¥� ���� ��§�� �{� ����{� w(e) }� �� ���� e = [x, y] ���{� ��~ w(x) + w(y)
� �{��� �� �}���� �{�� �{�|� �|� �� ~}�� n + t + 1 �}������ ������ �}| w(S1)

ä�



�{�|� t
�� �{� ��~��| }� �|������� }� G ��� 2n �}������ ������ �}| w(S2)

� �� �� �~�}|���� �} �}����
�{�� �� ����}� �}��� ����|����� �{� �|}���~ �� ���{ �}������� �}~�}���� �� �� ��� �}�� �� �{�
������{��� ��|��}�î �� }���~�~ {��}�}�}|��� �� �}� �������|��� �}|~�� �� }���~�~ {��}�}�}|���
}� ���{ �}������� �}~�}����� ���� �� ��|������| �{� �������� ����� �� ��} �{���� }� �����{ ��}
(x1, x2, x3)

��� (y1, y2, y3)
���{

w(x1) = 8, w(y1) = w(y2) = 5, w(x2) = 3, w(x3) = w(y3) = 1
��

 |}~ (iii) }� �|}�}����}� ���ä�� �� ��}� �{�� S2
�}�� �}� �}����� ��� K3

� �{��� �� �{�|� �� � �|������
�� � {��}������ ���� �� ~��� �� �� S1

�
����-��K ���� Maxv∈V w(v) ≤ w(S1) ≤ max{Maxe∈Ew(e); maxK3

w(K3)}

 }| ����� ������ p, q �p ≥ q
� �� �{��� ����|~��� ����� �{� �|}����|� A(p, q)

�{��{�| � 2�{��}�}�}|��� S = (S1, S2)
}� G ������ ���{ �{�� w(S1) = p ��� w(S2) = q

�  }|~����� �{� ���}|��{~
A(p, q)

�� �{� �}��}����î
���|���� ���{ �{� �~������ �}������ ����� }� p ��� �{� �~������ �}������ ����� }� q ≤ p

� �� �����
�|}��|���� ��¡� �} ��¡� ������ ���}�� �} ��� �{� �~������ q

�}| �{��{ � �}����}� (S1, S2)
������ ���{

�{�� w(S1) = p ��� w(S2) = q
� �� ���{ � {��}�}�}|��� ��� �� �}���� �� ��}|� �{� ��||��� �}����}�

S = (S1, S2)
���{

val(S) = p + q
�� �� �� �����| �{�� �{� ���� �}����}� �}��� �} ��|� ¥{�����| ���{

� �}����}� {�� ���� �}���� �� ���|���� p
�} �{� ���� �}������ ����� ��� �� ���|� ����� ���{ �{�

~���~�~ q
� ¢� }���~�� {��}�}�}|��� (S1, S2)

���� �� ����� �� �{� �}����}� ��}|���
¥� �{��� ��� �� A(p, q)

�{� �}��}���� �|}��|����î
����-��K ���0 ��

w(v) > q� ùÿüó v ∈ S1 ? ò� x, y, z ø�ü ùÿ�üü ôõó�üô
ùò8ü óõ$ü� õó øó òó$
ôü$ P3ýòùÿ x, y ∈ Si
ùÿüó z ∈ S3−i

�õ� i = 1, 2 %
����-��K ���F �� �õ� �õöü ü$þü e = [x, y]� ýü ÿø8ü w(e) > p� ùÿüó x, y ø�ü óüòùÿü� úõùÿ òó S1

óõ�
úõùÿ òó S2 ? ò� w(e) > q� ùÿüó x, y ø�ü óõ� úõùÿ òó S2 % �ó �
ôÿ �òù
øùòõó�� ýü �ÿøûû �òö÷û� �ø� ùÿøù ùÿü
ôõûõ� i

ò� óõù �üø�òúûü �õ� ü$þü e = [x, y] %
���|���� �|}~ G

���{ ����� ������ p, q
�� ���� ����� �{� ��}�� �|}��|���� �� �}�� �� �}������ �}

��|��� �}���������� }� �{� �}�}|� �} �� �������� �} �{� �}��� ��� �} �{� ����� }� G
�  }| ���������

��
e = [x, y] ��|�§�� w(x) > q ��� w(y) > p − q

� �{��
x ∈ S1

��� y ∈ S2
�

¥� ���� �{�� �||��� �} � �������}� �{�|� �} �}����}� ������ ��{�� ~�� }���| �}| �������� �� 3�}��������� �}��� ~��� ��� �{� ��~� �}�}| }| �� �{�|� ������ �� }�� ����� �{�|� �}�}| 1
�� �}|������

�}| ��� ������ }| �{�|� �}~� �}��� {��� }������� �}~� §��� �}�}| ��� �� �|� ���� ���{ � �}������}�
}� �{���� �{}�� ��� �}��� {��� �}~� §��� �}�}| ���� �} ����|~������ �}�� �� �}�}|��� ��� ���{
�}~� ������ �{��{ {��� �} §��� �}�}|ñ �� ������}� �}~� ����� ~�� {��� �}|������ �}�}|�� ����|��
�� ��|������| �{�� � 2�{��}�}�}|��� ~�� ����� ���� �� �}�}|� 1 ��� 2 �|� �}|������ �}| �}~� ����
e = [x, y]ñ �{�� ��~��� ~���� �{�� x ��� y ~��� {��� ����|��� �}�}|���� �{� |�~������ ������ ���{}�� §��� �}�}|�� �� {��� ��} �}������ �������}��î �� Ci

{�� ���� �����{�
�{�� �� ����|���� �}�}|� 1 ��� 2 ��� }�{�| �}|��� �� �|}���� � �}�}|����� �� Ci

{�� }�� �����{� �{��
�� �{� �|���}�� |�~�|�� �� ��}� �{�� �{�|� ������ �� ���� e

�}| �{��{ �}�}| 1
�� ��������� �}� ��

���|}���� �{�� ���� ���} S1
��� �� ����|���� �}�}|� 1 ��� 2

�}| �{� |�~������ �}����

ä¦



ð}�� ���{ |�~������ ����� Ci

{�� �� ����� }�� �}�� ���{ � §��� �}�}|� ¥� ��� ����|��� Ci

��
�{� �������� (F1, D1, F2 , . . . ., Fk, Dk)

�{�|� Fi
��� Di

�|� �{����� &}|�}��| �}| ��� i
� ��� �}��� }�

Fi

{��� � §��� �}�}| ��� ���{ Di

{�� ��} ����}���� ���{ � §��� �}�}| ��� ��� ����|~������ �}���
�|� ���}�}|��� ð}�� �{�� �}~� Fi

~�� �� �~��� ��� �{�� ����� ����� Fi = ∅
� �� �������� �{� ��|~����

����}��� }� Di−1
���{ �{� ������� ����}��� }� Di

� ��� ���{ Di

{�� �� ����� 3 �}���� �{�� �}| ����������� �� � ����� C
� �|}��|�� ���¡�� ����|~���� �{� �}�}| }� ������� }�� �}��� ��� a

� �{�� �{� ��������
�}������ }� �{��� D1

��� ��� ��} ����}���� �|� �{� ��~� �}�� a
�

���
a1, . . . , as

�� �{� �}��� }� �{� �{��� Di
�{�|� a1

��� as

{��� §��� �}�}|�� �� a1 ∈ S1
� �{��

�}| e = [a1, a2]
�}�}| 1

����}� �� �}|������ ������� �{�� �}��� �}|�� a2 ∈ S2
� ��

a1 ∈ S2
� �{��

��~���|�� �}| e = [a1, a2]
�}�}| 1

����}� �� �}|������� �}� �� {��� w(a1) + w(a2) ≤ p
�}| a1 ∈ S1

}|
w(a1) + w(a2) ≤ q

�}| a1 ∈ S2 ñ �� ������}� �}| ���{ ����|~������ �}�� ai
� �� {��� w(ai) ≤ q

�  }| as�� {��� �{� ��~� |�����}�� �� �}| a1
�

����-��K ���x Güù
Di
ýòùÿ óõ$ü� a1, . . . , as

úü ø ôÿøòó �
ôÿ ùÿøù a1, as ∈ Sj
ýòùÿ s õ$$ õ� �
ôÿ ùÿøù

a1 ∈ Sj , as ∈ S3−j
ýòùÿ s

ü8üó �õ� �õöü j = 1, 2 %>ÿüó ùÿü�ü ü3ò�ù� ø 21ÿ�÷õôõûõ�òóþ S = (S1, S2)
ýÿü�ü ùÿü ôõûõ�� 1 øó$ 2 øûùü�óøùü òó Di %

���� ! �{�� �}��}�� �~~�������� �|}~ �{� }���|����}� �{�� �}| ��� ����|~������ �}��� ai
� �� {���

w(ai) ≤ q
�

¤

����-��K ���� Güù
Di
ýòùÿ óõ$ü� a1, . . . , as

úü ø ôÿøòó �
ôÿ ùÿøù a1, as ∈ Sj
ýòùÿ s

ü8üó õ� �
ôÿ
ùÿøù a1 ∈ Si, as ∈ S3−j

ýòùÿ s õ$$ �õ� �õöü j = 1, 2 %>ÿüó ùÿü�ü ü3ò�ù� ø 21ÿ�÷õôõûõ�òóþ S = (S1, S2)
�
ôÿ ùÿøù [a1, a2]

þüù� õóü õ� òù� �üø�òúûü ôõûõ��%
���� ! ¢���~� a1 ∈ S1 ñ �� {��� }���|��� �{�� �� {��� �� �{�� ���� w(a1) + w(a2) ≤ p

� �} �� ���
���|}���� a2

���} S1
��� �� �|� ���� �} �{� ���� }� �|}��|�� ���¡¦��

��~���|�� �� a1 ∈ S2
� �� {��� w(a1) + w(a2) ≤ q

� �} �� ���|}���� a2
���} S2

��� �� �|� �� �
��~���| �������}�� �{� |����� �}��}�� �|}~ �|}��|�� ���¡¦��

¤ ������� �}| ���{ �{��� Di
� �� ����� �|}��|���� ���¡¦� ��� ���¡�� ��� �� �}�}| �|}��|�� �{�

|�~������ ������� ð}�� �{�� � ����� }� p
�� §���� �� }���|�� �{�� �{� �}��������� }� �|}��|����

���¡�� ��� ���¡�� ��� �� }������� �� O(n2)
����� ��� ����� � �������� ����� }� q ��� �{�|� ���������{�� ����� �� O(n)

������ �� ��� ����� �|}��|���� ���¡¦� ��� ���¡�� �} ����|~��� � 2�{��}�}�}|������ �{}��� �� }���|��� �{�� ����� �{�|� �} �}����}� ��� �� �}��� }���| }��� �{�� �}��������� }�
�|}��|���� ���¡�� ��� ���¡�� �|� �|����
����������� ���� >ÿü�ü ü3ò�ù� ø ÷õû�óõöòøû ùòöü øûþõ�òùÿö õ� ôõö÷ûü3òù� O(n3)

ùõ $üùü�öòóü øó
õ÷ùòö
ö ÿ�÷õôõûõ�òóþ òó ø þ�ø÷ÿ G ýòùÿ ∆(G) ≤ 2 %
���� ! ���

S∗ = (S∗
1 , S∗

2)
�� �� }���~�� {��}�}�}|��� }� G

���{
w(S∗

1) ≥ w(S∗
2)
� ��� ����� �{�

�������}� �{�|� p
�� ������ �} w(S∗

1)
î �� �}���|����}�� �{� �}��������� }� �|}��|���� ���¡�� ���

���¡�� ���� � ��|���� �������� �}����}�� �{��� �{� �|}����|� A(p, q)
§��� � ����� q

���{ �{�� �{�
�}���������� }� �|}��|���� ���¡¦� ��� ���¡�� ���} ����� � �}~����� �������� �}����}� S = (S1, S2)

}� G

ä�



���{
p = w(S1) > q ≥ w(S2)

� ¥� �������|��� {��� w(S∗
2) ≥ q

�����
q
�� � ~���~�~ ����� ���{ �{��

�{� ��|���� �}����}� ������ñ �� w(S∗
2) 6= q

� �{�� �� }����� � �}��|������}� ����� K̂(S∗) > p+q ≥ K̂(S)ñ�{��� �� {��� w(S∗
2) = q ��� �{� �|}�}����}� �}��}��� ¤

¶ ær ·ëJ�urërsyéì¸ éìíutysçè )ut styéríìë¹)tëë íté�çê
¥� �{��� �}� �}�����| �|��{� �}�������� �} ������� �|�������ñ �{��� �|� �|������� �{� �|��{� G

�}|
�{��{ �{� ��|���� ���� ω(G) }� � ������ �� ��}� �� ���{ �|��{�� {��}������ ���� �}����� }� �}��� ���}� ����� �������� }� ���� 2

�� ���{ �|��{� ��� {��� �|���|�|��� ��|�� �{|}~���� ��~��|�ñ �� �}��}���{�� �{�� ��� ���} {��� �|���|�|��� ��|�� {��}�{|}~���� ��~��|î ������ � �|��������|�� �|��{ G
���{

χ(G) ≥ 2k
{�� χh(G) ≥ k

� �� �� {�� χh(G) < k
� �{�� �� �}��� ���� � ~���~�~ {��}�}�}|���

S = (S1, . . . , Sr)
}� G

���{
r < k

� ï��{ Si
�}��� �� ���}~�}��� ���} ��} ������ ���� S′

i, S
′′
i
������

�� �}������ }� �}��� ��� }� ������ ��� �� �}��� ��� � 2r��}�}|��� �S ′ = (S′
1, . . . , S

′
r, S

′′
1 , . . . , S′′

r ) }�
G
���{

2r < 2k
� �{��{ �� � �}��|������}�� �}� �|��������|�� �|��{� �|� ��| �|}~ ����� �|����� ���{

|������ �} �{��}�{|}~���������
¥� �{��� �}� �{}� �{��� ����� }� �{� ����|���}� �|������� ����� ��} �}��� }| ~�|�� �{�~�

����|���� �}| �������� �� £�|��� �{��� 15
�á� �}| ����� �}�}|���� }� �|��{�� �� ��� �����}� � ����{�

��|��}���|}����|� �}| ����|~����� � {��}�}�}|��� S ���{ ~���~�~ �}�� K̂(S)
�� � ����{��� �|��������|�� �|��{� �{�� �|}����|� ���� �� ������}� ��{���� �� � ��|����� ��� �{� ��~~��|� ������� �����

�}�}|���� ��� {��}�}�}|�����
 }| ����� �}�}|����� }�� ����|���� �{� �}������ �}�}|���� }� � �|��{G

���} ��} ������� �� |���������
�{}}���� � ���| }� �}� �������� �}��� x, y

� �{�|� �� � }����}�}�� �}||���}������ ������� �{�
�}�}|���� }� G �{�|� x ��� y

{��� �� ��~� �}�}| ��� �{� �}�}|���� }� �{� �|��{ G1
}������� �|}~ G�� ~�|���� �}��� x, y

���} � ������ �}�� x′ ������� �} ��� ����{�}|� }� x ��� �} ��� �{}�� }� y �� G
��

�� �{� ��~� ��� �{�|� �� � }����}�}�� �}||���}������ ������� �{� �}�}|���� }� G
�{�|� x ���

y
{��� ����|��� �}�}|� ��� �{� �}�}|���� }� �{� �|��{ G2

}������� �|}~ G
�� ���|}������ �� ����

[x, y]
�
�}�G ��� �� |������� �� G1

��� G2
� ¥� |����� �{�� }��|���}� �}| ���{ }�� }� G1

��� G2
�� �}��

�� �}������� ����� ����� �� }����� �|��{� �}�������� �} ~}|� ���| }� �}� �������� �}���� ����� �|��{�
�{��{ �|� �������� �{� ���� }� �{� �~������ ������ }������� �� �{�� ��� �� �{� �{|}~���� ��~��| }�
G
� �{�� ���� ��� �� �������� �} ����{��� �}�}|���� }� G

î �{�����| �� ~�|�� �}��� x, y
���} xy

�
�� ���

w(xy) = max{w(x), w(y)}
� �{� ��}�� ���}|��{~ ��� �� ������� �� ���}|�� �{� ������ ���{

~���~�~ ����{� ���� ���� �{� }���~�� �}�� }� � ����{��� �}�}|����
��| ��|�}�� �� �} ���� �� ����}�������� ���}|��{~ �}| §����� � {��}�}�}|��� S

���{ ~���~�~
�}�� K̂(S)

�� � ����{��� �|��������|�� �|��{� �� ����� �� ������}��� ����|���}� �|�������� ������ ��
�|� {������� {��}������ ���� ������ ���� }� �}��� ��� ������� �� ���� {��� �} ���|}���� �}~� ��}�����
~��{����~ �{��{ ���� �|����� �� �|}~ ���|}������ �}~� ����� ���} {��}������ ����î �� e

�� �� �}~�
Si
� �{�� �} �������� ���� ��� �� ���|}����� ���} �{� ��~� {��}������ ��� Si

� �{� ���}|��{~ ���� ��
����� }� � �z}��|��� }| z}������ �|�������ñ �� ���� ���� �� �{� £Cóù�øôù õ� £õóóüôù yûþõ�òùÿö }|
�{}|��� z�z¢� �� �� ����|���� �� ����� ¤�
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z���|�� ���{ � �|}����|� ~�� �� ���}�������� �� ���~�|���� �� �� �~������ ��� ��� {��}�}�}|����
}� G ��� §��� �{� ~���~�~ ����� }� �{� �}�� K̂(S) }� ���{ {��}�}�}|���� S �ï���� �{��{ �|� �} �}���| ���}��� �} �� ���|}����� ���} � {��}������ ��� �|� úûõô"ü$� ¥{��� II(H)����|���� �{� ����� �}�}|���� }� H �� ����|���� ��}��� �|}����|� II(H)

����|���� �{� {��}�}�}|����
���} ��} �������î �{� {��}�}�}|���� �{�|� x ��� y �������� �|� �� �{� ��~� {��}������ ��� ��� �{�{��}�}�}|���� �{�|� x ��� y �|� �� ����|��� �����¢� �{� §��� ������ � �|��{ H

���� �� � ������ ���{ ��� ����� ��}����ñ �{� �}||���}����� �}�}|������� �� |��}���|����� �� �}}���� �� �{� ��~� }� ���{ �}�� �{��{ �� }������� �� �}���������}� }�
�{� ��~�� }� �{� �}��� �{��{ {��� ���� ������������ ~�|���� �{� ����{�� ��|��}� }� �{� z�z¢
���}|��{~ �� ���� �{� ���~�|���}� ���}|��{~ �}| ����� �������{���� �}�}|����� ð}���� �{�� ���� �� G�}������ �} �|������� �� ����~���}�� �{� �������|� �|��{� �}���|����� �� �{� ����|���}� �|}����|�
I ��� II ~�� �}����� �|��������

º/�/! ¥���{��� �|������ �|�� �|��{ G»¢��¢�! ¢ {��}�}�}|��� S ���{ ~���~�~ �}�� K̂(S)

¡�  ����/X��/����! ¢�� ����� �|� �|��ñ L = {G}ñ
s(G)¼���� �}����}� �} ��|ñ w∗ = +∞

ä� ¥{���
L 6= ∅

�}
��� z{}}�� � �|��{ H

�� �ñ
��� �� H {�� �� ����� }�� �|�� ���� �{�� ����� �|}����|� I(H)���� ���� ����� �|� ��}�����

�� ��
H
�� �}� � ������ �{�� ����� �|}����|� II(H)���� �H �� � ������ ���{ ��� ����� ��}�����¢�

w =
∑

v∈V (H) w(v)ñ£� ��
w < w∗ �{�� s(G) = H ��� w∗ = w ñ

á� ��~}��H
�|}~ L ��� ���|}���� �{� �|��{� H1, H2

��|}����� �� ����|���}� �|}����|�� �� �{��
����� ���} Lñ

Z/½X- 1� �{� z�z¢ ¢��}|��{~

¥� �}� ����|��� �{� ��} ����|���}� �|}����|��î

�-�/�/���� ���W-O¢�- I(H)

¡� z{}}�� � �|�� ���� [x, y]
��

H ñ
ä� ���

H1
�� }������� �|}~ H

�� �}�������� [x, y]
���} � �}�� xy

���{
w(xy) = w(x) + w(y)ñ �������� �������� �} xy �|� ��}����ñ

ä�



á� ���
H2
�� }������� �|}~ H

�� ��}����� [x, y]ñ
�-�/�/���� ���W-O¢�- II(H)

¡� z{}}�� ��} �}� �������� �}��� x, y
��

H ñ
ä� ���

H1
�� }������� �|}~ H

�� �}�������� x, y
���} � �}�� xy

���{
w(xy) = max{w(x); w(y)}ñ��� ����� �������� �} xy |�~��� ��}����ñ

á� ���
H2
�� }������� �|}~ H

�� ���|}������ �{� ���� [x, y]ñ [x, y]
�� ��}����ñ
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ab
�}�� ¼ ¦

�
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bc�

�}�� ¼ ¦

�}�� ¼ ¦
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�}�� ¼�

 ���|� ¤î �� ������|���}� }� �{� z�z¢ ���}|��{~
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ð}���� �{�� �{� z�z¢ ���}|��{~ �}��� �� �������� �} {����� �{� ���� }� {��}������ ���� �}��
������� �} ������ }� ���� �|����| �{�� � ����� r

� ��� ��� �}|~�����}� �}��� �}� �� �� ������� �� �{�
��}�� }���

À 
uèë ëJsërêyurê érv Áétyésyurê
�� �{� ��}�� ����{ ��{������� ~}��� ����|���� �� �����}� ä� �� {��� |����|�� �{�� ���{ �}�������
�}~�}���� }� �{� ����|��{ ������� �� � {��}������ ��� S

�� � ������ �}� ���� }�� }| ~}|��� �{��
~�� �� �}} ��|}��� ï��{ �}������� �}~�}���� }� �{� ����|��{ ������� �� S

�� � �}������}� }�
}��|���}�� �������� �} �{� ��~� �|}����}|ñ �{�� ���� {���� �� �|}������ �}������������ £�� �{������ �}� �� ��� ���|���� ���}~�������� ���{ }��|���}�� �}��� ��~��� �� |����|�� �} �}|~ � �}�������
�}~�}���� }� �{� ����|��{ ������� �� S }|� �� }�{�| �}������� � ����|��{ ��|������ � {�|�����|��|}��|�� P ñ �� ���� ���� ���{ �}�}|���� ôõó$òùòõóøû �
úôõûõ�òóþ� 9õ� P 1�
úôõûõ�òóþ�<� �{��� �}��}���|� ������ ��� �{��| ������{��� ��|��}��� �} �{� �}����� }� ôõó$òùòõóøû ôõûõ�òóþ� }� G ���{ |������ �}� �|��{ �{�}|������ �|}��|�� P ñ �{� �}�����}��� �{|}~���� ��~��| χ(G, P )

�� �{� ~���~�~ ������|
k
���{ �{�� �{�|� �� � ��|����}� }� �{� �}��� ���} k

���� ���{ �{�� �{� ����|��{ ������� �� ���{ ���
{�� �{� �|}��|�� P ���� ¢���|��}� �� ��� �¡�� +���}� �¡[� }| ��|�|� �¡���� ¢� �~�}|���� ���������}�
}� �}�����}��� �}�}|��� �� �{� ��|���� ~��������|��� �|}���~ ��� �� ��§��� �� P (V ′) = true

�� �{�
����|��{ ������� �� V ′ �� �����|ñ �{� ��~��| χ(G, P lanar)

�� ���} ��}�� �� �{� óõ$ü ùÿòô"óü�� }�
� �|��{ ���� £������ ��� ¥{��� �ä� ��� &����� �� ��� �¡¦� �}| � ��|�����
�}� �� �}��� �}�����| ~}|� ����|�� {��}������ ���� ��� ��§�� �{��| ����{�� �� �� ���|}�|����

���� �� �}| �������� S
�� �� �|���|�|� ������ }� �}��� �� � ����{��� �|��{ G

���{ �{�� ���{ �}�������
�}~�}���� C }� S ��|�§�� �|}��|�� P

� ���
C(S)

�� �{� �}������}� }� �}������� �}~�}����� C
�� �{�

����|��{ ������� �� S
� ���

f
�� � ������}� ������ �{� �}�� }� �}������� �}~�}���� C �f ����� ���}���}��� �{� �}�� }� }��|���}�� �� C
�ñ �} �� ��� {��� f(C) =

∑
v∈V (C) w(v) }| f(C) = maxv∈V (C)w(v)�}| ���{ �}������� �}~�}���� C ∈ C(S)

�{�|� V (C)
�� �{� �}�� ��� }� C � �� ��� ����� �� ����}���{�� �{� ������}� f }� P(V ) ��|�§��î

∀v ∈ V, f({v}) = w(v) ���¡�
�{��� �� ���}|�� w(S) = max{f(C)| C ∈ C(S)}

� ������ � P �����|������ {��}�}�}|��� }� �{�����{��� �|��{ G = (V, E)
���{ |������ �} f

���� �� � ��|����}� S }� �{� �}�� ��� V
���} k �����}�������{ ������� S1, . . . , Sk ñ �{� �}�� K̂(S)

���� �� ��§��� ��î

K̂(S) =
k∑

i=1

w(Si)

�{�|� �}| ���{ i
�
w(Si) = max{f(C)| C ∈ C(Si)}

�

•
�� �{�� ����|� �� ~����� |���| �} �{� ���� f(C) =

∑
v∈V (C) w(v) ��� P

�� �{� �|}��|�� �} ��
� ������� ¢� �� �{� �|���}�� �����}��� �� }���~�~ ����� ���� �� ������|����� ���}��� �� K̂(S)
}| Π(G, Clique, sum)

�
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•
�� �{� ~}|� ����|�� �������}� �}||���}����� �} �{� ���� ���{}�� �}���|������ �� {��� f(C) =
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v∈V (C) w(v) ��� P
�� �{� �|����� �|}��|�� ������� ������ �} �|���� ð}�� �{�� �� ��� ����{�� �|�

����� �} }��� �{�� w(C) = |V (C)| ��� w(C)
�� �{� ��~��| }� �}��� �� �{� ��|���� �}�������
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f(C) = maxv∈V (C)w(v) ��� P
�� �{� �|}��|�� �} �� � ������ ������ �� ���� ����� �{�
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� �{� ���}������ �|}���~ �� ð� ��}~����� �� �{� �|��{� ���{ ~���~�~ ���|���}����� ��}�� �� k2 �}| ��� k ≥ 2
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Π(G, P, f) = min{K̂(S)| S
�� � P �{��}�}�}|��� }� G ���{ |������ �} f} ���ä�

�� �{�� ����� ����|�� �� {��� Π(G, P, f) ≤ Π(G, max)
�{�|� �� Π(G, max)

� �{� �|������� �� ��§���
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∀V ′ ⊆ V, P (V ′) = true
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|V ′| = 1 ��{� �������� Π(G, max)
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����������� ��� Güù
G = (V, E, w)

úü ø ýüòþÿùü$ þ�ø÷ÿ øó$ S = (S1, . . . , Sk)
ø ÷ø�ùòùòõó õ� óõ$ü �üù

V õ� G % ��
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$üóõùü� ùÿü óõ$ü �üù õ� ø ôõóóüôùü$ �
úþ�ø÷ÿ C
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G øó$ wmax(V ′) = maxv∈V ′w(v)�õ� øó� V ′ ⊆ V � ýü ÿø8ü �õ� øó� ÿü�ü$òùø�� ÷�õ÷ü�ù� P øó$ �
óôùòõó f 8ü�ò��òóþ 9Â%=< 4

Π(G, P, f) ≤
k∑

i=1

wmax(Si) max{|V (C)| : C ∈ C(Si)}
���á�

���� ! ¢���~� �{�|� �� � ��|����}� S = (S1, . . . , Sk)
}� �{� �}�� ��� }� G ��� � {�|�����|� �|}��|�� P��� � ������}� f ��|������ ���¡� ���{ �{��î ∑k

i=1 wmax(Si) max{|V (C)| : C ∈ C(Si)} < Π(G, P, f) ≤

Π(G, max)ñ �{�� ���{ Si
��� �� ��|����}��� ���} �� ~}�� max{|V (C)| : C ∈ C(Si)}

������ ����ñ ������{� ����� }� ���{ ���{ ������ ��� �� Si
�� �� ~}�� wmax(Si)

� �{�� �}��� ���� � ����{��� �}�}|��� }� G���{ � ����� ��|����� �~����| �{�� Π(G, max)
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Π(G, max) = minS=(S1,...,Sp)
��|����}� }� V

p∑

i=1

wmax(Si) max{|V (C)| : C ∈ C(Si)}
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Π(G, max)

����| ������� �{� |��{� {��� ����� z}�����| �� }���~�� ����{��� �}�}|���
S∗ = (S∗

1 , . . . , S∗
k) ������ ���{ Π(G, max) =

∑k
i=1 w(S∗
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|V (C)| = 1
�}| ���|� �}������� �}~�}���� }� ���|� S∗
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ü ��üü ùÿüó ýü ÿø8ü4

Π(G, clique, sum) ≤ Π(G, max) ≤ Hk Π(G, clique, sum) �����
ýÿü�ü Hk

ò� ùÿü k1ùÿ ÿø�öõóòô ó
öúü� 9ò%ü%� Hk =
∑k

i=1 1/i
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���� ! �{� §|�� ���������� {�� ���� �|}���� ��� S∗ = (S∗
1 , . . . , S∗

r )
�� �� }���~�~ {��}�}�}|��� }�

G
� ¥� ���}�� �� Ci

�}| i = 1, . . . , r1
�{� �}������� �}~�}����� }� S∗

1

� ¥� ����� �{� {��}������ ���
S∗

1

���} ������ ���� S∗
1,1, . . . , S

∗
1,k

�� �{� �}��}���� �|}����|�î v ∈ S∗
1,1

�� ��� }��� �� �{�|� ����� j ≤ r1���{ �{�� v ∈ Cj
��� w(v) = maxx∈Cj

w(x)
� �� }�{�| �}|��� S∗

1,1

�}������ }� �{� ��� }� ���~����
}� ���{ �}������� �}~�}���� �{��{ {��� �{� ��|���� ����{�� �{��� �� ������ S∗

1,1

�|}~ S∗
1
��� ��

|����� �{� �|}����|� ����� S∗
1

�� �~���� �{��� �� |����� �{� �|}����|� }� S∗
2
����� �� }����� �

�}~����� �}�}|���� ¥� ��}� �� �}���|����}� �{�� �{�|� ������ �� ~}�� k
���{ ������ ���� �|}~ S∗

i�����
G
��

(k + 1)������� �|�� ��� ��� ���} {��� S∗
i,k = ∅

�}| �}~� i ≤ r
�� ¥� �{}� �{�� �� {��� �}|

i = 1, . . . , r ��� �}| j = 1, . . . , k
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w(S∗
i,j) ≤

w(S∗
i )

j
�����

¥� }��� �|}�� �{� |����� �}| i = 1
����� �� ������ �} ������ S∗

1

�|}~ G
�} }����� �{� |����� �}| i = 2��� �} }�� �� j = 1

� �{� |����� �� �|������ ���
j ≤ k

�� �� ������| ���{ �{�� w(S∗
1,j) 6= 0 �}�{�|������{� |����� �� ����� �|������ñ ���}�� �� vj

� �}�� }� S∗
1,j
��|������ w(vj) = w(S∗

1,j)
� £� �}���|����}� ��

�{� {��}������ ��� S∗
1

� �{�|� ������ � j������� Kj
���{ �{�� vj ∈ Kj

��� �}| ��� }�{�| �}�� v }� Kj�� {��� w(v) ≥ w(vj)
� �{��� �� }����� j w(vj) ≤

∑
v∈Kj

w(v) ≤ w(S∗
1)
�

 ������� �� ��~ �{� ���������� ����� }��| ��� i, j ��� �� }����� �{� �������� |������ ¤

5-./�6 ��� >ÿò� úõ
ó$ ò� úü�ù ÷õ��òúûü% £õó�ò$ü� G = ∪k
i=1Ki

ýÿü�ü Ki
ò� ø ôõö÷ûüùü þ�ø÷ÿ õó ióõ$ü� øó$ �õ� øó� óõ$ü v õ� Ki � ýü �üù w(v) = k!/i % >ÿüó Π(G, max) = Hk Π(G, clique, sum) %

¥� �}������ �{�� ��������}� ���{ �� ���������� }� �{� ���� }� ��� }���~�� P �{��}�}�}|��� S∗

}� G
���{ |������ �} �|���|�}� max ������ K̂(S∗) = Π(G, P, max)

�ñ �{��� �� �{�� ���� �{� �}�� }� �
P �{��}������ ��� S

��
w(S) = maxx∈Sw(x)

� ¥� ���� ���� �}~� ������}��� �}����}��î �� ���}�� ��
q = χP (G)

�{� �������� Π(G, P, max)
�{�� ��� ����{�� }� G �|� ����� �} }��� ¥� ���} |��������������}�� �� |S∗| ��� |w|

�{� ���� }� �{� �}����}� S∗ ��� �{� ���� }� �{� ����{� ������}� w ������ �{���~��| }� ����|��� ������ ����� �� w
�� �{��� �� {���î

����������� ��0 Güù
G = (V, E, w)

úü ø ýüòþÿùü$ þ�ø÷ÿ ýòùÿ w(v) > 0
�õ� øó� óõ$ü v? ü8ü�� õ÷ùòöøû

P 1ÿ�÷õôõûõ�òóþ S∗ = (S1, . . . , Sk)
õ� G ýòùÿ �ü�÷üôù ùõ ô�òùü�òõó max �
ôÿ ùÿøù w(S1) ≥ . . . ≥ w(Sk)�øùò�2ü�4 w(Si) > w(Si+q−1)� �õ� øó� i 6 k − q % >ÿ
�� ýü ÿø8ü4
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|S∗| ≤ 1 + |w|(χP (G) − 1) ���¦�
���� ! ���

S∗ = (S1, . . . , Sk)
�� �� }���~�� P �{��}�}�}|��� }� G

���{ |������ �} �|���|�}� max
�

¢���~� �}� �{�� q = χP (G) > 2ñ �{}}�� �{� �~������ i
���{ �{�� w(Si) = . . . = w(Si+q−1) > w(Sk)

�
¥� {��� i 6 k − q

�� ����~���}�� ð}� Si ∪ Si+1 ∪ . . . ∪ Sk
������� � ����|��{ G′ }� Gñ ��{��� �{�|��}|� χP (G′) 6 χP (G) = q

����� �{� �|}��|�� �� {�|�����|�� �} �{�|� ������ � P ��}�}|���
(S′

i, . . . , S
′
i+q−1)

}� G′ ����{ i + q − 1 < k
�� ¢���~��� w(S′

i) > w(S′
i+1) > . . . > w(S′

i+q−1)
��

{��� w(S′
i) = w(Si)

��� w(S′
i+s) 6 w(S′

i) = w(Si+s)
�}| s = 1, . . . , q − 1

����� �{� �|���|�}� �� max
�

������� S′
j = Sj

�}| j = 1, . . . , i− 1
�� ��� �� (i + q − 1) P ��}�}|��� S ′ = (S′

1, . . . , S
′
i+q−1)

}� G ���{
K̂(S ′) < Π(G, P, max)

�{��{ �� � �}��|������}��
¤&}�� }� �{� |������ ��������{�� �� �|���}�� �����}�� ��� �� �|����}��� �} Π(G, P, sum) ����}~���~�� �} Π(G, P, max)

� ð�~��� �{� ���|}��~���}� |������ ��� �{� �|}��|���� }� �{� ���� �}| �{�
������ }� }���~�� �}����}���
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