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COHOMOLOGIE L? DES VARIETES QALE
GILLES CARRON

REsuME. Nous donnons une interprétation topologique des espaces de formes
harmoniques L2 de certaines des variétés QALE introduites par D. Joyce.
Nous introduisons pour cela un critére analytique qui nous permet d’utiliser
des bouts de suites exactes de Mayer-Vietoris.

1. INTRODUCTION

Sur une variété riemannienne compacte, le célébre théoréme de Hodge et de
Rham identifie les espaces de formes harmoniques L? aux groupes de cohomologie
réels de la variété. Lorsque (X, g) est une variété compléte et non compacte, ses
espaces de formes harmoniques L2

H¥(X) = {a € L*(A*T*X),da = d*a = 0}
peuvent étre identifiés aux espaces de L? cohomologie réduite :

HF(X) 2 H(X) = {a € L*(A*T*X),da = 0} /{da,a € L2(AF-1T*X), da € L2}

ot I'adhérence est prise pour la topologie L?. Cependant cette cohomologie L?
réduite n’est pas en général pratique & calculer, car elle ne vérifie pas les suites
exactes de Mayer-Vietoris. La cohomologie L? non réduite définie par

"HR(X) = {a € LA (A*T*X), da =0} / {do, o0 € L*(A*'T*X), do € L?}

peut se calculer & ’aide de suites exactes de Mayer Vietoris, cependant ces espaces
ne coincident que lorsque 'image de d est fermée et dans le cas contraire les espaces
de cohomologie L? non réduite sont de dimension infinie : ils ne permettent pas de
récupérer la cohomologie L? réduite.

De nombreux travaux donnent une interprétation topologique de ces espaces de
cohomologie L? réduite en fonction de la topologie et de la géométrie a I'infini. Par
exemple, dans [1], M. Atiyah, V. Patodi et I. Singer calculent la cohomologie L?
réduite des variétés a bouts cylindriques, les travaux de A. Borel, B. Casselman, E.
Looijenga, L. Saper, M. Stern et S. Zucker ont permis d’identifier la cohomologie L?
des variétés hermitiennes localement symétriques ! & la cohomologie d’intersection
de leurs compactifications de Borel-Serre-Satake ([3, 4, 24, 35, 40, 41]), les variétés
a courbure négative ou asymptotiquement nulle ont aussi fait I’objet de nombreux
travaux ([25, 27, 29, 39, 9]).

Récemment, A. Sen a utilisé une dualité issue de la M-théorie pour prédire 'ex-
istence de formes harmoniques L? sur l’espace réduit des monopoles de charges
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dans ce cas Iimage de d est fermée et cohomologie L2 réduite et non réduite coincident.
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2 GILLES CARRON

k sur R? ([37]). Grace & des arguments également issus de la physique théorique,
il existe aujourd’hui de nombreuses prédictions concernant les espaces de formes
harmoniques L? sur certaines variétés riemanniennes complétes & holonomie excep-
tionnelle. Dans un papier remarquable, N. Hitchin montre qu’une variété hyperkéih-
lerienne compléte de dimension réelle 4d obtenue par réduction hyperkihlerienne
de R*" ne peut porter de formes harmoniques L? qu’en degré 2d [16] ; pour cela il
utilise une amélioration due a J.Jost et K.Zuo ([21]) d’un résultat de M. Gromov
(|14] cf. aussi [6, 26]). N. Hitchin détermine aussi les formes harmoniques L? de
certaines de ces variétés dont I’espace réduit des monopoles de charge 2 et il vérifie
dans ce cas les prédictions de A. Sen. En fait les travaux de G. Segal et A. Selby
montrent les prédictions de A. Sen équivalent & démontrer que pour ces variétés la
cohomologie L? réduite est isomorphe & 'image de la cohomologie & support com-
pact dans la cohomologie absolue ([36]). Un travail fondamental de T. Hausel, E.
Hunsicker, R. Mazzeo interpréte les espaces de cohomologie L? réduite des variétés
dont la géométrie a I'infini est de type "fibred boundary" (& bord fibré) ou " fibred
cusp (2 pointe fibré) en terme de cohomologie d’intersection de la compactification
obtenue en écrasant les fibres de la fibration & U'infini ([15]). Ces géométries intro-
duites par R. Mazzeo et R. Melrose modélisent les variétés localement symétrique
de Q-rang 1 et certaines géométries (ALE, ALF, ALG) des variétés a holonomie
exceptionnelle ([28]) et ce travail leurs permet de confirmer ou d’infirmer certaines
des preédictions issues de physique théorique (cf. la septiéme partie de [15] pour plus
de précisions).

L’objet de ce travail est la classe de variétés a holonomie SU(n) ou Sp(n/2)
construite par D. Joyce (théoréme 9.3.3 de [22]) :

Théoréme A. Soit G C SU(n) un sous groupe fini et X —— C"/G une résolution
crépante de C" /G, si X porte une métrique kihlerienne QALE asymptote ¢ C" /G
alors elle porte aussi une métrique Kdihler-Einstein plate; de plus si G C Sp(n/2)
alors cette métrique est hyperkdhlerienne.

Nous ne donnons pas la définition de résolution crépante (cf. [22] page 126
par exemple), nous signalons uniquement qu’une telle résolution n’existe pas tou-
jours. Nous dirons plus loin deux mots sur la géométrie des variétés QALE (Quasi-
Asymptotiquement Localement Euclidienne). Certaines de ces résolutions comme
les schémas de Hilbert sur C? sont aussi connues sous le nom d’espace des instantons
non commutatifs ([33, 32]). Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme B. Soit G C SU(n) un sous groupe fini, on suppose que S*~1/G le
quotient de la sphére par G soit a singularités isolées. Si X —— C"/G une résolution
crépante de C" /G équipée d’une métrique QALE asymptote ¢ C"/G alors

H*(X) ~Im (HY(X) — H¥(X)).

Les travaux de Y. Ito et M. Reid, V. Batyrev, J. Denef et F. Loeser permettent
de décrire la cohomologie usuelle de X a 'aide des classes de conjugaison de G
((J20, 2, 13]). Notons C(G) I’ensemble des classes de conjugaison de G, en corollaire
de ce théoréme nous obtenons :

Corollaire 1.1. Soit G € SU(3) ou G C Sp(2) un sous groupe fini et X —— C"/G
une résolution crépante de C" /G équipée d’une métrique QALE asymptote 4 C"/G,
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alors :
xz2(X) = i(—nk dimHF(X) = zn:dimHQI(X
k=0 =
= card {[g] € C(G), ker(g — Id) = {0} }.

En particulier, nous démontrons que ’espace des formes harmoniques L? de
Hilb?(C?) est de dimension 1 et qu’il est formé de formes de degré 4. Notre théoréme
répond par laffirmative & une question de E. Hunsicker. Lorsque G agit sans point
fixe sur S?"~! alors X est une variété ALE : au dehors de 771{0}, X est quasi
isométrique au bout de cone {z € C™, ||z|| > 1}/G et dans ce cas ce théoréme Best
déja connu ([31, 7]).

Décrivons rapidement la géométrie a I'infini des variétés QALE considérées ici :
nous supposons donc que G C SU(n) soit un sous groupe fini et que S>"~1/G soit
a singularités isolées. Notons S C S?"~1 /G ce lieu singulier ; c’est le quotient par G
d’une réunion de sphéres. Si (X, g) est une variété QALE asymptote & C™/G alors
au dehors d’un compact K C X,

X\K=U_E;

ol Ey est quasi-isométrique & un bout cone sur (S*"~1/G) \ S° ou S¢ est un ¢
voisinage de S C S?"~1 /(G et chaque E; a un revétement fini quasi isométrique a

{(y,v) €Yix Vi, 1< ol < 2eflm(y)|}

ou V; C C™ est un sous espace vectoriel, A; = {g € G, g|y, = Id} # {Id} et 7; :
Y; — Vi1 /A; est une résolution de V;+/A; équipée d'une métrique ALE asymptote
aVit/A,;.

L’outil important introduit ici est une suite de Mayer-Vietoris entre cohomologie
L? 3 poids réduite. Pour alléger les discours on introduit la définition suivante :

Soit (X, g) une variété riemannienne (non nécessairement compléte) et p, w des
fonctions strictement positives (lisses) sur X, on suppose de plus que w est bornée.
On peut définir 1la cohomologie a poids :

HY(X) = {a € L2(A*T*X),da = 0} /{da, o € L2(AF-1T*X), do € L2}
ou ’adhérence est prise pour la topologie L2 associée & la mesure pdvoly. On note
aussi DE~1(d) = {da,a € L2(A*'T*X), da € L2} le domaine de d.
Définition 1.2. On dira que I'image de d : DE~'(d) — L%(AFT*X) est presque
fermée (en degré k et par rapport & w) si lorsqu’on introduit I'espace
k—1 _ 2 (Ak—lx 2 ( A

Cop (X)={a€ Ly, (A" T"X),da € L,(A"T"X)}
alors 'image de d : C§ ! (X) — L2(A*T*X) est fermée et son image est exactement
dDi~ ! (d) = {da, o € LZ(AP1T*X),da € L2},

Cette notion de "presque fermeture" de 'image de d est trés pratique car elle
permet d’obtenir des suites de Mayer-Vietoris :

Théoréme C. Si X =U UV, on suppose que l'image de d est presque fermée (en
degré k et par rapport 4 w) sur X, U,V et UNV et que

— r — — ) —
{0} = i (X) — €L (U) @ Cor (V) = Ci (Un V) — {0}
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alors la suite exacte courte suivante est vérifiée :

k k § ok b ok ™ ok & PR
Hy,, (U)oHy,, (V) — Hy, (UNV) — Hj(X) — H(U)eH; (V) — Hi(UNV).

Cette suite exacte permet en principe de déterminer HZ(X) lorsqu’on connait
les autres espaces et les différentes fleches de cette suite exacte.

Gréce a un résultat de L. Hormander ([17]) et & nos précédents travaux sur la
non parabolicité & I'infini, nous obtiendrons :

Théoréme D. Soit (X,g) une variété riemannienne compléte et w une fonction
strictement positive lisse bornée sur X (vérifiant 3.2), nous notons d}, = w='d*w
Uadjoint formel de lopérateur d : L2 (A*1T*X) — L2 (A*T*X) alors il existe un
compact K C X telle que

Vo € CE(ATITH(X\ K)), llells, < Cllldyellze + lldell e

si et seulement si les images de d : Ch-2(X) — L2 (A*'T*X) et ded : Cf;ll (X) —
L2(AFT*X) sont fermées et si dimHE1(X) < oo.

Ceci est a rapprocher de la définition que nous avions introduite dans [8] et
utilisée dans [9] pour déterminer la cohomologie L? réduite des variétés plates au
dehors d’un compact :

Définition 1.3. Soit (X, g) une variété riemannienne compléte, on dit que 'opérateur
d+ d* est non parabolique & I’infini s'il existe un compact K C X tel que pour tout
ouvert borné U de X \ K, il existe une constante C' > 0 telle que

Vi € G (AT (X \ K)), Cliellzzwy < [I(d+d7)ell-

Décrivons maintenant ’organisation de ce papier : dans une premiére partie, on
rappelle les définitions des espaces de cohomologie L? & poids, dans une deuxiéme
partie nous décrivons notre critére de presque fermeture de 'image de d et nous
y donnons des conditions pour que l'image de d soit presque fermée sur U UV
lorsqu’elle I'est sur U, V et UNV et pour qu’elle soit presque fermée sur U lorsqu’elle
I'est sur UUV et UN V. On compare aussi cette condition & la non parabolicité
a l'infini et nous montrerons le théoréme D. On calcule ensuite la cohomologie
L? réduite des cones et & titre d’illustration nous reprouvons un résultat de R.
Melrose ([31]) & propos de la cohomologie L? des variétés a bouts coniques. On
décrit ensuite la géométrie des variétés QALE. Enfin dans la derniére partie nous
prouvons notre résultat principal (le théoréme B), en fait notre méthode permet
aussi de déterminer la cohomologie L? des variétés QALE asymptote a C"/G (ot
S?"~1/G est a singularités isolées) et pas seulement des résolutions crépantes. La
description de ces variétés faite plus haut implique qu’il y a un compact K sur
lequel la variété X se rétracte. Et le bord de K est une résolution de S>*~1/G. Les
singularités de S"~1/G sont de la forme (C™i/A; x S*"~1)/B; ou A; C SU(m;)
agit sans points fixes sur C™ \ {0}, B; agit sans point fixe sur C™ /A; \ {0} et sur
S?mi=1s ces singularités sont résolus par (Y; x $?"~1)/B;. Notons Y = U,Y;/B;,
on dispose d’une application f : Y — 0K, on peut considérer le sous complexe de
C>(A*T*K) formé par les formes différentielles dont le tiré en arriére par f est
nulle et on note H*(K,ker f*) la cohomologie de ce complexe : un cas particulier
de notre résultat est le suivant
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Théoréme E. Soit G C SU(n) et (X,g) une variété QALE asymptote a C"/G
on suppose que S*~1/G est a singularités isolées et que la dimension réelle de ces
singularités est plus grande ou égale a trois alors
HF(K,0K)~ H¥(X) sik<2
H*(X) ~ { H*(K, ker f*) si k€ [3,2n—2]
HF(K) ~ HF(X) sik>2n—2

Remerciements. Je tiens a remercier C. Sorger pour avoir répondu patiemment &
mes questions naives sur la cohomologie des résolutions crépantes. Je remercie aussi
T. Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo et I’ A.I.M. pour avoir organisé et accueilli
la, conférence "L? Harmonic Forms in Geometry and Physics" au cours de laquelle
cette question a été soulevée. Ce travail a débuté alors que je bénéficiais d’une
délégation partielle au C.N.R.S.

2. L? COHOMOLOGIE (A POIDS).

Nous présentons ici les espaces de cohomologie L2, on trouvera d’autres présen-
tations dans les articles de J.Cheeger, S. Zucker, J. Lott ([11, 40, 25] et de facon
plus abstraite dans le papier de J. Briining et M. Lesch ([5]) .

Si (X, g, 1) est une variété riemannienne équipée d’une mesure lisse p(z)d voly(x)

(ou méme seulement dans L{?.), on introduit I’espace LZ(A’“T*X) des formes dif-

férentielles qui sont de carré sommables pour cette mesure, la norme de cet espace
de Hilbert est :

Jall? = [ lafudvol.
X

On note (, ), le produit scalaire associé.

L’espace des k-formes L? fermées est 'espace Z}(X) des formes a € L2 (A*T*X)
qui sont fermées au sens des distributions, i.e. celle qui vérifie :

VB € C°(AMIT*X), (a, d,6),=0.
Ou dj, est I'adjoint différentiel formel de 'opérateur
d: CP(AT*X) — L(AM T X)
si la variété X est orientée et si * est 'opérateur de Hodge on a
* —1
d, ==+p " *dxp

le signe étant fonction du degré. Lorsque ;= 1, on ne mentionnera pas la référence

a la fonction  : on notera L? = L?, d* = d}...

Le domaine (maximal) de d est
ko 2 (A ko 2 (A k1
DE(d) = {a € LA(APTX), da € L2(AFF'T*X)}.
C’est a dire a € Dl’j(d) si et seulement si « € LZ(A’“T*X) et s’il y a une constante

C tel que
Vo € G (A ITX), |, dyo), | < Clollu
Maintenant on fait I’hypothése suivante :

(2.1)
La variété X est l'intérieur d’une variété a coins X et la métrique g

et le poids p s’étendent & X et X est complet pour la distance géodésique.
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On note alors CgO(AkT*X) I’espace des formes différentielles lisses et & support
compacte dans X et C§°(A*T*X) I'espace des formes différentielles lisses et & sup-
port compacte dans X c’est & dire celle dont le support est borné dans (X, g). Avec
cette hypothése, C5°(A*T*X) est dense dans be(d) lorsque ce dernier espace est
équipé de la norme

a = [lally + [|def -
La Li-cohomologie non réduite de (X, g, u) est définie par

"THE(X) = Z5(X)/dDy ! (d).

La L? cohomologie non réduite est la cohomologie d’un complexe mais lorsque
I'image de d n’est pas fermée ce n’est pas un espace de Hilbert, c’est pourquoi on
introduit la Li-cohomologie réduite :

HY (X) = Z3(X)/dDj;~ ' (d) = Z}(X) /dCge (AF1T*X).

On notera BF(X) = dC§°(AFT*X) on 'adhérence est pris dans L%. Evidemment
lorsque 'image de d : Dﬁ_l(d) — Li(AkT*X) est fermée ces deux espaces coinci-
dent. L’objet de cet article est la cohomologie L? réduite, pour alléger le discours
on omettra de signaler I’adjectif réduite.

La cohomologie Li se représente par des espaces de formes harmoniques. On
introduit le domaine de d};, ou plus exactement de I'adjoint de d : Dﬁ_l(d) —
L2(AFT*X) : lorsque o € L2 (AFT*X) alors o € D¥(d) si et seulement il y a une
constante C' telle que

Vo € C° (AT X), | (a,dy), | < Cliglly-

Lorsque a € Cg°(A*!'T*X) alors a € D(d}) si et seulement si le long de la
partie lisse du bord de X, a n’a pas de composante tangentielle.
Lorsque D* (dy,) est équipée de la norme du graphe

a v |laflu + ldgall,
alors C§°(A*T* X) est dense dans Dk(d,’j). On introduit donc :
HE(X) ={a € ZEA'T*X), a € D(d}) et dj,a =0},
La décomposition de Hodge-deRham nous apprend que :
2 (AR _ ayk k(A ks TR
Ly(A*T*X)  =H,(X) ® B,(A"T"X) @ d;, Dk+1(dy)
=H\(X) @ dC§° (A 1T+ X) @ d;,C§° (MM 1T+ X)

I’adhérence étant bien entendu prise pour la topologie de Li(AkT*X) et on sait de
plus que
ZN(X) =Hi(X) @ BIAT*X).
Donc on en déduit I'isomorphisme :
k ~ gk
H; (X) =~ H, (X).

On peut aussi définir la L? cohomologie relative (a 0X ou a' Y C 90X une
hypersurface de X) en considérant I'espace Dl’j(d, Y) des formes a € Li(AkT*X)
pour lesquelles il existe une constante C' telle que

Vo € CEAMITH(X UY)), |{a,dye), | < Cllell,.
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On définit alors
ZNX,Y)={aeDi(dY), da =0}
et
Bi(X,Y) = dD;(d,Y).

HY(X,Y) = Z5(X,Y)/Bi(X,Y).

Ces espaces admettent aussi une interprétation en terme de formes harmoniques : on
introduit pour cela I’espace D,’j(d,’j, Y) des formes « € Li(AkT*X) pour lesquelles
il existe une constante C' telle que,

Vo € C (A ITH(X UY)), [{a,d), | < Ol -
Si on définit
HMX,Y)={a € ZJ(X,Y)ND(d},Y), d,a =0}
alors nous avons I’isomorphisme
k ~ gk
Hi(X)Y) ~HL(X,Y).
Lorsque X est orientée?, grace a 'opérateur * de Hodge on a un isomorphisme :
k ~ gn—k
H;(X) ~ H#,1 (X,0X).

On peut aussi introduire comme implicitement L. Hérmander [17, 18] et plus
explicitement N. Teleman [38] la L? -cohomologie. C’est la cohomologie du com-
plexe des formes différentielles qui sont dans L7 ainsi que leur différentielle. Selon
la proposition 3.3 [38], la cohomologie de ce complexe calcule la cohomologie de X
(la cohomologie de de Rham). La dualité de Poincaré dit que la cohomologie de X
est isomorphe au dual de la cohomologie & support compact, en particulier il n’y a
pas lieu de distingué la L} . cohomologie réduite ou non réduite car 'image de d est
fermée sur LY . En effet, une forme fermée L7 _ nulle en cohomologie LE  réduite
est exacte en restriction a chaque domaine compact & bord lisse de X, elle définit
donc une forme linéaire nulle sur la cohomologie & support compact, elle est donc
exacte en cohomologie L? . Aussi une forme fermée de Li nulle en cohomologie Li
réduite est nulle en cohomologie L{ . en particulier elle est la différentielle d’une
forme dans L2 .. De plus lorsque X est compacte alors la Li cohomologie (qui est

2 cohomologie) est isomorphe a la cohomologie de

évidemment isomorphe a la L{

X.

3. LA CONDITION DE PRESQUE-FERMETURE DE L'IMAGE DE d ET LA SUITE DE
MAYER-VIETORIS

On introduit maintenant une condition qui permet d’obtenir un petit bout de
suite exacte de Mayer-Vietoris.

2Lorsque X n’est pas orientée, un résultat analogue est valide en considérant les formes a
valeurs dans le fibré d’orientation.
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3.1. Définition. On considére donc (X, g, 1) une variété riemannienne équipée de
la mesure p(z)dvol, et w : X —]0, 00[ une fonction lisse bornée, on dira que
Vimage de d : DE~'(d) — L2(AFT*X) est presque fermée (en degré k et par
rapport ¢ w) si lorsqu’on introduit I’espace
Col(X)={a€ L, (AN'T"X),da € L2 (A*"T*X)}
k _ gok—1
alors Bj;(X) = dCy, , (X).
Lorsque (X, g, 1) vérifie ’hypothése (2.1) alors ceci équivaut a ce que I'image de d :
ij;} (X) — Li(AkT*X) soit fermée. Dans ces conditions une forme L7, fermée o €
Z%(X) est nulle en cohomologie L2 si et seulement si il existe g € L2, (AF~1T*X)

telle que o = d3 3. 1l est évident que lorsque 'image de d est fermée elle est presque
fermée. Remarquons que lorsque w’ < w, alors

k—1 k—1 .
Cw,,u (X) c Cw’”u(X) ’

ainsi si I'image de d : Dl’jfl(d) — LZ(A’“T*X) est presque fermée par rapport a w
alors on a
k k—1
B, (X) C dCy, (X)),

mais on n’a pas forcément égalité. Dans (lemme 3.1 de [10]), nous avons obtenu un
critére qui assure l'inclusion inverse (cf. aussi les articles de N. Hitchin, P. Li , J.
Mc Neal, J. Jost et K. Zuo [16, 23, 26, 21]) :

Proposition 3.1. Si (X,g,u) vérifie (2.1) et si w(z) > m (o1 o est un
point fixé de X ) ou la fonction ¢ vérifie
o dt

Y(t)
alors
el H(X) c Bi(X)

Définition 3.2. Lorsque w vérifiera les hypothéses de cette proposition on dira que
w est & décroissance parabolique.

Un corollaire de ce résultat est donc le suivant :

Corollaire 3.3. Si (X, g, iu) vérifie les hypothéses (2.1) et si l'image de d : C§H(X) —
Li(AkT*X) est fermée alors pour tout poids w' < w a décroissance parabolique,
limage de d : CiTi(X) — L2(AFT*X) est encore fermée.
3.2. Suite de Mayer-Vietoris.
Théoréme 3.4. Si X =U UV et w : X —]0,00[ une fonction lisse, on suppose
que l'image de d est presque fermée (en degré k et par rapport ¢ w) sur X, U,V et
UNYV et que

{0} — ClH ) S el Uy e el (v) < el v nv) — {0}
alors la suite suivante est exacte :

5 b

r )
HE,(U)eHY,, (V) — HE,(UNV) — HE(X) — HE(U)eHE(V) - HE@UNY).

3au sens des distribution.
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Démonstration. Si A C B C X on note ¢4 p l'inclusion 14,5 : A — B et on note
wW=UnV.

Montrons 'exactitude de la derniére fleche i.e ker § = Imr* : soit donc (a, 3) €
ZEU) ® Z} (V) telle que

Gyua — Gy B € BE(W).
Ily aalors ¢ € ij;}(W) tel que tjy ;o — 13y B = dy et par hypothese il y a aussi

Yy, vy) € Cff;l}(U) & Cff;ul (V) tel que iy v — iy v = 9. Alors si y est la
k-forme L? sur X telle que

L*U,X7 =a—dyy et L*V,X’7 =B —dyy
alors 7 est fermée sur X et on a bien (f; yv —a € Bﬁ(U) et i xv— B € BS(V).

On montre maintenant ’exactitude de la fleche du milieu i.e. ker r* = Im 4. Soit

donc v € Zl’f (X) telle que
trx € Bi(U) et 1y xv € B(V),

on trouve donc (Yy,vv) € Ci-H(U) @ CE-H(V) tel que : 1f; vy = dpy et 1f xy =
dipy . Alors iy, YU — iy v Py € Zi;l(W), et évidemment on a d vy, ;v — iy v Yv] =
[v]-

On montre finalement 'exactitude de la premiére fleche : c’est & dire Imr* =
ker 8. Soit donc n € Zj (W), tel que si on choisit (Yr,9v) € Ch M ({U) & CE-H(V)
vérifiant n = 1y, ;U — tjyy Yy alors la k-forme L? fermée  définie par

L*U,X’Y = dyy et L;,X’Y = dyy
est nulle en cohomologie Li. Par hypothése il existe ¢ € ij;} (X) telle que v = do.
Mais alors on a a =ty — 1f; x¢ € Zi ' (U) et =y — 13, x¢ € Z5, 1 (V) d’on

% *
n=tlwyy®— LW,VB'
O

Remarques 3.5. i) On peut évidemment énoncé un théoréme analogue pour
la cohomologie Li relative & une hypersurface Y C X & condition d’intro-
duire I'espace Cf1(X,Y) des formes o € L2, ,(A*~1T*X) telles qu’il existe
une constante C' avec

Vo € CE (AT (X UY)) | (e dye), | < Cligllu:

ii) La preuve indique aussi que pour avoir 'exactitude au niveau des deux
derniéres fléches, on a uniquement besoin que I'image de d soit presque
fermée sur U NV, pour 'exactitude au niveau des deux fléches du milieu,
il suffit que I'image de d soit presque fermée sur U et V et au niveau des
deux premiéres fleche il suffit que "image de d soit presque fermée sur X.

3.3. Condition pour assurer la presque fermeture de I’image de d. Si on
découpe la variété en petits bouts sur lesquels 'image de d est presque fermée,
il n’est pas clair que 'image de d soit presque fermée sur la variété; voici une
proposition qui assure ceci (c’est en quelque sorte un voyage de la cohomologie vers
Panalyse fonctionnelle).

Proposition 3.6. Soit (X, g) une variété riemannienne vérifiant (2.1) et p,w,w’
des fonctions strictement positives lisses sur X. On suppose que X = U UV et que
les conditions suivantes sont vérifiées :
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— limage de d est presque fermée sur U et V par rapport au poids w.
— Le poids w est a décroissance parabolique.

La suite {0} — Cff;l} (X) o, Cff;l}(U) D Cff;l} (V) 9, Cff;l}(U NV) — {0} est

exacte.

—dey s (UNV)=BEXUNY).

SO L)L (V) et (UN V) — {0

— la suite suivante Hy, '(U) @ Hy H(V) — HE H(UNV) b, HY (X) est aussi
exacte,

alors l'image de d est presque fermée sur X par rapport au poids w.
Démonstration. Soit donc vy € BZ(X), évidemment on a aussi
W, x7 € By(U) et i x7y € Bi(V)
Iy a donc (¢, ¢y) € CioHU) @& CE-HV) tels que
L xY = dyu et 1y, xy = dipy.

On deéfinit alors 7 = (jyyYu — tyydv € fo,;l(W) et cette forme vérifie par
construction b[n] = 0. Ily a donc ¢ € Cff)/_fw(W) et (aw,av) € ZE M U)® ZE (V)
tels que

n=dé+ Ly yav — Lyyay.

Et on trouve aussi (¢y, ¢y ) € Cfu,_fw(U) ®CrT2 (V) tels que

w W
Lyudu — Gy ov = ¢.
Sivy e C{fj,_ul(X) est défini par
x¥ =vYu —dou — au et 1y xb =Yy —doy — av,
alors on a bien v = dt. Ainsi, nous avons obtenu l'inclusion :
k k—1
B, (X) CdC,,, (X).

L’inclusion réciproque est une conséquence du fait que w est & décroissance parabolique.
O

Nous avons bien évidemment un énoncé analogue pour la cohomologie Lﬁ relative
aY Cc 0X.

On a aussi un critére qui assure que 'image de d est presque fermée sur U
lorsqu’elle ’est sur X et UNV.

Proposition 3.7. Soit (X, g) une variété riemannienne telle que (2.1) soit vérifiée
d coins et p,w des fonctions strictement positives lisses sur X. On suppose que
X =UUV ou U vérifie aussi (2.1). Les conditions suivantes

— L’image de d est presque fermée sur X et U NV par rapport au poids w.

— Le poids w est a décroissance parabolique.
_ r _ _ ) _
{0} — ¢l (X) — el U) @il (V) — Ci(UNV) — {0}
—Urx HZ(X) — HZ(U) est injective
impliquent que l’image de d est presque fermée sur U par rapport au poids w.
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Démonstration. Soit v € Bfi(U) on a donc tjy, ;e € BE(W) et on trouve de méme
(v, yv) € C-HU) @ ClLM (V) tels que dijy v — dijy by = Gy . Maintenant
si y € Z8(X) est défini par

L xY =a—dy et 1y, xy = —dy.
Alors «y est fermé et f; vy € Bf(U) donc par hypothése : v € BE(X) et on trouve
o€ ij;}(X) tel que v = d¢, ainsi o = dypy + di; x¢. D’ou I'inclusion

k k—1
B, (U) c dCy,, (U).

L’inclusion réciproque est une conséquence du fait que w est & décroissance parabolique.
O

Remarque 3.8. On remarque que ’on peut remplacer I’hypothése que I'image de d
est presque fermée sur X par I’hypothése que si o € Bff (X) alors il y a une forme
BelLi,tel quea=dBet;fel?,

loc

La preuve de la proposition précédente montre méme le résultat suivant :

Corollaire 3.9. Si en plus des hypothéses précédentes, on a Hﬁ(U NnV) = {0},
alors
k ik
H#(U) ~ H#(X).

3.4. Comparaison avec la non parabolicité. Dans [9], nous avons utilisé une
condition similaire & la presque fermeture de I'image de d :

Définition 3.10. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, on dit que I’opéra-
teur d+dj, est non parabolique & I'infini §'il existe un compact K C M tel que pour
tout ouvert borné U de M \ K, il existe une constante C' > 0 telle que

Vip € G (AT (M \ K)), CllgllL2w) < [1(d+ )@l -

Soit K un compact contenant K dans son intérieur, on note W(A*T*M) le
complété de C§°(A*T* M) pour la norme :

a = el g2y + (d + dp)ellp-

Cet espace ne dépend pas du compact K choisi, il s’injecte donc naturellement dans
W22, De plus Popérateur (d + dr) : W(A*T*M) — L2 ((A*T*M) est Fredholm

loc
et on a

B (M) = dW (AT M).
Si l’on fait I’hypothése de coercivité suivante :
Vi € Co(A*T* (M \ K)), Cllwell, < [[(d+d)ellwp

alors I'opérateur d + dj, est clairement non parabolique a linfini et I'image de d
est presque fermée sur M pour le poids w. Dans ce cas une norme sur l’espace
W (A*T*M) est

o = [|@llwp + [(d + )l -
Alors le noyau W de l'opérateur d + dj, est le noyau Lﬁm de lopérateur d + dj, ; et
il y a donc une constante C' > 0 telle que si ¢ € C§°(A*T*M) vérifie

(9, h) =0, Vh € kerrz (d+dy)

alors
Cllelwn < [I(d+ d)ellu
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L’avantage de cette définition est qu’elle ne dépend que de la géométrie & 'infini
de M et qu’avec un peu d’analyse on peut obtenir une suite exacte longue en coho-
mologie Li~ Mais ceci ne permet pas de découper la géométrie a I'infini en morceaux
sur lesquels on ferait une analyse similaire. La condition de presque fermeture pour
I'image de d est assez souple mais nous ne savons pas si elle ne dépend que de la
géométrie a 'infini : par exemple si (X, g) est une variété riemannienne qui vérifie
nos hypothéses (2.1) et u une fonction lisse strictement positive sur X.Soit K ¢ X
un compact, est-il vrai que la presque fermeture de I'image de d sur X implique la
presque fermeture de I'image de d sur X \ K (et vice versa) ? Notons par exemple
que 'hypothése de presque fermeture de I'image de d ne requiert pas la finitude de
la dimension des espaces de Lﬁ cohomologie.

Lemme 3.11. Supposons que (X, g, ) vérifie la condition (2.1) et que w soit a
décroissance parabolique, alors CG°(AF~'T*X) est dense dans C; ! (X) lorsque ce
dernier espace est équipé de la norme du graphe o — ||O‘||12uu + |lde|o-

Démonstration. C’est en fait une reformulation du lemme (3.1) de [10]. Grace aux
hypothéses (2.1), il suufit de démontrer que si 8 € ij;} (X), alors on peut trouver
une suite (5;); d’élément Cffjjul(X) a support compact qui converge vers [3.

Rappelons que w est a décroissance parabolique :
S 1
~ ¥*(d(o, z))
ol o est un point fixé de X et ¢ vérifie

> dt

e(t)
On introduit alors les fonctions de troncature de [10] : si r, R deux nombres réels
tels que 0 < r < R, on leurs associe la fonction ¢, r définie par

1 si s<r
—1
R R .
(3.1) orr(s) =1 [ % X (fT %) si selrR]
0 si s>R

Il existe alors par hypothése des suites r; < Ry telles que lim; ., = 00 et

[y e
o W(t) -l

On consideére alors §; = ¢y, g, (r(z))8 our(x) = d(o,x). Il est clair que lim;_, « || G —
Bllwy = 0. De plus puisque df = ¢y, r,dB + ¢;, g,dr A B et que par construction :

2
165,07 A Bl < 218l
on déduit immédiatement que lim;_, ||df; — df||,, = 0. O

Introduisons maintenant I'opérateur

T:=(d:Cy2(X)— L2, (AT X))

W, W
et T* son adjoint, le domaine de T™* est aussi l'espace D(T*) des (k — 1)-formes
o€ L2, telles que
Vo € C*(X), ¢a € D*(d;,)



COHOMOLOGIE L? DES VARIETES QALE 13

et telles que dy,,a € Lﬁ. En utilisant que d}, ,6; = ¢r,,r,d;,,,0 — qﬁ;th inty, 0, une

preuve identique montre que l'on a aussi :

Lemme 3.12. Supposons que (X, g, ) vérifie la condition (2.1) et que w soit a

décroissance parabolique, alors Cg°(A*~1T*X)ND*~1(dy,,) est dense dans C7 1 (X)N
D(T*) lorsque ce dernier espace est équipé de la norme du graphe o — |al2,, +

ldall, + lldy, el -

Grace a ce dernier lemme, un théoréme de L. Hérmander (théoréme 1.1.2 de [17])
implique néanmoins le résultat suivant qui établit un premier lien entre les notions
de non-parabolicité a I'infini et de presque-fermeture de 'image de d.

Théoréme 3.13. Soit (X, g) est une variété riemannienne orientée de dimension
d qui vérifie nos hypothéses (2.1)et p,w des fonctions lisses strictement positives
sur X ot w est a décroissance parabolique. Les images des applications

d: Cho N (X) — LI(A*T*X)

et d: Ch2(X)— L2, (AT X)
sont fermées si et seulement si il y a une constante C' > 0 telle que si ¢ €
Coo(AF=1T*X) N DF=1(dy,,) vérifie
k—

() =0, VheHy 1 (X)
alors

Cllels, < ldellz + llds, el

On peut aussi re-visiter une partie de nos travaux sur la non-parabolicité a
Iinfini & partir de cette inégalité. Nous remarquons que si en plus des hypothéses
de ce théoréme nous supposons que Hﬁ,;l (X) est de dimension finie alors on trouve
K ¢ X un compact et C' une constante strictement positive telle que

Vo € Coo (A1 T (X \ K)) N D*(dy,,,),
Cllgll, < doly + .ol
En effet si {hi,...,y} est une base orthonormée de H} ' (X), nous avons pour
¢ € CGe(AIT*(X \ K)) N D (dy,,)
CllglZ, < Idgllf + gl +C D1 (9, hi),, I

11 suffit de choisir alors K afin que

1
hill?2 < —.
zijll 172, () < 0

On a aussi une réciproque a ce résultat :

Théoréme 3.14. Supposons en plus que w soit a4 décroissance parabolique et que
pour un compact K C X, il existe une constante C' > 0 telle que
Vo € Co°(AF1T(X \ K)) N D" (d},,)
2 2 * 2
Cliélu, < lldolly, + lldz,,. 2l
alors l'image de d est presque fermée en degré k pour le poids w, Hﬁ,;l (X) est

de dimension finie et 'image de d : Ci-2 (X) — L2, (AF"'T*X) est aussi fermée.

w, W

(3.2)
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Démonstration. On s’inspire largement de [8] : soit K un compact contenant K dans

e s . . , . k— U k— %
son intérieur, on lui associe la norme Ny définie sur Cg°(A*~'T*X) N D*~1(d5,,)
par

1/2
N (6) = ( [ 1612+ laol + ||d:m¢||3) .

Cette norme est en fait équivalente a la norme :

Nu(8) = (16112, + 6|2 + ldz,,0l12) >

En effet la norme N, est & un facteur prés plus grande que la norme N, il suffit
donc de montrer I'estimation réciproque. Soit donc p une fonction qui vaut 1 dans
un voisinage de X \ K et a support dans X\ K. Si ¢ € Cg°(A*~'T*X)nD*1(d;, ),
on a

1% < 201 = p)dlI%, + 2l p¢ll5,

e /K 16 + C [d(pd) 2 + 1 (00)]2]

e /K 6 + C [do|2 + 1, 6]2]

Ou on a utilisé d’abord 'inégalité de non parabolicité (3.2) et ensuite que
d(pd)I}: + lld . (D)7 < C/f( 6 + C [lldoll7 + N1y, 0113]

Soit donc W le complété de Cg°(A*~1T*X) N D*~1(d;,,) pour la topologie induite
par ces normes. Nous allons montrer que I'opérateur

d+d;,) : W— LL(A*T*X) & L (A*'T*X)
est semi-Fredholm : son noyau est de dimension finie et son image est fermée.

Grace au critére trés commode de L. Hormander (prop 19.1.3 de [19]), il suffit
pour cela de montrer que si {y }; converge faiblement dans W' et que {(d+d;,,)a}i
converge fortement dans Li alors la suite {a;}; converge fortement dans W.

1l suffit donc de démontrer qu’une telle suite converge fortement dans L2(A*~1T*K).
Mais par hypothése une telle suite est bornée dans VVlif et converge faiblement dans
I/Vlloc2 puisque l’inclusion de I/Vlloc2 dans L2(I~() est compacte, le résultat est immé-
diat. On vient de démontrer que l'image de d : W — Li est fermée. Grace au
lemme 3.12, on en déduit que les opérateurs d : Ck~(X) — L2 et T* ont leurs
images fermées, c’est donc aussi le cas de 7.

On montre maintenant que Hﬁ,;l (X) est de dimension finie, on sait que kery (d+
dy,,) C HELH(X). On va vérifier que ces deux espaces coincident. Soit h € HE 1(X),
on veut montrer que h est dans W, il faut donc trouver une suite (h;); de C§°(AF~1T*X)N
D*1(d;,,) telle que [|dhy||,, — O et ||d},, 7|, — 0. On reprent les fonction de tron-
cature (3.1), et on considére alors h; = ¢y, g, (r(x))h o r(z) = d(o,x). On a

3

dhy = @), g,dr Nh et d;, hy = —¢| g inty,h on obtient donc

. 2
ldhall,s + NPl < 17l
d’oul le résultat. O

La conclusion de cette discussion est donc la suivante :
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Théoréme 3.15. Lorsque (X, g, p) vérifie (2.1) et que w est & décroissante parabololique,
la conjonction des trois conditions suivantes ne dépend que de la géométrie a l'infini
de (X, g,p) :

(1) La dimension de Hfupl (X) est finie.

(2) L’image de d : C{f;#l (X) — Li(AkT*X) est fermée.

(3) L’image de d : Clﬁfﬁ#(X, 0X) — L2, (AF=1T*X) est fermée.

Et elles équivalent a Uezistence d’un compact K C X tel que :
Vo € C° (AP IT*(X \ K)) N Dk’l(dfw)
Cllgll%, < ldellZ + lldy, .ol
Il est évident qu’il existe aussi un énoncé analogue relativement &4 Y C 0X.

3.5. On donne maintenant le critére qui plus loin nous permettra d’affirmer que
la suite

{0y »cholon) Sek iy eck vy S ekl unv) - {0}
est exacte.

Proposition 3.16. Si X = UUV o2 dVNU C Q ou Q) est quasi isométrique au bout
de come sur]—1,1[x% : Q ~ C1(]—1,1[xX). On suppose que OVNU = C1 ({0} x %)
et VNQ=Ci(] —1,0[xX). Siles poids w, i sont radiauz sur Q , alors on a

ch Uy ek (unv) — {0}

Démonstration. Les arguments de la preuve sont en fait empruntés & J. Cheeger
(lemme 4.2 de [11]) : on considére s : Q —] — 1,1[ la projection sur le deuxiéme
facteur Q =]1,00[x] — 1,1[xX, on note QF = {+s > 0} et o l'involution de Q qui
échange QF avec QF. Soit p une fonction lisse sur © qui ne dépend que de s tel que
p(Q) C[0,1]et p=0sis>1/2,et p=1sis <1/3.0n étend cette fonction & UUQ
en lui imposant la valeur 0 sur le complémentaire de 2. Lorsque a € ij;}(U nv),
on étend o & (UNV) U en refletant « le long de 0V NU = C1 ({0} x ), i.e. sur
Q\V, a=o0*"a et on pose @ = pa. On vérifie facilement que si v est une fonction
positive sur X qui est radiale sur € alors

lallzz) < 2llallzz@+)-
Les arguments de J. Cheeger montre que si a € ij;}(U NV) alors
da =da+dp A a

puisque le gradient de p est borné sur €2 et qu'on a supposé w < 1, la proposition
est bien démontré.
O

4. L? COHOMOLOGIE DES CONES.

4.1. Inégalités de Hardy. On rappelle ici quelques inégalités de type Hardy qui
seront utile un peu plus loin & propos de la L? cohomologie des cones et des variétés
QALE. Pour plus de détails sur ces inégalités nous renvoyons le lecteur au traité
([34]) et dans un cadre un peu plus général nous conseillons le survol de E.B. Davies

([12]).
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Lemme 4.1. Soit p : [1,00[— R% une fonction positive telle que
/°° dt <
— < 00.
p(t)

G(t):/tm%’

alors pour tout ¢ € W,2([1,00() tel que ' € L*([1,00], pdt) on a
1[G o0
1/1 (G((t)>> o(t)Pp(t)dt < /1 |’ ()% p(t)dt.

Démonstration. La preuve est standard on pose ¢(t) = /G(t) — G(T) u(t) et on
a alors

Si on définit

T T / 2
/1 |’ ()2 p(t)dt = /1 {|u’|2(G —G(T)) + 2u'uG + izﬁ% p(t)dt

En intégrant par partie le terme du milieu, on obtient :

/1 I ()2 p(t)dt > u(1)? + i/l UQ%WW

On obtient alors le résultat en faisant tendre T' vers 'infini. O
oo dt _ A it -
Lorsque [ o = la méme preuve fournit :

Lemme 4.2. Soit p : [1,00[— R% une fonction positive telle que
/°° dt
p(t)

g<t>/1t%,

alors pour tout ¢ € W2([1,00]) tel que ¢’ € L2([1, 00|, pdt) et (1) =0 on a

loc

o (ﬂf))) oot < [ 1 0P

De ceci on en déduit les résultats de continuité pour les opérateurs

Si on définit

Skfl

My (v) = /too v(s)tk—_lds

t gh—1
et mg(v) :/1 U(S>tk——1ds
Proposition 4.3. (1) sia > 2k, alors Uopérateur My, est borné de

L2([1, 00[, 7% Ydr) dans L*([1, co[, 7~ 3dr),

(2) sia < 2k, alors l'opérateur my, est borné de L*([1,00[, 7 dr) dans
L2([1, 00[, 7%= 3dr).

(3) Si a =2k alors l'opérateur m;, est borné de L*([1,00[,r* " 1dr) dans
L2([1, 00[, 7273 log(r) ~2dr).
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(4) Si a > 2k ou si a = 2k et b > 1 alors Vopérateur M, est borné de
L3([1, 00], (1 + log7)?r®~tdr) dans L?([1,00], (1 + logr)?r®=3dr).

(5) Sia < 2k ou si a = 2k et b < 1 alors opérateur my, est borné de
L2([1,00[, (1 +1ogr)br®=tdr) dans L*([1,00[,r*~3(1 + log(r))*~2dr).

On considére maintenant (V, h) une variété riemannienne de dimension d — 1 et
on note C'(V) le cone sur V, c’est la variété |0, oo[xV équipée de la métrique

g=dr’ +r’r*h
ou 7, m sont les projections sur le premier et second facteur. Pour R > 0 on note

Cr(V)={r>R} et VR ={R} x V C C(V). Pour R > 0, les variétés Cr(V') sont
quasi isométriques entre elles.

4.2. Annulation de la L? cohomologie des cénes.

Proposition 4.4. Sik < d/2 alors H*(C1(V)) = {0} et sik > d/2 alors H*(C1(V), V1) =
{0}.

Ce résultat est bien connu mais la preuve nous fournira des renseignements
supplémentaires sur B*(C1(V)).

Démonstration. On considére le champ de vecteur X = r% et ®; son flot :
Dy (r,0) = (e'r,0).

Si a € ZE(Cy(V)), grace & la formule de Cartan, nous avons pour ¢ > 0 :

t
a—Pia=dp avec [ = —/ O (intx a)dr.
0

ou intx est opérateur produit intérieur par X. Avec 'estimation :
@} al(r,6) < e[al(e'r,0),

/ |<I)2‘a|2 < €(2k—d)t/ |a|
Cet (V) Cet (V)

Ainsi pour k < d/2 on a a = L?limy_ . dB; et puisque $; € L? on a bien a €
B%(C1(V)). Remarquons que puisque

|®* (intx @)|(r,0) < " r|al(e7r, ),

nous obtenons :

I'on a aussi

1 et’r
00) < =7 [ lol(s.0) s
Et donc on a pour k < d/2 : a« = dBt« avec

1

B*+al(r,0)] < ,H/ 1| (s, 0)s*~Lds.
T T

Et avec (4.3), nous obtenons :
(4.1) Ir="B*al| < Cla.

Dans le second cas, si o € Z5(C1(V), V1) alors I'extension par zéro de a & C(V)
est encore fermée, on notera encore « cette extension et si ¢ < 0 on a encore
dra € ZE(C1(V),V1). Grace a la formule de Cartan, nous obtenons de méme pour
t<0:

a—Pia=ds



18 GILLES CARRON

On a maintenant

™
8100) < o [ (s 0)s s
r inf{etr,1}
a et ®}a définissent donc la méme classe dans H¥(Cy(V), Vi), mais pour k > d/2,
;o tend faiblement vers 0 dans L? lorsque ¢ — —oo (en méme fortement si k >
d/2). Donc cette classe de cohomologie relative est nulle. Cela prouve la deuxiéme
annulation. On obtient ici @ = dB~a avec

1 T
1B=al(r,0)] < ,H/ | (s, 0)s5~Lds.
r 1

d’ou d’aprés (4.3) :
|r~'B~a| < C|al|, lorsque k > d/2
et |(rlogr) ' B~ al < C|«l|, lorsque k = d/2.

4.3. L? cohomologie des cones.

Proposition 4.5. On suppose de plus que sur (V, h) l'image de d est fermée. Alors
pour k > d/2, Uapplication de restriction © = o, (v\cy(v),cy(v) induit un isomor-
phisme :

L HF(CL(V)) — HE(CL(V) \ Co(V)) ~ HF(V).
Et si de plus V' est une variété a bord alors pour k < d/2 alors l’application
d’extension par zéro est un isomorphisme :

HE(C1(V)\ Cao(V), Vi U Va) > HFH(V) — HM(C1(V), WA).

Démonstration. L’image de d est fermée sur C1(V) \ Co(V) car C1(V) \ C2(V) est
quasi isométrique au produit ]1,2[xV et de plus H*(Cy(V), V) = {0} pour k > d/2,
donc d’apres (lemme 2.2 de [10]), on sait alors que 7* est injectif. De plus
7* o L2(ARFT*V) — L2(AFT*C1(V))

est justement continue pour k > d/2 et puisque r* o 7* = Id, r* est aussi surjectif.

On va maintenant démontrer le second isomorphisme : nous commengons opar
démontrer que cette application est surjective : soit o € Z§(Cy(V), V1) ot k < d/2.
Nous avons obtenu :

a=dB%a

et si p est une fonction lisse sur C1 (V') valant 1 sur un voisinage de C1(V)\ C3/2(V)
et nulle sur C7/4(V) alors

a=d(pBta) +d((1-p)BTa)
mais puisque grace a lestimée (4.1) et a (3.1), on sait que d[(1 — p)BTa] est
nul dans H*(Cy(V), V1) et puisque r*d(pBta) € Z§(C1(V) \ Co(V), V1 U Vo),
on a bien montré que cette application d’extension par zéro est surjective. On
montre maintenant qu'elle est injective. Soit donc o € Z*~1(V) tel que d(pr*«)

soit nulle dans H¥(Cy(V), V1) ; alors il existe une suite (3;); formée d’éléments de
C(A*=IT*Cy (V) telle que si ¢ : V — C1(V) est l'inclusion «(0) = (1,6) alors

Py =0,
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et telle que
L? — llim dyy = d(pr* ).

Pour montrer que « est nulle en cohomologie sur V, on montre que si § €

Z1=F(V,0V) alors
/ aNp=0,
1%

/ alp= d(pr*a) A"
\4 C1(V)

mais

= lim diy N3
l—oo C1 (V)

= lim G NG
l—oo Jy/
=0.
[l

4.4. Presque fermeture de 1’image de d. On suppose maintenant que V est
une variété compacte & bord éventuellement non vide.

Pour k # d/2, , nous notons wy = r~2 et wy/o = (r(1+1logr))~? alors ces poids
sont évidemment a décroissance parabolique sur C1(V') et nous avons montré que
pour k > d/2 on a

dckE-1(C1(V), Vi) = B¥(C1(V), 1)

wk,l
et pour k < d/2ona:
dcy, L (Ci(V)) = B (C1(V)

wg,1

En fait cette derniére identité est encore valable pour k > d/2. En effet soit
a € BF(C1(V)), il existe donc ¢ € L2, tel que a = di), on a alors pour la fonction
p précédente :

a=dpp+d (B (o —dpy))

On a bien B~ (o — dpv)), po € Cli  (C1L(V)).

Notons que l'argument donné ici a une portée plus générale :
Proposition 4.6. Sid : C{f;#l(X, Y)— Li(AkT*X) a son image fermée et si

- Y C 0X est compact et a un voisinage dans X quasi isométrique a Y x [0,1]

et JY x [0,1[C 0X.
k —

- Hj;(X,Y) = {0},

alors d : C{f;#l (X) — Li(AkT*X) a aussi son image fermée.

On peut assi montrer le résultat suivant

Proposition 4.7. Sid : Ci ' (X) — L%(A*T*X) a son image fermée et si
— Y C 0X est compact et a un voisinage dans X quasi isométrique a Y x [0, 1],
oY x [0,1[cC 90X,
~ lapplication naturelle H*=1(Y) — H*(X,Y) est injective,
— w est a4 décroissante parabolique.
alors d : Ci~N(X,Y) — LZ(A*T*X) a aussi son image fermée.
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Démonstration. Soit donc o € BE(X,Y), on trouve alors ¢ € Ck~1(X) tel que
a = diy.

Soit p une fonction lipschtizienne & support compact dans Y x [0, 1] et valant 1 preés
de Y =Y x {0}. Nous avons aussi

= d(py) +d[(1 = p)¢].
Puisque (1 — p)y € Ch-1(X,Y), d(py) est donc dans le noyau de I’application
naturelle

H1(Y) ~ H¥(Y x [0,1],Y x {0,1}) — H*(X,Y)

, il est donc nulle par hypothése. 1l existe donc ¢ € DM 1(Y x [0,1],Y x {0,1}) tel
que d(py) = dg¢. Si ¢ est I'extension par zéro de ¢ & X, on a bien

a=dé+d[(1 - p)y]
et ¢+ (1 —p) € Ch-HX,Y). O

Grace a ces résultats et au corollaire (3.3), on obtient donc
Proposition 4.8. Siw = (r(1 +logr))~2, alors
dCy 1 (CL(V), V1) = BY(C1L(V), W) et dC 31 (CL(V)) = B (C1(V)

4.5. L? cohomologie 4 poids. Les arguments présentés auparavant se généralisent
aisément & la cohomologie a poids : soit a,b € R, on introduit Lib(AkT*Cl(V))
l'espace des formes différentielles de carrés sommables pour la mesure 72%(1 +
log 7)?*dvol, et on notera

CEMCI(V)) ={ae L2, ((AFTIT*Cy(V)),da € L2 ,(AFT*C1(V))}

et on notera de la méme fagon : Coy'(C1(V), Vi), HE ,(C1(V)), HE ,(C1(V), V3)...
La méme preuve montre :

Théoréme 4.9. Lorsque V est une variété compacte a bord lisse et (k, %) # (% +
a,b) alors

d : Ciy ' (C1(V)) = By (C1(V)) et d = Cy ' (CL(V), Vi) — By, (CL(V), V1)

ont des images fermées.

De plus

- Si(k,—3) < (£+a,b)*, alors HE ,(C1(V)) = {0}

- Si (k,—%) > (% +a,b), alors HY ,(C1(V)) = HF (V).

- Si(k, %) > (% +a,b), alors Hk »(C1(V), V1) ={0}.

- Si(k,3) < (£ +a,b), alors H’;b(Cl(V),V) HE-1(V).

Démonstration. Les mémes arguments que précédemment montrent que pour (k, %) <

(4 + a,b), alors dCZZl(C’l(V)) = Zk,(C1(V)) et pour (k,3) > (4 + a,b), alors
dciy ' (Cy(V), Vi) = ZE,(C1(V),11). On obtient de la méme fagon aux isomor-
phismes :

~si (k,—3) > (4 + a,b), alors HF , (C1(V)) = HF(V),

—si (k,3) < (4 +a,b), alors H’;y ( 1(V), V) = HFL(V).

4Pordre est ici 'ordre lexicographique
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Et grace & (4.6,4.7), on conclut de méme que pour (k, 1) # (4 + a,b) alors I'image
de d est presque fermée en tout degré par rapport & w. Il reste donc & montrer que si
k=4%2+aetbe[-3 1], alors H’;yb(C’l (V)) = {0}. L’application de restriction r* :
Hfj,b(C’l (V) — HF(C (V) \ Co(V)) ~ H¥(V) est comme précédemment injective.
1l suffit donc de montrer que pour ces valeurs de k, a, b, cette application est nulle.
Pour cela, on montre que si a € Z2 ,(C1(V)) et § € Z4~17k(V1,8V1) alors

c:/ tfa NG =0,
Vi

ot on note ¢, : {1} x V.— {r} x V. Pour cela on procéde comme dans la preuve de
la proposition (3.7) de [10] : on a bien sur

2
A= </V1L2‘oz/\ﬂ>

< 183" / laf2(t, 8)d voly;
14
D’ou :
o0
8/ 202411 4 log )t < |63 a3 .
1 a,

Sik=4%+aetb>—1, on obtient bien la nullité de c.
O

4.6. Cohomologie L? des variétés a bouts coniques : Nous pouvons grace &
ces calculs déterminer la cohomologie L? 4 poids des variétés dont un voisinage de
I’infini est un bout de cone.

Théoréme 4.10. Soit (X, g) une variété riemannienne dont un voisinage de l'in-
fini est isométrique a un bout de cone C1 (V) sur une variété riemannienne compacte
ViA=L et soit p,w des fonction lisses sur X telles que sur Cy(V)

w(r,0) =12 et w(r,0) =r (1 +logr) 2

Alors l'itmage de d : Dﬁ(d) — Li est presque fermée en tout degré par rapport ¢ w
et on a

HF(X) sik<d/2+a
HY(X) =4 Im(HNX)— H¥(X)) sik=d/2+a
H*(X) sik>d/2+a

Ce résultat est en fait bien connu, une preuve différente est faite dans 'article de
T. Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo ([15]); on peut aussi en donner une preuve
avec les arguments de N. Yeganefar [39] et de [9]. Nous montrons ici comment
utiliser nos résultats précédents pour prouver ce théoréme :

Démonstration. Nos résultats précédents impliquent que les images des applications

d : Cira(CL(V)) — L3, (AT (C1L(V))

w, W
et de
d: Ch N (Cu(V)) — L2 (AR (Cy(V)))
sont fermées; de plus HE '(C1(V)) est bien de dimension finie. Grace a (3.15),
nous pouvons affirmer que I'image de d est presque fermée sur X en tout degré par
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rapport & w. Si K C X est le compact dont le complémentaire est C1(V') alors on
a la suite exacte de Mayer Vietoris :

(4.2)
HEY(K) @ HE N (C1 (V) ~HF 1 (9K))
Lﬂﬁ(X) LD HR(K) @ HE(Cy (V) - HE(OK).

Lorsque k < d/2 + a, on sait que
Hy,H (C1(V)) = HE(C1(V) = {0},
cette suite exacte se réduit donc & :

H*-L(K) - HE1(0K)) -2 HE(X)

r*

I HRK) -2 HF(OK).
Puisqu’on a aussi la suite exacte :

HL(K) =5 BF1(0K)) 2 YK, 0K) 25 BF(K) < HE(OK),

Le lemme des cinq fléches impliquent que ’application naturelle
H*(K,0K) ~ HF (X) — HJ (X)

est un isomorphisme.
Lorsque k > d/2 + a, on sait que

Hy,, (C1(V)) = HYH0K) et Hy(CL(V)) = H* (9K,

donc les premiéres et derniéres fleches de la suite (4.2) sont surjectives. On en déduit
que Papplication de restriction

H*(X) — H*(K) ~ H*(X)

est un isomorphisme.
Lorsque k = d/2 + a, on a montré que

H,, (C1(V)) = H*H(OK) et Hi(C1(V)) = {0},
Dans la suite exacte (4.2) la troisiéme fleche est donc injective et donc
H*(X) ~ ker (H*(K) — H*(0K)) = Im (H"(K,0K) — H*(K)).
O

Nous utiliserons plus loin uniquement le cas ot V est le quotient de la sphére
S?=1 par un sous groupe fini G C SO(d) (G agit donc sans point fixe sur S¢~1) on
dit alors que X est une variété ALE (Asymptotiquement Localement Euclidienne)
a un seul bout :

Corollaire 4.11. Soit (X%, g) une variété ALE a un seul bout alors on a pour la
cohomologie L? de X :

HK(X) sik<d

H(X) = Tm (HZ (X) — HY(X)) = { HYX) sik>0

En particulier, lapplication H*(X) — H*(X) est toujours injective.
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4.7. Une formule de Kiinneth. On considére deux variétés riemanniennes (X1, g1)
et (X, g2) et la variété X = X; x X5 équipée de la métrique produit. Un corollaire
direct des arguments de S. Zucker ([40]) est le suivant :

Proposition 4.12. Supposons que l'image de d : D, (X1) — Lil(A'T*Xl) soit
fermée et que limage de d : Cu, p,(X2) — L7 (A*T*Xy) soit fermée alors si
w(xy, ) = pr(x1)pa(z2) et w(zy, xa) = wa(xa) limage de
d: Copu(X) = LE(AT*X)
est fermée de plus
k
HE(X) = €D HE (X1) ® HE, (X2).
p+q=k
Il n’est néanmoins pas clair que si I'image de d est presque fermée sur chacun des
facteurs alors elle est presque fermée sur le produit. Il est possible qu’en utilisant les
techniques introduites par R. Mazzeo et A. Vasy ([30]), on puisse dans certains cas

démontrer de tels résultats. En fait, nous aurons uniquement besoin d’une version
trés affaiblie :

Proposition 4.13. On suppose que limage de d : Cy, p,(X2) — Liz(A'T*Xg)
est fermée et que au dehors d’un compact K1 C X1, X1 soit quasi isométrique a un
bout de cone C1(0K7) et que sur X1 \ K1 on ait pi(x1) = r®, ot r est la variable
radiale. On note p(x1,x2) = p1(x1)pe(x2) et on suppose que wy une fonction lisse
positive sur X1 égale a r—2(1 +logr)~2 a lextérieur de K. Alors si a € Bﬁ(X),
ilyapyell, (ANIT*X) et By € L2, ,(AN7'T*X) avec dBy € LL(AFT*X) et
dBs € L%(APT*X) et

a=dp +dfs.
De plus :

ptq=k

1

. qui n’est pas con-

Démonstration. Sur X; on dispose d’un opérateur P = dzlA;
tinue sur L7 mais qui est continue

P L% (AFT*Xy) — L2, (AT XY),

w11
et si e L2 (A*T*X,), on a
a = hi(a) + dPa + Pda,

hi(a) étant la projection orthogonal de « sur Hﬁl (X1). Suivant S. Zucker (preuve
du théoréme 2.29 de [40]) , on en déduit un opérateur borné

P LZ(A*T*X) — L2, (A*'T*X),
tel que si a € Zﬁ(X) alors
a = hi(a) + dPa.
Ot hy(a) est la projection orthogonale de a sur les formes qui sont dans Hy (X1)®
Lfm (A*T*X3). On sait que H;, (X1) est de dimension finie, I'hypothese que 'image
de d est presque fermée sur X5 implique que I'image de

d : Hp (X1) @ Cug i (X2) — Hp (X)) @ L, (A®T* Xo)
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est aussi fermée. En particulier si h est le projecteur orthogonal de Li(AT*X) sur
Hu(X) = Hu, (X1) ® Hy, (X2) alors on trouve

B2 € H#l (Xl) ® Cw21#2 (XQ)

tel que hy(a) = h(a) + dfs, si alors on pose 31 = Pa, on obtient bien le résultat
annonceé. O

5. LA GEOMETRIE DES VARIETES QALE.

Dans le livre [22], D. Joyce construit non seulement de nouvelles variétés com-
pactes & holonomie exceptionnelle, mais aussi il construit de nouveaux exemples de
variétés complétes non compactes Kédhler-Einstein & courbure scalaire nulle sur cer-
taines résolutions de C™/G. Nous intéressons ici aux espaces de formes harmoniques
L? sur ces variétés, puisque la dimension de ces espaces est un invariant de quasi
isométrie, nous nous contentons de décrire la géométrie de ces variétés a quasi-
isométries prés et au dehors d’'un compact. La construction part d’'un sous-groupe
fini de G C SU(n) et d’une résolution localement en produit 7 : X — C"/G de la
variété singuliére. Rappelons d’abord ce qu’est une telle résolution :

5.1. Résolution localement en produit. On note V = C™ et [ une indexation
des sous-espaces vectoriels de C™ qui sont fixés par un sous groupe de G

{Vi,i e I} = {VH¥ H sous — groupe de G7}.
On note aussi
A =C(V;))={g€ G, gv=0vYv eV},
NWVi)={g € G, g(Vi)) =Vi}, et B;=N(Vi)/A;.

On suppose que 0,00 € I et que Vo =V et Voo = {0} = V. On met sur I I'ordre
partiel suivant :

1<jeVidV;
Si on note W; = VZ—J- alors
i<je W, cW;.
On a donc V/A; ~ (W;/A;) x V;. On note aussi

S = (UVien V) /G
le lieu singulier de V/G. Et pour i € I on définit

s=1 U vi)/a={ U v/

JEIN{0},i2] JEN{0},\VigZV;
et

Définition 5.1. 7 : X — C"/G est une résolution localement produit si pour tout
i €1I,il y a une résolution m; : Y; — W;/A; (qui sera forcément aussi localement
en produit) de W;/A; telle que si on note

Ui = (Idxm) YT;) cYix V;
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alors il y a un biholomorphisme local ¢; : (¥; x V;) \ U; — X qui rendent le
diagramme suivant commutatif :

bi

(Yi x Vi)\ U; X

lld X5 lﬂ'

(Wi/Ai) x Vi\'T; i>V/G

ou ¢; est I'application naturelle ¢; : (W;/A4;) x V; — V/G.

Le groupe G agit naturellement sur I, D. Joyce montre alors que lorsque (X, 7)
est une résolution localement en produit de V/G alors il existe un biholomorphisme
g : Y; — Y, qui rend le diagramme suivant commutatif

Y, — =Y,

Wi/A; —2> W, /Ay

On peut décrire ce qui se passe en dimension n = 3. Soit donc G C SU(3) un sous-
groupe fini, si g € G\ {Id} alors on a forcément dim ker(g —Id) < 1. En particulier,
sil ={0,1,..N,00} alorson a V;NV; = {0} sii # jeti,j € {1,..N}. Ceci signifie
exactement que S°/G n’a que des singularités isolées. Notons S = vazl Vi et S¢1le
e-voisinage de S. La topologie & I'infini de X est le produit d’une résolution de S° /G
avec une demi-droite. Cette résolution de S°/G peut étre décrite topologiquement
de la fagon suivante : notons B;(¢) la boule de rayon & dans W; et Y;(¢) = m; ' (B (¢))
Sur S° \ S¢, l'action de G est libre (pourvu que € > 0 soit choisi assez petit) et le
quotient est difffomorphe & 3o = (S° \ 5¢)/G

Supposons que Paction de G sur {1,...,N} ait [ orbites GVi,...,GV;. Alors le
bord de (S°\ S¢)/G a exactement | composantes connexes chacune difféomorphe a
un

G.(8Bi(e) x (VinS®))/G = (8Bi(e) x (V;NS®))/N(V;)
= ((aBi(s)/Ai) x (V;NS%))/B;.
Pour ¢ =1, ...,[, nous notons
% =G.(Yi(e) x (VinS%) /G
= (Yi(e) x (V; 085)) /B;.
Alors cette résolution de S°/G est diffeomorphe &
Yo#(Uieqa,....13%4)
Ou on a recollé chaque (0B;(g) x (V; NS%))/B; avec
(9Yi(e) x (VinS®))/B; C (Yi(e) x (V;NSP))/Bs.
5.2. Métrique Quasi-Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE).
Une métrique Quasi-Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE pour faire
court) asymptote & C™ /G sur une résolution localement en produit 7 : X — C"/G
est une métrique g sur X telle que dans le cadre de la définition précédente 1} g

soit asymptote a la métrique produit g; ® h;, ot h; est une métrique QALE sur Y;
et h; la métrique euclidienne sur V;.
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La vitesse & laquelle ;g tend vers la métrique produit dépend des distances &
S; et a lorigine. Puisque nous intéressons qu’a la classe de quasi isométrie de ces
variétés, nous ne retiendrons que ;g est la métrique produit g; ® h;.

5.3. Cas des groupes G de longueur 2. Nous intéressons en fait a la classe la
plus simple des variétés QALE (aprés celle ou G agit sans point fixe sur S?"1, la
variété étant alors ALE).

Définition 5.2. Soit G un sous groupe de SU(n), on appelle longueur de G,
L(Cn,G) = max{k, ilyaig<ig...< g, 15 € I}

Ainsi la longueur de G vaut 1 si et seulement si S = {0} i.e. si et seulement si
G agit sans point fixe sur S?*~!. Et la longueur de G vaut 2 si et seulement si les
singularités de S ~1 /G sont isolées ; par exemple lorsque G' C SU(3) ou G C Sp(2),
on a forcément L(C3,G) < 2.

Lorsque la longueur de G vaut 1, une métrique ALE sur une résolution de
C™/G est au dehors d’un compact quasi isométrique a4 une métrique plate sur
(C"\ B(R))/G.

On peut aussi décrire la géométrie de variétés QALE asymptote & C™/G lorsque
la longueur de G est 2 :

On numérote G. V1, ..., G.V}, les différentes orbites de I \ {0, 00} sous ’action de
G. Le sous groupe A; agit sans point fixe sur W; \ {0} et notons =; : Y; — W;/A;
une résolution localement en produit de W;/A;. Si y € Y; on note |y| = ||m:(y)|| et
B la boule unité de C™. Chaque Y; est donc muni une métrique g; plate au dehors
d’un compact. On équipe maintenant Y; x (V; \ B) de la métrique produit et on
définit

Ci ={(y,v) € Yi x (Vi \ B), [y| < 2e|v]}
Lorsque g € G on a donc une application g : C; — Cg;, notons F; le quotient
G.C;/G, on a aussi E; = C;/B;. Soit maintenant

Ey = (c" \ (BU {veC™, 3 dv, Vi) < ed(v, WZ-)}))/G

Si on note S§ = {v € C",d(v,V;) < €} alors Ey est un bout de cone sur (S?*~1\
(Uj>155))/G. Pour e assez petit les S2¢ sont deux a deux disjoints et a quasi
isométrie prés nous identifions :

X\7'(B) = UioE;
ou
E,NE; =0, lorsque i # j et i,j #0
et Ez ﬁEO = Cl( ((SZQE ﬁS2n71) \ Sf) /G)

6. L? COHOMOLOGIE DES VARIETES QALE DE RANG 2.

Nous allons maintenant déterminer la cohomologie L? des varié¢tés QALE asymp-
totes & C"/G out G C SU(n) est tel que le quotient S*"~! /G n’a que des singularités
isolées. Soit X une telle variété, rappelons qu’au dehors d’un compact K C X,
O = X \ K est la réunion de Ey, F1, ..., E;. Ou pour € > 0 assez petit :

Ey est un bout de cone sur (S*"~1\ $9)/G avec

S ={ves™ 1t JgeG\{ld},gv =0}
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et
S ={vesS*™ 1 dw,S) <el
L’ensemble S est en fait une réunion de sous espace vectoriel de C™ ne s’inter-
sectant qu’en {0} et G agit sur cette famille de sous-espaces vectoriels. On suppose

S=U_ GV
avec
GVinG.V; ={0} si i#j.
Notons W; = Vi, A; = {g € G,Vv € Vi, gv = v}, N(V;) = {g € G,9(V;) = Vi}
et B; = N(V;)/A;. Soit m; : Y; — W;/A; une résolution de W;/A; équipée d’'une
métrique ALE asymptote a W;/A; alors on suppose que B; agit sur Y; x V; et
Ei = Ez/Bz ou
EZ- ={(y,v) € Y; x Vi, 2e < |mi(y)] < 2¢|vl}.

alors ;N Ey est quasi isométrique & un bout de cone sur (Sw, /A; x Sy, X]e, 2¢[) /B;

oli on note Sy = $2" "1 NV la sphére unité d'un sous espace vectoriel V C C”.

6.0.1. La cohomologie de X \ K. On commence par calculer la cohomologie de O =
X\ K. On sait que O se rétracte sur 9K et que 0K = U_ 3, ot g = (S"~1\S9)/G
et 3; = {(y,v) € Y; xSy, |y| < 2¢}/B;. Compte tenu du fait que la cohomologie de
la sphére S~ ! est nulle en degré k # 0,2n — 1, on a pour les degrés k €]0,2n — 2] :

(6.1) H*(20) @ H*(S)C ~ H*(0%).

Et compte tenu du fait que H*"~2(S) = {0}, nous obtenons aussi :
(6.2) {0} — H>"2(%0) — H2(9%) ~ R — H>""1(s>""1)¢ ~ R — {0}.
ot si un groupe G agit linéairement sur un espace vectoriel H on a noté H, le sous
espaces des vecteurs G-invariants. On utilisera la suite exacte de Mayer-Vietoris :
l 1
6.3)  @PH(D) — H(0%) - HYOK) — @D H* (i) — H*(0%).
i=0 =0
Notons n; = dim V;. Remarquons que B; agit trivialement sur la cohomologie de
Svi ainsi

l
H"5) = P H"(Sw)

et

Hk(zl) — Hk(y;)Bi @Hk—Qni'f‘l(Y;)Bi_
En particulier, Papplication H*(%;) — H"(Sy,) est surjective. Avec (6.1), on en
déduit que pour k # 0,2n — 2,2n — 1, lapplication

l
P H*(5:) — HM0%)
i=0

est surjective. Et donc pour k # 0,1,2n — 2,2n — 1, la suite exacte (6.3) implique
que
1
{0} — H*(0K) — D H* (i) — H*(0%0) ~ H* (o) P H*(5)9 — {0};

=0
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ainsi pour ces degrés H*(OK) est isomorphe &

l
@ker (Hk(zl) N Hk(S%)BZ) — @ Hk 2n1+1 @ @Hk
=1

i,k>2n,—1
Pour les degrés k = 1,2n — 2 : on obtient notamment grace a (6.3) :
K)~@PH (V)"
i>1
Mais, nous avons toujours 2n; — 1 > 1, en conséquence il est aussi vrai que :
H'(OK)~ @ H' ™M y)Pe EBH
,1>2n,;—1
Nous obtenons aussi avec (6.2) :
H2n 2 aK @Hlemyfl )
Mais puisqu’on a toujours 4 < dimY; = 2n — 2n; g 2n — 2, il est aussi vrai que
H2n_2(8K) ~ @ H2n 2— 2n1+1 @HQn 2
©,2n—2>2n;—1

On obtient donc
Proposition 6.1. Pour k ¢ {0,2n — 1}
H*(0)=HY0K)= @ H M (1)Pe @Hk

i,k>2n; —1
6.0.2. Cohomologie 4 poids de E;. Soit a,b € R avec |b| # %, nous considérons
sur O le poids p(z) = |2?2(1 + |logz|)? et w(z) = |z|~2(1 + |logz|)~2 ou si
m: O — C"/G, on note |z| = ||w(x)||. Puisque Ey, EoN E; sont des bouts de cones
on sait que 'image de d y est presque fermée en tout degré et par rapport au poids
w, de plus on connait leurs cohomologies Li. On traite ici le cas de E;. On sait que

E;, = Ei/BZ et puisque p est B;-invariant on a aussi :
H, (E;) = Hy,(Eq)™
E; est une partie de Y; x (V;\B) (ot on a noté B la boule unité de C"). Sur Ej, 1 est
comparable a v/(y, v) = [Jv[|**(1+|log [v])** et w a w’(y,v) = [lv]|~*(1+|log [|v]|)~*
Nous commencons par remarquer que (4.13)
Hy(Y; x (Vi \ B)) = @py o HP (Yi) @ HL(V; \ B).
De plus si Y7 = {y € Y3, |y| < ¢} alors puisque I'application HP(Y;) — HP(Y?) =

2

HP(YF) est injective (cf. 4.11), il en est de méme de application
Hy (Y x (Vi \ B)) — Hy (Y x (Vi \ B)).
Ainsi puisque Y7 x (V;\ B) C El C Y; x (V;\ B), Papplication de restriction :
HE(Y; x (Vi \ B)) — HJ(E)
est aussi injective.
Soit m(y,v) = (|y| +1)72(1 + |log|y||)~2 alors grace a (4.13), on sait que si
a € BE(Y; x (V;\B)) alors il y a p € Cli 1 (Y; x (Vi \B)) et ¢ € ckr 1(Y x (V;\B))

tels que
a=dp+dy



COHOMOLOGIE L? DES VARIETES QALE 29

On va maintenant utiliser la proposition (3.7) pour U = Ei, UUV =Y, x (V;\B) et
Unv = {(y,v) € Vix(Vi\B),e|lv|| < |y| < 2¢||v||}. Puisque I'image de d est presque

fermée sur UNV et que sur E; on aw < m, et que UNV est quasi-isométrique a un
bout de cone, on peut grace a (3.16) appliquer la proposition (3.7) et la remarque
(3.8) qui suit pour affirmer que I'image de d est presque fermée sur F; :

dC*(E;) = BE(E)).
De plus si (k, —3) < (n+a,b) alors H(UNV) = {0} ainsi le corollaire (3.9) montre
que
Hy (Ei) = Hy(Yi X V; \B) = ©piq=rHP (Yi) © HL (Vi \ B).

En prenant, les parties B; invariantes de ces espaces et refaisant la méme preuve
en travaillant relativement & 0O = 0K on obtient :

Proposition 6.2. - Cff;ul (E;) = BZ(Ei), de plus si (k,—%) < (n+a,b) alors
H () = H (Vi x Vi \ B)™ = @i HP (V)™ @ HEL (Vi \ B) ™.

- dck (B, 00) = BE(E;,00), de plus si (k,5) > (n+a,b) alors

HE (E,, 00) = HE(Y; x Vi \ B, Y; x Sy,)% = @4k H(Y})% @ HL(V; \ B, S,

6.1. Cohomologie L? de O. On va maintenant déterminer la cohomologie Li de
O. Pour cela on commence par remarquer que si (k, —%) < (n+ a,b) alors

~ HF(Eo N E;) = HE(Ey) = {0},

— Iimage de d est presque fermée sur chaque F; et sur chaque EgN E;,

— chaque Ey N E; est quasi-isométrique & un bout de cone,
grace a la proposition (3.16) et la remarque (3.5,ii), on peut appliquer un bout de
la suite exacte de Mayer-Vietoris et on obtient :

l
(6.4) HY(0) — @D HE (E;) — {0}

i=1
De plus si (k—1,—3) < (n+a—1,b— 1), on a aussi
H L (Eo N E;) = {0}

et donc grace a la proposition (3.6), on sait que I'image de d est presque fermeée en
degré k sur O et que

l
HE(O) ~ @HZ(Ei).

De plus lorsque (k,3) > (n + a,b), alors on a aussi : Hﬁ(EO N E;,00) =
H,’j(EO, 00) = {0}, mais dans ce cas 1a il est aussi vrai que (k—1, 2) > (n+a—1,b—1)
et donc que HE ! (Ey N E;, 00) = {0} et la proposition (3.6) nous dit que 'image
de d est presque fermée sur (O, 90) et donc

l
HY(0,00) ~ D HY (E;, 00).

i=1

Nous avons donc montré :
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Proposition 6.3. i) Si (k, %) < (n+a,b), alors dCff;l}((’)) = BE((’)) et
!
HY (0) ~ @ HE(E)).
i=1

ii) Si (k,3)> (n+a,b), alors dC} 1 (0,00) = BE(O,00) et
!
k k
HY (0, 00) ~ @D HY (E;, 00).
i=1
On s’intéresse plus particuliérement & la cohomologie L? de O et 4 la cohomologie

L2 de O. Mais H*(V; \ B) = {0} sauf si k = 2n; — 1 et n; = dim V; > 1 auquel cas
H2"~1(V; \ B) = R et aussi H*(V; \ B,Sy,) = {0} sauf si n; = dimV; > let k=1
auquel cas H*(V; \ B) = R. On obtient donc :

i) Pour k <n,ona dCf;ll(O) = B*(0) et de plus :

(6.5) H*0) ~ @ HF 2t (v;) P,
i,mn;>1
ii) Pour k > n, on a dCjy*(0,00) = B*(0,00) et
(6.6) H*(0,00) ~ @ H (V)"
1,m;>1

Remarquons que l'on a aussi d’aprés (6.4) une application surjective de H"(O)
dans @, ,, o, H" 2" 1(Y;)P. Mais par dualite H"(O,00) et H"(O) ont méme
dimension, cette application est donc bijective et ainsi :
(6.7) H*(0)~ € H*?+(vi)P
i>1,n;>1
On obtient de la méme facon :
i) Pour k < n, on a dC}-2(0) = BE™H(O) et

(6.8) HEH(0) ~ PH ()P o @ =)
i>1 im;=1
ii) Pour k > n, on a dC}-2(0,00) = BEH0,00) et
(6.9) HYH(0,00) ~ @ HF ()P
,n;>2

En conséquence pour k < n, les images de d : CE-2(0) — L2, (A*'T*0) et
de d : C§7'(0) — L2(A*T*0) sont fermeées et 'espace HE™1(O) est de dimension
finie, grace au théoréme (3.15), il en est de méme sur toute variété isométrique
a O au dehors d’'un compact; par exemple pour les degrés k < n, les images de
d : CiM(0,00) — LA(AFT*0O) et de d : i3 (X) — L2(A*T*X) sont fermées.
Grace a la version relative du méme théoréme, on peut affirmer que pour k& > n,
les images de d : Cf;ll (O) — L2(A*T*0O) et de d : Cf;ll (X) — L2(A*T*X) sont
fermées.

Nous pouvons maintenant déterminer la cohomologie L? de O en degré k > n+1.
En effet, on dispose maintenant de la suite exacte :

H*1(90) — H"(0,00) — H¥(0) — H*(00) — H (0, 90).
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Nos calculs de la cohomologie de K (6.1) et de la cohomologie L? relative de
O (6.6) montre que la premiére fleche de cette suite exacte est surjective, nous
obtenons donc

H*(0) ~ ker (Hk(aO) —~HLO, aO)) .
Puisque pour k € [n+ 1,2n — 2]

Hk(ao) _ @Hk_QnH_l(}/i)Bi a @Hk(}/z)Bl

et
HYf 2 (0,00)= @ B ()Pe @ HAY)P

,2n;<n;+1 i,1<n;+1
nous obtenons également :
Hk(o) ~ @ Hk72ni+1(Yi)Bi.
7,m;>1

Pour k = 2n — 1, nous avons alors Hf’/lw (0,00) = {0} et donc

H*"YO) ~ H**"1(0) ~ R.

On peut de méme déterminer la cohomologie L2 de O pour en degré k —1 > n
grace 3 la suite exacte :

H*2(00) — HE-H0,00) — HEH(O) — H*1(00) — H*(0,00).

Comme précédemment la premiére fléeche de cette suite est surjective et grace a
(6.6), on obtient également :

HE)—I(O) ~ @Hk—Qni (}/1)3Z e @ Hk—l(}/i)Bi.
i>1 ims=1
Nous avons donc obtenu :

Proposition 6.4. Pour k € [1,2n — 2], la cohomologie L? de O est donnée par
(610) Hk(o) ~ @ Hk72ni+1(Yi)Bi ~ @ Hk72ni+1(YZ_)Bi.
i,m;>1 i,k>2n; —1,n;>1
Et en degré (2n —1) :
H>10) ~ H* 1(0) ~ R.
En degré k — 1 €€ [0,2n — 2|, la cohomologie L? de O est donnée par :
Hﬁ;l(o) ~ @kahzi (}/Z)BI a @ kal(YZ_)Bi

i>1 ims=1

~ @ Hk—2m (Yl)BZ ® @ Hk—l(y;)Bi_

i>1,k>2n;—1 imi=1,k>1

(6.11)

6.2. Cas des résolutions crépantes.
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6.2.1. Cas général. Supposons que X — C™ /G soit une résolution crépante. Nous
pouvons dans ce cas donner une description explicite de la cohomologie L? de X.
En effet, on connait la cohomologie de X en fonction des classes de conjugaison
de G : si g € G on note age(g) = 61 + 02 + ... + 0,, ou les valeurs propres de
g sont (e¥2m01 2702 ¢i270n) ayec §; € [0, 1], puisque detg = 1 on a forcément
age(g) € NN [0,n[, il est aussi clair que age(g) ne dépend que de la classe de la
conjugaison de ¢ [g] € C(G). Les résultats de Y. Ito et M. Reid (n = 3) et V.
Batyrev et indépendamment J. Denef et F. Loeser sont les suivants (]20, 2, 13]) :
la cohomologie de X est nulle en degré impair et en degré pair

dim H?*(X) = card{[g] € C(Q), age(g) = k}.
Notre résultat est le suivant :
Théoréme 6.5. Soit G C SU(n) un sous groupe fini, on suppose que S*~1/G le
quotient de la sphére par G soit a singularités isolées. Si X —— C"/G une résolution
crépante de C" /G équipée d’une métrique QALE asymptote ¢ C"/G alors

HY(X) ~ Im (HF(X) — H*(X)) .

Démonstration. Nous avons obtenu la suite exacte suivante :
(6.12)
1 (K)eHE1(0) -5 B (0K) 2 HE(X) 15 BY (K)o HF(0) = H*(0K).
Si k est pair : alors puisque les Y; sont des résolutions crépantes de W;/A;, elles

n’ont de cohomologie qu’en degré pair ainsi d’apreés (6.10) et (4.11) on a forcément
H*(O) = {0} ; de plus d’aprés (6.11), on sait que

HE)—I(O) _ @Hk—Qni (}/1)3Z
i>1
et aussi (6.1) :
Hk—l(aK) ~ @ Hk—Q”H (}/;)BZ
i>1,k>2n;
Or lorsque [ > 0, H(Y;) = H'(Y;), on obtient donc Iisomorphisme :
HE-1(0) ~ H1(0K).
La suite exacte (6.12) se réduit a :
{0} = HM(X) — H"(K) — H*OK),
Donc H*(X) est isomorphe au noyau de H¥(K) — H¥(OK) qui est exactement
I'image de H*(K,0K) — H*(K). Puisque X se rétracte sur K, on a bien démontré
le résultat.
Si k est impair : dans ce cas on sait H*(K) = {0} et H*(K,0K) = {0} donc
H*Y(K) — H"'(0K) — {0} .
De la suite exacte (6.12), il ne reste que
{0} - H¥(X) —» H¥(O) — H*(0K).
Or
Hk(o) — @ Hk_2ni_1(}/i)Bi

i>1,m;>1
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et
Hk‘(aK) — @ Hk‘—Qni—l(}/i)Bi,
i>1,k>2n; —1
sauf pour k = 2n — 1 ott H?"~1(0) ~ H?>"~}(9K). La derniére fléche de cette suite
est donc injective ; la cohomologie L? de X est donc nulle. O

On peut étudier maintenant étudier deux cas particuliers :

6.2.2. le cas particulier oo G C SU(3). On suppose ici que G est un sous groupe fini
de SU(3), alors C?/G admet toujours des résolutions crépantes et soit X — C3/G
I'une d’entre elles. Lorsque g € G, on a forcément

dimker(g —Id) € {0,1, 3}

et donc le lieu singulier de S° /G est une réunion disjointes de cercles. En particulier,
si K =771(B) et O = X\ K alors pour k < 3 : H*(O) = {0} et pour k > 3
H*(0,00) = {0}. Puisque dC’j;ll (0) = Z*(O) pour k < 3, on en déduit facilement
que 'application naturelle H¥(X) — H*(X) est surjective pour k < 3. Puisque O
est connexe et que H(0O) = {0}, le lemme (2.1) de [10] montre que cette application
est aussi injective pour k < 2. De plus, puisque pour k > 3, H*(O,00) = {0}, le
lemme (2.2) de [10]) implique que I’application H*(X) — H¥(X) est injective pour
k > 3; on en déduit immédiatement :

Théoréme 6.6. Soit G C SU(3) un sous-groupe fini et 1 : X — C3/G une
résolution crépante, on équipe X d’une métrigue QALE alors
{0} si k#£2,4
HE(X)={ H*X)~Im(H>(X) - H*X)) si k=2
HYX) ~Im(HX(X) — H*X)) si k=4

En général, pour toute variété (M, g) isométriqgue au dehors d’un compact avec X
alors

HE(M) si k<2
HY(M) =< Im(H}(M)— H*(M)) si k=3
H* (M) si k>4
On revient au cas de X une résolution crépante de C3/G :
6
xe2(X) =Y (-1)! dim H'(X) = 2dim H*(X) = 2 card{[g] € C(G), age(g) = 2}.
=0

Mais on a toujours
age(g) +age(g™ ') = 3 — dimker(g — Id),
ainsi
ker(g —Id) # {0} & age(g) = age(g™') =1
et
ker(g —1d) = {0} & {age(g), age(g~ ")} = {1,2}.
On a donc montré le résultat suivant

Corollaire 6.7.
xr2(X) = dim H?(X) + dim H*(X) = card{[g] € C(G), ker(g —Id) = {0}}.
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Considérons I’exemple 9.3.5 du livre de D. Joyce : G ~ Z4 est le groupe engrendé
par (21,22, 23) +— (—21,i22,i23). Si X est la résolution crépante de C?/G équipée
d’une métrique QALE alors :

dimH?(X) = dimH*(X) = 1

Si on considére 'exemple 9.3.6 de ce méme livre : G = Z3 est le sous groupe de
SU(3) formé par les matrices diagonales & entrée £1- Dans ce cas tous les éléments
de G fixe au moins une droite de C3 et donc les résolutions crépantes de C?/G ne
portent pas de formes harmoniques L2.

6.2.3. le cas particulier oo G C Sp(2). Soit donc G un sous groupe fini de Sp(2) et
X =5 C"/G une résolution crépante®. Mais la dimension du noyau d’un élément
de G est 0,2 ou 4. Puisque que les variétés ALE hyperkihlerienne de dimension
complexe 2 ne portent des formes harmoniques L? qu’en degré 2 et qu’en ce degré
la, cohomologie L? est la cohomologie ordinaire, on obtient que pour

k# 5,7 H0) = HE (0) = {0} et H°(O) =H;,(0) =P H* (V)"
i>1
Pour la cohomologie ordinaire de O on sait que : H*(O) = {0} pour k = 3,4,6,8
et de plus H*(0) = @,~, H*(Y;)P ~ H?(O) et aussi H'(O) ~ H"(O). Grace a
nos suites exactes de Mayer-Vietoris, on obtient alors facilement : H*(X) = H*(X)
dés que k£ > 4. En fait cette analyse est valide pour toute variété isométrique au
dehors d’un compact avec X, on obtient donc :

Théoréme 6.8. Soit G C Sp(2) un sous-groupe fini et 1 : X — C*/G une
résolution crépante, on équipe X d’une métrigue QALE alors

{0} si k+#£2,4,6
H2(X)~Tm(H?(X) - H*(X)) si k=2
Hk(X): HYX)~ H*X) ~ H*(X) si k=4

HO(X) ~ Im(HS(X) — HO(X)) si k=6

En général, pour toute variété (M, g) isométrique au dehors d’un compact avec X

alors
HEM) si k<4
k _ c <
H(M)—{Hk(M) S k>4

Remarquons que si une résolution crépante de C*/G n’existe pas toujours, il
existe toujours une résolution crépante de (C*\ B)/G.

Revenons maintenant au cas d’une résolution crépante de C*/G. Lorsque g €
Sp(2) on a de méme :

age(g) +age(g™!) = 4 — dim ker(g — Id).
En conséquence on a aussi
dimker(g — Id) = 2 < age(g) = age(g™') = 1.
Et puisque dim H?(X) = dim H®(X) = card{[g] € C(D), age(g) = 3} et dimH*(X) =
dim H*(X) = card{[g] € C(D), age(g) = 2}, on obtient encore :

5Cela n’existe pas forcément.
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Corollaire 6.9.
xz2(X) = dim H?(X) + dim H*(X) + dim H®(X)
= card{[g] € C(G), ker(g —Id) = {0}}.

Etudions maintenant les exemples du livre de D. Joyce : le premier (exemple
9.3.9) est le schéma de Hilbert de 3 points sur C2. Dans ce cas G est le groupe Ss
des permutations de {1,2,3} agissant sur {(z,9,2) € (C*)3,2 + y+ 2 = 0} ~ CL
Ce schéma de Hilbert de 3 points sur C? peut étre muni d’une métrique hyperkih-
lerienne QALE et alors la variété obtenue ne porte de formes harmoniques L? qu’en
degré 4 ot cet espace est de dimension 1.

Le deuxiéme exemple est en fait le schéma de Hilbert de 2 points sur une surface
hyperkihlerienne ALE, le groupe G en question est le produit semi-direct de Z,
avec le produit H x H ou H est un sous-groupe fini de SU(2) = Sp(1). Dans ce cas
si Y est la résolution crépante de C?/H, ce Schéma de Hilbert Hilb*(Y) ne porte
de formes harmoniques L? qu’en degré 4 et

bry(Y)(ba(Y) + 1)

dim H* (Hilb*(Y)) = 5 :

6.3. Le cas général. Nous allons maintenant donner une interprétation topologique
des espaces de formes harmoniques L? des variétés QALE. La réponse est ici moins

lisible que pour les résolutions crépantes car on ne connait pas la cohomologie des

résolutions localement en produit de C™/G. Soit donc X une variété QALE asymp-

tote & C"/G ot G est un sous groupe de SU(n) tel que S**~1 /G soit a singularités

isolés. Nos résultats précédents impliquent que la suite exacte courte suivante est

valide :

B\ (K)o HE1(0) -5 B (0K) 2 HE(X) 15 BHY(K) e HF(0) - H*(0K).

On peut déja déterminer la cohomologie L? de X en degré 1 : nous avons en effet
HY,(0) = {0} et
H(O)= D BTY)={0};
1>2n;—1,n;>1

On conclut comme dans la preuve du théoréme (4.10) que

HY(X) ~ H}(X).

c

De la méme facon, nous obtenons :
H2n_1(X) ~ H2n_1(X).

On va grace & cette suite interpréter H¥(X) & I'aide de la cohomologie d'un sous
complexe de C°°(A*T*K). Notons

y=J vi/Bi
7,m;>1
et
vp=JYi/BiU | (¥i xSv)/B:

i,nizl

on dispose d’applications

fY—=S0KCK et fp:Yp—0KCK.



36 GILLES CARRON

On note H*(K, ker f*) (resp. H*(K, ker f5)) la cohomologie du sous complexe de
C*®(A*T*K) formé par les formes nulles lorsqu’elle sont tirées en arriére par f
(resp. fp). Notre résultat est le suivant :

Proposition 6.10. Pour k € [3,2n — 2|, nous avons l'isomorphisme
H*(X) ~ Im (H*(K, ker f}) — H*(K, ker f*)) .

Démonstration. Soit U ~ [0,1[x K un voisinage tubulaire de 0K dans O, le bord
de U est constitué de deux copies de K, on suppose que le bord de D := K UU est
{1} x OK, on peut aussi considérer les applications f : Y — 0D et fp : Yp — 0D
et on a évidemment :

H*(D,ker f*) ~ H*(K,ker f*) et H"(D,ker f3) ~ H*(K, ker f}).
On peut aussi calculer la cohomologie du complexe des formes différentielles sur U

dont le tiré en arriére par f (ou par fp) de leur restriction a {1} x 0K est nulle.
En effet, on dispose des suites exactes :

(6.13) H*Y(U) - H* YY) — H*(U, ker f*) — H*(U) — H*(Y)

(6.14) H*Y(U) — H*Y(Yp) — H*(U, ker f3) — H*(U) — H*(Yp).
Notre calcul de la cohomologie de U (6.1) pour les degrés k € [1,2n — 2]
H*(U) ~ @ HF=2rit1(y) B @Hk(YZ)B
ik>2m;—1 i
et les isomorphismes
HEY) = @ H)P e 1Y) = @ B ()P o @ HEY)™
in;>1 ini=1 i

impliquent que la premiére fleche de la suite (6.14) est surjective dés que k > 2
ainsi dans ces degrés :

H*(U, ker f*) ~ ker (H*(U) — H*(Y))
(6.15) ~ @ Hk—2m+1(yi)3i ® @ Hk(yg)Bi
i,k>2n;,—1 imi=1

De méme pour k > 3, la premiére fleches de la suite (6.13) est surjective, on obtient
donc pour k € [3,2n — 2] :

H"(U,ker f) ~ ker (H*(U) — H*(Yp))
(616) ~ @ Hk—Qni—i-l(Yvi)Bi

i,k>2n;—1,n;>1

Mais on sait que pour k # 0 alors H¥(Y;) = H¥(Y;). Ainsi si on compare (6.15)
avec (6.10) on obtient pour k € [3,2n — 2] :

(6.17) H*(0) ~ H*(U, ker f3)
et en comparant (6.16) avec (6.11), on obtient pour k € [3,2n — 2] :
(6.18) HE-L(O) ~ HF=1(U, ker 7).

Puisque Y C Yp nos obtenons le diagramme commutatif suivant o les fleches
horizontales sont exactes :
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HYK)® H1(U,ker f},) —= HY(U) ——

| |

HFYK)® HY(U, ker f*) —— HF1(U) —

— H¥(D,ker f3) — H*(K) @ H*(U,ker f},) — H*(U)

| | |

—— H*(D, ker f*) — H*(K) & H*(U, ker f*) — H*(U)

De plus nos calculs montrent que les premiére et quatriéme fléches verticales sont
injectives et les deuxiéme et derniére fléches verticales sont des isomorphismes. Alors
on se sert du lemme suivant qu’on montrera un peu plus loin :

Lemme 6.11. Dans le diagramme commutatif suivant :

A B C D E
i/ BEL/ Clv/ D\L/ E\L/

on suppose que les fleches horizontales sont exactes, que les quatriéme et derniére
fleches verticales sont injectives et que la deuxiéme fleche verticale est surjective
alors la suite suivante est exacte :

A'"- B ~Im(B— B') - Im(C - C') - D~Im(D — D) — E ~Im(E — E).
Pour en déduire que la suite suivante est exacte :
H*Y(K)® H*Y(U,ker f*) — H* 1 (U) —
— Im [H*(D, ker f3) — H"(D,ker f*)] — H*(K) ® H*(U, ker f};) — H*(U)
En comparant cette suite exacte & notre suite exacte :
H*Y(D)® HF1(0) - H1(U) - H¥(X) — H¥(D) @ H*(O) — H*(U),
a l’aide des isomorphismes (6.17,6.18), on en déduit I’isomorphisme voulu. O

Prouvons maintenant le lemme (6.11).

Démonstration. Donnons des noms aux différentes fléches de ce diagramme com-
muntatif :

A $1 B Y2 C Y3 D Pa E
lfo \Lfl lfz lfs \szx
M ©} B ©h o @5 Py ©4 B

Puisque f; est injectif, nous avons :

ker f4 0 4 = ker 4 = ker ¢}y o f3
et donc
ker gy N1Im f3 = fa(kerpg) = f3(Ims) = Im s o fo.
Ceci montre ’exactitude de la derniére fléche.
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Remarquons que puisque f; est surjectif, 'image de ¢} est forcement incluse
dans 'image de f5, elle est en fait égale & 'image de f3 o wo. Et donc de la suite
exacte A’ — B’ — C’, on en extrait la suite exacte A’ — B’ — Im fo.

Nous obtenons également :

ker o NIm fo = fa(ker ¢3) = fo(Imps) = Imh o f1 = Im .

Il ne reste que le cas de degré 2. Dans ce cas, on sait aussi que
= @ HMW” a B(O)= @ B ={0}
ini=1 ,3=2n;>1,n;>1
Un petit calcul montre que la cohomologie de U relative & Z = 0K \ (U, ,,,—; (¥i X
Sv,)/B;) vaut en degre 1 :
= D HM)”

i,n.;:l
Les mémes arguments montrent & l'aide du lemme (6.11) que
H*(X) ~Im [H*(D,0K) — H*(D, Z)] .
Ainsi nous avons obtenu :

Théoréme 6.12. Soit (X, g) une variété QALE asymptote a C"/G ou G C SU(n)
telle que les singularités de S*~1/G soient isolées alors

H*(K,0K) ~ H¥(X) si k<1
HF(X) ~ I H2(D, aK)HHQ 7)) si k=2
T\ Im (H*(K, ker f3) — H*(K, ker f*)) si k€ [3,2n — 2]
H*(K) ~ H*(X) sik>2n—1

Si de plus la dimension des singularités de S*"~1/G est supérieure ou égale a 3
alors :
HF(K,0K)~ H¥(X) sik<?2
HF(X) ~{ HF(K, ker f*) si k€ [3,2n—2]
H¥(K) ~ HF(X) sik>2n—2

6.4. Cohomologie L? a poids. En fait, nous pouvons pratiquement identifier la
cohomologie L? & poids des variétés QALE asymptotes & C*/G ot les singularités
de S?"~1 /@ sont isolés. En particuliers, on obtient lorsque a > n

HI, (X) ~ HE(X)

et pour a < —n,
k ~ Ik
HH(X)_H (X).
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