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ABCDEB
FGHI JH KLMNOML PMNKIQ HRJI OHPLRSJOIRHI TG UTGIIM VWX[δ] SMI KLRYTZNMI SM [\ ]JO

^GLGHPOIIMHP TMJLI RKPONG TRUGJ_ KRJL TM LGKKRLP SO`aLMHPOMT SbGKKLR_ONGPORH KRTcHRNOGTMdeHIJOPMQ HRJI SaNRHPLRHI ]JbJH UMLPGOH HRNYLM SM KLRYTZNMI URNYOHGPROLMI YOMH URHHJIGKKGLPOMHHMHP f UMPPM UTGIIM PGHSOI ]JM SbGJPLMIQ GJIIO YOMH URHHJI ]JM TMI KLaUaSMHPIQ HbcGKKGLPOMHHMHP KGId eHgHQ MH IbGKKJcGHP IJL UMI LaIJTPGPIQ HRJI IOPJRHI TG UTGIIM VWX[δ] SGHITM KGcIG^M SMI UTGIIMI SbGKKLR_ONGYOTOPad
hM gLIP OHPLRSJUM PiM UTGII VWX[δ] j OP OHUTJSMI RKPONOkGPORH KLRYTMNI PiGP ^JGLGHPMM

PiM ]JGTOPc Rl PiMOL TRUGT RKPONGQ mOPi LMIKMUP PR PiM SO`MLMHPOGT GKKLR_ONGPORH LGPORd [M_PQ
mM IiRm PiGP G UMLPGOH HJNYML Rl mMTTnoHRmH URNYOHGPRLOGT KLRYTMNI YMTRH^ PR PiOI UTGIIQ
miOTM RPiML RHMI SR HRPd pOHGTTcQ YGIMS JKRH PiM LMIJTPI RYPGOHMSQ mM KTGUM VWX[δ] OH PiM
IUMHM Rl PiM GKKLR_ONGYOTOPc UTGIIMId
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�������� �|} ~������|} �| ����}��� �| NP� �� ~������| Π |}� ���������}� ~�� ��|�}|���| IΠ�| }|} ��}����|}� ������� SolΠ = ∪I∈IΠSolΠ(I) �|} |�}|���|} �|} }�������} �����}���|} �}}����|}
��� ��}����|} I � �| �� �������� � �~����}|� mΠ

}�� �|} |�}|���|} |� �� }|�} optΠ
�| ���~�����}�����  ��¡��������� �� ������������¢� £�� �� }���|� �� ���|�� |I|

�� �����| �| ����}����| I � ��~������| Π �~~���|���� � �� ���}}| NPO |}� �� ������~�|� (IΠ, SolΠ, mΠ, optΠ) ��� ¤���¥| ¦
§� IΠ

|}� �|������}}���| |� �|�~} ~��¨������ |� |I| ©ª� ∃ pΠ
~��¨�«�| �|� ��|� ∀I ∈ IΠ

� SolΠ(I) ⊆ {0, 1}pΠ(|I|) ©¬� ∀I � ∀s� �� }��� �����|� |� �|�~} ~��¨������ |� |I| }� s |}� �����}���| ~��� I © �| ~��}�
∀I ∈ IΠ

� �� }��� ���|����|� ��| }������� trivΠ(I) |� �|�~} ~��¨������ |� |I| ©­� mΠ : IΠ × SolΠ → N |}� ���������| |� �|�~} ~��¨������ |� |I| ©®� optΠ ∈ {min, max}�¯���� ����� ��| ��}����| I ���� ~������|� �|�� ¤��|��} ~����������|} ���} �����|}}|�� ~��� ��
��}������� �| I ¦ �|��|} �| �� �|���|��| |� �| �� ~��| }�������� °��� Π �� ~������| �| NPO |� I ��|��}����| �| Π © �� ��¥��� �|} ¤��|��} βΠ(I) |� ωΠ(I) ~�� βΠ(I) = optΠ {mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)}|� ωΠ(I) = optΠ {mΠ(I, s) : s ∈ SolΠ(I)} �± ∀Π ∈ NPO� optΠ = max ⇒ optΠ = min |� optΠ =
min ⇒ optΠ = max�{� }��}����}}| �|} ~������|} ��� ���} �����|}}|�� ~��} ~����������|�|�� ���} �|� ������| |}� ��
���}}| ²£³�£´ �|} ~������|} ~��¨������|�|�� �����} �| NP� µ|��| ���}}|� ���������| ���} ¶§·¸�|}� �� ���}}| �|} ~������|} ~��� �|}��|�} �� |��}�| �� ~��¨�«�| qΠ

�|� ��| ∀I ∈ IΠ
�βΠ(I) 6 qΠ(|I|)�
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�|�

��|� ∀I ∈ IΠ
� max {ωΠ(I), βΠ(I)} 6 qΠ(|I|)�{������ }|���� �| }�¤��� ��}����| �|} ~������|} �| ²£³ |� �|�~} ~��¨������ © ����|��|�}|��|��� �� ~��}��~���� |}� ����| �| ~|�}|� ��| P 6= NP �� |����| PO 6= NPO �± £³� ¤|�}����~����}����� �| �� ���}}| £� ��}�Ý�| ��|�}|���| �|} ~������|} �| ²£³ ��| ���� }��� ��}����| |�

�|�~} ~��¨������� µ�|}� ~������� �� |}}��| ���~~����|� }|��|�|��� ���} �� ��|��� �|} ~������|}
��ß���|}� {��~~���������� ~��¨������| � ~��� ��}}��� �| ��}����| �|} ~������|} }|��� �|} �|��
|��Ý|��|} ¦  �¢ |� �|��|} �| �|�~}� �| Ý������| ����| |�������� ��~��|  ���~�|���� ~��¨������|
�|} ��Ý������|}¢�  ��¢ |� �|��|} �| ~|��������|� �| Ý������| ���� �|����� ��¤|�� ���~~������������ �� ��Ý������| �~~����� ��|}� �� ~��} �� ����} ����� ��Ý������| ��� ����| ��| }�������
�����}���| �� ~������| ~�}�� �� �|� ��Ý������| |}� ~��¨������ }��� }| ������|� ~��� ����| ��}����|�
|� �� �|�~} ~��¨������ |� �� �����| �| ����}����|� °��� Π �� ~������| �| NPO |� à �� ��Ý������|
�~~����� ~��� Π © �� ���|�� �|}~|���¤|�|�� ~��� ��| ��}����| I �| �| ~������| λA(I)� βΠ(I)|� ωΠ(I)

�|} ¤��|��} �| �� }������� �����| ~�� ����Ý������| à� �| ���~����� |� �| �� ~��| }�������
}�� I � {�|}�������� �| �� ������� ���� ��Ý������| |}� ����| � �����| �| ��~~���} ���~~�����������{| ��~~��� ���}}���| ���}�}�| � ���~��|� �� ¤��|�� �| �� }������� �����| ~�� ����Ý������| ��� ¤��|�� �| ���~������ {� ������� ����| }������� �~~�����| ~��� I � |� �~~���������� ���}}���|�
}|���� ���� �����| ~�� ��|}�������� �� ��~~��� ¦

ρAΠ(I) =





λA(I)
βΠ(I) optΠ = max

βΠ(I)
λA(I) optΠ = min

|� �� ~|��������| �| à ~��� Π ~�� ¦ ρAΠ = infI∈IΠ

{
ρAΠ(I)

}�{| ��~~��� ��á��|���|�� ����} ��������|�� �}��� ���} ��� � ��â� ����� ��|� � �|} ��}�����}
���¤�������}� }| �����| � �|�� ~����} �| �|~��| ¦ ���~����� ���} ��}}� �� ~��| �|} }�������}�¯� ��á��|���|�� �� |}� ���� ��}}� ��~������ �| }�����Ý�|� �| �� ¤��|�� ����| ~��| }������� ��| �|
}��~~����|� �| �� ¤��|�� ����| }������� �~�����|� °�� ��| ��}����| I � �� |}� ����� ~�� ¦

δAΠ(I) =
|ωΠ(I) − λA(I)|

|ωΠ(I) − βΠ(I)|

|� �� ~|��������| �| à ~��� Π ~�� ¦ δAΠ = infI∈IΠ

{
δAΠ(I)

}� Ü� |}� ����} ����¤��|�� �| �������|� ¦

δAΠ > ε ⇐⇒

{
λA(I) 6 εβΠ(I) + (1 − ε)ωΠ(I) optΠ = min

λA(I) > εβΠ(I) + (1 − ε)ωΠ(I) optΠ = max
 §¢

{���â|���� ~�����~�� �| �� ������| �| ���~~���������� ~��¨������| |}� �| ���}}|� �|} ��Ý������|} |�
�������� �� �|���|�� ��~~���  �����¢ �����} Ý������}}|�� © ��|}� �| ��� |}� �~~|�� ��¤|�� ���~~������������ ²��} ������} ����~��} ��| ��}�| �|} ~�����~��� ��¤|��� �|�������} ���} �� ����������|
�� ������| ¦
ãäåæçèéêëì í çîïïæçé ðæñòéîñé ó �| ��~~��� ���~~���������� |}� ��| ���}����| �| ��~|�����

~�} �| I � �ôõô� �| ��~|����� ������� ~�������| �| ����}����| �� ~������| ©öðê÷ëî øùîïïçæúèëîéèæñ ïæäûñæëèîä ó ��| }���| ����Ý������|} ������| ~�� ε > 0 Ý������}�}��� �| ��~~��� 1 − ε © �����| ��Ý������| |}� ~��¨������ ©öðê÷ëî ðæëïäìé øùîïïçæúèëîéèæñ ïæäûñæëèîä ó }����� ���~~���������� ���� �� ����~�|���� |}� ~��¨������| |� |I| |� |� 1/ε ©
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�������}��� }�����|  � ����} ��| P = NP
¢ ¦

FPTAS[ρ] ⊂ PTAS[ρ] ⊂ APX[ρ] ⊂
{�Ý�ü£ý[ρ] ⊂ £��¨�ü£ý[ρ]

£��� ���~~���������� ��á��|���|��|� ���} �¤��}� � ����} ���â���} ��| P = NP� �|} �|������}
�������}��� }�����| }��¤���|} ¦

FPTAS[δ] ⊂ PTAS[δ] ⊂ APX[δ] ⊂ £��¨�ü£ý[δ]
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 ~����|} � �|} }�������}  Ý�����|�|��¢ �~�����|}� £��} ~����}��|��� ���} ��¥��}}��} ��|
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~������|} |� �������� �| �|�� ����| �~~���������� ��á��|���|��| �� ���  �ôõô� � ��~~��� ���}����
�� ��� ���}����¢ �¤|� �|} ��Ý������|} �| �|��|���| �����|� ü��}�� }� ���� ���| �{³[δ]

�� ���}}| �|}
~������|} �± �� ��|}���� ~�����|��| |}� ���� �� }|����� ¬ |�~�}| �|} ��}�����} ���~~���|����| �
�|��| ���}}| �����} ��| �� }|����� ­ ~��~�}| �|} ��}�����} �| ��� �~~���|����|� {�|�}|���| �| �|}��}�����} |}� ����}��� ~�� �� ¥Ý��| ª� ÿ����|�|��� �� }|����� ® ~�}������| �� ���}}| �{³[δ] ���} �|~�¨}�Ý| �|} ���}}|} ���~~���������� |� �� }|����� � ����| �|} ~|�}~|���¤|} �| �|��|���|} �����|}
�¥� �| ��|�� �~~���|��|� �|��| ���}}| |� ��|� �|}}��|� �|} �������} ~��} ¥�|�|���²��} �¤��} ��â� �|������� ����� ��|}� ����|�|�� ��|}���� ��� �| ����|� 
õ� �õ�

õ	�� ���	
����
���~~���������� ��á��|���|��| ~�}}���| ~�� �������}����� ����Ý������| �| �|��|���| �����|� Þ| �|�}��}�����} |��}�|�� ~��� �| ��~~��� ���}}���|  �� ô ¶§­�  � ·¸¢ |� ���}����|�� ��| ¤��| �| �|��|���|
�����| ~��� �|} ���¤��� }�� �� �|}��| ��á��|���|��|�
! "# u$y%$uy%$ $t &'v(tz)z*#tzvs &vy#&$ $s +x$&+x$* )vt*

ü¤��� �| ~���|� ���~���� ������� �� ���� ��¥��� ��| ������ �| ~�������� ¦ �|} ��������} ¤���}���Ý| ���} ~|��|��|�� �| �| ����|� Ü�����|��|�|��� }��� Π �� ~������| ���~����}������ �� ¤���}���Ý| V ~��� Π |}� ��| �������� ���� � ����| }������� s �| ����| ��}����| I �| Π� �}}���| ��
­
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3 45 K;L45C8 45A F=8HB 3CD F=8 MC<N45AH
B

3 45 O==@PC<N Q@A= F=8[l]

3 45 O==@PC<N R;@= F=8S5C9>C<N
(k) {0, 1}

TUVW X Y Z[ \]^_`] ab^ \]^_cded^ f\g[hgfe_i ab cje\dghcb
^k_^lb[^b`mcb V(I, s) ab ^kc_dgk[^ e_dk_\ ab s n cb^ ]c]`b[d^ ab V(I, s)\ {s} ^k[d effbc]^ ^kc_ldgk[^ okg^g[b^ ab sp qde[d ak[[] _[ okg^g[erb V ^_\ Πs _[ kfdg`_` ckhec aj_[b g[^de[hb I [jb^de_d\b t_j_[b ^kc_dgk[ e_ `kg[^ e_^^g mk[[b t_b ^b^ okg^g[^p u[ [b hvb\hvb fe^ _[b ^kc_dgk[ kfldg`ecb ^_\ _[ ^k_^lb[^b`mcb ^dedgt_b `eg^ _[b ^kc_dgk[ kfdg`ecb ^_\ _[ b[^b`mcb wxyz{| }~z�~{�x wxzzx ���~z��y � gc ^jergd ak[h aj_[ ^k_^lb[^b`mcb ]okc_dg� b[ �k[hdgk[ ab ce ^kc_dgk[ hk_\e[dbbd cjkfdg`ecgd] ckhecb [b ^b a]�[gd fe^ � fe\dg\ aj_[ ^k_^lb[^b`mcb a]�[g } �{��{� `eg^ � fe\dg\ abce ^kc_dgk[ hk[^ga]\]b bd ab^ okg^g[^ t_jbccb a]^gr[b fk_\ _[b ^d\_hd_\b ab okg^g[erb hk[^ga]\]bp��[ aj]ogdb\ ajeokg\ � f\]hg^b\ cb^ ^b[^ ajkfdg`g^edgk[ ab^ f\kmc�`b^ `e[gf_c]^s [k_^ _dgcg^b\k[^fe\ ce ^_gdb cb^ ^gr[b^ º �\b^fp Â� fk_\ ^gr[g�b\ t_j_[b ^kc_dgk[ b^d e_ `kg[^ e_^^g mk[[b �\b^fp^d\ghdb`b[d `bgccb_\b� t_j_[b e_d\b�p
��������� � �} ���~z��y s̃ x�z ��z��~� ��w}� �x I {x�}z��x�xyz � V �� xz �x~�x�xyz ��� ∀s ∈
V(I, s̃)� mΠ(I, s̃) º mΠ(I, s) �
�g^fk^e[d aj_[ f\kmc�`b bd aj_[ okg^g[erbs gc b^d �ehgcb ab a]db\`g[b\ _[ kfdg`_` ckhecp �e\de[daj_[b ^kc_dgk[s k[ bifck\b ^k[ okg^g[erb � ce \bhvb\hvb aj_[b ]ob[d_bccb `bgccb_\b ^kc_dgk[s bdeg[^g ab ^_gdb �_^t_j� hb t_b ce ^kc_dgk[ hk_\e[db [jegd fe^ ab `bgccb_\ okg^g[ � hjb^d _[ kfdg`_`ckhecp �bddb \bhvb\hvb b^d �k\`ecg^]b ^k_^ cb [k` ab  ¡¢ ���w}� £x}{w¤ ¥�¦�{�z¤�� � ecrk\gdv`b ab\bhvb\hvb ckhecbp qde[d ak[[] _[ f\kmc�`b Π � \]^k_a\bs _[ okg^g[erb V fk_\ Π bd _[ ecrk\gdv`bfkc§[k`gec eff\khv]

AΠ
fk_\ Πs _[  ¡¢ ^b a]\k_cb hk``b ^_gd �¨p fk^b\ s1 = AΠ(I) n s = s1 n ok = faux nXp de[d t_b ¬ok

�eg\b �
�e� a]db\`g[b\ V(I, s) n
�m� ^jgc big^db s′ ∈ V(I, s)

dbccb t_b mΠ(I, s′) Â mΠ(I, s)s eck\^ s = s′ s ^g[k[ ok = vrai n
©
opt

Π
= min ⇒

{
º = 6

Â ” = <
opt

Π
= max ⇒

{
º = >

Â = >

ª



¬� �|�����|� }�{� }������� �������| s1
|}� ���|��| |� �|�~} p(|I|)� {� �����| 
 ���� ��| �  ��|� ª¢ ��� ���}�}�| |��� ���}�������� �� ¤��}���Ý|� ���|}}��| �� �|�~} �| ������| �| |V(I, s)|× tV(I) }� tV(I) �|~��}|��|�| �|�~} ������� �| ~�}}�Ý| ����| }������� � ��| }������� ¤��}��| ~��� �| ¤��}���Ý| V }������}����| I � {��¤�������� �|} ¤��}��} �|����| �� �|�~} �� ~��} |V(I, s)| × tm(I) }� tm(I) |}� �|�|�~} ���¤�������� ����| }������� }�� ����}����| I � }�~~�}� ~��¨������ ~�� ��¥������ �| NPO�¯�¥�� �� �����| 
 ���� ��| � |}� �����| �� ~��} |ωΠ(I) − βΠ(I)| ���} ¦ �|} ��|ß��|��} �| ��

�������� ��â|���� ���}� ��| �|} ¤������|} ����� � ¤��|��} |�����|}� �� ¤��|�� �| �� }������� ��Ý�|��|
}� optΠ = max� ������| }���� ���� ����} ��| ����� � �����| ����������«�|���|} ���} }�� �� ���~�|���� �| ����Ý������| ¬­à� Ü� |}� ���|}}���|� ~��� �| ~������} ��¤��}���Ý| �| �� }������� �������|� ��| �|������ }��� �| �����| ~��¨������| © �� ���� �| ~��} ��|�� ���}�������� �| ���� ¤��}�� � ~����� �| �� }������� �������| }��� |��|����| ~��¨������|� ³�������� �|} |��Ý|��|} ~�� �|} �|�� ���������} ���|}}���|} ¦  �¢ �� |��}�| �� ~��¨�«�| p1

�|� ��|�
∀I � ∀s ∈ SolΠ(I)� |V(I, s)| 6 p1(|I|)

|�  ��¢ �� |��}�| �� ~��¨�«�| p2
�|� ��|� ∀I � tV(I) 6 p2(|I|)�«���� �� �����| �����������} �| �� �����| 
 ���� ��| � �| ����Ý������| ¬­à� �� �| ~|�� }��}}��|�

�| }� ~��¨��������� ���|� ������� �| �����| �����~|} ��| ���|}}��|���� �| ~�}}�Ý| ����| }�������
�| ¤��|�� mΠ(I, AΠ(I)) � �� �~����� �| ¤��|�� βΠ(I)� ��| ��������� }�ß}���| ~��� ��| ����|� ª
}��� ~��¨������ |}� �| ���¤��� ����� �����| ~��¨������ �| ¤��|��} ~�}}���|} ~��� �|} }�������} ��
~������| |���| �|} ¤��|��} mΠ(I, AΠ(I)) |� βΠ(I)� ������� ����� |��}�| �� ~��¨�«�| p ��� ¤���¥|�
~��� ����| ��}����| I � �� �|������ }��¤���| ¦ }� αI = mΠ(I, s1)

|� n(αI) = |{mΠ(I, s) º αI , s ∈
SolΠ(I)}|� ����} n(αI) 6 p(|I|)�®���|��|�}|�|��� �|��| ��������� ��|}� ~�} ¤���¥���| � ������ |�
�|�~} ~��¨�������²��} ��}���Ý���} �|�� ��¯��} �| �� ¤���¥|� ¦ }��� �| ~������| �������| �����|� ����� �����|
~��¨������ �| ¤��|��} ��}�����|} ~��� ����| ��}����|  ��|}� ������|�� ¤��� }� �| ~������| |}�
~��¨������|�|�� �����¢� }��� ��|}� � ���} ����� �|¤�|�� �| }| ��~~����|� �| �� ¤��|�� �~�����| |�
~������ ����| ����| }�������

AΠ(I)� ¯á|���¤|�|��� }� �� ¤��|�� ����| }������� �~�����| |}� �����|
~�� �� ~��¨�«�|� ��|�� ∀I ∈ IΠ

� |βΠ(I)| 6 pβ(|I|)� �� }�ß���� ����}� ~��� �|���| �� �|��|���| �����|
~��¨������|� �| ~����� ����| }������� �������| 
 ���õ° ����±õ �õ 
 ������	� �� }��� �| ��}~�}|�
���� ��Ý������|

AΠ
�~~����� � ��~~��� ���}���� r ~��� �| ��~~��� ���}}���| ���} �| }|�} �±� }�

optΠ = max  �| ��} optΠ = min }| �����| |����|�|�� �| �� ���| ��¯��¢� ����} λA(I) > rβΠ(I)��| ��� ��~����| |λA(I) − βΠ(I)| 6 |1 − r|βΠ(I) 6 |1 − r|pβ(|I|)� µ|��| ��}��}}��� ���} ����|
��� �|�� ���������} }�ß}���|} }��¤���|} ����|����� �� ~��¨��������� ���� ��Ý������| ¬­à ¦  �¢ ��
|��}�| �� ~��¨�«�| p

�|� ��|� ∀I � �| �����| �| }�������} �����}���|} �| I |}� ������|�� �� �Ý��
� p(|I|) |�  ��¢ Π ∈ APX[ρ] |� βΠ(I) |}� ����� ~�� �� ~��¨�«�|�{� ������}��� |}� ����� �| ~|�� �}}��|� � ������ ��|ß������ |� �|�~} ���� ��Ý������| �|
�|��|���| �����| ¦ �|�� ��~|�� ����|�|�� �� ~������| ������  �� �| �� �|}�������� ���� ~������|
Ý������ � ��| ������| ����}����|} ~����������|}¢ ���}� ��| �| �� ��¥������ �| ¤��}���Ý| ���}�����|�
£��� ~��} �| �|�}|�Ý�|�|��} }�� �� ��ß����� �����|��� �|} �~���� ������ |� �|�~} ~��¨������
~��� �|} ~������|} ��� }��� ���| |� �|���} �| �� ���}}| ²£³�£´� ��� ¶ª·� ªª� ª²¸�

³� ��� ¤�� �| ¤��}���Ý| |}� �� ������ �|�����| �| �� �|��|���| �����| © ��� �� ¤��}���Ý| ��|}�
����| ����� |�}|���| �| ~����} ������ ����| }������� �����|� µ|~|������ ����| ��� ����� �|
���}�����|� � ~����� �| �|} ¤��}���Ý|}� �|} ��Ý������|} ~��¨�«������ ���} �| ���} �����|}}|���}
���� �|} ¤��}���Ý|} ~��¨�«������ ��|}�������| �����| }�������� ��|� ��| }��� �| ~������| �������
���� �� �����õ ��
������
 �õ ������� ~��� �}}��|� �| ������| }��~�| |� }¨}��������| �������}�����
�| ~�������|} ~��¨������|} |� �|�~}� ²����} ��������} ��| �| Ý����} |á���} ��� ��� |���|~��}
~�� ��á��|��} ���|��} ~��� ����Ý�� �|} ¤��}���Ý|} � �|} }�������|} ����} ���¤���|}� µ����} ~��
|�|�~�|� �� ��}| |� �¤��|��| �| �� ���}}| £{°  ¶ª®� ª·¸¢� �|} ~������|} 
 ������} �  ¶§¬¸¢ |�� ~��}
���|��|��� ��|��}�|��| �| ¤��}���Ý|} �| �����| |�~��|���|��| ��� }��� ~������� |��������|} |�
�|�~} ~��¨������  ¶§�� ª­� §̧ ¢� µ|�� ���} ����| � �� ��¥������ }��¤���| �� ¤��}���Ý|�

�



³ì´ñèéèæñ µ¶ °��� Π �� ~������| �| ²£³� �� ¤��}���Ý| }�� Π |}� ��| �������� V : IΠ×SolΠ →
P(SolΠ) �± P(X) ��}�Ý�| ��|�}|���| �|} ~����|} �| X ���� � ����| }������� s ∈ SolΠ(I) �| ����|��}����| I ∈ IΠ

� �}}���| �� }��}�|�}|���| V(I, s) ⊆ SolΠ(I) �| }�������} �| I ����|���� s� �|�����| �� ~��} pV(|I|)� �± pV
|}� �� ~��¨�«�|�

£�� ����|��}� ���} }��������} ��¥��� ��| ������| �| ¤��}���Ý|} ��� ~|��|��| �| �|�����·��| ��|
���}}| �| ~������|} ���� �� }~���¥���� }|���� ���¤��� �| ���} �~���� ������ �|����¤|�|�� � ��
��~~��� ���~~���������� ������ °� Π |}� ���} �� ���}}| APX[r] �± r ∈ {ρ, δ}� ~��� �� �|�����
��Ý������|

A
� �� �������� ���� � ����| ��}����| I |� ����| }������� s �}}���| ��|�}|���| V (I, s) =

{s, A(I)}� |}� ��|� �� ¤��}���Ý| ���������|�� � �� ��¥������ ��| ���} ¤|���} ��|� ����|� © ������� �~����� ����� ~��� �| ¤��}���Ý| ���}��� �� ����} ��}}� ��|� ��| �� }�������
A(I) Ý������� �|���| ��~~��� ���}���� ���~~���������� ��|

A
|� �|�� ��|� ��| }��� �| ��~~��� ���}������

��| �|��| ��¥������ ���} ����|���� � ���}����|� }��~�|�|�� �|} ���}}|} APX[r] ����} ��| ����}������|���� â�}�|�|��� ~�� ������| �|} �~���� ������� ��¤��|� �|} ~��~�����} }�������|��|} �|
�|} ���}}|} ¸ Ü� ���� ���� ����¤|� ��| ��¥������ ~|����|��| ~��� �� �õ�����������õ �| ~������|}
���� �|} �~���� ������ �����|�� �� ��� �� �� ��	���� �������õ�õ�� ¤�}���¤�} �|} ��~~���}
���~~����������� ¯�¥�� �� ���� �Ý��|�|��� ~��� ���| |� �|}��| �| ���}�����| �|} ¤��}���Ý|}�
}�¤��� ��|��| |}�� ���� ~���� ������ �� ¤�}������� ��| ���� }��á�| �| ��|�}|���| �|} }�������}�²��} �¤��} ¤� ��| �� ��}| |� ¹�¤�| ���� ��Ý������| ¬­à ~��¨������ ����� �����������|
~�� �| �����| �| ¤��}��} ����| }������� ���} ��}}� ~�� �| �|�~} �| ���}�������� ���� ¤��}�� �
~����� �| ����| }�������� {|} ¤��}���Ý|} ����~���} ~��� �� ��}������� �|} ~������|}� ��|� ��| }����| ����| �| �|��|���|  �����|���}����|} ����| �~~���������� ~��¨������|¢� }��¤|�� }��¤|���| ~�����~| ��� ���}�}�| � ���|��� �|} ¤��}��} ����| }������� |� ����Ý|��� �� �����| ���}����
�| ���~�}���|} �| �|��|���  �â���º}�~~�|}}��� �| }���|�} ~��� �|} ~������|} �| ���¤|����|������Ý| ������|} ~��� �|} ~������|} �| ������|} � � � ¢� ³� ��� ����|�|��� � ~����� ����| }�������
�����|� �� ����| �� ¤�}������� �| ��|�}|���| �|} }�������} � ��| ��}����| ���� �|����� �����|�
���}����� �| ����}���������} �| �� }������� �������|�

µ|} ¤��}���Ý|} ~|�¤|�� ���| �|Ý���~�} }��} �| �������}�| �|} ��������õ� h
������� ��� �á�|��

��| ��~��}| � �|} |��Ý|��|} |� ��| ���} ��¥��}}��} � ~��}|���®��}� �¤��� �| ����~��|� �� ������
�| ����|� �� ���� ��¥��� ��| �������õ |���| �|} }�������} �|} ��}����|} �|} ~������|} �| NPO�
³ì´ñèéèæñ » ¶ ∀Π ∈ NPO� ∀I ∈ IΠ

� ∀s, t ∈ SolΠ(I)� d(s, t) = ‖s − t‖1 =
∑|I|

i=1 |si − ti|�
°��� h ��| ���}����| © �| ¤��}���Ý| Vh

Π h������ ~��� Π |}� ��¥�� |� ����| }������� s ����|��|�}|���| �|} }�������} �� ~��} h���}����|} �| s ¦ ∀h� ∀I ∈ IΠ
� ∀s ∈ SolΠ(I)� Vh

Π(I, s) =
{t ∈ SolΠ(I) : d(s, t) 6 h}�
£�� ���} �| ���Ý�Ý|� �� �����¥|�� �| h������ ���� ¤��}���Ý| V ����|�� ���} �� ¤��}���Ý| h�������}��� ����| �������� V

¤���¥��� ¦ ∀I ∈ IΠ
� ∀s ∈ SolΠ(I)� V(I, s) ⊆ Vh

Π(I, s)�{��}��| ���� ~���|��� ~��� ��| ���}����| h |� �� ~������| Π �����}� �	 ¤��}���Ý| h������}��} ����| ~����}���� �� }| �����|�� � ���� Vh
Π � £��� ��| ���}����| ���¤|�}|��| h |� �� ~������| Π�| NPO� }��� I ��| ��}����| �| Π� �| �����| �| }�������} h���}����|} ����| }������� ��|������|

s ∈ SolΠ(I) |}� ��â��� ~�� �� ~��¨�«�| |� �� �����| �| ����}����| ¦ |{t ∈ SolΠ(I) : d(s, t) 6

h}| 6
∑h

i=1 C
p(|I|)
i 6 p(|I|)h+1 � ¯�¥�� �� ���}�������� ����| }������� ¤��}��| � ����| }������� �|

����| ��}����| �|����| �� �|�~} ���}���� ¦ �|} ¤��}���Ý|} h������} �|�~��}}|�� �|} ���������}
���|}}���|} �| ������|�|�� ~��¨������ ���� ��Ý������| �| �|��|���| �����| ~��}|���|} ����|}}�}�
¼ "# y&#**$ ½"¾

[δ]

Þ��} �|��| }|������ �� }������|}}| |����}�¤|�|�� ��� }�������|} �| ¤��}���Ý|} h������}� ²��}��¥��}}��} ������� �� ������ ���~����� ����� Ý������  ~��� �|} ¤��}���Ý|} h������}¢�
¿



³ì´ñèéèæñ À¶ �� ~������| Π Ý������� ~��� δ
�� ¤��|�� �| }|} �~���� ������ }��� |��}�|� ~��� ��|

���}����| r ∈ ]0, 1] |� �� |���|� h� �� ¤��}���Ý| h������ V �|� ��| ���� �~����� ����� s̃
¤�}���¤�}�| V �| ����| ��}����| I �����}| �� ��~~��� ���~~���������� δΠ(I, s̃) ���� ����} r � �� ~������| Π|}� ���} GLO[δ] }��� Ý������� �� ������� �| }|} �~���� ������ |� }� �� }���� ~��� �| ¤��}���Ý| ���

~|��|� ��������� �|��| Ý������|� ���|����|� �� �~����� ����� |� �|�~} ~��¨�������
Þ��} �� ���}}| GLO[δ]  �� |� |}� �| ���| ~��� GLO[ρ]

¢� �� ���� ��}���Ý�|� �|�� ���}|} ¦ �|}
�~���� ������ �| ������� Ý������|  �| ����� ~������� �����¥|� �| 
 °�����|�GLO �¢ |� �� Ý������|
�����|����� ���� �~����� ����� |� �|�~} ~��¨������ © �| ��� �|}���� �| ����¤|� �|} }�������}
�~~�����|} |� �|�~} ~��¨������� ���} ���} �|}��|������} ���â���}� ~��� �� ���}}| GLO[δ]� �����}����|} �|} ~������|} ~��� �|}��|��|} �� }��� ����¤|� �� �~����� ����� |� �|�~} ~��¨�������
µ�|}� ���} �|� |}~��� ��| �|} ���|��} �| ¶�¸ ��� ~���� GLO[ρ] ���} ²£³�£´ ��� �|��| �|}��������
|}� }�ß}���| � �� ��������� ����Ý������|} ~��¨�«����� � ��~~��� ���}���� � ~����� �� ���
���~���|�|�� Ý����� �|} �~���� ������ �� ~������| Ý������ ���}������
À¶µ Áìò ïçìëèìçò ïçæÂäÃëìò øì ÄÁÅ[δ]

Þ��} �� ~��~�}����� ��� }���� ���} �������} ��| ��¤|�} ~������|} ��|� �����} ���� ~�����| �| �� ���}}| GLO[δ] ~��� �|} ¤��}���Ý|} §������}  �ôõô ����� ����� ��| }������� s� �|} }��������} ¤��}��|} ���}�}�|�� |� �|��|} ��}������ �| s ��� }��� � ��}����| § �| s
¢� £��} ~�����������|�|��� ���} ���}������} ���} �� ~�|��|� �|�~} �|} ~������|} ÆÇÈ ÉÊË� ÆÇÈ ÌÍÎÏÐÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B � Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË�B � Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�B |� ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í��

B � µ��}������} �� Ý��~�| G(V, E) |�� ~��� �|�� }��}�|�}|���|} X |� Y �| V � �����} ~��
〈 X, Y 〉 = {xy ∈ E : x ∈ X |� y ∈ Y }�{| ~������| ÆÇÈ ÉÊË ���}�}�| � ���|����|� �� |�}|���| U �| }���|�} ��� ������}|
|〈 U, V \U 〉|� Ü��� �� ~��| }������� |}� ��|�}|���| ¤��|  �| ¤��|�� ²¢�{| ~������| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË ���}�}�| � ���|����|� �| ~��} Ý���� }��}�|�}|���| �|}���|�} U ⊆ V  |�}|���| }����|¢ �|� ��| 〈 U, U 〉 = ∅� Ü�� ��}}�� �� ~��| }������� |}� ��|�}|���|¤��|� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B |}� �� ¤������| �± �| Ý��~�| |}� � �|Ý�� ������� ����� ~�� B �{| ~������| Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË ���}�}�| � ���|����|� �| ~��} ~|��� }��}�|�}|���| �| }����|�} U ⊆ V  |�}|���| ��������¢ ¤���¥���� ~��� ���� }���|� v �| V ¦ v ∈ U �� 〈 {v} , U 〉 6= ∅�Ü��� �� ~��| }������� |}� ��|�}|���| V  ���} �|} }���|�} �� Ý��~�|¢ �| ¤��|�� |V |� Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇÐË�Í� ÒÏË�B |}� �� ¤������| �± �| Ý��~�| |}� � �|Ý�� ������� ����� ~�� B �{| ~������| Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ× ���}�}�| � ���|����|� �| ~��} ~|��� }��}�|�}|���| �|
}���|�} U ⊆ V  ���¤|����| �| }���|�}¢ �|� ��| E = 〈 U, V 〉� Ü�� ��}}�� �� ~��| }������� |}���|�}|���| V � Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�B |}� �� ¤������| �± �| Ý��~�| |}� � �|Ý�� ������� �����
~�� B �

µ��}������} �����|���� ��| ����|����� C �| }��}�|�}|���|} C1, C2, . . . , Cn
���� |�}|���| D �{| ~������| ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� ���}�}�| � |������| �� �����| ������� �| }��}�|�}|���|}

Cj ∈ C �����|�}|����� ¤��|� }��� � ������}|� �� �������� p = |C′| �±� C′ =
{
Cj1 , Cj2 , . . . , Cjp

}
⊆ C�|� ��|� ∀k < l ∈ {1, . . . , p}� Cjk

∩ Cj`
= ∅� £��� �| ~������|� �� ~��| }������� |}� ��| ������|¤��| �| }��}�|�}|���|} �| D  �| ¤��|�� ²¢� ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í��B |}� �� ¤������| �| ÆÇÈ ÒÏËÙÇÚÛ�Í� �± �| �������� �� ~��} Ý���� |�}|���| �| �� ������| C |}� ����� }�~���|��|�|�� ~�� B �

Áìëëî µ¶ Ü���������� 	� ����±õ G(V, E) ����õ¡õÝ ������ |V | = n
õ� ������ ��� ∆ ��� �õ���

��¡���
ô Þ
���Ýßô 
õ� ����
��õ� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË õ� Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ× ���� ��	�������¡����
õ�
��	� 
õ ������� �����õ���õ
 à �õ
� �õ��õ ���� ���
õ�õ�� ��	� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�

B
õ�Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�

B à

·



áô �� U õ�� 	� õ��õ��
õ �������� �õGÝ �
��� |U | > |V |/(∆+1) à �	������� �����õ���� �	õUõ�� �	��� ������
 ��	� 
 ����
	���� à �
���Ý U = V \U
õ�� �	��� 	� õ��õ��
õ �������� �õ Gõ�Ý �õ �
	�Ý |U | 6 ∆|V |/(∆ + 1)

ô
â�õ	�õ �	 ����� ßô Ü� |}� ��|� �����  ¶¿¸¢ ��| U |}� �� }����| �| G� }� |� }|��|�|�� }� V \ U|}� ��| ���¤|����| �| }���|�}� £�� ���}���|��� ~��� ���� }����| U �| �������� |U |� �� |��}�|��| ���¤|����| �| }���|�} �| �������� n − |U |� £�� ����|��}� �| ��~~��� ��á��|���|� ����� }����|~��� ����| ����}��������� �ß�| �| �� �������� ��â|����  ¶§§¸¢� �� ~�|�¤| �� ~���� § �� �|��| |}�
���~���|�â�õ	�õ �	 ����� áô µ��}������} �� |�}|���| �������� U � {� ��¥������ ���� �|� |�}|���| ��~����|
|U | 6 |〈 U,U 〉| =

∑
u∈U |〈 {u} , U 〉| 6 ∆|U |� {�|�~�|}}��� ~�����|��| �¤|� |U | = |V |−|U | �������

|U | > |V |/(∆ + 1)�
°�~~�}��} �����|���� ��| U }��� ������� ~��� �������}��� �| }�����·�� Þ��������} �������

��| U |}� �Ý��|�|�� �� |�}|���| ��������� ¯� |á|�� �| Ý��~�| G
����� }�~~�}� ����|�|� ����

}���|� y ∈ U |}� �|��� � ��|�}|���| U �� }�� ���~���|�����| U � ³�� }� y ��|}� �|��� ���� �|}
}���|�} �| U � U\ {y} |}� ���â���} ��������� �| ��� �����|������ �� ���������� �| U © y |}� ����
�|��� � �� ����} �� }���|� �| U � ����|�|�� ���� 
 ∀u ∈ U � |〈 {u} , U 〉| > 1 �� ��������

£��}��| �����|���� U |}� �� |�}|���| ��������� ���} �¤��}� ~�� �� ~�|����| ~����| ��
~���� ª� |U | > |V |/(∆ + 1) ��� ��~����| |U | 6 ∆|V |/(∆ + 1)� µ|�� �|����| �� ~�|�¤| �� ~���� ª
|� �� �|��|�

Þ��} �� ~��~�}����� ����|}}��}� ���} ���}������} �����|�|�� �|} �~���� ������ ~��� �|}¤��}���Ý|} §������}� £��� �|} ~������|} ������}� �|�� �|¤�|���� � ������| �|} }�������} �������|}
�� �������|} ~��� �������}���� {|} ����¨}|} ~��}|���|} }��� �|} ~��} ¥�|} ~�}}���|} ~��}��| ���}�������} ��| �|} �����} ���~~����������} ��}������} }��� ���|���} ~��� �|�����|} ��}����|}�ãçæïæòèéèæñ µ¶ â�	� 
õ� ��������õ� ß������� äßô ÆÇÈ ÉÊË

∈ GLO[δ] àáô Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË�
B ∈ GLO[δ] àåô ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�

B, Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�
B ∈ GLO[δ] àæô ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í��

B ∈ GLO[δ]
ô

â�õ	�õ �	 ����� ßô °��� G(V, E) �� Ý��~�| |� }��� U �� }��}�|�}|���| �������� �| }���|�}�{�|�}|���| U |}� �� �~����� ����� }� |� }|��|�|�� }� �| ����Ý|�|�� ���á|������� ���� }���|� u�| U � U �� �| U � U ���������| ~�} �� }�������� }��� }� U
¤���¥| ¦ ∀u ∈ U � |〈 {u} , U 〉| 6

|〈 {u} , U 〉| |�� ∀u ∈ U � |〈 {u} , U 〉| 6 |〈 {u} , U 〉|� {|} �|������} ~�����|��|} ��~����|�� ¦
∑

u∈U

∣∣〈 {u} , U
〉∣∣ +

∑

u∈U

|〈 {u} , U 〉| 6
∑

u∈U

|〈 {u} , U 〉| +
∑

u∈U

∣∣〈 {u} , U
〉∣∣

�| ��� ����| 2|〈 U,U 〉| + 2|〈 U, U 〉| 6 2|〈 U, U 〉| © �|�� ��~����| |E| − m(G, U) 6 m(G, U)��ôõô
m(G, U) > |E|/2� ü¤|� β(G) 6 |E| |� ω(G) = 0  �� ~��| }������� ~��� ÆÇÈ ÉÊË ���}�}�| �

~�|���| U = V
¢� �� ����|�� δ > 1/2�

µ��}������} �����|���� ����}����| ��}������ ���� C4
 �ôõô �� �¨��| �| �����| ­¢ © �� �~����������  �| ����} ���¢ ~��� �|} ¤��}���Ý|} §������} |}� ����� ~�� �|�� }���|�} ���}������} ��

�¨��| |� � ��| ¤��|�� �| ª �����} ����� �~����� Ý����� |}� ����� ~�� �|�� }���|�} ���|���} ��
�¨��| |� � ��| ¤��|�� �| ­� µ|�� ������� �� ~�|�¤| �� ~���� § �| �� ~��~�}������â�õ	�õ �	 ����� áô £�� �� ~�|����| ~����| �� ~���� ª �� �|��| §� β(G) > |V |/(B+1)  ���~�����|}� �������| ��������¢ |�� ~�� �� �|�����|� m(U, G) 6 B|V |/(B + 1) ~��}��| ���� � ∆ 6 B �
£�� ����|��}� ω(G) = |V |  �� ~��| }������� ���}�}�| � ~�|���| ���} �|} }���|�}¢� ³� ����|�� �����| ��~~��� δ(G, U) = (n − |U |)/(n − β(G)) > 1/B �

 



µ��}������} �����|���� ����}����| ��}������ ���� Ý��~�| ��~���� ���~�|� K1,B � �� �~���������� ~��� �|} ¤��}���Ý|} §������} |}� ���|����� ~�� ��|�}|���| }����| �| �����| B
�}}� �| ����~�������� �����} ��| ���~����� Ý����� |}� ����� ~�� ������| |�}|���| }����| �}}� �| �� ��~��������

|� ¤��� § |� ��| �� ~��| }������� |}� �����| ~�� �|} B + 1 }���|�}� µ|�� �|����| �� ~�|�¤| ��
~���� ª �| �� ~��~�}������â�õ	�õ �	 ����� åô £�� �| ~���� § �� �|��| §� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B |� Æ�Í ÖÏ×ËÏÈÉÔØÏ×�B }��� ������~~��������|} ~��� �| ��~~��� ��á��|���|�� £�� ����|��}� }� �� ���}����| ��|
~��� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË� ω(G) = 0 |� ��| ~��� Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×

ω(G) = n� �|}��~~���} ���}}���| |� ��á��|���|� ~��� �|} �|�� ~������|} ��ç����|�� ~��� ���� Ý��~�| G� µ|�����~���| �� ~�|�¤| �� ~���� § �� �|��|� ¯���� ����� |�¥� ��| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�´∈
GLO[ρ]  ¶�¸¢� |� ���}������� �|} ¤��}���Ý|} §������}� �� ~�|�¤| �� ~���� ¬ |}� ������|�â�õ	�õ �	 ����� æô µ��}������} ��| ��}����| I(D, C) �| ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� |� ���}����}��} ��|��}����| f(I) = G(V, E) �| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË |� �}}������� � �����| }��}�|�}|���| Cj�| �� ������| C � �� }���|� vj

|� |� ������ ��| ����| vjvj′
� �����| ���} ��| �|�� |�}|���|} Cj|� Cj′

����|}~������} ���~���|���� �|} ����|��} ������} ¦ f : I = (D, {C1, . . . , Cn}) 7→
f(I) = G(V, E) �¤|� V = {v1, . . . , vn}

|� E = {vjvj′ : j 6= j′, Cj ∩ Cj′ 6= ∅}� {� ���}�������� �|����}����| f(I) ~�|�� �� �|�~} �� ~��} n2B2 ~��� ���}����|� �|} ���~�|} ��|�}|���|} (Cj , Cj′)
|�

���~��|� �|��} ����|��}� {|} �|�� ��}����|} I |� f(I) ��� �| ���| |�}|���| �| }�������} {0, 1}n

|� ��| �|��| }������� s }|�� ���|�~����| �| �� ��¯�� }��¤���| ¦�
si = 1 ⇔ Ci ∈ C′ ~��� ����}����| I �| ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� ©�
si = 1 ⇔ vi ∈ U ~��� ����}����| f(I) �| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�ü��}�� �� �������� g |}� �� �������� ��|����� ¦ g =

Ü� : {0, 1}n → {0, 1}n � s 7→ g(s) = s� £�����}��������� �� �|������ 

s }����| ���} G ⇔ s }������� �| ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� ���} C � |}�¤���¥�| ¦ 
 s }����| ���} G � ����¤��� 


∀j < j′ � sj × sj′ = 1
��~����| vjvj′ /∈ E �� �| �������¤��� 


∀j < j′ � sj × sj′ = 1
��~����| Cj ∩ Cj′ = ∅ �� �| ��� � }�� ���� |}� ����¤��|�� � 


s}������� �| ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� ���} (C, D) ��{|} �|�� ��}����|} ��� ���� �| ���| |�}|���| �| }�������} �����}���|}� Þ| ~��}� ����| }�������� s � ���| ¤��|�� }�� �|} ��}����|} I |� f(I)� �ôõô ∀s ∈ {0, 1}n �

m(G, s) = m (C, s) =
n∑

i=1

si

£�� ���}���|��� ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í� |� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË }��� ������~~��������|} ~����| ��~~��� ��á��|���|�  |� ~��� �| ��~~��� ���}}���|¢� ü��}�� �� |}� �����| �| ¤��� ��|� ~�� �� �����������| ���} ¤|���} �| ������|� }� �| �������� �� ~��} Ý���� |�}|���| �| �� ������| C |}� ����� ~�� B �
����} �| �|Ý�� ������� �| G |}� ����� ~�� B

�Ý��|�|��� ¯�¥�� }��� k ��| ���}����| © �|} ¤��}��}
k���}����} ����| }������� s }��� �|} ���|} }�� I |� f(I) |�� |� ~��~�}��� ~��� ���� ¤��}���Ý| V ′

���}����� ~��� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË �| ¤��}���Ý| g(V ′) ~��� ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í�� �� �������
��}��|�� ��| }� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B ∈ GLO[δ]� ����} ÆÇÈ ÒÏË ÙÇÚÛ�Í��B ∈ GLO[δ]�{| ~���� ¬ }�ß� ����} ~��� �������| �� ~�|�¤| �� ~���� ­ |� �| �� ~��~�}������

°� B ��|}� ~��} }|��|�|�� ��| ����| ���} �Ý��|�|�� �| �����| |���� �| }���|�} ��â��|��}
� ���� }���|�  Ý��~�|} B���Ý���|�}¢� �| ��~~��� ���~~���������� ��á��|���|� �| ���� �~�����§������ �|} ~������|} �| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B |� Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�B |}� ~����� ~���
�|} Ý��~�|} ����|�|}� � 2/(B + 1)� ¯á|���¤|�|��� �� �|�����| ����} ��|� ~��� �� ���¤|����|
�| }���|�}� ����| }������� ����| ��}����| I ���� ����Ý�|� �� ����} m/B }���|�} ~��� ���¤���
���� E � �����| }���|� ~|��|����� �| ���¤��� �� ~��} B ����|} © ��� ���} �| ����| �| Ý��~�|}
B���Ý���|�}� �|} �����|} m |� n ������|} |� �| }���|�} }��� ���} ~�� �� �|������ ¦ 2×m = 2|E| =∑n

j=1 d(vj) = B×n �± d(vj)
|}� �| �|Ý�� �� }���|� vj

���} �| Ý��~�|� ü��}�� �| β(I) > m/B � ��
������ β(I) > n/2 |� �| ��~~��� ��á��|���|� ���~~���������� ����| ���¤|����| �������| U � ���

§²



|}� ���â���} �| �����| �� ~��} n×B/(B +1) ~�� �� ��������| �| U � �����}| �� ��~~��� ��á��|���|�
�| ¦ δ(I, U) = (n − |U |)/(n − β(I)) > 2/(B + 1)�
À¶» ãçæÂäÃëìò øì ïîçéèéèæññìëìñé ê÷ç÷øèéîèçì ìé ÄÁÅ[δ]

��| ~��~����� P |}� ±���������õ }� |��| ¤���¥|� ∀X |� ∀Y ⊆ X � P (X) ⇒ P (Y )� Þ| ~��}� ��
~��~����� |}� ���| ��� ���¤���| }� |��| |}� ¤���| ~��� ��| ��¥���� ��|�}|���|} X |� ���}}| ~���
��| ����| ��¥����� {| ~������| ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË �� �|��� �| �� �����| �| �����| �������|
}��� �|} ~������|} ��¥��} }�� �|} ~��~�����} ����������|}� °��� P ��| ~��~����� ����������| |� X�� |�}|���|� ��| P �~�������� �| X |}� �� |�}|���| S = {V1, . . . , Vq}

�| }��}�|�}|���|} �| X��� ¤���¥| �|} ����} ~��~�����} }��¤���|} ¦�
∪q

i=1Vi = X ©�
∀i, j = 1, . . . , q � i 6= j ⇒ Vi ∩ Vj = ∅ ©�
∀i = 1, . . . , q � P (Vi)�

°��� Π �� ~������| �| NPO ���� �|} ��}����|} }��� �� �����| ���� |�}|���| X |� �¤|���|��|��|�� ����| ¤�������� p : X → N �|} ����|��} �| X © Π |}� �� ~������| �| ~���������|�|������������|  Æ�Í èÏ×ÏÎ�ËÇ×é ÙÇ×Ë�Ë�ÔÍ�Í�¢ }��� |��}�| ��| ~��~����� ����������| P
�|��| ��|

����| ��}����| I �| Π �|¤�|�� � ��}����| �� ~������| �� �¨~| ¦

βΠ(I) = min

{
q∑

i=1

α (Vi) : S = {V1, . . . , Vq}
|}� ��| P �~�������� �| V

}

�± α |}� ��| �������� ���¤�������� �|} |�}|���|} �| �¨~| �������� ����������| ����| »| � ~���}�������� ~���} ��¨|�� |��� {� ~��| }������� ~��� �|} ~������|} |}� ��| P �~�������� �| V ���
������}| �� }���| �|} α(Vi)�{| �������ê���� �� ����������� �|} ~������|} �| ~�������� |� �����|}� |� }��}�Ý��~�|} � �|Ý�������� |� }��}�Ý��~�|} ~������|}� |���� }��� ���} �|} ~������|} �| ~���������|�|�� ����������|� Ü�}��Ý��� ~��� ���} �|} ~������|}� �| ~����Ý|� �� |�}|���|  ������|��}� �| }���|�}¢ |� �� �����|
������� �| }��}�|�}|���|} ¤���¥��� ��| �|�����| ~��~������ ü��}�� �| ~������| �| ����������
~����Ý| �|} }���|�} |� �� ������� �| }����|} ����� �|��� �| �� ~�������� |� �����|} �|} ~����Ý|
|� �� ������� �| �����|}� £��� �| ~������| �| ~�������� |� }��}�Ý��~�|} � �|Ý�� ������ �|
}��}�Ý��~�| ������ ~�� �����| }��}�|�}|���| �| �� ~�������� ���� ���| �| �|Ý�� ����� ~�� ��|
���}����| © ~��� �� ~�������� |� }��}�Ý��~�|} ~������|}� �|} }��}�Ý��~�|} ������} ���¤|�� ���|
~������|}� £��� ���} �|} ~������|}� �� ~��| }������� |}� ��|�}|���| V �|} }���|�} �� Ý��~�|
��|����|�¯�¥�� �| �������ê��� �|��¤| �� ���Ý|�|�� ������|��} ���} �� �����| ������� �| ��·�|} �|
}���| ��| �� }���| �|} ¤����|} �|} ��â|�} ���} ��| ��·�| ��|����| ~�} �| ¤����| �| �� ��·�|�Ü��� �� ~��| }������� ���}�}�| � ~���|� �� ����|�� ~�� ��·�|�{� }��������� �� �����|� �� ��â�������  }�� �|} �|Ý��} ���} �|} Ý��~�|} �� }�� �| ~���} ����
|�}|���| ������|��}¢� �� ~�������� }��� ����|} �|} ~��~�����} ����������|}�

µ����� �| �|} ~������|} � ���� ����â|� �| �����|�}|} ����|} ���} }�� ~��~�| ����| |� ���
����� ��|� � ��á��|��} ��Ý������|} �| ��}������� �~~�����| © �| }��� ���} �|} ~������|}���|�} �| ���|��|���| �~��������|��|� {| ~������| �| ����������� ~�� |�|�~�|� � �| �����|�}|} �~~��������}
���} �� ����|~���� ��|�~���} �� �|�~}  �| �������}� ��|���|�}� |��� ¶ª�� ª¿¸¢ © �|��� �| �� ~��������|� }��}�Ý��~�|} ~������|}  �~~|�� ��}}� �õ��õ¡ �±��ê�õ��¢ ���|�¤�|�� ������|�� ���} �� ����|~����
�| �������} ��~����}  ��� ¶ª¬¸ ~��� �� ���� ������ë�� �|} ����|} ���|} � �| ~������|¢�
ãçæïæòèéèæñ »¶ ì� Π

õ�� 	� ����
��õ �õ ����������õ�õ�� ±���������õ �����
	����� α =»| Ý �
���
Π ∈ íîï[δ]

ô
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ãçææð¶ ²��} �����} �����|� ��| ���� �~����� ����� ~��� �| ¤��}���Ý| ª������ �����}| �� ��~~���
��á��|���|� �| §ºª ~��� �|} ~������|} �| ~���������|�|�� ����������| |� ��| �| ��~~��� |}� ���|���
�}¨�~������|�|�� ~��� ��| ~��~����� ����������| ��|������| ��� ���¤���|�

°��� Π �� ~������| �| ~���������|�|�� ����������| |� X = {x1, . . . , xn}
�� |�}|���| � n����|��}� µ��}������� ��| ~�������� ����| ��| ��~�������� �|} ����|��} �| X }�� �� ~��} n|�}|���|}� �� ~|�� �|~��}|��|� ����| }������� V1, V2, . . . , Vq

~�� �� ¤|��|�� s ∈ {0, 1}n2 ����� �������|�~���|� }|��� ¦ 
 si
j = 1 � }� |� }|��|�|�� }� 
 ������|�� xi

|}� ���} �| }��}�|�}|���| Vj
� |�

��� ¤���¥| ¦ ∀i = 1, . . . , n� ∑n
j=1 si

j = 1 }� s |}� ��| ~�������� |�� ∀j = q + 1, . . . , n� ∑n
i=1 si

j = 0}� }|��} �|} q ~�|��|�} �����|} }��� �����}�}�{� ¤��|�� ����| }������� ~��� α =»| |}� �| �����| �| }��}�|�}|���|} ������� �� ~�������� |�
����| �| �����| �| ~|�� |����|� �| �������� n �| ����}����|� �� }�|�}��� ��| Π |}� �¤��|��|��
~��¨������|�|�� ����� ¦ ∀X ∈ IΠ

� ωΠ(X) = |X| = n�
µ��}������} �| ¤��}���Ý| V ��� ���}�}�| � ~�}}|� ����| }������� � ��| }������� ¤��}��| |�

����Ý|��� ���á|������� �| �|�� ���~�}���|} �� ~��} �� ¤|��|�� s ∈ {0, 1}n2 �|~��}|����� ��
}�������� ¯� ������|} �|��|}� �|�� }�������} }��� ¤��}��|} }�� |� ~������ �| ����| ��|���| |��|}� ��
~|�� ����¤|� � ������| |� ���}��� ~�}}|� �� ����|�� ���� |�}|���| � �� ����|� ²����} ��| �| �¨~|�| ¤��}���Ý| �| ~|��|� �������������� �| �� ¤��|�� �| �� }������� ��| ���} �� ����| �|}��|����
£��} ~����}��|��� }��� {V1, . . . , Vq}

�� �~����� ����� �|����¤|�|�� � �| ¤��}���Ý|� {��~��������
�| �� ~�������� {V1, . . . , Vq}

}�Ý��¥| ��������| �á|������� �����}���| ���� ����|�� � �� ����| }��}�|�}|���| ���������|���� �� }������� ����|��| ¦ |� ������|} �|��|}� �� ��|}� ~�} ���} {V1, . . . , Vq}�| }��Ý�|��� ��| ���� ~��}}| ������|�� °� �� }������� ���~���| k }��Ý�|���}� �� }�~~�}| �����
}��Ý�� �|} k ~�|��|�} }��}�|�}|���|} V1 = {v1} , . . . , Vk = {vk}

|� ���� �|�����| ��| P
���������������|� �|} }���|�} v1, . . . , vk

}|���� ���â���} ���} k |�}|���|} ��}�����} © |� ������|} �|��|} ¦
∀(i 6= j) ∈ {1, . . . , k}� }� ¬P ({vi, vj})

� ����}� ∀s ∈ SolΠ(X)� mΠ(X, s) > k |�� ~�� ���}���|���
βΠ(X) > k �

£�� ����|��}� �|} ����|} }��}�|�}|���|} Vk+1, . . . , Vq
� ����|���� ������ �� ����} �|�� �����|��}� ¤���¥|�� ∑q

i=k+1 |Vi| = n − k > 2(q − k) }� |� }|��|�|�� }� q 6 (n + k)/2� Þ����

δΠ (X, {V1, . . . , Vq}) =
ωΠ(X) − q

ωΠ(X) − βΠ(X)
> n −

n + k

2
n − k =

1

2

Þ��������} ��| �| ��~~��� |}� ���|���� °��� ��| ~��~����� ����������| P ��� ���¤���| |� Xn��| ������| ��|�}|���|} }�����|�|�� ����}}���| ~��� �������}��� ¤���¥��� P � µ��}������} �� }���|
����}����|} In = (Xn, P ) �� ~������| �| ~���������|�|�� ����������| Π� ³� � βΠ(Xn) = 1�
ωΠ(Xn) = |Xn|

|� �� �~����� ����� ~��� �|} ¤��}���Ý|} ª������} ~���������| Xn
|� }��}�|�}|���|} �| �����| �|�� ~��}� ~|������|� �� }��}�|�}|���| �| �����| ����} |� � ~��� ¤��|�� b|Xn|/2c���������

µ| ��}������ ~�� ���~~��|��| ��ç¤|�� �| �� }������� �~~�����|� ��|}� �|~|����� ~�} }� ������
~��}����� �Ý��| �| ��~~��� ���|�� ~��� �| ~������| �| ���������� �������| ���} ¶§²¸  �����
� ª· º¬�² �|~��} ¶§­¸¢� ���} �� ���}}| }������ ��Ý��|� �| �|���|��|} �~~����������} � �����| ����|
����¨}| �� ~|� ~��} ¥�| �¤|� �|} ¤��}���Ý|} �� ~|� ~��} Ý����}�
À¶À ñæ�òìçé�çì øùìñòìëÂäìò

��| ��}����| I(C, S) �� ~������| �| ���¤|����| �������| ��|�}|���|}  Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×¢
|}� �� �����| ���� |�}|���| C = {c1, c2, . . . , cm} ������|��} � ���¤��� |� ����| ������| S =
{S1, S2, . . . , Sn} ⊆ 2C �| }��}�|�}|���|} ������|��} �| C ������� C � {| ��� |}� �| ����¤|� ��
|�}|���| S̃ ⊆ S �| �������� ������� ��� �|���¤�| C � {� ~��| }������� |}� �|~��}|���| ~�� ��
������| S  �| ¤��|�� n

¢� ³� }| �|}��|��� ��� ��� ��}����|} B������|}� ��|}�������| ��� ��}����|}
I(C, S) ���� ���} �|} }��}�|�}|���|} Si

�| �� ������| S
¤���¥|�� |Si| 6 B � ²��} �����} �|��|¤������| �| Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ× ~�� Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�B �
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ãçæïæòèéèæñ À¶ Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�
B ∈ GLO[δ]

ô
ãçææð¶ ²��} �����} �����|� ��| ���� �~����� ����� ~��� �| ¤��}���Ý| §������ �����}| �� ��~~���
��á��|���|� �| 1/(B + 1)�{� ¤��|�� ����| }������� S̃ |}� �����| ~�� mSC(I, S̃) = |S̃|� Ü� }��Ý�� ���� ~������| ~��¨�������|�|�� ����� ~��}��| �� ~��| }������� |}� �| ¤��|�� n� {| ¤��}���Ý| §������ ��}�Ý�| ����
����| ¤��}��| ����| }������� S̃ � ����| }��|����� S̃′ ���� �� ~��} �� }��}�|�}|���| ��á��| �| S̃ ©�|} �~���� ������ ~��� �| ¤��}���Ý| }��� }��~�|�|�� �|} }�������} �������|}�

µ��}������} ��| ���¤|����| S̃ = {S1, S2, . . . , Sp}
�| �����| p © S̃ |}� ��| ���¤|����| �������|

}� |��| ¤���¥| �|} �|�� ���������} }��¤���|} ¦  �¢ ∀i = 1, . . . , m� ∃j ∈ {1, . . . , p}
�|� ��| ci ∈ Sj|�  ��¢ ∀j = 1, . . . , p� ∃ij ∈ {1, . . . , m}

�|� ��| cij ∈ Sj
|�� ∀j′ 6= j ∈ {1, . . . , p}� cij /∈ Sj′ � {����������  �¢ ������� �� �����}������� �| �� }������� S̃ � �� ���������  ��¢ }� ����������� £��  ��¢� ��

}��� ����� ~|�� ���}�����| �� |�}|���| C̃ =
{
ci1 , . . . , cip

} �| p
����|��} ��}�����}  �� ����|��

~�� }��}�|�}|���| Sj
�| �� ���¤|����|¢ ��� ¤���¥|�� ¦ ∀ci′ ∈ C̃ � ∃!j ∈ {1, . . . , p}

�|� ��| ci′ ∈
Sj � °� ����}����| �������| |}� �|��| ��| ���� ����|�� ci ∈ C �~~���·� ���} �� ����} �|�� }��}�|�}|���|} Sj

� ����} ��|}� |� ~��������|� ¤��� �|} ����|��} c′1, . . . , c
′
p′ © �|����� �| ~��¤���� ~��

���}��������� �~~���|��� � �� }|���� }��}�|�}|���| �| S̃ � ��} �~~����}}|�� ���� ���} �|} }��}�|�}|���|} Sp+1, . . . , Sn
� �| ��� ~|��|� ��������� �������}��� C̃ ⊆ ∪n

j=p+1Sj �{|} }��}�|�}|���|} Sj
�| S\S̃

����� �| �����| �����| ~�� B � �� |� ������ }�� p
�� �|������ ¦

p 6 B(n − p) ⇔ p 6 Bn/(B + 1)� �| ��� ���} ����| �� ��~~��� �| ~|��������| ¦ δ(I, S̃) =
(ω(I) − p)/(ω(I) − β(I)) > (n − (Bn/(B + 1)))/n = (n/(B + 1))/n = 1/(B + 1)�

°� �� �|����� ����|�� � ���¤��� ci
���~~���·� ��| ���} �� }��}�|�}|���| Sj

� �| }��}�|�}|���|}|�� ����|�� ���} ����| }�������� ü�}}�� ~��� }| ���|�|� �� ��} ~�����|��� }�ß���� ���~~����|�~�������|�|�� � ����}����| I
�| ~���|}}�} }��¤��� ��� ~|��|� ���}��|� �| �|�} }��}�|�}|���|} |� �|}| ���|�|� ���}� �� ��} ~�����|�� ¦� ~�}|� S0 = ∅ © C ′ = C © S′ = S © stop = faux ©� ���� ��| ¬stop ����| ¦ }��� |��}�| c ∈ C ′ ¤���¥��� ∃!j : (Sj ∈ S′) ∧ (c ∈ Sj)

�� ����} ~�}|� S0 = S0 ∪ {Sj} © C ′ ← C ′\Sj © S′ ← S′\ {Sj} © ~��� ���� Sk ∈ S′ ����| ¦
Sk ← Sk\Sj ©� }���� ~�}|� stop = vrai ©� �|�����|� [I ′ = (C ′, S′), S0]�{| ~�������|�|�� ����|}}�} �|�¤��| �� |�}|���| S0

�| }��}�|�}|���|} ���~��} ���} ����| }�������
�����}���| |� ��| ��}����| I ′ �| Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�B ~��� ����|��| ���� ����|�� c′i

|}� ����|��
���} �� ����} �|�� |�}|���|} S′

j � {|} ��}����|} I |� I ′ }��� ������|�|�� ���|} ~�� �|} �|������}
}��¤���|} ¦ S̃′ ∈ Sol(I ′) }� |� }|��|�|�� }� S̃′ ∪ S0 ∈ Sol(I) |� m(I, S̃′ ∪ S0) = m(I ′, S̃′) + |S0|�¯��|} ��~����|�� δ(I, S̃′ ∪ S0) = δ(I ′, S̃′) |� �� ~�|�¤| �| �� ~��~�}����� |}� ���~���|�

°�� ~��� j = 1, . . . , n� �� �����| �|} }��}�|�}|���|} Sj
|}� �����| ~�� B � ��| }������� �~�����|

�|¤�� ~�|���|� ~��� ���¤��� �|} m
����|��} �| C � �� ����} m/B }��}�|�}|���|}� £�� ����|��}� }����� ����|�� �~~���·� ���} �� ~��} ∆ }��}�|�}|���|}� �� ������| S �| ~|�� ��}~�}|� �| ~��} �|

∆ × m }��}�|�}|���|}� ¯� ���}���|��|� �� ¤��|�� β(I) ����| }������� �~�����| }|�� ���� ����}
m/B > n/(B∆)� �| ��� ������� ~��� ���� �~����� §������ � ¦

δ
(
I, S̃

)
>

n − B
B+1n

n − n
B∆

=
1

B + 1
×

B∆

B∆ − 1
 ª¢

£�� ����|��}� ~��}��| ω(I) 6 B∆β(I) ~��� ����| ��}����| I � �� ���}���|� ���~��} ������¤��|��|
�����| |� ¶§̧ � ��|

m
(
I, S̃

)
6 δ

(
I, S̃

)
β(I) +

(
1 − δ

(
I, S̃

))
ω(I)

6

(
δ
(
I, S̃

)
+ B∆

(
1 − δ

(
I, S̃

)))
β(I)

§¬



���± 1/ρ(I, S̃) 6 δ(I, S̃)+(1− δ(I, S̃))B∆� ¯� �����}��� ~��� δ(I, S̃)
��|�~�|}}��� ¶ª¸� �� ����|�� ¦

1/ρ(I, S̃) 6 B2∆/B + 1� {� ��}��}}��� ����|}}�} ��������� �| ���������| }��¤����
ñæçæääîçû µ¶ Ü���������� 
� �������õ �õ Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�

B
�ó 
õ �����õ �õ ��	��õ��õ��
õ�����õ���� 	� �
��õ�� ����� õ�� ����� ��� 	�õ ��������õ ∆

ô Þ
��� ��	�õ ��
	���� ������
õ ��������� 	� ������� �����õ���õ
 � ������¡������� ������ ��� B∆/((B + 1)(B∆ − 1))
ô Üõ��õ �������õõ�� ���
õ�õ�� �
��õ�� �õGLO[ρ] ��õ� 	� ������� �
�����	õ �������¡������� �õ ��	�õ ��
	���� ���

����
õ �õ (B + 1)/(B2∆)
ô

µ��}������} � ~��}|�� �� ¤������| Æ�Í ôÏ��ËÏÎ
(K)

ÒÏË ÉÔØÏ×�B �| Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�B~��� ����|��| �|} }��}�|�}|���|} Sj
�| �� ������| S }��� ~������} ~�� �|} |���|�} ��� ���} pj 6 K�± K |}� ��| ���}����|� {� ~��| }������� ~��� �|��| ¤������| |}� �� ���| ��| ~��� �� ¤������|

����~������| © �� ¤��|�� �| �|��| }������� |}� �� }���| �|} ~���} �|} �|���|} �| �� ������| S �²��} �������} ��| �|} ~�|�¤|} ����|} ~�����|��|�� ~|��|��|�� |� ������� ��������� �� ������� �|}
�~���� §�������� ���| ���} �| ��} ~��} Ý������ ¦ �|�� }�Ý��¥| ����� �~����� ����� �� ~������|
��� ~������ |}� ��| ����| }������� �� ~������| ~������� �� ���������� �|} }�������} ��� ��}�Ý�|�|} �~���� §������� ����� ����~|�����| ����| ��|������| ~�����������ãçæïæòèéèæñ õ¶ Æ�Í ôÏ��öËÏÎ�÷� ÒÏË ÉÔØÏ×�

B ∈ GLO[δ]
ô

ãçææð¶ µ��}������} ��| ��}����| I �| Æ�Í ôÏ��ËÏÎ
(K)

ÒÏË ÉÔØÏ×�B |� �����} ~�� I ′
��

���| ��}����| ¤�| ����| ��}����| �| Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ×�B � ������� �± �|} ~���} }��� �Ý����}�¯¤��|��|��� I |� I ′ ��� �|} ���|} |�}|���|} �| }�������} |� �|} ���|} �~���� ������� {���á��|��| |� ¤��|�� }�� I |���| ��| ~��| }������� S |� �� �~����� ����� S̃ |}� �����| ~�� ��
}���| �|} ~���} �|} }��}�|�}|���|} �| S\S̃ |� �|} ~���} �| �|} }��}�|�}|���|} ����� �� ����}
�| §� �� ����� �����|��|�|�� ¦

ω(I) − m
(
I, S̃

)
> ω(I ′) − m

(
I ′, S̃

)  ¬¢

Þ| ���|� �� ��á��|��| |� ¤��|��� ���â���} ���} �| ��} ~������� |���| ��| ~��| }������� S |� ��
�~����� Ý����� S? |}� �����| ~�� �� }���| �|} ~���} �|} }��}�|�}|���|} �| S\S? |� �|} ~���}
�| �|} }��}�|�}|���|} ����� ���� ~��} K � �� ������ }��~�|�|�� ¦

ω(I) − β(I) 6 K
(
ω

(
I ′

)
− β

(
I ′

))  ­¢

£�� ¶¬¸ |� ¶­¸� δ(I, S̃) > δ(I ′, S̃)/K � ��������
³� ~|�� ���¤���|�|�� Ý�������}|� �| ��}����� �| �� ~��~�}����� ­ |� ��á��|���|� ����| |�

���}}���| � ���� ~������| |�}|����}�| Π ���� �� ¤|�}��� ��� ~������| �¤���| }|} }�������} ~���|�� ��������� °��� Π �� �|� ~������| © �� ���|øΠ }� ¤|�}��� ~������| © }� ���� ��������� �|} ~���}���~��} ���} �� ���|�¤���| [k, K]� �� � ���â���} |ωWΠ(I) − mWΠ(I, s)| > k|ωΠ(I) − mΠ(I, s)|�~��� ����| }������� �����}���| s� |� |ωWΠ(I) − βWΠ(I)| 6 K|ωΠ(I) − βΠ(I)|� �| ��� ���} �}}��|�� ~��}|�¤����� �� ��~~��� ��á��|���|� �� ����|�� k/K ~��} © ~��� �| ��~~��� ���}}���|� �� }�ß� �|
���}����|� mKΠ(I, s) 6 K×mΠ(I, s) |� βWΠ(I) > k×βΠ(I) }�Π |}� �� ~������| �| ������������
 mWΠ(I, s) > k×mΠ(I, s) |� βWΠ(I) 6 K × βΠ(I) }� Π |}� �� ~������| �| ��¡���������¢ ~���
}��}}��|� �| ~��}|�¤|� �| ��~~��� ���~~����������� �� ���| ����|�� k/K ~��}�

°��� �����|���� C |� S ��¥��} ����| ����|}}�}� �� |�}|���| ����}¤|�}��  ù������ ìõ�¢ |}���| }��|����� C̃ ������|��} �| C ��� ~������� ���� S ���} �| }|�} �± ���� }��}�|�}|���| Sj ∈ S���� �¤��� �� ����} �� ����|�� ���} C̃ ¦ ∀j = 1, . . . , n�Sj∩C̃ 6= ∅� ²��} �����} ~�� Æ�Í è�ËË�Í�ÒÏË�B �� ¤������| �± �| �����| ��|�}|���|} ����|���� �� ����|�� ����� |}� ��â��� ~�� B � ³�~|�� ¤��� ��}��|�� ��| }� �� ���|�¤|���� �|} �«�|} �|} ����|��} |� �|} }��}�|�}|���|}� �| ~������|Æ�Í è�ËË�Í� ÒÏË �|¤�|�� Æ�Í ÒÏË ÉÔØÏ× |� �| ���������| }��¤��� |}� ��������|�|�� �������
ñæçæääîçû »¶ Æ�Í è�ËË�Í� ÒÏË�

B ∈ GLO[δ]
ô

§­



À¶õ úñòìëÂäì ëèñèëîä øùîçûéìò çìéæ�ç
°��� G(V, E) �� Ý��~�| }��~�| © �| ~������| ��|�}|���| ������� ������|} �|���� ~��� �|}

�¨��|} �| �����|} �� ~��} l �¤|� l > 3  üõõ����ê ý��õ ìõ�¢� ���� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË
[l]���} �| ��� }���� ���}�}�| � ���|����|� �� }��}�|�}|���| ������|} F ⊆ E �| �����| �������| �|��|

��| ���� �¨��| �| �����| �� ~��} l |�~����| �� ����} ��| ����| �| F � {� ~��| }������� �| �|
~������| |}� ��|�}|���| E � £��� ���� l > 3 ���}����� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË

[l] |}� ²£���ß���|  ¶§®¸¢ �����} ��|� ~�� |�|�~�|� ���}��| l = |V |� �| ~������| |}� ~��¨������ ~��}�����
�|¤�|�� � ��|���|� E\F

�| ~��} Ý���� ~�}}���| �|� ��| �| Ý��~�| ~����|� |�Ý|���� ~�� E\F }���
}��} �¨��|�ãçæïæòèéèæñ �¶ â�	� ��	� l > 3Ý Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË

[l] ∈ GLO[δ]
ô

ãçææð¶ ²��} �����} �����|� ��| ���� �~����� ����� ~��� �|} ¤��}���Ý|} §������} �����}| ��
��~~��� ��á��|���|� �| 1/2 |� ��| �| ��~~��� |}� ���|��� �}¨�~������|�|�� ~��� l = 3�

Þ| ��¯�� �¤��|��|� �� � ~��� ���� Ý��~�| G(V, E) ω(G) = |E| |� β(G) > 0 ¦ ��|}� �� ~������|
~��¨������|�|�� ������ µ��}������} ��| ���} �| ~��} �|} }�������} �������|}� �~���� ������ ~����|} ¤��}���Ý|} §������}� ��� ���}�}�| � ���|~�|� ����| }�������} ¤��}��|} ����| }������� F

���} �|}
|�}|���|} ������|} ���|��} ~�� ���â��� �� �| �|����� ����| ����| � ��|�}|���| F � °� Γ = {γ1, . . . , γr}��}�Ý�| ��|�}|���| �|} �¨��|} ����|�����|} }�� G � �� |�}|���| ������� F = {e1, e2, . . . , ep}������|} �|���� ¤���¥| ¦  �¢ ∀i = 1, . . . , r � ∃j ∈ {1, . . . , p}

�|� ��| ej ∈ γi
 F |�}|���| ������|}

�|����¢ |�  ��¢ ∀j = 1, . . . , p� ∃ij ∈ {1, . . . , r}
�|� ��| γij ∩ F = {ej}

 F �������¢�
µ��}������} �� ������| {

γi1 , . . . , γij , . . . , γip

} �|} �¨��|} ���� }|���  ��¢� ~�}}|�� ������ ~��
��| �����| ����| ej = ujvj

�| F © ���� �¨��| γij
����|���� �� ����} ����} ����|}� �� |�~����|

�|�� ����|} ��}�����|} tjuj
|� vjwj

 �¤|���|��|�|�� tj = wj

¢ �| E\F
�����|��|} � ej � °��� F ′ =

∪p
j=1 {tjuj , vjwj}

��|�}|���| �| �|} ����|} © ����| ��|�}|���| V (F ) = ∪p
j=1 {uj , vj}

�|} }���|�}
|�Ý|����} ~�� �|} ����|} �| F |}� ���}����� ���� ����} p }���|�} ��}�����}� ��|�}|���| F ′ � |� ����
���|�}|���| ������|} ���� �|} |��������} }��� �|} }���|�} �| V (F )� �����|�� �Ý��|�|�� �� ����} p����|} ��}�����|}� ���± ¦ |F ′| > p |� F ′ ⊆ E\F ⇒ |E\F | > p ⇒ |E| − p > p ⇔ p 6 |E|/2 �����| ��}����� ���} ~|��|� �| ������| |� �| �������| ¦ δ(G, F ) = (ωFES(G) − p)/(ω(G) − β(G)) >

(|E| − (|E|/2))/|E| = 1/2�
µ��}������} �����|���� �� }���| �| Ý��~�|} Gn(Vn, En) ~��� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË

[3]�± Vn = {v1, . . . , vn+3}
|� En = {v1v2} ∪ {v1vi+2, v2vi+2 : 1 6 i 6 n + 1}� �� �~����� Ý�����

|}� ����� ~�� v1v2
|� ¤��� § ~��}��| }|��} �|} �¨��|} {v1v2, v1vi+2, v2vi+2}

}��� �| �����| ¬� �� ~��|
}������� |}� �����| ~�� En

|� ¤��� 2n + 3� �����} ��| �| ����} ��� �|} �~���� ������ ~��� �|}¤��}���Ý|} §������} |}� ����� ~�� ��|�}|���| {v1vi+2 : 1 6 i 6 n + 1} |� ¤��� n + 1� ��������
À¶� úñòìëÂäì ëèñèëîä øì òæëëìéò çìéæ�ç

°��� G(V, E) �� Ý��~�| ��|������| © ��| }������� �� ~������| ��|�}|���| ������� �| }����|�} �|����  üõõ����ê ���õ ìõ�¢� ���� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ �ÔÎÏ ÒÏË� |}� �� }��}�|�}|���| U ⊆ V�| }���|�} �|� ��| ���� �¨��| �| G |�~����| �� ����} �� }���|� �| U  ~�� ��~~��� � Æ�Í�ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË� �� �| }��Ý�� ~��} ����| ~��� �| ~������| Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË �|
���¤��� �|} �¨��|} �| G ~�� �|} ����|} ���} ~�� �|} }���|�}¢� {� ~��| }������� ��� |}� ��|�}|���| V �
µ���| ���������|� ���} �����} ~�� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ �ÔÎÏ ÒÏË�B �� ¤������| �� ~������|
Ý������ �|}��|���| ��� Ý��~�|} � �|Ý�� ������� ��â��� ~�� B �ãçæïæòèéèæñ �¶ Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ �ÔÎÏ ÒÏË�

B ∈ GLO[δ]
ô

ãçææð¶ {� ~�|�¤| |}� }|������| � �|��| ��� ���} � ~|���} ��������� ���~~���|����| �| Æ�Í �ÏÏÎÐþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË � GLO[δ] ~��� �|} ¤��}���Ý|} §������}� µ��}������} ���} �� Ý��~�| G(V, E) ��}��}�|�}|���| U �| }���|�} �����|�� � ���� �¨��| �| G �| �����| �������| © �|�� }�Ý��¥| ¦ ∀x ∈ U �
§®



∃γ �¨��| ����|�����| �|� ��| γ ∩ U = {x}� °� U |}� ���}����� �| p }���|�} u1, . . . , up
� ����} ��

~|��� � ������ ��|���|�|��� �}}���|� �� �¨��| ����|�����| γi
��� �����|�}|��| U ���|� �| }���|� ui �²����} ai

|� bi

�|} }���|�} ��â��|��} � ui
���} γi

� ai
|� bi

}��� ��|� ��}�����}  ���� �¨��| ����� �|
�����| �� ����} �|��¢ |� �~~����|��|��  ~�� ����������¢ �� ���~���|�����| U �| U � �� }���|�
�| ~��¤��� ���| ��â��|�� � ~��} �| B }���|�}� �� ¨ �� ~���� ��|�}|���| {a1, . . . , ap, b1, . . . , bp}

�
�� ����} 2p/B }���|�} ��}�����}� £�� ���}���|��� |U | > 2|U |/B

��~����| |U |((2/B) + 1) 6 n��� ����¤��� � |U | 6 (B/(B + 2))ω(G) 6 (B/(B + 2))ω(G) + (2/(B + 2))β(G)� ¯� ������|}
�|��|}� �� ��~~��� ��á��|���|� ���� ����} 2/(B + 2)

¤�|�� �����| ��} |� �¤��|��|� �| ��� ��������� ~�|�¤|�
À¶� �ñ ïçæÂäÃëì øùæçøæññîñðìëìñé

²��} ���}������} �|} ~������|} }��~�|} �����������|�|�� �| ����|} }�� m �����~���|}}|��}�
���� Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�

[m]  �����	� �	
������õ���� ì�±õ�	
���¢� ��| ��}�����| I �| Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�
[m] ���}�}�| |� �� �����| �| n

����|} J1, . . . , Jn
�

�| ����|} ��|�������� p1, . . . , pn
� �|}~|���¤|�|��  �� }�~~�}| ��| �� ����| ��|�������� ����| ����|

|}� ����~|�����| �| �� ������| }�� ����|��| |��| }|�� |á|����|¢� ��| }������� ���}�}�| |� �� ���~�������� �|} ����|} }�� m ������|} M1, . . . , Mm
�| }���| � ������}|� �| �|�~} ��|�������� �| ��

������| �� ~��} }��������|  �� ��̈ � ~�} �| ���������|} �| ~�����|��|¢� ��| }������� }|�� �|~��}|���|
~�� �| ¤|��|�� x ∈ {0, 1}nm ���� �|} ���~�}���|} xi

j
��� ����|} ����|}~���|�� � ���á|������� �|�� ����| j � �� ������| i� ³� }| �|}��|���� ~��� �}}��|� �� ���¤|�Ý|��| |� �|�~} ���}������| �|}

��Ý������|} �| �|��|���| ���~���� ������� � �|} ~���} ~��¨������|�|�� �����} ~�� nk �± k |}�
��| ���}����| ��}���|  �| ��~|����� �� �| n �� �| m

¢� ²��} �����} ~�� Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô×ÒÚöÏÎÊ��Í�
[m](k) �|��| ¤������|�

ãçæïæòèéèæñ 	¶ Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�
[m](k) ∈ GLO[δ]

ô
ãçææð¶ ²��} �����} �����|� ��| ���� �~����� ����� ~��� �| ¤��}���Ý| §������ �����}| �� ��~~���
��á��|���|� �| m/(m + 1) �± m ��}�Ý�| �| �����| �| ������|} |� ��| �| ��~~��� |}� ���|����

µ��}������} ��| ��}����| I �| Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�
[m](k)� {� ~��| }�������� �|¤�|�� �����|��|�|�� � ~���|� ����|} �|} ����|} }�� ��| ���| ������|� �| ¤��|�� ω(I) =∑n

j=1 pj
� ����� ��| �|���|��| }������� �| ~����� â����} ����| ����} ��| �� ����| �������|

��|�������� ����| ����|� }��� β(I) > p1 � ü��}�� ~��� �|} ����|} �����|} ~�� nk  ~��� ��|
���}����| ���¤|�}|��| k

¢� �� �������� ω(I) − β(I) |}� ��|� �����| ~�� �� ~��¨�«�| (n − 1)nk

|� �� �����| n �| ����}����|� µ��}������} �� �~����� ����� x �|����¤|�|�� ��� ¤��}���Ý|} §������} ��� ���|~�|� ����| }������� ¤��}��| ����| �á|������� �|} ����|} ��� ������|}� ����|
��~�������� ���� �� ~��} ���á|������� ����| ����| ��á��| |� }�~~�}��} ��| �� ~�|����| �������| }��� �� ~��} ����Ý�|� }��� ���|��| ¤���¥|� }� p(Mi)

��}�Ý�| �� ����Ý| �| �� ������| Mi
�

p(M1) =
∑n

j=1 x1
j × pj = maxi=1,...,m

{
p(Mi) =

∑n
j=i x

i
j × pj

}
� ³� ���| ����} 1, . . . , l

�|} ���
���|} �|} ����|} ~����|} ���} M1 � °� ���á|������� x |}� �� �~����� §������� ����} |��| ¤���¥|
∀i = 2, . . . , m� ∀j = 1, . . . , l ¦

pj + p (Mi) > p (M1)
 ®¢

p (Mi) >
1

2
p (M1)

 �¢

ω(I) =
n∑

j=1

pj >
m + 1

2
p (M1)

 ¿¢

p (M1) 6
m

m + 1
β(I) +

1

m + 1
ω(I)  ·¢

§�



�± ¶�¸ |}� �| ��}����� �| ���������� �|} ¶®¸ ~��� j = 1, . . . , l |�� �� ���� ��| ���� ~|�� }�~~�}|� l > 2 }���� ���~����� ����� |}� Ý�����¢ |� ¶¿¸ |}� �| ��}����� �| ���������� �|} ¶�¸� ~��� i = 2, . . . , m� |�
�| p(M1)� ÿ����|�|��� ¶·¸ |}� ��~�����| ~�� ¶¿¸ ~��}��| �� �|���|��| }������� |}� ���|}}���|�|��
}�~���|��| �� �Ý��| � �� ����| ��¨|��| �| ��|�}|���| �|} ����|}� ���± �| ��}������ µ��}������}�����|���� ����}����| }��¤���| I = (J, p) �± J = {j1, . . . , jm(m−1)+2}

|� p1 = p2 = m |�� ~���
���� i > 3, pi = 1� ��| }������� �~�����| |}� ���|�����| |� �|����� ��| ����| �| �����| m |�
��| ����| �| �����| 1 }�� �|} �|�� ~�|����|} ������|} |� (m + 1)

����|} �| �����| 1 }�� ����|} �|}
����|} ������|} |� � ~��� ¤��|�� β(I) = m + 1� �� �~����� §������ |}� ���|����� |� �|������|} �|�� ����|} �| �����| m }�� �� ~�|����| ������| |� m

����|} �| �����| 1 }�� ����|} �|} ����|}
������|} |� � ~��� ¤��|�� m(I, x) = 2m

�����} ��| �� ~��| }������� � ~��� ¤��|�� ω(I) = m2 +m|� ���}�}�| � �|���| ����|} �|} ����|} }�� �� ~�|����| ������|� ��������
Þ| �� �|������ β(I) > (1/m) ×

∑n
j=1 pj

� �� ������ ω(I) 6 m × β(I)� �| ��� ~|��|� �|
�������| �¤|� �� ~�|�¤| �| �� ~��~�}����� ¿ ¦ m(I, x) 6 2(1 − 1/(m + 1))β(I) |� �����|��� �|
���������| }��¤����
ñæçæääîçû À¶ Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�

[m](k) ∈ GLO[ρ]
ô

{| ��}����� �� ���������| ¬ |}� ~��} �����|}}��� ����� ��̈ ~���·�� ¯� |á|�� ���} ¤|���} �| �|���|
|� �¤��|��| �| ~�|��|� ~������| �| GLO[ρ] |� GLO[δ] ���� ���} }�¤��} ����� ���|� �� }�����
���~~���������� ~��¨������ ~��� ���~~���������� ���}}���|  ¶§¿¸¢�

 ��*x&t#t* s�
#tz�*

²��} ~��~�}��} �����|���� �|} ��} �| ��� �~~���|����| � �� ���}}| GLO[δ]� Ü� ���� �|�~|����� ���}����|� �|} ��}�����} �¤|� ~���|��|� �� ������ �| ¤��}���Ý| h������ ~��¤��� ���|
����|�|�� ��~|�����| �� ����Ý| ����}� �|} }�������}� ²��} ~|�}��} ������|�� � ������Ý�������
���} �| ¤��}���Ý|� �|} }�������} ���~���|�����|}� ¯� �|��|} �| ��}����|}� ~��� �| ����Ý| �����|�
��� ���}����| }�� ��| ��}����| � n

¤������|} �� ¤|��|�� ������| �| �����| n� �|�� �á|�������} ����~���|�����|} T |� T }��� |á|���¤|�|�� n���}����|} |� �| ~|�¤|�� ���}� ���| ���}�����|} ����|¤��}��|} ���} �| ����| �| ¤��}���Ý|} h������} © �|~|������ �� }�ß� ���â���|� �� ��� }�~~���|�����|
}|��|�|�� �� ¤|��|�� T  �| ��� �|�|��| �� ����Ý| ���}������|¢ ~��� �|���| �|�� ~�}}���| ¦ ��
}��Ý�� �����|�~���|� �| ��� ����| �| }|�} �| �|����| �|} n

���} }��¤���}� ü���}� �| ~�}}�Ý| ����|
}������� � }�� ���~���|�����| �| ������| ~��} n ���} �� �����| ����Ý|�|�� |� �|} }�������} T|� T }| �|����¤|�� ¤��}��|} ~��� ���� ¤��}���Ý| h������� £��� �|¤|� ������Ý�ç�� �á��|��| �� �����Ý| �|} }�������}� �� ������ ���~�|���| �|} ��}�����} ��Ý����} ~��~�}�} ����| ����� ������} ~���
��| ���|�~�������� 
 ~�¨}���| � |� ��� ~��} �����������| �|} ¤��}���Ý|} h������}�
õ¶µ öîéèòðîèòîÂèäèé÷ ëîúèëîäì

��| ��}����| �� ~������| �| }���}���}������� �������|  ÆÇÈ ÒÇË¢ |}� �� �����| ���� |��}|���| X �| ¤������|} ��¤��|��|} |� ����| ������| C = {c1, . . . , cm} �| ����}|} ��}â�����¤|} }����|�}|���| �|} ��������� {x1, . . . , xn} ∪ {x̄1, . . . , x̄n} © ��| }������� �����}���| |}� ��| �á|�������
�|} ¤��|��} �| ¤����� |� �� }������� �~�����| |}� ��| �á|������� ��� �|�� ¤��� �� �����| �������
�| ����}|}� {� ~��| }������� |}� ��| �á|������� �|} ¤��|��} �| ¤����� ��� �|�� ¤��� �� �����|
������� �| ����}|} © ��| �|��| }������� ��|}� ��|� ������| �����| }������� �~�����| �� ~������|ÆÇÈ ÒÇË ���� ��� ��}}�� |}� ²£���ß���|  ¶ª§¸¢�{� ~�|�¤| �| ���~~���|����| �� ~������| ÆÇÈ ÒÇË � �� ���}}| GLO[ρ] � ��� ����| ���} ¶�¸
~��� �|} ¤��}���Ý|} §������} �¤|� �� ��~~��� §ºª © ���} �������} ����� ��|� |}� ~�} �| ���|
~��� �| ��~~��� ��á��|���|��
�êìæçìë µ¶ ÆÇÈ ÒÇË

/∈ GLO[δ]
ô

§¿



ãçææð¶ ³� �����| ��|� ~��� ���� h� ÆÇÈ ÒÇË
/∈ GLO[δ] ~��� �|} ¤��}���Ý|} h������}�

µ��}������} �� ������| ����}����|} (Ik)k>1
� Ik = (Xk, Ck) ∀k � ��¥��| ~�� ¦�

Xk = {x1, x2, . . . , xk}
 �ôõô Lk = {x1, x2, . . . , xk} ∪ {x̄1, x̄2, . . . , x̄k}

¢ ©�
Ck = P ′

k(Lk)\ {(x̄1, x̄2, . . . , x̄k)}��± P ′
k(Lk)

��}�Ý�| ��|�}|���| �|} ~����|} �| �����| k �| ��|�}|���| Lk
�|} ��������� ��� �| }���

~�} �|} �������Ý�|}� þ���|} �|} ����}|} �| �����| k � }��� �� ����}| ���~�}�| �|} k
��������� ��Ý����}

(x̄1, x̄2, . . . , x̄k)
� }��� ���� Ý�����|}� þ���| ����}| ����|���� �� ����} �� �������� ~�}����� ���á|�������� (1, 1, . . . , 1) }���}���� �|} |Ck|

����}|} © ������| ~���� ����| ����| �á|������� }���}���� |Ck|−1����}|}� ¯á|���¤|�|��� }��� t ��| �á|������� © �� ���| t0
��|�}|���| �|} �����|} �|} ���~�}���|}

����|} �| t ¦ t0 = {i1, . . . , ip} = {i ∈ {1, . . . , n} : ti = 0} © t �¤��| ����|} �|} ����}|} }��� �� ����}|
c0 }��¤���| ¦

c0 =
(
x̄1, . . . , x̄i1−1, xi1 , x̄i1+1, . . . , x̄ij−1, xij ,

x̄ij+1, . . . , x̄ip−1, xip , x̄ip+1, . . . , x̄n

)
.

���} ����|��| �|} ¤������|} �������| ���} t0 �~~����}}|�� }��} ����| ~�}���¤| |� �|} ����|} ¤�������|} }��} ����| ��Ý���¤| © c0 |��}�| ���â���} ���} Ck
}� t 6= (1, 1, . . . , 1)� ³� � ���}�� ~��� k��|������| ω(Ik) = |Ck| − 1 |� β(Ik) = |Ck|

¦ ��|�} ��| }��|�� �� ���}����| h |� �| ¤��}���Ý|
h������ �}}����� �� |��}�|� �¤|� Ck

~��� k > h� ��| ��}����| �� ~������| ÆÇÈ ÒÇË ~��� ����|��|���á|������� (0, 0, . . . , 0) |}� � �� ���} �~����� ����� |� ~��| }�������  ~��}����� �������� ����Ý|� k¤��|��} ~��� ��Ý�|��|� �� ~|��������|� }��� ~��} �| h ����Ý|�|��}¢ |�� �| ����� �|��| �á|�������
���}����| �� �~����� ����� �| ��~~��� ��á��|���|� ���� ³� |� ������� �� ��� �~~���|����| �|ÆÇÈ ÒÇË � �� ���}}| GLO[δ]� ��������{� �����}������� ~�����|��| ���} ~|��|� �| ������| ��| ����������� ��~������| }�� �|}
���|�}|} }��}����}}|} ÆÇÈ

kÐÒÇË �|} ��}����|} �| }���}���}������� �����|} �| ����}|} ���� ~��} k����������
ñæçæääîçû õ¶ ∀kÝ ∀h < kÝ ÆÇÈ

kÐÒÇË /∈ GLO[δ] ��	� �õ� ��������õ� h
�������ô

õ¶» úñòìëÂäì ëèñèëîä øì òæëëìéò çìéæ�ç �äì ðîò å÷ñ÷çîä�
®��Ý�� �|�� Ý����| }���������� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ �ÔÎÏ ÒÏË � �� ���~���|�|�� ����|�|��

��¤|�Ý|�� ����� � ���~~���������� ~�� �|} �~���� ������ ~�� ��~~��� � Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�ÏÒÏË ~��}��|� ∀h > 0� �� ���}}��| ~�}� ���} �| ��} Ý������� �� ������� �| }|} �~���� ������
�|����¤|�|�� ��� ¤��}���Ý|} h������}�
ãçæïæòèéèæñ �¶ Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ �ÔÎÏ ÒÏË

/∈ GLO[δ]
ô

ãçææð¶ µ��}������} �� ������| �|} Ý��~�|} ��~����} ���~�|�} Gp(Xp ∪ Yp, Ep)
��¥��} ~��� ����

|���|� p > 1 ~�� ¦Xp = {x1, . . . , xp}
� Yp =

{
y1, . . . , yp2

} |� Ep = Xp×Yp � {|} �¨��|} ����|�����|}
�| G

����� �| �� ����| ¦
(
xi1 , yi1 , xi2 , yi2 , . . . , xij , yij , . . . , xis , yis , xi1

)

��| }������� U }|�� �����}���| }� |� }|��|�|�� }� |��| �����|��� � �� }���|� ~��}� ���� Xp
��

���� Yp � ¯� ������|} �|��|}� ∀U ⊆ Xp ∪ Yp
� U |}� ��| }������� �����}���| }� |� }|��|�|��

}� min {|Xp\U |, |Yp\U |} 6 1 © }����� ∃ {xi1 6= xi2} ∈ Xp\U
� ∃ {yj1 6= yj2} ∈ Yp\U

�|�} ��|
(xi1 , yj1 , xi2 , yj2 , xi1) ∩ U = ∅�ü���} �|} }�������} U∗

p = Xp\ {x1}
|� Up = Yp\ {y1}

}��� ��� }|��|�|�� �����}���|} ���}
��}}� �|��������|} ¦ �� ~�|����| |}� �� �~����� Ý����� �| ¤��|�� p − 1� �� }|����| �� �~���������� �| ¤��|�� p2 − 1 ~��� ���� ¤��}���Ý| h������� h < 2p − 1� ~��}����� �������� ����Ý�|� � ��

§·



}������� p − 1 }���|�} �| Xp
~��} �|���|� p }���|�} �| Up ∩ Yp

~��� ����|��|� � ���������|�
}�����|�|��� {� ~��| }������� ���}�}�|� ����� � |��|� � }��|������|� ���} �|} }���|�} Xp ∪ Yp �{� }������� Up

� ~��� ���� |���|� p > 1� ���}����| ���� �� �~����� ����� �����}��� �| ��~~���
��á��|���|� ¦ δ(Gp, Up) = (p + p2 − (p2 − 1))/(p + p2 − (p − 1)) = (p + 1)/(p2 + 1) → 0 �����
p → +∞�ü��}�� ��|��| ��| }��� �� ���}����| h� �� ~|�� ���|� �� ������| ����}����|} (Gp)p>h

~��� �|}�
��|��|} ��| }���| ���~���� ������ (Up)p>1

� �|����¤|�|�� � ���� ¤��}���Ý| h������� �����}| ��
��~~��� �| ~|��������| �}¨�~������|�|�� ���� ��������
õ¶À Áì òîð í øæò

µ��}������} �� |�}|���| X ����â|�} � ¤��|�� ���} N|X| � ~��� �����| ��â|� x �� ¤����|
�������| ax ∈ N� ��| ������� �������| cx ∈ N� �¤|���|��|�|�� ��| ����| bx ∈ N |� ��| ��~�����
b ∈ N  ��~����� �� }��¢� �� }������� �����}���| �� ~������| �| ��� � ���� �ÍÇÑ�ÇÚÛ� |}� ��
}��}�|�}|���| X ′ ⊆ X

�|� ��| ∑
x∈X′ ax 6 b © �� }������� �~�����| X∗ |}� �� }��}�|�}|���| �|

X ��� ������}| ��������� ∑
x∈X∗ cx � {� ~��| }������� ~��� �| ~������| |}� �| �| ~�|���| �����

��â|� © �� ¤��|�� ����| �|��| }������� |}� ²�Ü� |}� �����| � ¤��� ��| �|} ��}����|} �| �ÍÇÑ�ÇÚÛ ����|�� ��| }��}����}}| �| ~������|} �|
~��Ý��������� �������| |� �����|} |���|�} ~��� �|}��|�} �� ������| �|} ���������|} }| ������ �
�� }|�� ¤|��|���²��} ���} �����|���} ��� � �� ¤|�}��� �|}��|���| ����| �ÍÇÑ�ÇÚÛ

(k)� ��� �|Ý���~| �|} ��}�����|} ~��� �|}��|��|} �� ~��} Ý����| ¤��|�� ��������| |� ¤��|�� ��}���| |}� �����| ~�� �� ���������
nk �± n ��}�Ý�| �� ���|�}��� �| ��|}~��| �| ����}����| © �| ~������| �| }�� � ��}� ������ �

�|��| ������| ����}����|}� |}� ~��¨������ ~��}��| �| ~������| Ý����� |}� ~}|���~��¨������  ¶§®¸¢�
³�� ���} �������} ����� ��} ~��������|� �| �|��| ������| �| ~������|} ~��¨�«������ �|��� ��
}�� � ��} ��¤��|�� ��� ���}�}�| � ���}����|� �|} ¤������|} � ¤��|�� ���} {0, 1} |� ��| ���� ���|
�ÍÇÑ�ÇÚÛ

(k) {0, 1}� ��|}� ���| ~�} ���} GLO[δ]�ãçæïæòèéèæñ �¶ �ÍÇÑ�ÇÚÛ
(k) {0, 1} /∈ GLO[δ]

ô
ãçææð¶ °��� ��| ��}����| I �� ~������| �| }�� � ��} ��¤��|�� ~��¨������|�|�� ����� ¦

I =





max c · x
a · x 6 b
x ∈ {0, 1}n

�¤|� c ∈ (N?)n |� max {ci} 6 nk � a ∈ (N?)n |� max {ai} 6 nk � b ∈ N? � £��}��| ω(I) = 0 ~���
x =

−→
0 |� β(I) 6

∑n
i=1 ci 6 nk+1 ~��� x =

−→
1 � �� ¤��|�� �| ����}����| I |}� �����| ~�� �|

~��¨�«�| nk+1 �
µ��}������} �����|���� �� ������| ����}����|} (Ih,n)n>0

��¥��|� ∀n > 0� ~�� ¦ a = (n −
1, 1, 1, . . . , 1)� c = (h − 1, 1, 1, . . . , 1) |� b = n − 1� {| ¤|��|�� �~����� x ∗

n = (0, 1, . . . , 1)� ������}�}�| � ~�|���| ���} �|} ��â|�} }��� �| ~�|��|�� �~~���| ��| ������� �| n− 1 ����� �� }�������
���~���|�����| xn = (1, 0, 0, . . . , 0) ���~~���| �����| ������� �| h−1 © ��� ��|}� �� �~����� �����
~��� ���� ¤��}���Ý| h′������� h′ 6 h� ~��}����� ��������� ~��� �������|� �� ���~�}����� �� }�� �
��} xn

� «�|� �| ~�|��|� ��â|� ��������� h− 1 ~��} �â���|� �� ����} h ��â|�} ��������� �������|� {|}�~���� ������ xn
�|} ��}����|} Ih,n

�����}|�� ���}� �� ��~~��� �| ~|��������| �}¨�~������|�|��
��� ¦ ∀n� δ(Ih,n, xn) = (h − 1)/(n − 1) → 0 ����� n → +∞� µ|} ��}����|} Ih,n

�����|�� ��| �|
~������| Ý������ ��� ����� �| Ý������� ~�} �� ������� �| }|} �~���� ������ ¤�}���¤�} �| ¤��}���Ý|}
h������}� |� �| ��|��| ��| }��� �� ���}����| h� ��������¯� ����� �� �������� ����|� �|} ~���} ai

����| �|} �������} ci
~��� ���|��� ��|���| ���}| ¦ }��

~��� ���� i� ai 6 A |� ci 6 C � ����} �� �~����� �| �|�� â����} ��|�� ��| b×C  }� ���� ����|��

§ 



APX[δ]

PTAS[δ]
GLO[δ]

� �

���� ¬ � {|} ���}}|} GLO[δ] |� �|} ���}}|} ���~~����������

|}� �| ~���} § |� ��������� C
¢ |� �� �~����� ������ ��| }������� �������| }��~�|�|��� â����}

����} ��| bb/Ac > (b−A+1)/A  }� ���� ����|�� |}� �| ~���}A |� ��������� §¢� �}}����� �� ��~~���
���~~����������  |� ���}������� b > A

¢ ¦ δ = (b − A + 1)/AbC = (b/AbC) − (A − 1)/AbC >

(1/AC) − (A − 1)/A2C = 1/A2C � µ| ��}����� ��|}� �|~|����� ~�} }���}���}��� © ��| ����| ~�}�|
}|���� �| }| �|~���|� }�� �� }��}�~������| �|� ÆÇÈ ÒÊþ�ÏË ÒÊÕ  ��¡��	� ì	��õ� ì	�¢ ~����|��|� �|} ¤|��|��} a |� c ��ç����|�� ¦ �� }��Ý��� ����� ����� �� |���|� b |� n |���|�} c1, . . . , cn

�| Nn �
�| ����¤|� �| �|���|�� �������� �| b ~�}}���| ~�� ��| ��������}�� ������|��} ci � Ü� }| ����¤|
����|��|�}|�|�� ��|� �| ���¤|�� }�� �| ~������|� �� ~|�� |����|�� ~��� ����| ���}����| h���| ������| Jh,n

����}����|} ��� �|��| � ������ �� ������� �|} �~���� h������� ¦ ~��� ���� n� ����¥��� c = (n2, n2, 1, . . . , 1)� ¤|��|�� �| Nn � |� b = n2 © �� }������� x? = (1, 0, . . . , 0) |}� �~�����Ý����� �| ¤��|�� n2 |� �� }������� x = (0, 0, 1, . . . , 1)� �| ¤��|�� n − 2� |}� �~����� h������ ~������� h 6 n−2 ~��}����� ��������� ~��� ���������|�� �|���|� ���} �|} n−2
����|��} ����|��} ���} x�¤��� �| ~��¤��� �¤|���|��|�|�� �|���| x1

�� x2
� §� ³�� �| ��~~��� �����}� ~�� x� �| (n− 2)/n2 ��|�� ����������|�|�� ¤|�} ² ����� n

�|�� ¤|�} ����¥���
ñæçæääîçû �¶ ÆÇÈ ÒÊþ�ÏË ÒÊÕ

/∈ GLO[δ]
ô

�
GLO[δ]

$t &$* y&#**$* w'#((uv�z)#tzvs
µ���| ���} ¤|���} �| ������}��|� �¤|� �ÍÇÑ�ÇÚÛ

(k)� �� ~������| ~|�� ���| 
 �����| � ��
}|�} �| �� ��}������� |� �|�~} ~��¨������ |� ���|���| �| ���¤��} �~���� ������ ¦ P * GLO[δ]�²����} �|~|����� ��| �|�����} ~������|} 
 �����|} � ��� �| ���} �~���� ������ ����| ���}���¤��} ¤� �¤|� Æ�Í �ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË

|V | ¦ P ∩ GLO[δ] 6= ∅�
þ��� �~����� ����� Ý������� �� ��~~��� ���}���� |�� ~�� ��¥������� GLO[δ] �|��|��| �|}

~������|} }�� �|}��|�} �|} ��Ý������|} �| �|��|���| �����| ����|��|�� �� �~����� ����� |� �|�~}
~��¨������ ¦ ���}�� �|} ��Ý������|} ¬­à }���� }�� �|} ~������|} �|} ���}}|} GLO[δ]� �|} ��Ý������|}
���~~���������� � ��~~��� ���~~���������� ��á��|���|� ���}����� ¯� �|¤����|� ~��}��| ���� ~�������| ~��¨������  ��� |}� � �������� APX[δ]

¢ ��|}� ~�} ���|}}���|�|�� GLO[δ]� �� }��Ý�� ����|�����}��� }�����| ¦ GLO[δ] ⊂ APX[δ]�
£�� ����|��}� ~��}��| �| ~������| �| ��� ���ê��� |}� ���} PTAS[δ]  ¶§ª¸¢� |� ���} GLO[δ]

ª²



�{³¶ρ¸ �{³¶δ¸

®��®°[m](k)
®��µ®��µ��

®��k�°��

®��°��

®��Ü°�B ®��ÿ¯°[l]
®���µ�B
®��Þ°�B

���� ­ �
GLO[ρ] |� GLO[δ]

 ~���Ý��~�| ¬�ª¢� �� ���}}| GLO[δ]
���|�}|��| �� ���}}| PTAS[δ] ¦ ∃Π ∈ GLO[δ]

�|� ��| Π ∈
PTAS[δ]� {� ¥Ý��| ¬ �á�| ��| ����}������� �|} �|������} ���|���|��|��|��� � ����| ������}}���|
����|��|� �� ���}}| GLO[δ] �¤|� �|} ���}}|} ���~~�����������¯� Ý��}| �| ������}��� �| �|��| }|������ ���} ~��~�}��}� ���} �� ¥Ý��| ­� �� ~�}����� �|����¤|
�|} ���}}|} GLO[ρ] |� GLO[δ] ~�� ��|���|}���} �|} ~������|} ����¨}�} �|����¤|�|�� � �|} ���}}|}�
£��� �|} ���}��} �| ��}������� �| �� ¥Ý��|� ���} �¤��} ����Ý� �|} ���} �|} ~������|} ¦ ���k�°��~��� ÆÇÈ

kÐÒÇË� ®��°�� ~��� ÆÇÈ ÒÇË� ®��Ü°�B ~��� ÆÇÈ ÌÍÎÏÑÏÍÎÏÍË ÒÏË�B � ®���µ�
B ~��� Æ�Í ÖÏ×ËÏÈ ÉÔØÏ×�B �®��Þ°�B ~��� Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË�B �®��®°[m](k) ~���Æ�Í ÆÊ�Ë�Ñ×ÔÚÏ��Ô× ÒÚöÏÎÊ��Í�

[m](k)� ���µ�� ~��� ÕÇÈ ÉÊË� ®��ÿ¯°[l] ~��� Æ�Í�ÏÏÎþÇÚÛ ÿÎ�Ï ÒÏË
[l] |� ®��µ ~��� �����������

� �$)#u+x$* �s#&$*
Ü� ���} ~���·� ~|����|�� �| �|���| |� �¤��|��| �|�����|} ���������} ���~~���|����| � GLO[δ]}|��� ��|�~�|}}��� �� ~������|� �| }� }�������|� ³� ~������� ~�� |�|�~�| �|��|� ���}��|� �|}

������|} �| ~������|} ��|� �~~��������|} ����| ���} ���¤��} ���� �¤|� �|} ~������|} �| ~����������|�|�� ����������|� ²��} ~|�}��} ������|��� |� �|}���� ���} �| ���| ����| �����|}� ���
~������|} �| ~���������|�|�� ����������| ¤�����}��� �|�� }������� ~�� ��| ����| �������� �| ����
 ~���} �������� ~���} ��¨|�� � � ¢ ��| �� �������� ����������| ���}� ������ ~������|} �| ~����������|�|�� §�����������|� ��| ~��~����� π }�� �� |�}|���| X |}� ���| §�����������| }� |��| ��|}�
�¤���| }�� �� }��}�|�}|���| S ���� ��������� �| ¤���¥|�� ~��� �� ����|�� x0

�� }��}�|�}|���| S ¦
∀S′ ⊆ S � π(S′ ∪ {x0})� Þ�����|} ���������}�����} �|} ~������|} }| }������ ���� �� ±��� GLO[δ]�|¤���|�� �|~|����� ���| |�¤�}�Ý�|} ����| ���} �¤��} |}}�¨� �| �| ����| ~�� ��|�~��������� �| ��
}�������| ������| �|} |�}|���|} �| }�������}�

£�� ����|��}� ~���«� ��| ��|����|� �� ����� ���������}����| �| �|� �� �|� ~������|� ~�� |�|�~�|
~�� }� ����������� ��Ý���| �� ~�� �� ~��~����� �| }�� |�}|���| �| }�������}� �� |}� }��¤|�� ������|}}��� �| ��|� �|} ~������|} |���| |�� �| ������| � �|}}��|� �|} }��}����}}|} �| ~������|}
�|����¤|�|�� � ��| ��������� ~��~�|�|�� ��¥��|� �¤|���|��|�|�� �|} ���������}|�  ���â���} ~��
���������¢ |�� ~������� ~�}� � ~��¤|��� ~�� �| ����} � ����|� �|} �����|} �| �� ���}}| GLO[δ] |�������}}��� �� ���~�����| �| �|�����} ~������|}��|¤�}����} �����|���� �| ~������| �� }�� � ��}� ²��} �¤��} ¤� �� ~���Ý��~�| ­�¬ ��| �� �|
~������| �| }�� � ��}� �� �| }��}�~������| ÆÇÈ ÒÊþ�ÏË ÒÊÕ �| Ý������}}��|�� �� ������� �|�|��} �~���� ������ |� �|����� |� �¤��� �|} ������|} ����}����|} ��� ���|����|�� �| ��	����
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�~���� ������� Þ|¤��� �|} ���|�}� ~|������| �|����}����} ��|�� ���ß�|� �� ������ ���~���� ������� �| �|} ~������|}� £��� �ÍÇÑ�ÇÚÛ ������|��� �� ~������� }|���|� �~~����� �| �|��|���|��|} �~���� ������ ¤�}���¤�} ���� ��â|���� ������ ��� �����|���� � }��|������|� �|} ��â|�} �| �|���|��
��~~��� 
 ��������~��� � ¦ ���}����|� ����| ������| �| }��|����� �|} ����|��} �| ����� �� �|���|��
��~~��� ci/ai

~������� }��¤��|� ~��¥����|� ���� ~|����|�� }|���| �| ������|  ���� |� �������� ��¥������~����� ��|�¢� �� ¤� �|} ��Ý������|} �~~�����} |� ����|} }�����} �����} � �| ~������| ����������}|�� �Ý��|�|��� Ü� }��Ý����� ��� �| �|��|� ���~~����| ���������| ���} ¶ª� § ¸ ~��� �|} ~������|}
�| }���}���}�������� �|��| �|} �~���� ������ ������} ¦ ~|������| �����| }������� �� ~������|� ���
|}� �~����� ����� �|����¤|�|�� � ��| ����| �������� ��â|���¤| ���| ��â|���� ������� ~��������|��|Ý������� �| �|���|��} ��~~���} ����� �~����� ����� �|����¤|�|�� � �� �������� �������| � ¯á|����¤|�|��� }� �� �|Ý���| �| ~��} ~��} �|} ���¤��} �~���� ������ |�����} ~��� �| ~������| �| }�� �
��}� �� �|�����| �����} ~|�¤|�� }|���|� ~|� ~|����|��} ~��}�����} �����|�� ����}� �� ����|�� �|
~����| ��~~��� 
 ��������~��� � (h + 1)/(n− 1) ����� ��|� ���| ���} �|} ����|} ����|��} ��� ��
�|� ��~~��� �| § © ��}}� ~���������� }��¤��|� �����|}}��� ~��� �~~����|� �| ~������| �������

max
n∑

i=1
ci × xi





a · x 6 b
xi 6 bi ∀i
x ∈ Nn,

���¤���|� �� ������� ���~���� h������� �� ~������| ������ �±� ���} �� �������� ��â|����� �� �|��~���| ci
~�� ci/ai

 |� ���}������� �| ���| |�}|���| �| ���������|}�
��| ����| �~~����|� ~��� �ÍÇÑ�ÇÚÛ ����| ~��� ÆÇÈ ÒÊþ�ÏË ÒÊÕ� ~������� ���| �|

��|���|� �� �~����� ����� ���} ��|�}|���| ����â|�} ���~���|�����|}� µ��}������} �| ���¤|��Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË� }��} ����| }�� �| �|Ý�� �|} }���|�}� £��� �|} ¤��}���Ý|} §������}��|} �~���� ������ �| Æ�Í ÓÔÕ�ÍÇË�Í� ÒÏË �| Ý������}}|�� ����� ��~~��� ~��}��| ���� ~|��
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���~���� ������ Un

�|�} ��| ρ(Gn, Un) → 0 ����� n → +∞ |� δ(Gn, Un) → 0 ����� n → +∞�¯á|���¤|�|��� }�� ~��� ���� n ∈ N� �| Ý��~�| Gn
|}� ��¥��� ∀n > 1� ~�� Gn = ({r} ∪ Vn, En)�¤|� Vn = {v1, v2, . . . , vn}
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{
U
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µ|� |�|�~�| ����}��| ��������� ��| ���� ~������� �¤��� � ���}����|� ���â����|�|�� ��| }������� s|� }� }������� ���~���|�����| −→1 −s� � �� ���} ~����|}� ����| ����� �| ������ �| ������|� |� ����Ý��|}
~��}���|��|} �| ��ç����|�� }�� �����| ���~�}���|� {� ������| �|} ¤��}���Ý|} �� �¨~| V(I, s) ∪

V(I,
−→
1 − s) �� V(I, s) ∪

{−→
1 − s

} ~��� �� ¤��}���Ý| h������ V |}� ��| |��|�}��� �� ����|~�
�| ¤��}���Ý| h������ ��� ����Ý�| �|��| ������ �| ���~���|������� ¦ �� }������|}}| ��� }�������}
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