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Paquets d’Arthur discrets pour un groupe classique p-adique

C. M@E&GLIN
Institut de Mathématiques de Jussieu

CNRS

Ici F' est un corps p-adique avec p # 2 pour les constructions et p grand pour le théoréme prouvant la
stabilité. On note Wy le groupe de Weyl de F' et on fixe un groupe classique G (cf. 1.1 ci-dessous pour plus de
précision) dont on note “G le groupe dual au sens de Langlands. Le but de ce travail est de construire certains
paquets de représentations de G associés & des morphismes, 1, de Wr x SL(2,C x SL(2,C) dans le groupe “G.
On note le centralisateur de 1 dans “G° par Centrg1. Dans tout ce papier, nous allons supposer que ¥ est
discret avec pour définition de ce mot le fait que le groupe Centrg () est fini.

Chaque représentation a l'intérieur du paquet associé a 1) va étre paramétrisée par un caractere du groupe
Centrg (1), mais elle ne sera, en général pas irréductible et pourra méme dans le cas le plus général étre nulle.
Bien str ces contructions sont dictées par I’endoscopie, endoscopie qui fait intervenir d’une part les groupes
endoscopiques de G mais aussi une forme tordue du GL dans lequel “G se plonge naturellement ; ces idées
sont dies a Arthur. On doit méme pouvoir vérifier que les représentations ainsi associées sont uniquement
déterminées par les relations venant de cette endoscopie. Toutefois, on laisse cette vérification pour un papier
ultérieur qui est loin d’étre écrit et qui a de toute fagon besoin des travaux récents de Waldspurger [16].

Pour pouvoir faire la construction annoncée, il faut déja savoir construire les séries discretes, c’est-a-dire
les représentations associées a des morphismes de la forme ¢ décrite ci-dessus mais dont la restriction a la
deuxiéme copie de SL(2,C) est triviale. Ceci est fait dans [12] et [13] sous I'hypothése que 'on connait les
points de réductibilité de certaines induites de cuspidales. Ici on a vraiment besoin d’avoir une interprétation
de ces points de réductibilité en terme de paramétrisation de Langlands, ce qui n’était pas vraiment nécessaire
dans les références ci-dessus; les hypotheéses précises dont on a besoin sont celles de [11] 2.1 on les rappelera
encore ici. Soyons quand méme optimiste, chaque fois que 1’on a une interprétation en terme d’algebre de Hecke,
le probleme est soluble.

En plus, comme on a en vue une construction avec des propriétés fortes venant de I’endoscopie, il faudra alors
aussi savoir que les séries discretes auxquelles on finit par se ramener ont ces propriétés. Dans I’état actuel un
seul cas est & peu pres completement fait, il s’agit du groupe SO(2n + 1) et des morphismes ¥ qui se factorisent
par le Frobenius, cf [14], [16]; 'endoscopie n’est pas écrite, elle nécessite un lemme fondamental qui n’est pas
encore connue mais on voit comment on peut faire sans rajouter d’idées par rapport a ces références. Le cas ou
1 est trivial sur le groupe de ramification sauvage est lui aussi en vue avec le méme type d’idée (cf. [10]). Les
travaux de [4] et [8] qui sont de méme nature supposent que ¥ est trivial sur les 2 copies de SL(2,C) et notre
papier dans ce cas ne dit rien puisque qu’alors paquet de Langlands et paquet d’Arthur coincident.

Ainsi la situation considérée ici n’est pas vide et les constructions faites sont écrites dans un cadre général ;
ce sont surtout des constructions de nature combinatoire.

L’idée est alors la suivante; on note A le plongement diagonal de SL(2,C) dans le produit SL(2,C) x
SL(2,C). Ainsi pour ¢ comme ci-dessus, le composé 1) o A est un morphisme de Wr x SL(2,C) dans “G et doit
donc correspondre a un paquet de représentations tempérées. Clairement, Centr gt contient le groupe analogue
pour v o A.

Un cas est plus facile, et nous 'avons traité en [11], il s’agit du cas ou l'inclusions naturelle Centr (1)
dans Centrg (1) o A) est un isomorphisme; on appelle ce cas le cas élémentaire. Dans ce cas, application qui
a un caractere € de Centrg (1)) associe une représentation (1), €) est injective a valeurs dans l’ensemble des
représentations irréductibles et (1), €) se calcule en fonction de 7(¢ o A, €) par une formule du type de celle
qui calcule la généralisation de 'involution d’Iwahori-Matsumoto et donnée par Aubert ([2]), Schneider-Stuhler
([15]) ; les constructions sont rappelées en 6 ci-dessous.

Le deuxieme cas est celui ou 1 o A est lui aussi discret ; ce cas est celui qui occupe la plus grande partie de
ce travail; le but est de se ramener au cas élémentaire, éventuellement pour des groupes de rang plus petit. Les
représentations du paquet sont donc indexées par les caracteres, €, du centralisateur de . Mais a la différence
de ce qui se passe (au moins conjecturalement) pour les séries discretes et le cas de [11] & un tel caractére, on
associe une représentation qui n’est pas irréductible en général. Ce phénomene avait déja été vu dans le cas
archimédien par Adams et Johnson et récemment dans le cas du groupe G2 par W.T.Gan et N.Gurevich ([5]).



Dans la premiere partie de cet article (cf 2) on donne une formule pour construire ces représentations, c’est-
a-dire associer & ¥ et € un élément (¢, €) du groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de
G ; avec cette formule, il n’est pas difficile de montrer que la somme :

D (@) (@,e),

€

ou z est I’élément non trivial de la deuxieme copie de SL(2,C), est un caractere stable si des combinaisons
linéaires de séries discrétes associées essentiellement & 1o A est elle-méme stable (ce que 1'on sait dans les cas ot
on sait contruire ces séries discretes cf. [14]). Cette partie est en fait facile. Voici la définition dans le groupe de
Grothendieck : on plonge “G dans le GL convenable par la représentation naturelle et on voit donc 1) comme une
représentation de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) que 'on décompose en une somme de représentations irréductibles
de la forme p ® Rep, ® Repy ol p est une représentation irréductible de Wg (nécessairement autoduale) et a, b
sont des entiers avec une condition de parité dont nous n’avons pas besoin ici. Pour un tel triplet (p,a,b) on
pose A:=(a+b)/2—1et B:=|a—b| et on note ( le signe de a — b en convenant ( = + si a = b. On appellera
l’ensemble des quadruplets (p, A, B, () ainsi obtenus Jord(w) et on voit naturellement e comme une application
de Jord(y) dans +1. Pour avoir une définition & donner qui sort du cas ¢ élémentaire déja étudié en [11], on
suppose qu’il existe (p, A, B,() € Jord(v) avec A > B; on fixe un tel quadruplet. Grace & la correspondance
de Langlands locale pour les groupes linéaires, on identifie p & une représentation irréductible d’un groupe
linéaire convenable. Pour C €] B, A], on note d¢ 1'unique sous-module irréductible de I'induite, pour un groupe
linéaire convenable, p| |8 x --- x p||7¢C. Ainsi d¢ est une représentation de Steinberg tordue si ( = + et une
représentation de Speh tordue si ( = —. On pose € la valeur de € sur (p, A, B, () et on note ¢’, ¢ Panalogue de
1, € en enlevant le bloc (p, A, B, (). Ci-dessous, on va rajouter & ¢, ¢ un ou 2 quadruplets cela veut dire que
I’on considére un couple analogue & 1, € mais dont les blocs de Jordan sont ceux de ¢, € auxquels on rajoute
ceux écrits. Il faudrait aussi expliquer Jac..., c’est fait en 1.2, disons ici simplement que c’est une partie d’un
module de Jacquet. On pose alors :

ﬂ-(’l/)v 6) = ®CE]B,A](71)A7C’5C X JaCC(B-i-Q),w ,(CWW/, 6/5 (pa A7 B+ 27 Ca 60))

By (~D)A=BIVRIPA=BRLAB (! ¢! (p, A, B+ 1,¢,7), (p, B, B, {,ne0)),

ou par convention si A = B+1, (¢, €', (p, A, B+2,(,€0)) = w(¢)',€') si g = + et vaut 0 (c’est-a-dire n’apparait
pas) si ¢g = —. C’est une description par induction car les morphismes qui interviennent dans cette définition soit
sont relatif & un groupe de rang plus petit soit si on les notes 1" vérifient z(p/,7A/,VB,,1C,,)€JOM(¢/,) A" - B" <
Z(p/7A/,B,7<,)EJOTd(w) A’ — B’; quand cette somme est nulle, on est précisément dans le cas des morphismes
élémentaires. Il est assez facile de démontrer que cette définition ne dépend pas du choix de (p, A, B, {) vérifiant
A>B.

Dans la deuxiéme partie de cet article (4), on montre que I’élément du groupe de Grothendieck est une
somme sans multiplicité de représentations irréductibles totalement décrites par exemple dans 4.2. La description
explicite n’est pas évidente et cette partie est vraiment technique. Mais j’ai I'impression que ’on va devoir faire
la méme chose pour les groupes linéaires tordus et qu’elle est donc indispensable. Le résultat peut s’exprimer
ainsi par récurrence; on utilise la notation < ¢, X > pour signifier le socle de 'induite § x X quand X est une
représentation semi-simple d’un groupe de méme type que G et § une représentation irréductible d’un groupe
linéaire. Avec les notations ci-dessus :

ﬂ-(’l/)v 6) :< 5A77T(’l/)/7€l7 (p7A - ]"B Jr 17C560) >

@A;AA*BJAZGO HCE[B,C](,D[C]W('I/}/, 6/5 UCG[B,A] (pa Cv Ca Cv (71)[C]>\>)5

avec comme convention que 7(¢0', €, (p,A—1,B+1,(,eg) = 0si A = B+ 1et e¢g = — et vaut w(¢',€) si
A= B+1et ¢ =+. On remarque que la somme sur A contient exactement un terme si A — B est pair et en
contient soit 0 soit 2 si (A — B) est impair la différence dépendant de la valeur de €. Cette description est par
induction comme ci-dessus, on peut en faire une description sans induction mais ce n’est guere plus limpide (cf
4.2).

A la fin du papier, on traite le cas des morphismes 1 généraux; on le fait assez rapidement, on les obtient
comme module de Jacquet de représentation associés & des morphismes 1)’ tel que 1’ o A est discret. Ici on
peut avoir 7(¢, €) = 0, on en donne un exemple. Il y aurait donc beaucoup & dire sur ces représentations alors
que l'on ne dit essentiellement rien dans ce papier. Mais & mon avis, avant de se lancer dans une description
forcément technique il faut prouver que 'on a fait les bons choix, c’est-a-dire vérifier qu’ils sont ceux dictés par
I’endoscopie ce qui n’est pas fait ici.

L’intérét de ce travail, s’il en a un, est d’obtenir des conséquences pour les formes automorphes de carré
intégrables. On espere quand méme que si notre couple ¥, € est la situation locale d’une situation globale a



laquelle est attachée un paquet de représentations automorphes de carré intégrable, les représentations associées
décrivent les composantes locales. Rien n’est clair mais ce qui est trés encourageant est que je crois bien que les
définitions sont imposées par ’endoscopie et cette unicité forcera les identifications souhaitées.

1 Précisions sur les groupes considérés et conventions

1.1 Définition de base

Si G est un groupe symplectique, il n’y a aucun choix, le groupe est déployé et son L-groupe est a centre
connexe. Et on consideére des morphismes ¢ : Wg x SL(2,C) x SL(2,C) dans S0(2n + 1,C) ainsi que des
morphismes € du Centso(ant1,c)¥ dans {£1}.

Si G est un groupe des automorphismes d’une forme orthogonale sur un espace de dimension impaire, G est
soit déployé correspondant a une forme orthogonale isotrope et on pose G = +1 ou G correspond a une forme
orthognale de noyau anisotrope de dimension 3 et on pose g = —1. Le L-groupe est Sp(2n) si n est le rang de
G et son centre est isomorphe & {+1}. Quand on aura un morphisme, e d’un sous-groupe de Sp(2n) contenant
le centre dans {£1}, on dira que ez = ¢ quand la restriction de € & ce centre est triviale si f¢ = +1 et non
triviale sinon . Pour un tel G, on considére dans ce travail les morphismes ¢ de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans
Sp(2n,C) des morphismes e du centralisateur de ¢ dans {£1} tel que ez = fig; c’est une traduction terre a
terre d’un isomorphisme du a Kottwitz.

Si G est le groupe orthogonal d’une forme orthogonale sur un espace de dimension paire, la situation est plus
compliquée. La forme dépendant de son discriminant qui est une classe de carré, notée ici seulement 7, et de
Iinvariant de Hasse. Dans tout ce qui suit on considére des morphismes, 1, fixés de Wr x SL(2,C) x SL(2,C)
dans le L-groupe; ici le L-groupe est par définition O(2n, C) si 2n est la dimension de la forme orthogonale. On
note fig le discriminant de la forme. C’est impropre puisque G ne dépend de fig que si la classe de carré est celle
de 1. Pour un tel groupe orthogonal, on impose toujours dans cet article que le déterminant de la restriction
de ¥ a Wg qui s’identifie a un caractere quadratique de Wg corresponde a la classe de carrés n par réciprocité.
Et n sera toujours implicitement fixé; il n’intervient pas explicitement. On considere aussi des morphismes ¢ du
centralisateur de ¢ dans {£1} et, comme dans le cas de dimension impaire, on demande que ez = t¢.

Le lecteur doit étre averti que les subtilités ci-dessus sont en fait cachées dans ce papier ; elles n’interviennent
que pour la construction des séries discretes que I’on va admettre ci-dessous.

On note A Papplication diagonale de SL(2,C) dans SL(2,C) x SL(2,C). Et dans tout ce travail, on dit que
le composé ¥ o A qui est un morphisme de Wgr x SL(2,C) est un morphisme discret si le centralisateur de son
image est un groupe fini.

1.2 Notations

On appellera segment dans ce travail un intervalle de la forme [z, y] ot z,y € 1/2Z et x —y € Z. Le segment
sera considéré comme croissant si x—y est négatif et décroissant sinon. Dans un tel segment, ce qui nous intéresse
sont les demi-entiers inclus dans ce segment qui sont non entiers exactement quand x,y sont non entiers.

Soit X une représentation de longueur finie de G et x € R, p une représentation cuspidale irréductible
autoduale d’'un GL convenable, on note d, le rang de ce groupe. On suppose que G contient un sous-groupe
parabolique dont le Levi est isomorphe a GL(d,) x G(n — d,), ou G(n — d,) est un groupe de méme type
que G' mais de rang n — d,. On va définir Jac, X comme un élément du groupe de Grothendieck associé aux
représentations de longueur finie de G(n — d,); pour cela, on calcule le module de Jacquet de X le long du
radical unipotent d’un parabolique de G de Levi GL(d,) x G(n — d,), noté momentanément Xp. On regarde
Xp d’abord comme représentation de GL(d,) et on la projette sur le support cuspidal p| |* ; on note X, cette
projection. Tout sous-quotient irréductible de X, comme représentation de GL(d,) x G(n —d,) est de la forme
plIF®Y et Jac, X est par définition la somme des Y qui apparaissent comme de tels sous-quotient compté avec
la multiplicité du sous-quotient irréductible ou ils apparaissent.

Soit z,y € R, on généralise la définition en posant Jacy X = JacyJac, X. On remarque que Jacg X peut
se calculer en considérant d’abord le module de Jacquet de X par rapport au radical unipotent d’un parabolique
de Levi GL(2d,) puis en restreignant encore et en projettant sur le bon support cuspidal. Si p||[* x p|[¥ est
irréductible, on vérifie ainsi que

Jacy y X = Jacy X (1)

pour tout X. La propriété (1) est donc vraie pour tout couple z,y tel que x — y # +1.

On pourra encore généraliser & plus de 2 projections. Soit X une représentation de longueur finie et [, (]
un segment. On a donc défini Jac,e[q,5 X comme étant par définition Jacg -+ Jacg—; -+ Jaca X.

On utilisera a plusieurs reprises la propriété suivante : soit X une représentation de longueur finie et soit £
un ensemble totalement ordonné de demi-entiers relatifs. Soit y le plus grand élément de £ au sens ordinaire.



On suppose que Jaczeg X # 0. Alors, on va montrer qu’il existe z un élément de £ qui précede y, tel que [z, y]
soit un segment et tel que Jacyey, .1 X # 0. La méme assertion est vraie si y est le plus petit élément de £.

En effet, on peut supposer que X est irréductible et que y est le dernier élément de £ pour 'ordre de &;
ainsi il n’y a pas a démontrer que z précede y. Et la non nullité du module de Jacquet assure par réciprocité
de Frobenius qu’il existe une sous-représentation irréductible o de GL(d,|£|) et une représentation irréductible
X’ convenable d’un groupe de méme type que G mais de rang plus petit tel que :

X —oxX\. (2)

On écrit o dans la classification de Zelevinski comme sous-module d’une induite du type X;c[1,,)0: ou les o; sont
des Steinberg tordues c’est-a-dire des représentations de la forme < p||*i,--- | p||¥" > avec v un entier, pour
tout ¢ € [1,v], [x;,y;] un segment et y; > x;, ainsi que x1 > x9 > -+ > x,. De plus £ est 'union ensembliste de
ces segments. On suppose que y est maximal dans £. Ainsi il existe i tel que y; = y et on fixe ¢ minimum avec
cette propriété. Ainsi les segments [x;,y;] pour j < i ne sont pas liés & [x;, y;] et il existe donc une représentation
o convenable telle que o —< p||*i, -+, p||¥ > xo”. Ainsi on a une inclusion analogue & (2) en remplagant o
par < p| |%i,---, p||¥" > et Vassertion avec z = z; s’en déduit. Si y est minimal au lieu de maximal on raisonne
de la méme fagon mais en remplacant Steinberg par Speh.

1.3 Classification des parametres.

Quand on a un morphisme ¢ comme ci-dessus on le prolonge en un morphisme dans un groupe linéaire
convenable, GL(2n) pour G un groupe orthogonal de rang n et GL(2n + 1) pour G un groupe symplectique de
rang n et on obtient donc une représentation de Wr x SL(2,C) x SL(2,C). On décompose cette représentation
en sous-représentations irréductibles et comme les représentations irréductibles de SL(2, C) sont classifiées par
leur dimension uniquement, une sous-représentation irréductible est de la forme p ® Rep, ® Repp ou a,b € N,
Repa, Repy, sont les représentations irréductibles de SL(2,C) de cette dimension et p est une représentation
irréductible de Wg. Ainsi & 1 on associe Jord(¢) qui par définition est ’ensemble des triples (p,a,b) tel que
p ® Rep, ® Repy, intervienne dans la représentation associée a 1, ce triple étant compté avec la multiplicité de
la sous-représentation. On peut faire la méme chose pour 1) o A et Jord(y o A) se constitue de couples (p,c).
On montre aisément que

JOTd(w © A) = U(p,a,b)GJord(w){(pa C); (S [|a’ - bl +1la+ b— 1]2}a

ou [?,?]2 représente 'ensemble des éléments du segment de méme parité que les extrémités..

On vérifie aussi aisément que v (resp. 1) o A) discret entraine que I'ensemble Jord(y) (resp. Jord(y o A))
est sans multiplicité. L’absence de multiplicité force que toutes les représentations p intervenant doivent étre
autoduales et on a aussi une condition de parité sur a + b pour tout (p, a,b) € Jord(y) parité déterminée par p
et le groupe G. On n’a pas besoin d’en savoir plus sauf qu’étant donné un ensemble de triple (p, a,b) ol p est
autodual, a, b ont la bonne condition de parité et que ’on a 1’égalité de dimension Z(p,a,b)eJord(w) dp,ab =m* ol
d, est la dimension de la représentation p et ot m* est la dimension de la représentation naturelle du L-groupe
de G. Traduisons aussi le cas olt ¢ o A est discret : cela dit exactement que Jord(¢) est sans multiplicité et
pour tout p fixée autoduale comme ci-dessus et pour tous couples (a,b), (a’,b") distincts tels que (p,a,b) et
(p.a' V) € Jord(),

la—bl+1,a+b—1]N]ld =0+ 1, +b —1] =0.

Soit 1 comme ci-dessus tel que ¥ o A soit discret. Alors le centralisateur de I'image de 1t est isomorphe a
|Jord(vy)| copies de {1} sauf si G = Sp(2n) ou il faut se restreindre aux éléments de produit +1; en oubliant
cette condition, on calcule le centralisateur dans O(2n + 1) au lieu de SO(2n + 1) c’est & dire que l'on a ajouté
le centre. On identifie un morphisme de ce centralisateur dans {1} & une application de Jord(¢) dans {£1}
ou la restriction au centre du L-groupe donne la condition :

X(p,a,b)e(pa a, b) = ﬂGa

ol pour unifier, on a posé fg,2,) = +1 ce qui compense "l'oubli” ci-dessus de se limiter aux éléments de
déterminant +1.

Dans tout le papier, au lieu de fixer GG, on ne fixe que le type de G, cela détermine G si c’est un groupe
symplectique et on se donne 1, ¢ comme ci-dessus ce qui détermine la forme orthogonale dont G est le groupe
d’automorphismes grace au déterminant de ¥ et a la restriction de € au centre du L-groupe.

Jusqu’au chapitre 7 on suppose que ¥ o A est discret.

Hypotheése générale : dans tout ce papier on fixe v comme ci-dessus mais on fait I’hypothése : pour tout
groupe H de méme type que G mais de rang inférieur ou égal et pour tout morphisme v’ de Wr x SL(2,C)



dans U H et tout caractére € de Centry (1)) avec les propriétés que I'on va écrire ci-dessous, on sait associer
une représentation cuspidales w(1)’,€') avec les propriétés de réductibilité écrites aussi ci-dessous.

Propriétés sur (¢, €') : la restriction de 1)’ & Wg est une sous-représentation de la restriction de ) & Wr, cela
s’entend évidemment aprés avoir envoyé les L-groupes dans le groupe linéaire convenable par la représentation
naturelle de ces L-groupes. Pour tout p représentation irréductible apparaissant dans la restriction de v’ a W,
la représentation de SL(2,C) dans 'espace isotypique correspondant est une somme de représentations indexés
par leur dimension o' € Jord, ('), ensemble qui doit vérifier que s’il contient I’entier a il contient aussi tous les
entiers de la forme a — 2i avec i € [0,[a/2]]. De plus € qui définit une application de Jord,(¢)') dans £1 vérifie
pour tout a € Jord,(1') (comme dans la phrase précédente) € (p,a) = (—1)1%/2ly oi1  est un signe indépendant
de a qui vaut +1 dans le cas ot Jord,(1)') est formé d’entier pair et peut valoir +1 dans 'autre cas.

Propriétés sur ww(¢’,€') : soit p une représentation cuspidale unitaire irréductible d’un groupe linéaire de
la forme GL(d,,F) (ce qui définit d,); grdce a la correspondance de Langlands locale, on identifie p & un
morphisme irréductible de Wy dans GL(d,,C) ; on dit que p est symplectique si ce morphisme est a valeurs
dans Sp(d,,C) et orthogonal sinon. On suppose que p est autoduale; on définit Jord,(v)') comme on I'a fait
ci-dessus, en admettant I’ensemble vide et on note a, le plus grand élément de cet ensemble 5’il est non vide.
Dans le cas ott Jord,(1') est vide, on pose a, = 0 si p est de type opposé a LG (c’est-a-dire orthogonal quand
L@ est symplectique et vice et versa) et a, = —1 sinon. La propriété demandée a (v, €') est alors que I'induite
pl1° x (¢, €") pour s un réel est irréductible sauf exactement quand s = +(a, + 1)/2.

2 Définition de (v, ¢) quand 1 o A est discret.

2.1 Défininitions

On fixe v, € comme en 1.3, on suppose, comme annoncé, que @ oA est discret et on va associer & ce couple un
élément du groupe de Grothendieck des représentations de G. Cette définition se fait par induction. On a défini
n [11] (cf. 6) cet élément dans le cas ol pour tout (p,a,b) € Jord(v), inf(a,b) = 1 et dans ce cas, c’est une
représentation irréductible. Remarquons que la condition que ’on vient juste d’écrire est exactement équivalente
a ce que Centrg() soit naturellement isomorphe & Centrg (1) o A). Supposons donc que cette condition n’est
plus vérifiée et fixons (p, a,b) € Jord(y) tel que inf(a,b) > 2. On note alors ¢’ le morphisme qui se déduit de ¢
en enlevant le bloc (p, a,b) et on note €’ la restriction de € & Jord(y'). On pose (4 le signe de a — b si a # b et
+ sinon. On suppose que 'on a défini 7(v1, €1) pour tout (1, €1) relatif & un groupe de méme type que G mais
de rang plus petit ; on suppose que cette représentation est aussi définie si 11 est relatif & G mais si |Jord(y1)|
est strictement plus grand que |Jord(1)|. Remarquons que c¢’est une bonne hypothése de récurrence puisque le
cardinal de Jord(1)) est nécessairement borné supérieurement. On définit alors dans le groupe de Grothendieck :

siinf(a,b) =2 et €(p,a,b) = —, on pose :

”(1/% 6) = @n:ilﬂ(7/)/7 617 (p7 a—+ Ca,blv b— Ca.,bla U)(Pa a— 15 b— 15 777))5
ou la notation signifie que 'on ajoute & Jord(y)') les 2 blocs (p, a+Capl,b—C(apl), (p,a—1,b—1) en prolongeant

€’ sur ces blocs par 2 valeurs inégales (et on somme sur les possibilités).

siinf(a,b) =2 et €(p,a,b) = +, on pose :
m(Y,€) =
< p| |(a7b)/2, e 7p| |7<a7b((a+b)/271) > ><7T(7//7 6/) e77::|: 7T(7//7 6/7 (pv a—+ Ca,blv b— Ca,blv 77)5 (pa a — 17 b— 15 77))
si inf(a,b) > 3, on remarque que si on ajoute a Jord(¢') le bloc (p, a+ (452, b — (ap2) on définit un morphisme
pour un groupe de rang (,.»(a—b)+1 plus petit que G. On sait donc définir 7 (¢, €, (p, a+Ca b2, b—Ca.p2, €(p, a,b)))

(out 'on prolonge € & aide de €(p,a,b)). On sait aussi, avec I’hypothese de récurrence définir pour n = =+,
(' €, (p,a+ Capl,b— Capl,n)(p, sup(0,a — b) + 1, sup(0,b — a) + 1,m€(p, a,b))). On pose alors :

(1, €) = @je[l,inf(a,b)[(_1)mf(a"b)7l+j

(7,717)/27 P 7p| |*(a7b)/2*<a,b]- > XJaC(a—b)/Q-{-(a,bQ,m ,(a—b)/Q-‘,—(a,b‘jﬂ-(’I/}/, 6/7 (p7 a + Ca,b27 b _ Ca7b2, E(p, a7 b)))

<p| [l

69’r]::t(71)[inf(a.,b)/2]77z'nf(a,b)6(p7 a, b)inf(a,b)fl
7T(1P', Gla (p, a+GCapl,b—Capl, n), (P; Sup(o, a—0b)+1, Sup(o, b— a) +1, 7’]6(p, a, b)))’

quand 57 =1 il n’y a pas de Jac par convention.



Pour unifier les notations, on peut inclure le cas inf(a,b) = 2 dans la définition générale & condition de poser
dans ce cas :
=n(,€)sin=+

(' €, (p,a+ Cap2,b— Cap2,m) = { .
=0sin=—.

Récrivons ces formules en supposant que a > b de fagon a ce qu’elles soient plus lisibles :

w6 = Y (1)t
JE[L,b]

a—b)/2

< p| |( o ’p| |7(aib)/27]— > XJGC(a,b)/2+27... 7(a*b)/QJror(w/a 6/3 (pa a+2, b— 2, G(pa a, b))

Dyt (1) APe(p,a,0) " n (¥, €, (p,a+ 1,b—1,n), (p,a — b+ 1,0,n¢(p, a,b)).

2.2 Autre formulation

Soit (1, €) comme ci-dessus, on a défini ces objets en utilisant Jord(y) en tant qu’ensemble de triplet
(p, a, b) venant naturellement de la décomposition en représentations irréductibles de la représentation de Wg x
SL(2,C) x SL(2,C). On peut remplacer ces triplets par des quadruplets (p, A, B, () en posant ¢ = (,; avec nos
définitions antérieurs, A = (e +b)/2 — 1 et B = |a—b|/2; ainsi A, B sont des demi-entiers positifs ou nuls avec
A— B €N, si B=0, =+ nécessairement. Remarquons aussi que dans cette correspondance, inf(a,b) = 1 si
et seulement si A = B. En particulier ¢ est élémentaire si A = B pour tout quadruplet de Jord(v)).

Le fait que ¢ o A est discret se traduit par le fait que pour tout couple de quadruplets (p, A, B,() et
(p', A, B', (") € Jord(y) soit p # p’ soit [B, A]N[B’, A’| = ce qui se traduit encore par le fait que soit B > A’
soit B’ > A.

Notons encore Jord(y) Pensemble de ces quadruplets et reformulons les définitions avec ces nouvelles nota-
tions.

Supposons qu’il existe (p, A, B) dans Jord(y) tel que A > B; on pose € := €(p, A, B, (). Alors
ﬂ-(l/]a 6) = @CG]B,A](_l)A_C < p| |<B’ e )pl |_<C > XJaCC(B+2),~~,C(C)7T(1/JIa 6/5 (pa Aa B+ 2, 60))

Byea (—V)ATBFV2PA=BHLA=Br (! ! (p, A, B+ 1,(,m)), (p, B, B, ¢, 1¢0)).-

Ici il faut comme convention que les termes contenant (p, A, B + 2, ¢p) n’existent pas si A= B+ 1 et ¢g = — et
qu'ils font seulement intervenir v)', ¢’ si A= B+ 1 et ¢g = +.

2.3 Propriétés

La premiere propriété a remarquer est la suivante : soit D un demi-entier tel que pour tout C' tel que
D — C € Z>y, il existe un signe (¢ tel que (p,C,C,(c) € Jord(y)) et si D est demi-entier non entier, alors
€(p,1/2,1/2,(1/2) = —. Alors (¢, €) = (¢’ €') si Jord(y) = Jord(y') et € = € a la seule différence pres que
(c peut ne pas étre le méme signe pour 1 et pour ¢’ (pour le moment on utilise le méme bloc (p, A, B, {) pour
les définitions) ; cela résulte par récurrence par exemple de 6 propriété 1.

2.3.1 Indépendance des choix

Soit (¢, €), (p, a,b) comme ci-dessus ou plutét (p, 4, B, ) avec A > B. On suppose qu’il existe (p’, A’, B',{’) €
Jord(y) un bloc de Jordan différent de (p, A, B, () mais vérifiant aussi A’ > B’. On aurait pu l'utiliser pour
définir 7 (¢, €) montrons que 'on aurait obtenu le méme résultat.

On note 9", €” le morphisme qui se déduit de v, € en enlevant les 2 blocs (p, A, B,() et (p', A’, B’,{’) et on
pose €g = €(p, A, B, (), ¢, = (p, A’, B',{"). Pour C €]B, A] et C' €]B’, A’], on pose :

dc =< pl 1%, pl 769 >80 =< p/| |7, |74
Le seul cas difficile est le cas ott p’ = p ce que nous supposerons pour pouvoir employer sans ambiguité la
notation Jacy,....

En utilisant (p, 4, B, ¢) pour définir 7(v, €) puis (p’, A’, B, ") pour définir les représentations qui intervien-

nent dans la définition de (1, €), on obtient :

(Y, €) = Boep.a(—1)AC Gorgpan (~1)AC (=)



(SC X (JCLCC(B+2)7... «<C (60’ X JGCC/(B/+2)7,,, 7C/C/T('(’lb”, 6”, (p, A, B + 2, C, 60), (p, AI, BI + 2, CI, 66)))) (1)

Doeypa] Oy=x (—1)A7C(=1)A=BHFD/2 () A=B () A=
5o x Jace(pyay,... com(W” € (p, A, B+2,¢,¢0)(p, A, B +1,¢,0), (p, B', B, (', p) (2)
Screpr,ar) Dn=+ (1A= (~1)lA=BHD2) () A=Br1 =B
dcr x Jace(pryay,. com(@ €, (p, A' B +2,(" eg)(p, A, B+ 1,(,m), (p, B, B, (,m¢€0)) (3)
Dyt =t (— 1IATBED 2 (g ) AZBHL =B (A= B2 () A= B () A5

ﬂ-(w”a 6”5 (pa Aa B + 1a Ca n)a (p7 Ba Ba CJ]EO), (pa A/a B/ + 1; C/a 77/)’ (pa B/a Bla C/a 77/6())' (4)

Le terme (4) est parfaitement symétrique en (p, 4, B, () et (p, A’, B’,{’) et il en est de méme des termes (2) et
(3) quand on les considere ensemble. Il n’y a que le terme (1) qui n’est pas symétrique de fagon évidente. On
va donc montrer qu’en fait il l'est.

Fixons C €]B, A] et C’' €]B’, A']; 'un des segments [(B, —(C], [¢'B’, —¢’'C’] contient I'autre d’olt ¢ x d¢-
est une représentation irréductible du GL convenable et elle est donc isomorphe a dcr X d¢. Les segments
[C(B+2),¢C] et [¢'(B'+2),('C’] sont disjoints et non liés, on a donc (cf. 1.2) pour tout élément du groupe de
Grothendieck X

JG/CC(BJ’,Q)’... 1<cJaC</(B/+2)7...</C/X >~ JGCC/(B/+2)7...</C/JGCC(B+2)7,,, 7ch.

Montrons que Jace(p42y,... ccdcr X X = dcr X Jace(pya),... cc X, pour tout X comme ci-dessus ; c’est completement
clair quand on a remarqué que ni ¢'B’ ni ('C’ ne sont dans le segment [((B + 2),(C]; 1a on utilise clairement
le fait que 1) o A est discret. Ainsi la contribution au terme (1) des objets relatifs au couple (C,C") n’est autre

que
(—1)A+A —c-c (SC X (SC/ X JG/CC(B+2)1... ,CCJGCC’(B’+2),---C’C’7T(wua 6”, (p, A, B + 2, C, 60), (p, AI, BI + 2, C/, 66))

Et comme on ’a vu ce terme est parfaitement symétrique en (A, B,C) et (A, B’,C"). Cela termine la preuve.

2.4 Stabilité

Théoréme : On fixe un morphisme v de Wr x SL(2,C x SL(2,C) dans “G comme en 1.1; en particulier
on suppose que 1 o A vu comme morphisme de Wr x SL(2,C) dans “G est discret. La combinaison linéaire de
caractere de représentations :

> II  epab)'n(w,e

e:Jord(y)—{x1} (p,a,b)eJord(v)

est stable si toute combinaison linéaire de séries discrétes Y .. ;o.q(y)—ix1} (¥ €) est stable ou ¢’ est un
morphisme de Wr x SL(2,C) dans LG’ avec G' de méme type que G vérifiant que Jord(y') C Jord(i o A).

Ici la terminologie employée en terme de décomposition de la représentation définie par 1 est plus parlante que
celle de 2.2.

On a démontré en [11] la stabilité sous I'hypothese du théoréeme dans le cas ol pour tout (p,a,b) € Jord(y),
inf(a,b) = 1;sous cette hypothese, il suffit méme d’avoir la stabilité pour ¢’ = ¥oA. On peut donc supposer que
Jord(1) contient au moins un triplet (p, a,b) avec inf(a,b) > 2. Supposons d’abord que inf(a,b) = 2 avec les
notations ci-dessus. Les morphismes qui apparaissent sont (¢, €’), on a enlevé le bloc (p, a, b) et les morphismes
1_ qui se déduit de ¥ en remplagant le bloc (p, a,b) par les 2 blocs (p,a + (apl,0 — (apl), (p,a —1,b—1). On
a Jord(y)' o A) = Jord(yp o A) — {(p, sup(a,b) + 1), (p, sup(a,b) — 1)}. On peut donc légitimement admettre le
résultat de stabilité pour ¢’ par récurrence (’hypothese du théoréme pour ¢ est plus forte que pour ¢’). De
plus Jord(v¥— o A) = Jord(y o A). On peut aussi admettre la stabilité car 'hypothese du théoreme est la méme
pour ¢ et ¢ mais |Jord(y)| = |Jord(v—)| — 1 < |Jord(¢)—)|. On décompose la somme

S I e d ) e =

€ (p,a’b')eJord(1))

Z H e(pl,al,bl)b/_l < | [@=D/2 | pf[San(@k)/2=1) S sn(y €
€, Jord(y) — {£1}; (¥ b)€Jord(y’)
e(pv a, b) =+



- 2. pat) I el a ) e(p.a, by W
e: Jord(y) — {£1}; (p,a’ b)Y Jord(yh")
n==

W(¢/a 6/5 (pa a—+ ga,blv b— Ca,bla U)(Pa a — 17 b— 15 UE(Pa a, b)))

La premiere somme est stable par ’hypothese de récurrence appliqué a 1'. Pour montrer la stabilité de la
deuxiéme somme, on va appliquer la récurrence au morphisme qui se déduit de v’ en ajoutant les 2 blocs
(p,a + Capl,b — Cap)s (pya — 1,b — 1). Pour ¢, comme dans la somme, on construit un morphisme ¢’ de
Jord(y)") dans {£1} comme dans Pécriture ci-dessus, c¢’est-a-dire en prolongeant la restriction de € & Jord(y’)
par n sur (p,a + Capl,b— Cap) et par ne(p, a,b) sur (p,a — 1,0 —1,7n¢e(p, a,b)). Et on calcule

H 6//(p”, a,,, b//)bﬁil _ < H el(p/7 a/, b/)b/1> (nbica’blilﬁb72€(P; a, b)b*?).

(050" b7 )€ Jord(4") (o 0", b )eJord(¢)—{(p,a,b)}

On remarque que quelque soit la valeur de (4 p, n°~%+*171n?=2 = 4+ On obtient donc exactement le signe qui

apparait dans la somme (1) (quand on n’oublie pas le €(p, a, b) qui se trouve devant le produit). D’ou la stabilité.

On considére maintenant le cas ot inf(a,b) > 2. Il faut écrire 3°_ T[], o »)esoray) €0 @ b)b~ 17 (1), €) en utilisant
2.1. Cela donne une somme sur j € [1,inf(a,b)[ et un terme complémentaire. Fixons d’abord j € [1,inf(a,b)],

et étudions
S I cpan

€ (p,a,b)eJord(y)

a—b)/2

<pl [t cpl [TOTORTCT S X Jac(aby j24ca 2, o ((atb) 2 1) T (W€ (pya+ Cap2,b— Ca2, €(p, a, D).

Pour (1, €) fixé, on note 1", €” le couple qui se déduit de 1), e en changeant simplement (p,a,b, €(p,a,b)) en
(p,a+284b,b—2Cqp,€(p,a,b)). Comme dans ce changement la parité de b est respectée il est clair que le signe
défini avec € est le méme que celui avec €’ quand on remplace 1 par ¥”. Donc la stabilité résulte de I’hypothese
de récurrence et du fait qu’elle commute a la prise de module de Jacquet et a l'induction.

Il reste le terme complémentaire (on enleve le signe (—1)[7/(:2)/2] qui est indépendant des termes de la
somme)

Z e(p,a,b)i"f(b’“)_lni"f(“’b)e(p,a,b)b_l( H G(p/,a/,b/)b/_l)

: Jac(y) — {21}, (ot Y ordw)
n==
W(¢/a 6/5 (pa a—+ ga,bv b— Ca,bv 77)5 (pa Sup(a’ - bv 1)5 Sup(b —a, 1)7 776(07 a, b) (2>

Pour €,7n fixé comme dans la somme, on définit 1", "’ en remplagant (p,a,b,e(p,a,b)) par (p,a + Cup1,b —

Capl,m) U (p, sup(a — b, 1), sup(b — a,1),ne(p, a,b)). Et il faut encore calculer

H €/l(p”, a,,, b“)bﬂil _ nbfca,b171775up(b7a,0)6(p, a, b)sup(bfa,o) H 6/(p/7 a/’ b/)b’,l-
(p",a"b")eJord('") (p',a’,b")eJord(y’)
3)

Et on vérifie que :

nbiC“vblflnS“p(bfa’O)e(p, a, b)sup(bfa,o) _ ninf(a,b)e(p, a, b)inf(a,b)fle(p, a, b)bfl

c’est-a-dire que le signe intervenant dans (2) est le méme que celui de (3). On obtient alors la stabilité en
appliquant le théoréme & 1" et cela termine la preuve.

3 Propriétés des modules de Jacquet

Dans tout ce paragraphe, on fixe ¥, €, p et (p, A, B,() € Jord(y) (avec les notations de 2.2 et on suppose
que A > B. On suppose toujours que 1 o A est discret. On raisonne par récurrence d’abord par récurrence
croissante sur le rang du groupe puis par récurrence croissante sur sy, = Z(p,A,B,C)EJOTd(w) A — B en effet si
sy = 0, 1 est élémentaire au sens de 6 et la situation sera toujours connue dans ce cas. Le but de tout ce travail
est bien de ramené la définition générale au cas élémentaire. On aurait sans doute pu se passer dans cette partie
de mettre dans la récurrence que pour les ¢, € plus petit que notre 1, € au sens ci-dessus, 7()’, €’) est une vraie
représentation, c’est-a-dire une combinaison linéaire & coefficients positifs de représentations irréductibles, mais



je mets quand méme cette propriété dans la récurrence pour éviter des problemes avec 'interprétation de la
non nullité des modules de Jacquet que nous allons considérer; sinon il faudrait se méfier des simplifications
éventuelles. Donc cette section ne sera complétée qu’aprés la fin de la section 4.

On démontre simultanément les 2 propositions ci-dessous :

3.1

Supposons ici que B > 1 et que pour tout élément (p, A, B',{’) de Jord(y), on ait A” # B — 1. En
particulier, en gardant la notation (1)',€¢) de 2.1 le morphisme définit en ajoutant & Jord(y)') le quadruplet
(p, A" —1,B" — 1,¢’) est encore discret et de restriction discrete & W fois la diagonale de SI(2,C). En terme
de représentation, si (p,a,b) correspond a (p, A, B,(), on enléve 2 au sup de (a,b) aprés avoir supposé que
sup(a,b) —inf(a,b) > 2. On pose toujours ey = €(p, A, B, ().

Proposition : Supposons que B > 1 mais pas nécessairement A > B comme ci-dessus. Alors

J(lCcB,M aCA)ﬁ(w’ 6) = 7T(’l/)/7 6/7 (p7 A - 15 B — 17 Ca 60))'

3.2

Proposition : Soit z € R. On fixe v, € et p alors Jac, 7 (¢, €) = 0 sauf éventuellement s’il existe (p, A, B', (') €
Jord(vy) et x = ('B’. De plus pour tout x € R, Jacy zm(¢,€) = 0.

On les démontre par récurrence, en utilisant la formule définissant 7 (v, €) (cf 2.1). Si A = B dans la proposition
3.1, cela se fait par récurrence & partir du cas ou ¢ est élémentaire (cf. 6 propriété 2), on ne détaille pas, c’est
plus simple que le cas ot A > B ce que nous supposerons & partir de maintenant.

On fixe donc (p, A, B,(, o dans Jord(y,€) tel que A > B et pour le moment, on n’impose rien & B. Soit
C €]B, A]. On doit calculer :

Jacen,... ca << pl 198, pl|-CC > xJace(pa),.. com(W' €, (p, A, B+ 2,¢, 60)))- (1)

On a JaccpJace(p4a),... com(W' €, (p, A, B 4 2,(,€0)) = Jacepta),... ccJacem(' €, (p, A, B +2,(,€)) = 0
par la 3.1 appliquée par récurrence. Ainsi

(1) = Jace(p iy, ca (< pl [CBY e p| [—CC > xJacgpray,. com(@ €, (p, A, B +2,¢, 60)))

ce qui vaut encore par les calculs standard de modules de Jacquet :

Jaceo, - ca (< pLSET o pl |CC > X Jac(p), g T ace(sra), - com(¥ € (p, A, B+ 2., 60)))-
De plus on a par définition, pour tout élément X du groupe de Grothendieck :

JacceJacy(pr), - c(c-1JacB ), ccX = Jacgpry, - o acBa), - co X

Par calculer le Jac qui nous intéresse, on calcule tous les modules de Jacquet des constituants de 7(¢)',€',---) le
long du parabolique de Levi GL((2(C—B)—1)d,, F) xG', ou G’ est un groupe de méme type que G mais de rang
plus petit. On regarde ces modules de Jacquet dans le groupe de Grothendieck ce sont donc des combinaisons
linéaires de représentations irréductibles du type ¢/ ® X’. Ensuite on projette sur le support cuspidal qui nous
intéresse. Pour faire ce calcul, on reprend les classifications de Zelevinsky des ¢’ soit par segment croissant si
¢ = + soit par segment décroissant si ¢ = — de telle sorte que la seule représentation ¢’ qui contribue soit

<P, €€ 5 < | [SBHD €€

Mais cette induite est irréductible donc isomorphe a

<P, €€ 5 < | [SBHD €€

Mais cela montre que I'on aurait obtenu le méme résultat en calculant

JG/CC(BJ’,l)’... 1<cJaC<(B+2)7... ,CCJaCC(BJrl),m 7Cch'(’lb/, 6/, (p, A, B+ 2, C, 60)).



Mais ceci fait zéro car ce calcul se "factorise” par Jacep41)7 (¢, €, (p, A, B +2,(, €)) dont la proposition 3.2
appliquée par récurrence donne la nullité. D’ou

(1) = Jacecq1y,oca < pl [<B7D o pl 799 > X Jace gy, cc—1yJacepa),com(W € (p, A, B+2,C, €)).

Or ni (B — 1) ni {(C — 1) ne sont des éléments du segment [((C + 1), A] et on obtient donc par les calculs
standard de modules de Jacquet (le rappel de 5.6.3 suffit ici) :

(1) =< p| BTV e o749 > ) Jace o), cadace B, (-1 acepra),com(@ €, (p, A, B+2,¢, €0)).

Or de fagon assez formelle :

Jacg(ct), A AC¢(B11), 0 ((C-1)TAC(B12),c0 = JaCi(B41), o(0-1)AC(B+2),- g

Ce qui donne encore :

(1) =< p| |<(B_1)’ e ap| |_C(C_1) > XJaCC(B+1),~~~ ,C(C*l)Ja/CC(B+2),--- ,CAT‘-(’L//a 6/3 (pa Aa B+ 2, Ca 60))'

On veut encore remplacer Jace(pa),... cam(V', €, (p, A, B+2,(,€0)) par (', ¢, (p, A—1,B+1,(,6); 81 A=
B + 1 de toute fagon ce terme n’intervenait pas, si A > B + 2, c’est la proposition 3.1 que 'on applique par
récurrence au bloc (p, A, B+ 2,() qui en vérifie les hypotheéses. D’olt finalement

(1) =< p| |<(Bil)7 e 7p| |7<(Cil) > XJ(ICC(B-Fl)V“ ,C(C—1)7T(7/)/7 6/7 (p7 A— 17 B + 15 Cv 60))' (2)

C’est-a-dire qu’en calculant Jacep,... ¢4 on a remplacé (4, B,C) par (A—1,B—1,C —1).
On a aussi par définition, pour n = =+,

Jace,... cam(' €, (p, A, B+1,(,n), (p, B, B,(,n€0)) =

Jacep1i),-- caJaces
7T(7/)/7 elv (pv Aa B+ 15 Cﬂ?), (pa Ba B7Ca7760>)'

Supposons maintenant que les hypotheses de la proposition 3.1 soient satisfaites. En particulier le bloc (p, B, B, ()
les vérifie; on a alors par récurrence

JGCCBW(¢/5€/ﬂ (p,A,B + 17C57’)7 (p73737<77’60)) = 7T(’l/)/76/, (va - 1vB + 15(777)’ (pﬂB - 15B - 17C,TI€0)~

On en déduit :
JG/CCB,--- ,CA)W(wla Ela (pa Aa B+ 1) n)a (pa Ba Ba C»ﬁﬁo) =

JG/CC(B+1),---,CA7T(1//5615 (paAaB + 1)Can)a (paB - 1aB - 1a<an€0))a

et en appliquant la proposition 3.1 par récurrence ce que 'on a le droit de faire

= ﬁ(w/,el, (pﬂA - 1737C7T’)7 (po - 1vB - 1,477760))7 (3>

c’est-a-dire qu’ici aussi, on a obtenu le terme de départ mais en remplacant le couple (A, B) par le couple
(A—1,B—1). Ainsi en mettant ensemble les termes obtenus en (2) ci-dessus sans aucune hypothese sur (4, B)
et les termes (3) qui eux ont été obtenus modulo les hypotheéses de 3.1 on obtient exactement la définition
de w(¢', €', (p,A—1,B —1,(,€0)) qui elle nécessite aussi 'hypotheése que le morphsime (¢, €, (p, A — 1, B —
1,¢, €0)) soit de restriction discrete a la diagonale ¢’est-a~dire ’hypothese de 3.1. Cela termine la preuve de cette
proposition.

Montrons maintenant la deuxieéme proposition ; cette proposition a été démontrée dans le cas ot 1 est élémentaire
(cf. 6) et on suppose donc que ¥ n’est pas élémentaire. On fixe (p, A, B, () € Jord(v) tel que A > B et on pose
encore €y := €(p, A, B, ().

Soit x tel que Jac, (¢, €) # 0; nécessairement, en revenant & la définition 2.1

soit il existe n = & tel que Jac,w(¢', €, (p, A, B+ 1,¢(,n), (p, B, B,{,ne(p,a,b))) #0

soit il existe C €] B, A] tel que

Jacy << pl B, p|7¢C > xJace(pia),.. cem(@' €, (p, A, B + 2,60))) # 0.

Pour le premier cas, les valeurs de = qui ne satisfont pas & la proposition sont uniquement (B + 1). Dans le
deuxieéme cas, celles qui ne satisfont pas sont (C avec C' €] B, A] et celles qui vérifient

Jac((BJrQ),--- ,CC,zﬂ(w/a 6/3 (p7 Aa B+ 2; Ca 60)) 7é 0.
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Dans cette derniere éventualité, on vérifie en utilisant la proposition elle-méme par récurrence que les seules
difficultés viennent de z = (B + 1) et = ((C' 4 1). On va encore vérifier que x = ((C' + 1) avec C = A n’est
pas une exception; en effet si C' = A, on applique 3.1 & (p, A, B + 2, () pour obtenir faut

JaCC(BJrQ)“-,CAﬂ.(w/a 6/5 (pa Aa B+ 2, Caeo)) = 77(1//, 6/5 (pa A— 1, B+ 1, €(Pa a, b)))

et en appliquand 3.2 par récurrence, Jacea1nym(Y', €, (p, A —1,B + 1,€(p,a,b))) # 0 entraine qu'il existe
(p, A", B, (") € Jord(y) avec ((A+ 1) = (' B’ c’est-a-dire la propriété cherchée.

En résumé, les valeurs qui nous génent sont x = ((C + 1) avec C € [B, A[ (c’est-a-dire B inclus et A exclu).
Supposons d’abord que C' €] B, A[. Alors les termes de la somme définissant 7(v, €) qui contribuent au Jace(c41)
sont exactement au nombre de 2, celui correspondant a C' + 1 et celui correspondant a C. La contribution du
terme correspondant a C' est :

(71)14_0‘]0’0((0-’-1) << p| |<Ba T 7p| |_<C > XJacC(B+2),~~~,CC7r(1/}Ia ela (pa A7 B + 25 Cv 60))) =

(_1)A_C < p| |<B’ T apl |_<C > XJaCC(B+2),~~,CC,C(C+1)7T(1/115 ela (pa Aa B+ 23 ga 60))

et la contribution du terme correspondant a C' + 1 est

(*1)A7071JGC<(C+1) << pl B, pl 7SO > xJace(pya), - cc+)T@W' €, (p, A, B +2,(, 60))) =

(71)A7071(< p| |CB7 e 7p| |7<C > X‘]aC((B-i-Q),m,((C-‘rl)ﬂ-(w/v6/7 (vaaB + 27C560))'

La somme des 2 contributions fait donc 0 comme annoncé. Reste a voir le cas ou C' = B c’est-a-dire a calculer
Jace(p+1)T(¢, €). Le calcul est assez difficile car tous les termes contribuent. On fait d’abord le cas ot A = B+1.
Dans ce cas, si ¢g = +

(i, €) =< p| 1P, pl [TPHY > xar (@ €) Sy w(W € (p, B+ 1, B+1,(,m), (p, B, B, (,n))
et sigg=—
(P, €) = Gp=rr (¥, €, (p, B+ 1, B+1,(,n), (p, B, B,(, —n)).
On vérifie avec 6 que dans le deuxieme cas Jace(p41) = 0. Dans le cas ou €9 = +, avec 6 on vérifie que

JacC(B-l-l)(@??::i:ﬁ(w/ve/v (va =B + 15A =B + 15(777)’ (P,B,B,Cﬂ?)) =< p| |CB7 e ap| |7CB > Xﬁ(wlvel)'

Il est alors clair” que Jace(p41)7(¥, €) = 0 dans ce cas aussi.
On suppose maintenant que A = B+ 2. Icion a :

7T(¢7 6) =< p| |<Ba e ap| |_<(B+2) > XJGCC(BJrQ)ﬂ-(Q//a 617 (p7 B + 27 B + 2; Ca 60)) (4)
— < p| B, pl 7B s xa (v €, (p, B+ 2,B +2,(,€)) (5)
Sp=tnm (' €, (p, B+2,B+1,(,n),(p, B, B,{,nep)). (6)

Dans (6) on remplace w(¢', €', (p, B4+2, B+1,¢,n), (p, B, B, (,neo)) par sa définition en utilisant (p, B4+2, B+1, ()
et cette définition dépend de la valeur de 7. Ainsi

(6) =6 < p| |*BTY oo o [TCBF s (¢! €, (p, B, B,(, €0))

@n:i,n’:iﬂ-(wlv le (p7 B+2,B+2, Cﬂ?l)7 (p7 B+1,B+1, Ca7777l)7 (p7 B, B, C»ﬁﬁo))- (7)

Quand on applique Jac¢(p4+1) & (7), il n’y a pas de contribution des termes tels que 7" # €y et on obtient :
o< p| |CB7 T 7p| |7C(B+2) X 7T(7//, 6/5 (pa Ba B?Cv 60)) (8>

o< p| |CB, e 7p| |7CB > X7T(’l/)/,€/, (paB + 25B+ 27§560))' (9)

Il est clair que (9) annule la contribution de Jace(p41) appliqué & (5). On calcule Jace(p41) appliqué a (4) en
utilisant 2 fois 3.1 d’abord pour (p, B + 2, B + 2, () puis pour (p, B+1,B+1,()

JacepinyJace T (W' €, (p, B+2,B +2,(,€0)) = Jaceprnym(W', €, (p, B+1,B +1,(,€0) =

ﬂ-(w/7 6/7 (p7 Ba Ba CvEO)-
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Et ainsi (8) annule Jace(p41y appliqué & (4). Cela termine la preuve de ce cas.
On fait maintenant le cas général qui est de méme nature. On suppose donc que A > B + 2 et on écrit :

7T(7/)7 6) = 69C’E]B,A](fl)AiC < p| |<Ba e 7p| |7<C > X‘]acC(B-i-Q)y“,CCﬁ(w/ﬂ 6/7 (pv Aﬂ B+ 25 Cv 60)) (*C)
By (—1)(A=BFD/2pA=B41 A-B

ﬂ(wlvelv(vaaB+1a<777)5(paBaB7477760))' (*77)

On fixe C' > B+ 1 et on récrit (x¢) en remplacant w(¢)', €', (p, A, B + 2,(,€p)) par sa définition, en utilisant
(pv Aa B + 25 C) D’ott

(xc) = (1) @orgproa (1) <p| [P, p] 749 > x
JGCC(B+2),--- cC (< p| |C(B+2), . ’p| |_<C > XJGCC(B+4)7,,, 1<C/7T(’L/Jl, 6/, (p, A, B+ 4, C, 60))) (TC)
(71)A7C @n:ﬂ: (71)(147371)/2]77147371664_3 < p| |§B, L ,p| |7CC > %
Jac((B—i—Q),w ,407(7/)/7 el, (pﬂ Av B+ 37 Ca T’)v (pv B+ 27 B + 25 Cv 7760))' (T/C)

Dans les formules ci-dessus, Jace(p42) se calcule aisément car on a supposé que C' > B + 1
A-C A-C’ —¢C
(fo) = (1) ®crepa,a (—1) <pl 8, pl 769 > x

JG/CC(B+3),... CC (< p| |<(B+1), .- ,p| |_CC > XJaCC(B+4)7... ,CC’T"(Q/JIa 6/, (p, A, B+ 4, ¢, 60)))
et quand on applique encore Jace(py1) si C'# B + 1 cela donne encore, pour C # B + 1 :

Jacep+1)(fo) = (1) @crgpiaa (1) < p| [P, p| |79 > x

T840 60 << L, pl 1769 > < Jacgpray, com(W € (p, A, B + 4,C,€0))>
Supposons que C’ > C, le terme correspondant au couple (C, C”) se récrit :
(71)A70(71)A7C’ < p| |<Bﬂ e 7p| |7<C > X < p| |<B, ce ,p| |7CC, > X

JGCC(B+3)7... vCCJa’CC(B+4),--- ,CC’T"(?//; 6/’ (p’ A) B + 4) Ca 60))‘

Supposons maintenant que C’ < C, on vérifie que cela se récrit :
(A CA < pl [P pl [ > ] [F ] [ >

JaC((B43),- ¢(C'—1),¢(C' 1), (0T AC(B+a), com (W€ (p, A, B +4,¢, €0))

ce qui est encore :
(DA <l [F ] 799 > < p] B p] 7O > x

Jace(p3),. c(c'—1)Jacc(Bray,.. com(W' €, (p, A, B+ 4,(, €)).

Si on remplace ci-dessus C par C’ et C’ par C'+ 1 on obtient 'opposé de la contribution du couple (C, C”) trouvé
précédemment ou encore le terme correspondant au couple (C,C") avec C' > C' > B + 1 a une contribution
opposée & celle du couple C' = C +1 < C = ('. En d’autre termes

©ceB+1,a1dace 41y (Te) =0

On applique Jace(p41) & (f¢) apres avoir utilisé 3.1 pour calculer Jace(p42)- On suppose encore que C' # B +1
et on trouve :

Jacgpi1)(te) = (1) @,y (-)AZBDAPAZB=LAE 5 (B ] |70 > x

JG/CC(B+3).,--- .,Ccﬂ-(,(/]l)e/a (pa AaB + 37C7n)a (pa B,B,C,?’]GQ))-
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On récrit (), en utilisant (p, A, B + 1,¢) pour définir w(¢)',€¢,---) qui intervient dans cette expression et on
somme tout de suite sur 7. Cela donne :

O (DA AERGTE oy piaa) (1A < pl [CEFY o pf |76 > x
Jac((B+3),~~ ,(Cﬂ("/)/v 6/7 (pv Aﬂ B+ 35 Cv TI)’ (pa Ba B7 7’60) (10)
®n::t n’::t(fl)[(A_B-i_l)/Q] UA—B+16647B(71)[(A—B)/2] (n/)A—B(n)A—B—l
ﬂ-(l/]la 6/5 (pa Aa B + 23 Can/)a (pa B + 1) B + 1’ Cann/)) (pa BannEO))' (11)
Comme (—1)[(A=B+D/2 — _(_1)[(A=B-1)/2] "en appliquant Jace(p+1) & (10), on annule les contributions de

Jace(p41)(To pour tout C' # B+ 1. On a ainsi montré que

JacC(BJrl)ﬂ.(w? 6) = JaCC(BJrl) ((_1)AB1 < p| |CB’ e ’p| |7<(B+1) > Xﬂ-(w/’ 6/’ (pa Aa B + 2, Ca 60)) (12)

(_1)[(A7B+1)/2]nA*BJrlEg!—B(_1)[(AfB+2)/2] (n/)AfB( )Afol

DOn=+t,=% n

AW (o A B+ 2,C), (0 B+ 1, B+ 1, ¢, <p,B,B,neo>>).

Comme dans le cas A = B+2, les seuls termes associées & 17,7’ qui donne une contribution non nulle quand on ap-
plique Jac¢(p41) sont ceux pour lesquels n" = ¢ (cf 6 propriété 6) le signe est alors (—1)[(’4_3"’1)/2*‘[(’4_3)/2] ; en
particulier il ne dépend pas de 1 et quand on somme sur 7 le Jac est < p| [B, - p| |78 > x7(¢', €, (p, A, B+
2,¢,€0)) au signe pres que 1'on vient d’écrire. On remarque que (—1)I{A=B+1D/2+[(A=B)/2] ogt (4-1) si (A — B) est
pair et —1 sinon, c’est-a-dire qu’il vaut (—1)4~5. La contribution que I’on vient de trouver est donc I'opposée
de (12), ce qui donne la nullité cherchée.

Il reste & démontrer que Jacy (¥, €) = 0 pour tout = € R. Gréce & ce que l'on a déja démontré, le seul cas a
considérer est x = (B. Et clairement, par ’hypotheése de récurrence pour tout n = +

Jacy zm(Y' €, (p, A, B+1,(,n), (p, B, B,(,n60)) = 0
. Soit C €]B, A], on pose §¢ :=< p| B, p||7¢¢ >. On a
Jac¢pJace(p1a),... com(¥' €, (p, A, B+2,(,e0) = Jace(pyay,-. codacepm(Y' €, (p, A, B+2,(e,60) =0

par la partie de 3.2 déja démontré. De plus Jac¢pdy: =0 et Jacep,cpdc = 0. Cela suffit pour obtenir

Jac<37<B (50 X Jac¢(3+2)7... 7cch(’gf)l, 6’, (p, A, B+ 2, C, 60))) = 0.

Cela termine la preuve.

3.3

Proposition : soit (p, A, B,(,e) € Jord(¢,€) tel que A > B, alors Jacep,... —cam(¥,€) = (Y, €, (p, A —
1,B+1,¢p). En particulier ceci est 0 si A= B+ 1 et ¢g = —.
Soit C' €]B, A]; on pose dc =< p| [, ,p||7¢C > et Yo = Jace(1a),... . ccm(@W' €, (p, A, B 4 2,(,€0)). Et
pour ) = %, on pose X, := (', €, (p, A, B+1,¢,n), (p, B, B,(,neg)).

On fixe C' et on calcule d’abord Jacep,...—ca(dc x Y¢). Pour tout = € [(B,—CA], Jacyds = 0 et les
calculs standard de module de Jacquet (cf. par exemple 5.6.3) entrainent alors que ce Jac est la somme sur
e [(B+1),—A] de termes de la forme :

Jac{B,-n 7(@50 X Jacc(g_l),m ,—(AYC

ou le premier Jac n’intervient pas si £ = B + 1 et le deuxieme n’intervient pas si £ = —A. Pour tout y €
[C(B+2),(A] et tout ¢y € [(({—1),—CA],ona(y—y')>(B+2—B)=2.0nadonc:

Jacc(g,l)ﬁ... ,7CAYC = JaCC(B+2)7... ,CAJGCC(éfl),--- 7,<A7T(¢/, 6/, (p, A, B+2,¢, 60)). (1)

Supposons que £ > —A et montrons que (1) est nul. Grace & 3.2, la non nullité de (1) nécessite qu’il existe
(p, A", B, (") € Jord(y') tel que ¢'B’ = ((¢ —1). On rappelle que £ — 1 € [B, —A]; le fait que ¥ o A est discret
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et que B’ # B nécessairement, entraine que |¢ — 1| ¢ [B, A]. On pose z = ((¢ — 1) et on a srement que (1) se
factorise par

Jacg,... —¢pm(¥' €, (p, A, B+2,(,€)). (2)
Le lemme 3.4 que l'on démontrera ci-dessous appliqué & y = —(B prouve la nullité de (2) et donc celle de
(1). Remarquons d’autre part que si £ = —A, Jacep,...,—ca=cedc = 0 sauf pour C' = A ou cela vaut 1. Ainsi

la contribution des termes dc X Yo au calcul du module de Jacquet cherché provient uniquement du terme
correspondant a C' = A et ce terme donne

Jacepyay,... cam(' €, (p, A, B +2,(,€)). (3)

On fixe maintenant n = + et on démontre plus généralement,
soit (11, €1) un couple de méme type que 1, ¢, en particulier 1, o A est supposé discret; on suppose qu’il
existe By un demi-entier et un signe ¢y tel que (p, By, B1,(1) € Jord(1). Alors :

JaCQBl,“‘ a—ClBlﬂ.(/‘pl’ 61) =0.

On démontre cette assertion par récurrence; elle est vraie pour les séries discretes, elle est donc vraie pour les
morphismes 17 qui sont élémentaires étant donné la facon que 'on a de les obtenir & partir des séries discretes.
On est donc ramené au cas ou il existe (p, A’, B’,{’) € Jord(¢1) avec A’ > B’. On utilise ce quadruplet
pour donner la définition de 7 (11, €1) ; cette définition fait intervenir des (¢4, €}, (p, A, B' +2,{’,€})) et des
w1, €, (p, A, B+ 1, 1), (p, B', B, ¢, n'€)) qui vérifient les mémes hypotheses que 1, €1. Pour pouvoir
conclure par récurrence, il suffit de vérifier que Jace, B, ..., —¢, B, commute aux inductions par des représentations
de la forme < p| |5, -+, p||7¢'C" > out €' €] B/, A'] et des opérations Jace(pr42),... ¢crar- Cela a été vérifié dans
2.3.1. D’ou I’assertion.

Ainsi Jacep,... —cam(¥,€) = Jacgpyay,... 7Y €, (p, A, B+2,(,e0)) = (', €, (p, A—1,B+1,(,€0)) grace
a 3.1 appliqué & (p, A, B+ 2,(, €p). Il ne nous reste donc plus qu'a démontrer le lemme ci-dessous.

3.4

Le lemme ci-dessous est purement technique et p, 1, € sont fixés comme dans tout ce chapitre. En particulier
1 o A est discret.

Lemme : Soit y un demi-entier relatif tel que pour tout (p, A’, B', (") € Jord(y), |y| ¢ [B’, A’]. Alors pour tout
x tel que |z| < |y| avec x —y € Z, Jacy,... ym(1h,€) = 0.

On le démontre par récurrence. On suppose d’abord que 1 est élémentaire. L’hypothése sur y dit simplement
que pour tout bloc de Jordan de ¢ nécessairement de la forme (p, B’, B’,{’) on a |y| # B’. De plus on sait que
|z| < |yl|. Il faut évidemment revenir & la définition ; on peut supposer, comme nous le ferons que (¢, €) n’est pas
cuspidale. On a alors montré qu’il existe { = + et o € Navec o > 1 tels que (p, (a—1)/2, (a—1)/2,()) € Jord(¢)
et 'une des 2 situations ci-dessous est réalisée (on pose B := (o —1)/2) :

B>0et(p,B-—1,B—1,{) ¢ Jord(y) (quelque soit ' = +) ou B =1/2 et €(p, B, B,{) = +; on note alors
11 le morphisme qui se déduit de ¢ en changeant le bloc de Jordan (p, B, B,({) en (p,B—1,B—1,() et ¢; le
morphisme qui se déduit naturellement de e et alors (¢, €) est 'unique sous-module irréductible de 'induite
pl P x m(ihr,e1);

sinon alors B > 1/2 et (p,B—1,B —1,() € Jord(y) avec €(p, B, B,() = ¢(p, B —1,B — 1,() et on note
11 le morphisme qui se déduit de 1 en enlevant ces 2 blocs de Jordan et €; la restriction évidente de €. Alors,
(1, €) est 'un des 2 sous-modules irréductibles de 1'induite :

< p| |<Ba T ap| |_<(B_1) > Xﬂ-(wlael)'

De plus, dans les 2 cas, B est tel que Jac,m(¥,€) = 0 pour tout z tel que |z| < B.

Revenons a la propriété que l'on cherche & montrer; avec ce qui précede la nullité est claire si || < B. On
suppose donc que |z| > B et on raisonne par 'absurde en supposant que Jacy.... ym(1, €) # 0. Dans le premier
cas, on a soit Jacy,... ,m(11, €1) # 0 soit il existe x1 € [z, y] tel que |z1| = B et Jacy,...q; 4,01 —,-yT(V1,€1) # 0,
ou v =1 si le segment [z, y] est décroissant et —1 sinon. Cela entraine encore Jacg, —~.,... y7(11,€1) # 0. On a
encore |z1 — 7| < |y| et toutes les hypotheses de ’énoncé vérifiées. On obtient alors le résultat par récurrence.
Le deuxiéme cas se traite de la méme facon; on montre encore que si Jacy. ... ym(,€) # 0, il existe 2’ avec
|z'| < |y| tel que [z’,y] soit un sous-intervalle de [z, y] et tel que nécessairement Jacy ..., m(¢1,€1) # 0 (cf. 1.2).
Cela permet de conclure.

On fait maintenant le cas général; on retraduit I'hypothese, pour tout (p,«) bloc de Jordan de v o A,
ly| # (o — 1)/2. Pour terminer la preuve, il faut considérer le cas ou dans Jord(¢y) se trouve (p, A, B, () avec
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A > B. Et on suppose que Jac.... ym(,€) # 0. On revient & la définition de 7(¢), €) avec les notations, pour
C €]B, 4], éc¢,Yc de la preuve de 3.3 ainsi que X,, pour 7 = £. Comme les morphismes qui interviennent dans
la définition de X,, on la méme restriction & la diagonale de SL(2,C) que 1, on a tout de suite par récurrence
que pour tout n = £, Jac,,... y X, = 0. Fixons maintenant C' €|B, A] et on calcule Jac,,... 4(0c x X¢) par les
formules standard : cet élément est combinaison linéaire d’éléments indexés par un découpage de l'intervalle
[z,y] en trois sous-esembles (dont certains peuvent étre vides, notés Fi, Fa, F3 et tel que Jacgem doc # 0,
Jacyer, 05 # 0 et Jaczer, Yo # 0. Fixons un tel découpage en supposant que le terme correspondant n’est pas
0. Montrons que y € Fy; s’il n’en était pas ainsi, on aurait soit |y| € [B,C], ce qui est exclu par hypothese,
soit |y| < B. Si cette derniere condition est satisfait tous les points du segment [z,y] sont de valeur absolue
strictement inférieur & B et il en est donc de méme des éléments de F; et des éléments de Fy; or Fy s’il n’est
pas vide contient (B qui ne vérifie pas cette condition et F» s’il n’est pas vide contient (A qui ne vérifie pas
non plus cette conditions. Ainsi, on a abouti & une contradiction qui prouve que y € F3. On a alors remarqué
qu'il existe 2’ € [z,y] tel que Jacy ..,Yo # 0. En revenant & la définition, on a donc :

Jacepy2),.. cCar e T €, (p, A, B +2,(,€)) #0.

On a soit |y| < B soit |y| > C. Dans le premier cas, on a :

‘]a’C((B-i-Q),M CCLx! - ,yﬂ-(’l/)/v 6/7 (p7 Aa B+ 25 Cv 60)) = ‘]a’C((B-i-Q),M ,CC‘]a’CI/,myﬂ-(wIa 6/5 (pa A7 B+ 27 ga 60)) =0

par 'hypothéese de récurrence. Dans le 2e cas y est soit I’élément maximal soit I’élément minimal de I’ensemble
[C(B + 2),(C] U [2/,y] et il existe donc =’ dans cet ensemble tel que [x”,y] soit un segment (croissant ou
décroissant) et

Jacgr .qym(Y' €, (p, A, B+2,(,€)) # 0.

Le point est de remarque que |z”] < |y| mais cela vient de ce que |y| est maximal dans I’ensemble [(B +2),C|U
[|2'], |y]]. Cela termine la preuve.

4 Caractérisation de (v, ¢) comme représentation

Dans tout ce paragraphe on suppose que 1 o A est discret. Et le but de ce paragraphe est de démontrer que
les éléments 7 (1), €) a priori définis dans le groupe de Grothendieck sont en fait une somme de représentations
irréductibles toutes inéquivalentes. On utilise la notation suivante : soit Y une représentation semi-simple et
soit § une représentation irréductible d’un groupe G, on note < §,Y > le socle de I'induite § x Y. On énonce
ici les résultats que 'on démontrera en 5.

4.1 Description par récurrence

Théoréme : L’élément (v, €) du groupe de Grothendieck est une représentation dont la description se fait
par récurrence ainsi; on fixe (p,a,b) € Jord(v) tel que inf(a,b) > 2.
Dans le cas ot inf(a,b) = 2 et €(p,a,b) = — la définition suffit

(P, €) = Gp=a(¥', €, (p,a + Caplib = Caplyn), (pya — 1,0 — 1, —n)).
Supposons que inf(a,b) = 2 et que €(p,a,b) = +, alors
T(1h, €) =<< p| |(afb)/2, - |7<a,b((a+b)/271) > (), €) > .
Supposons que inf(a,b) est impair
(1, €) =<< p| [T/, oo pl [Teon (@D s w( € (pyinf (a = Cap2,a),inf (b + Cap2.b). e(p, a.))) >
AT, €, Uneflatl+1,a+b—1]s (s 5up(Caper, 1), sup(—Capar, 1), €(p, a, b) (—1)(@~la=0I=1/2)),

Supposons que inf(a,b) est pair si e # (—1)"/(@0)/2 alors

m(, €) =<< p| (7O, pl [Ten DT > (g ¢ (pyinf (a0 = Cap2), inf (b,b+ Cap2), €(p, 0, D))
sie(p,a,b) = (—1)(i”f(“’b)/2, alors a la représentation ci-dessus, il faut ajouter

Byt (¥, €, Unella—bl+1,a-45-1]3 (0, 5up(Caper, 1), sup(—Capar, 1), (—1){1a701=0 2 )y

De facon assez concise, en utilsant les notations de 2.2, le théoreme ci-dessus se récrit,
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soit (p, A, B,() € Jord(v) avec A > B, on note comme ci-dessus ¢, €' le couple qui se déduit de 1), € en
enlevant le quadruplet (p, A, B,() et avec la notation ey := €(p, A, B, () :

W(¢a€) =<< p| |CB7 T 7p| |7<A > X7T(’l/)/,6/, (paA - 1vB + 15(760)) >
si A= B+ 1 ce terme n’apparait que si €(p, A, B,() = + et vaut le socle de I'induite avec (¢, €’)

@n:i;eozn“"*5+l(—1)(‘4*3*1)(‘4*3)/2ﬁ(wla 6/5 UCE[B,A] (pa C,C,¢, (71)077))

La somme dans ce dernier terme contient un terme si A — B est pair, il en contient 0 si A — B est impair avec
€ 7 (71)(’4’3“)/2 et 2 dans le cas restant. On appelle cette somme les termes complémentaires.

4.2 Description en tant que représentations

Dans cette section on tire quelques conséquences du théoréme permettant de mieux cerner la représentation
(1, €) ; on pourra appliquer ces propriétés par récurrence. On utilise le langage de 2.2 les formules étant plus
simples bien qu’a mon avis moins conceptuelles.

Théoréme : Soit (p, A, B,(,eq) € Jord(y,€) tel que A > B. Alors 7(¢,€) =
Deefo,[(A-B) /2] m=+1e0=n2 =B [T e gy a_g (—DIC

<< p| |<Ba T ap| |7CA) >0, < P| |C(B+€), T ap| |7<(A72)) >a7r(wla 6/5 UCE[BJrE,Afé] (pa Ca Cvgan(_l)[C]))) >

il n’y a pas d’induction pour ¢ =0 et pour { = [(A — B + 1)/2] avec A — B impair il n’y a pas de U .

On remarque que si A — B + 1 est impair la somme sur n contient exactement un terme quelque soit ¢, par
contre si A — B + 1 est pair, la somme est, suivant les valeurs de £ pour ¢ fixé, soit vide soit contient 2 termes
(il y a alternance) .

C’est une application répétée du théoreme.

4.3 Sans multiplicité
Proposition : la représentation (1, €) est sans multiplicité toujours sous ’hypothése que 1o A est discret.

La proposition est trivialement vraie si ¢ est élémentaire car alors 7(v, €) est irréductible. Avec la récurrence
que l'on a mise en place ici, nous allons montrer que cette proposition est conséquence du théoreme 4.1. Pour
cela, nous allons reformuler ce théoréme. On reprend les notations de 2.2 et on fixe (p, A, B,() € Jord(v)
en supposant que A > B. On note Irr(w(1, €) 'ensemble des représentations irréductibles constituant (1, €)
comptées avec multiplicité et on généralise cette notation & tous les couples (¢”,€¢”) de méme nature que 1, e.
Pour n = +, on note v, €, le couple qui se déduit de 1, € en enlevant (p, A, B, () et en ajoutant les quadruplets
(p,C,C,¢) pour C € [B,A] en prolongeant € par e,(p,C,C,() = (—1)n pour tout C € [B, A] et ce qui
n’est défini, par hypothese, que si ¢g = (HCE[B’A](—1)[01)77(’4_3"’1. Avec cette notation, le théoréme de 4.1
dit que Irr(m(1,€)) est 'union des Irr(m(y,€y,)) (pour les n convenables) avec I’ensemble des sous-modules
irréductibles de I'induite < p| B, -+, p| |74 > x7(¢', €, (p, A — 1, B+ 1,(,€(p, A, B, ()).
Montrons d’abord plus précisément que

Papplication Jac¢p,... —¢a induit une bijection de Irr(m(i,€)) — Uy—sIrr(mw(y, €)) sur Irr(n(y’, €, (p, A —
1,B+1,¢,e(p, A, B,())). Et que de plus Jac¢p,... —¢ca annule Uy—i Irr(mw(y, €,)).

On a montré dans la preuve de 3.3 que Jacep,...,—¢p annule Uy—1 Irr(m(1y, €,)) ; il en est donc de méme &
fortiori de Jacep,...,—¢a. Dol la deuxieme propriété de 1’assertion.

Montrons la bijection annoncée; par définition du socle pour tout X € Irr(n(,€)) — Up—sIrr(m(¢y, €)),
Jacep,... —caX # 0. Et méme il existe un élément Y € Irr(n(¢y’, €, (p,A—1,B+1,(,e(p, A, B,())) tel que

X =< p| |<Ba"' ap||_<A> xY. (1)

On note oy l'induite du membre de droite de (1). On va démontrer que Jacep.,...,—cao0y =Y ce qui suffira, car
alors ¢ n’a qu’un unique sous-module irréductible nécessairement X et 'application qui a Y associe I'unique
sous-module de oy est 'inverse de la bijection annoncée.

Les formules standard pour calculer les modules de Jacquet montrent que si I’assertion cherchée n’est pas
vrale, il existe x € [(B, —(A] tel que Jacy,....—¢aY # 0. On aurait alors aussi

JGCL.., ,—CAW(w/a Ela (pa A~ 1a B + 1; Ca 6(pa Aa 37 C)) 7& Oa
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ce qui est exclu par 3.4 puisque A ¢ [B’, A’] pour tout (p, A’, B',{") € Jord(¢') par 'hypothese ¥ o A discret.

L’hypothese de récurrence assure qu'un X de Irr(m(y,€)) — UyIrr(m(y, €,)) intervient sans multiplicité dans
Irr(m(v, €)). On sait aussi que chaque ensemble Irr(m (1), €,) est sans multiplicité mais il faut encore démontrer
quand 2 valeurs de 7 sont possibles que Irr(m (¢4, e4)) N Irr(w(¢Y—,e_)) = 0.

Montrons l'assertion suivante par récurrence; soit 1) comme ci-dessus et D un entier positif ou nul tel qu’il
existe un signe ¢’ avec (p, C,C,¢") € Jord(y) et soit €; pour i = 1,2 des applications de Jord(y) dans {+1}
telles que €1(p, D, D, (") # ea(p, D, D,¢"). Alors

Irr(mw(v,e1)) N Irr(m(, e2)) = 0.

On démontre cela par récurrence, si ¢ est élémentaire cela résulte de ce que 'application qui & € associe 7(1, €)
est injective et & valeurs dans I’ensemble des représentations irréductibles. Si v n’est pas élémentaire, on utilise
4.1 comme on 'a fait ci-dessus en remarquant que ’hypothese sur (p, D, D, (") perdure. Cela termine la preuve
de la proposition.

4.4 Un cas de présentation par récurrence simple

On garde les notations, ¢, € qui se déduit de v, ¢ en enlevant le bloc de Jordan fixé (p, A, B,(, €p). On
suppose que B > 1 et que (p,A—1,B —1,() ¢ Jord(¢) et on note ¥_ le morphisme qui se déduit de 1, € en
remplagant le bloc (p, A, B, (,e0) par (p, A—1,B —1,(,€). On suppose que ¥_ o A est encore discret. Cela se
traduit aussi par le fait que pour tout quadruplet (p, A’, B’,(’) € Jord(y), on a A’ # B — 1.

Proposition : Soit ¥, ¢ et (p, A, B, () € Jord(y) vérifiant les hypothéses ci-dessus. Alors

W(¢a€) =<< p| |CB7 T 7p| |<A >77T(1//56/5 (paA - 1vB - 15<7€0>) >

On démontre cette proposition est conséquence de 4.1. Et on démontre cela par récurrence pour pouvoir I'utiliser
dans les raisonnements par récurrence. On va en fait démontrer quelque chose de plus précis que 1’énoncé. On
note Irr(m(¢,€)) Pensemble des sous-modules irréductibles de w(1),€); on garde la notation ¢_,e_ pour le
couple qui se déduit de 1, e en changeant (p, A, B,(,e0) en (p,A — 1,B — 1,e9); on définit donc de fagon
analogue Irr(m(¢—,e_). On va démontrer que

lapplication Jacep,... ¢4 induit une bijection entre Irr(m(iy,€)) et Irr(m(¢—,e_)), I'application inverse étant
Y << p| B, p] |64 > XY >

Dans ces conditions, ce qu'il faut démontrer et que pour tout X € Irr(m(v,€)), Jaces,...caX # 0 et que pour
tout Y € Irr(m(v—,e_), Jacep,... ca(< p|[SB, -+, p|[$4 > xY) =Y.

Montrons la premiere partie, c’est-a-dire soit X € Irr(m (1, €)) et montrons que Jacep,... caX # 0. Sl existe
(o', A", B, (") € Jord(y)) — {(p, A, B,()} avec A’ > B’, on démontre le résultat par récurrence en utilisant 4.1
pour (p', A’, B', (') au lieu de (p, A, B, ). On suppose donc que pour tout (p, A’, B’, ') différent de (p, A, B, (),
on a A’ = B’. Ainsi si A = B, on est ramené au cas élémentaire et le résultat résulte des constructions (cf. 6
propriétés). On suppose donc que A > B. Soit X € Irr(m(y,¢€)). On suppose d’abord que X intervient dans
le terme complémentaire de 4.1; on est alors ramené au cas de morphismes élémentaires et ’'on a, pour toute
collection de signe e¢ indexée par C € [B, 4] :

ﬂ-(’l/)/ve/vLJCE[B,A](p? Ca 07<7€C)7 - p| |<B X X p| |CA X W(w/aela UCE[B,A](pa C— 15 C - 17C560))'

Et X est le terme de gauche pour un bon choix de €. D’ou la non nullité annoncée. On considere finalement le
cas olt X est un sous-module irréductible de I'induite

< p| |<B’ T ’p| |_<A > Xﬂ-(l//aela (paA - 1aB + 15C7€0))'

On fixe X’ un sous-module irréductible de 7 (¢, ¢, (p, A — 1,B + 1,(, €)) telle que l'inclusion ci-dessus se
factorise par X’ et on applique la proposition & X’ en utilisant (p, A — 1, B+ 1,¢). On note alors X" tel que
Jace(11y,... c(a—n X' = X" d’out aussi

X' =<< p| [SBD o p| [SATD 5 x>
Avec des résultats standard, on sait que

<Pl [T s g [P < pf [SP 7D, 76D 4,
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On en déduit
X s €8 5 < pl [0, pf |64 5] |76 < ][50, pf[FAD) 5 X

p| |<B>< < p| |<(B_1)a e ap| |<(A_1) > X< p| |<(B_1)a e ap| |_<(A_1) > Xp' |_<A x X"

Le point est de démontrer que ’hypothese entraine que I'induite p| | ~¢4 x X" est irréductible. Cela est équivalent
a4 démontrer que I'induite p||~¢4 x X" est isomorphe & I'induite p||$? x X" (chacune des induites & un unique
sous-module irréductible car Jacy 4 X" = 0). On le sait dans le cas ot X" est de la forme 7(?,?) ot (?,7) est
un morphisme élémentaire car (p,2A — 1) n’est pas un bloc de Jordan au sens ordinaire de ce morphisme, par
hypothese. Et on se rameéne & ce cas, en utilisant 4.2. Ayant cela, on revient aux inclusions ci-dessus :

X — p| |<Bx < p| |<(B_1)a U ap| |<(A_1) > X< p| |<(B_1)a e ap| |_<(A_1) > Xp| |_<A x X"
pLISEx < pl [FFTH e pl [T > e < p [SE T e p [T s p |4 X
pLISE < pl [SFTY o pl ST > s [ < p [SBTD o pf 7T > X

Et cela donne Jacep,... ¢aX # 0 comme annoncé. Comme on sait que Jac, X = 0 pour tout = €](B,(A], il
existe donc Y une représentation irréductible et une inclusion X << p[ [, p|[** > xY ; comme en plus
Jacep,cpX =0, on a certainement Jac,Y = 0 pour tout = € [(B, (A] d'ou aisément Jacep.... caX =Y. Ceci
termine la preuve.

Nous utiliserons cette proposition en particulier dans le cas suivant : ¥, € est fixé avec (p, A, B, (, e0) € Jord(, €)
tel que A > B + 1. On remarque que dans le corollaire le groupe qui intervient est de rang strictement plus
petit que G. On peut donc appliquer le corollaire sans probleme dans les démonstrations par récurrence comme
nous les faisons ici.

Corollaire : Pour tout C €]B + 1, A], Jac¢(p1a),... co™(W', €, (p, A, B +2,(,€0)) =
<< pl [T [ > w4 € (p, A= 1, B+ 1,¢,€)) > -
La proposition précédente s’applique pour donner :
W(¢/a 6/5 (pa Av B + 25 Cv 60)) =<< p| |<(B+2)a e 7p| |<A >77T(’¢}/a 6/5 (pa A— 17 B + 15 Cv 60)) > .

Et le corollaire s’en déduit par un calcul de module de Jacquet.

4.5 Propriété d’injectivite

Pour ¢ = 1, 2 fixons des couples (¢, €;) et supposons que 1)10A = ¢20A =: a. Dans ces conditions Centrgi);
pour i = 1,2 sont des sous-groupes de Centrg(1a); cela a donc un sens de considérer leur intersection. On
suppose encore ici que ¥ o A est discret et ici de facon déterminante on suppose que 'application qui & un
caractere € du groupe Centrg (1 o A) associe la série discrete m(1) o A, €) est injective. On a aussi besoin de la
méme assertion pour tous les morphismes ¢’ de Wr x SL(2,C) dans le L groupe d’un groupe de méme type
que G tel que Jord(¢') C Jord(y o A).

Proposition : avec les notations et hypothéses ci-dessus, supposons que la restriction de €1 a4 Centrg()1) N
Centrg(1ha) ne coincide pas avec la restriction de €3 a ce méme groupe. Alors Irr(m(11, €1))NIrr(7(2, €2)) = 0.

Avant de démontrer cette proposition, on va exprimer en termes combinatoires le fait que ¥ o A = 15 0 A;
avec les notations de 2.2 cela dit exactement que pour tout p, on a ’égalité ensembliste Ua, p,[B1, A1] =
Ua,,B,[B2, A2] ou A;, B; pour i = 1,2 parcourent l’ensemble des couples tels qu'il existe un signe ¢ vérifiant
(p, Ai; Bi; C) c JO’I”d(’L/Jl)

On démontre cette proposition en admettant 4.1 par récurrence d’abord sur le rang du groupe puis sur
Z(p,A,B,q)e.]ord(wlu.]ord(¢2 A — B. Si ce nombre est nul, les 2 morphismes v et 1 sont élémentaires mais
ils ne coincident pas forcément. Toutefois, les centralisateurs de 11, de 12 et de YA coincident. On peut donc
dire que €1 # €2. On a rappelé en 6, la définition des nombres a, y, e, bp,y;.c; €t des signes y e, pour ¢ = 1, 2.
Ces définitions se voient sur les modules de Jacquet, donc si il n’y a pas identité entre les valeurs pour i = 1
et celles pour ¢ = 2, il est immédiat que les représentations correspondantes sont différentes. Pour simplifier
I’écriture, on note ces nombres, a, b et le signe (. Si a > b+ 2, Jac¢(a—1)/2Ty; e; est de la forme 7(1;, €;) ot 'on
a simplement remplacé le bloc (p, (a — 1)/2, (a — 1)/2,(, €i(a)) par (p, (a — 3)/2,(a — 3)/2,(,e;(a). On obtient
alors le résultat par récurrence. Si a = b+ 2, on définit ¢, €; en enlevant les 2 blocs (p, (a — 1)/2,(a —1)/2,()

et (p, (b—1)/2, (b— 1)/2,0). o
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On remarque que 'hypotheése €1 # €2 entraine que soit €] # €} soit que a = 3,b =1 et €1(p, 3) # €2(p, 3) ; en
effet dans le cas ol @ est pair la valeur de €; sur (p,a) est précisément (—1)*/2*1 et est donc indépendante de
i. Si @ est impair, on a nécessairement b > 1 avec nos hypotheses et €;(p,a) = ¢;(p, 1)(—=1)@=D/2_ Ainsi ¢;(p, a)
n’est déterminé par €} que si (p,1) € Jord(y)}) c’est-a-dire b > 1.

Si €7 # ¢, on obtient le résultat par récurrence en remarquant que Jacc(q—1)/2,...,—c(b—1)/27 (Vi €) =
w(¢l, €;). Dans le cas restant, on suppose pour avoir quelque chose a démontrer que (¢}, €}) = w(h,€5).

On commence par vérifier que cela entraine que ¥] = 1} ; on sait que pour tout (p, @) € Jord(¥a) avec a > 3,
il existe pour ¢ = 1,2 un signe (,,; tel que (p, @, Cn,i) € Jord(y]) et le point est de démontrer que (o1 = (a2
pour tout «. Cela se fait avec les modules de Jacquet, considérons d’abord ag 1’élément minimal ; on a, pour
1=1,2:

1 //>,

Jace, (oo—1)/2T (W5, €;) = 7(7 €
ou ¢!’ s’obtient simplement en remplagant (p, ) par (p, g — 2) sans rien changer aux signes et

Jac,gao’i(aofl)/zﬂ(wga €;) =0.

Cela entraine déja (a,,1 = Cao,2 ; PUis on recommence avec 1'élément minimal de Jord, (v;') — {ao — 2} et avec
m(¢Yl, €!) qui donne le méme type de relations.

Maintenant que l'on sait que ¥] = 9%, on a aussi ¢y = 2 et on connait 'injectivité de l'application
e — (1, €). Cela termine la preuve du début de la récurrence.

On suppose donc que soit 11 soit ¥9 n’est plus élémentaire et on fixe B un entier minimum avec la propriété
qu’il existe un entier A et un signe ¢ tel que A > B et (p, A, B, () € Jord(y;) pour une valeur de ¢ au moins. Si
i =1 et ¢ = 2 sont possibles alors A est maximal pour le choix de 7 fait et par symétrie on peut supposer que
1 = 1. Supposons qu'il existe X € Irr(¢(i;,¢€;)) pour ¢ = 1,2. On applique 4.1 & 1, €1 en utilisant (p, A, B, ().
Si Jacep,...,—caX = 0, on sait qu'il existe n = + (avec les notations déja introduites) tel que X € Irr(m(vy, €,).
On vérifie que Centrg(1)y) contient Centrg(11) et on vérifie que la restriction de €, & Centrg(1)1) n’est autre
que €1 (c’est méme comme cela qu’on a construit n). On obtient le résultat cherché par récurrence, en remplagant
1, €1 par ¢y, €,. On suppose donc que

Jacep,... —caX =Y £ 0.

En particulier JaccpX # 0. D’aprés 3.2 appliqué & )9, on sait qu'il existe Ay un entier tel que (p, Az, B,() €
Jord(ys2). Il n’y a aucune raison pour que As = A. On pose maintenant A = A;. On vérifie comme en 3.3 que
la non nullité de Jac¢p,...—.¢pX entraine que Ay > B. D’apres 4.1 précisé en ****, on sait que pour ¢ = 1,2 :

Jacep,.,—ca X = Xu; € Irr(m(¥f, €5, (p, A — 1, B; + 1, €i(p, Ai, B)).

Si A; = A,, on obtient le résultat par récurrence puisque les hypotheéses sont encore vérifiées pour les morphismes
intervenant dans le terme de droite ci-dessus.

Supposons donc que Ay # As. On note A4, le plus grand entier tel que pour tout C' € [B, Anaz] (p,20+1) €
Jord()a). On a nécessairement A, > A; le calcul de Jord(¢a) en fonction de Jord();) et la maximalité de
Az, assurent que pour i = 1,2, il existe un découpage en sous-intervalles [B, A¥] ou k € [1, N;] avec N; un
entier tel que [B}, Al] = [B, A;] et pour tout k € [1, N;], il existe un signe (y ; tel que (p, A¥, B, (;..) € Jord(vy).
En particulier ¢; ; = ¢ pour ¢ = 1,2. On note encore Ag le plus petit entier tel qu’il existe pour ¢ = 1,2 un entier
k; < Nj tel que Ag = Ay, = Ay, ; comme ces égalités sont vérifiees pour A;,qq, un tel entier existe. Toujours
pour i = 1,2, on noter ¥?, ? le couple qui se déduit de 1;, €; en enlevant les blocs (p, A7, B, ;) de Jord(i;).

On peut appliquer la proposition 4.4 & 7(y, €}, (p, A; — 1, B; + 1,(, €;(p, Ai, B) en utilisant (p, A?, B2, (a,)

pour calculer Jac, g2 ... ¢, , 42 X1, puis de proche en proche pour calculer :
J A2 ... Bki ... D S
ac{g’iBiza 5 C?,Z i 5 Cki,z i 5 Ck-;,z i 1,9 — ¥4

€ Irr(m(¥y, €9, (p, Ai — 1, Bi + 1,¢;(p, Ai, BiQ)), Ujel2,k, ) (05 Al —1,B) —1,(4,ei(p, AL, B ¢Ca)). (1)
Montrons que pour ¢ = 1,2 et pour tout j € [2, k;], (j; = —(. En effet, s’il n’en est pas ainsi, on fixe j minimum
avec cette propriété, d’onr (j,; = ( et les propriétés standard de 1.2 (1), montrent que la non nullité ci-dessus
entraine a fortiori la non nullité de J ace, g X1,; et en revenant encore a la définition de X5 ; la non nullité de
Jac, gy X (ici on utilise le fait que B} > A; > B;, dout B/ — B; > 1). Ainsi, en posant i’ := {1,2} — {i}, il existe
A’ tel que (p, Bg, A’ ) € Jord(yy) d’apres 3.2. Ainsi il existe j' < ks tel que Bf = Bf//. D’ol1 encore :

AT =Bl —1=B) —1=4,"" < A,

K3
ce qui contredit la minimalité de A°. Mais alors ainsi ¥; ne dépend pas de i, on le note Y On remarque que ¢;
pour ¢ = 1, 2 sont uniquement déterminés par le caractére intervenant dans le membre de droite de (1) donc ces
caracteres ne coincident pas sur I'intersection des commutants et on obtient une contradiction par la récurrence
appliquée a Y. Cela termine la preuve.
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5 Preuve de la caractérisation comme représentation

5.1 Quelques notations

On appelle constituant irréductible de (1), €) une représentation irréductible qui intervient avec un coefficient
non nul dans I’élément 7 (¢, €) vu dans le groupe de Grothendieck. On fixe (p, A, B,(,€9) € Jord(vy,€) avec
A > B. Nécessairement 7 est un sous-quotient irréductible de I'une des représentations suivantes :

=0 G]B,A], Xeo i=0c x Yo

ol 6¢ =< p| B, p||7¢4

C = B+ 1 soit

> et Yo = Jacepy2),... com(W', €, (p, A, B+ 2,(,€)) on il n’y a pas de Jac pour

377 S {il}a Xn = ﬂ-(’l/)/v 617 (p7 Aa B + 17 ga T’)v (p7 B7 Bv C? TIEO))'
On démontre le théoréme en 'admettant par récurrence pour les représentations 7(¢”, €”) telles que soit le rang
du groupe correspondant est plus petit que le rang de G soit on a égalité et Z(P”aA”,B”,C”)EJord(w”) A" — B" <

! !
Z(P’,A’,B’,C’)EJOTd(d))A - B . ) )
On remarque que par 4.2 les représentations X¢ et X, sont connues par récurrence.

5.2 Propriétés des modules de Jacquet

Proposition : Soit * € R et soit @ un constituant irréductible de (i, €) alors Jac,@ = 0 sauf s’il existe
(p, A, B,C) € Jord,(v) tel que x = (B. De plus Jacy 7 = 0 pour tout

La proposition est vraie si ¢ est élémentaire au sens de 6 (cf propriétés de loc.cit.). On la démontre par
récurrence. On reprend les notations de 5.1 et comme dans la preuve de 3, on vérifie que les seules valeurs de x
qui ne satisfont pas directement a la conclusion de la proposition sont, pour le p de 5.1

z=(C,C € [B,A].

Considérons d’abord le cas ou z = (B il faut ici démontrer que Jacep g7 = 0. Avec 5.1 il suffit de démontrer
cela pour X¢ et pour X, (avec les notations de loc.cit.) ; pour X, cela se fait par récurrence et pour X¢ cela a
été fait dans la preuve de 3.

Soit = (C pour C €]B, A], en particulier z # 0 et on montre d’abord que :

pour tout constituant 7 de w(1), €), Jacy o7 = 0 et soit Jacy,T = 0 soit Jac,T est irréductible et dans ce dernier
cas, I'induite p| |* X 7 a un unique sous-module irréductible qui est alors 7.

En effet soit 7 un constituant irréductible de m(¢, €) et montrons que Jac, 7 = 0; pour cela, on fixe, comme en
5.1, soit C' €] B, A] soit 7 tel que 7 soit un sous-quotient irréductible de X¢ ou X,,. Et il suffit donc de démontrer
que Jacg o Xc = 0 pour tout C' comme ci-dessus et Jacy X, = 0 pour n = £. On va le faire en détail pour
x = ((B+1) qui est le cas le plus difficile. Fixons d’abord n = =+, on a écrit en 4.1 une description explicite des
constituants de X, : I'un des termes (non irréductible en général) est < 0,Y > ot g =< p| [((BFD ... p[|=¢A >
et

Y = W(w/a 6/5 (pa A - 17 B + 25 77)7 (pv Bv Bv Cv 7’60>)'

Les autres termes sont de la forme 7 (¢, ¢’,Upg)n,41(p, D, D, ¢, (=D)IPIN), (p, B, B, ¢, mep)), ot A est un signe
convenable. On montre que pour ces derniers termes Jace(p41),¢(B+1) = 0 par exemple par récurrence. Pour le
terme < 0,Y >, on a par la proposition appliquée par récurrence Jac¢(p4+1)Y = 0. Or on a aussi Jace(py1)0™ =0
pour un tel o et il suffit donc de remarquer que Jace(p11),¢(B+1)0 = 0 ce qui résulte des résultats de Zelevinski.
Cela prouve notre assertion pour les constitutants de Xj,.

Revenons donc a C' mais pour le moment, on suppose que C' €]B+1, A ;icion a Jac¢(py1)0c = Jace(p+1)05 =
0; c’est 'hypothese C' > B + 1. On sait 4.4 corollaire que

YC =<< p| |C(C+1)a e ap| |A >a7f(1//7€/7 (va - 15B+ 17§a€0)) > .

Donc I'hypothese j > 1 assure que Jace(p+1),c(B+1) Yo se calcule en fonction de Jace(pi1),c(p+1)7(Y', €, (p, A—
1,B+1,¢p)) qui est nul par récurrence.

Reste le cas C' = B + 1, ici on vérifie que Jacep11)Yo=p+1 = 0 : en effet Ypy1 = 7(¢', ¢, (p, A, B +
2,¢(p,a,b))). Dot notre assertion en utilisant 'hypothese de récurrence. Ensuite il n’y a plus qu’a vérifier que
Jaceprny < pl 1B+, pl|TSBTD >= 0 et Jacepinycprry < oS8, -, pl|T¢BHD >*= 0. Cela termine la

preuve de l'assertion Jacy (m) = 0.
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Soit maintenant 7 un constituant irréductible de 7 (v, €) tel que Jac, 7 # 0. Pour un bon choix de représentation
irréductible X, on a une inclusion, par réciprocité de Frobenius : 7 — p||® x Xet puisque Jacy 7@ = 0,
nécessairement Jac, X = 0. On calcule Jac, de I'induite de droite et on trouve que cela vaut X ; ici on a utilisé
la non nullité de x. On a ainsi montré toutes nos assertions.

On a démontré en 3.2 pour les valeurs de x écrites ci-dessus, Jac,m(1,€) = 0 et on vient de montrer que pour
7 et 7 des constituants irréductibles de 7(¢, €) 8’il y a une intersection (dans le groupe de Grothendieck) entre
Jac, 7 et Jac, T alors ces représentations qui sont irréductibles coincident et que # ~ 7’ en tant qu’unique
sous-module irréductible de 'induite p| |* x Jac, 7. Il est donc clair qu’il ne peut pas y avoir de simplifications et
qu’aucun counstituant irréductible de (1, €) ne vérifie Jac, # 0 pour ces valeurs de z. Cela termine la preuve.

5.3 Début de la preuve
5.3.1 Hypotheses pour cette sous-section

La démonstration se fait par récurrence puisqu’il n’y a rien & démontrer dans le cas ol pour tout (p, A, B, () €
Jord(v)), A = B. Elle est fastidieuse et technique, le lecteur comprendra certainement que ce que 'on cherche a
démontrer n’est pas limpide. Je n’ai pas de réalisation de cette représentation. On va commencer par traiter des
cas particuliers auxquels la preuve par récurrence se ramenera. De cette fagon cela sera un peu moins abstrait.
On fixe (p, 4, B, (,€p) € Jord(¢, €) tel que A > B.

Dans toute cette sous-section, on suppose que (p, A, B, (,e9) que nous venons de fixer est le seul triple de
Jord(y) vérifiant A > B. On suppose aussi que I’ensemble des demi-entiers D pour lesquels il existe un signe
(p tels que D < B et (p, D, D,(p) est soit vide soit est un intervalle commencant & 0 si B est entier et & 1/2
sinon ; dans ce dernier cas, on suppose que €(p,1/2,1/2,(;/2) = —1. On suppose aussi que si I’ensemble ci-dessus
est un intervalle non nul, € alterne sur cet intervalle.

A partir de 5.3.3 on va supposer que ( = + et que A, B sont des entiers; dans 5.3.2, on ne fait pas
ces hypotheses et le lecteur verra ainsi ce que 'on évite en les faisant. L’hypothese sur ¢ permet de fixer la
croissance des segments utilises pour la classification des représentations irréductibles de GL. L’hypothése sur
A, B évite de devoir préciser si on commence & 0 ou & 1/2; ici les 2 cas ne sont pas identiques, le cas o A et
B sont entiers est plus difficile que I'autre car les représentations que 'on construits ne sont pas totalement
déterminées par leur module de Jacquet uniquement dans ce cas la. En particulier 5.8.1 n’a pas d’objet si A, B
sont des demi-entiers non entiers.

5.3.2 Le cas le plus simple A =B +1

Le cas o A = B + 1 a un énoncé tres simple rappelons le avant de le démontrer :

si g = + m(1,€) est I'unique sous-module irréductible de < p||(@/2=1 ... p||7(@/2) > xx(y/,€') et en
particulier est irréductible.

sieg=—, m(h,€) = Bpy—xm(V', €, (p,B+1,B+1,(,n),(p, B, B,(,—n)) et en particulier est de longueur 2
exactement.

Montrons cela; le cas ou €9 = — est juste la définition. Supposons donc que ¢y = +. Par définition on a :

77(1/]’6) =< pl |<B’ T apl |_<(B+1)) > Xﬂ-(wlﬂel) (1)

en:iﬂ(wlvelv (po + 1vB + 15(777)5 (paB - 15B - 17 777)) (2)

On remarque que notre B+1 (resp. B) est le (a,, g —1)/2 (resp. (b y e —1)/2) de 6 pour 9", €” se déduisant
de ¢ en enlevant le bloc (p, A, B,(, €y) et en y ajoutant les 2 blocs (p, B+ 1,B + 1,(, \), (p, B, B,(, \) pour
n’importe quel choix de A = £. On obtient donc immédiatement les assertions : < p| [*B -+ [||7¢B > xx (¢, €)
est semi-simple de longueur 2 exactement et que (2) est la somme des 2 sous-modules irréductibles de I'induite

p| |<(B+1)X < P| |<Ba ) | |7<B > Xﬂ.(w/ae/)'

11 est alors facile de voir que (2) est inclus dans I'induite de (1) et ici il est déja clair que w(¢),€) est une
représentation. On applique 6 (propriété 4) a m(¢’, €’) puisque que le (a,, o —1)/2 de loc.cit. est ici strictement
supérieur & B+ 1 : soit 7 un sous-quotient de I'induite de (1), alors il existe un ensemble £ totalement ordonné
de demi-entiers relatifs tel que

{lol:w € £} = {Jalsz € [B +1,~B]}

et une représentation irréductible o sous-module de X, cgp||* (représentation d’un GL convenable) avec une
inclusion # — o x w(¢’, €’). On remarque que pour z tel que Jacyo # 0 nécessairement Jac, 7 # 0. Mais on a
vu en 5.2 que cela entraine que x = (B ; on n’a pas exactement vu cela, on pourrait aussi avoir x = +D avec D
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comme ci-dessus mais il faudrait alors, en repartant de la définition de 7w (v, €), Jac,m(¢', €") # 0 ce qui n’est pas
possible a cause des hypotheses sur €. On utilise la classification de Zelevinski a 'aide de segments décroissants
si ( = + et croissants si ( = — et on écrit ¢ dans cette classification; c’est-a-dire qu’il existe v € N et pour
tout i € [1,v] des segments [z;,y;] avec la propriété de croissance précisée, c’est-a-dire (z; > Cy; et pour tout
i € [1,v] Cz; < Cxip1. On a certainement Jac,o # 0 pour x = 21 et pour x = x; pour ¢ vérifiant pour tout
Jj <ixj# x; — 1. Mais si € ne contient pas ((B + 1), B est certainement le plus grand élément de (€ et alors
nécessairement v = 1 et [z1,y1] = [(B, —((B + 1)] ce qui est ce que l'on cherche. Si £ contient {(B + 1) alors
on a
r1 =(B,xy = C(B +1),v=2.

On a 2 possibilités pour yi, y2. Soit :

Y1 =(Bys = —((B—1) (3)
ou

y1=—CBiy2 =((B+1). (4)
Mais dans le cas (3), o est une induite irréductible et on a aussi Jace(p41)0 # 0 ce qui est exclu. Reste le cas

(4). Ici on utilise le fait que p| [$(B+1) x 7(¢)’, €') est irréductible donc isomorphe & p||~¢(B+D) x 7(¢, €') et on
aurait une inclusion

T pl [F, oo pl 798 > xpl [(FHD xm(y €)

mec |8, pl [SF > p][TSEHD s (),
Or Pinduite < p|[¢B,--- ,p| |78 > xp||7¢(B+D) est de longueur 2 exactement avec un quotient qui vérifie
Jac_¢(p41) # 0. L'inclusion ci-dessus se factorise donc par le sous-module, i.e. < p| |5, p| |=¢(B+D) > Pour

terminer la preuve il ne reste plus qu’a remarquer que 'induite :
< p| |<Ba e ap| |7<(B+1) > xﬂ(,l/)/7€/)

n’a qu’un unique sous-module irréductible par réciprocité de Frobenius.

5.3.3 1le construction

On rappelle que l'on fixe (p, 4, B, () € Jord(y)) avec A > B + 1 et on pose ¢, la valeur de € sur cet élément
de Jord(1). On reprend la notation ¢, ¢’ qui se déduit de ¢ en enlevant ce bloc de Jordan. Montrons

Lemme : Soit 7 un constituant de 7 (1, €) ; alors il existe un entier t; € [0, [(A — B)/2]] et un signe \ tel que 7
soit un sous-quotient d’une induite de la forme :

XjG[O,?tlfl]p| |A_2j X X p| |_(A_2j_1) X ﬂ-(wla 6/5 UCE[B,A72t1](pa Ca Ca C? (_1)[01)‘)))
ot [0,2t1 — 1] est un ensemble vide si t; = 0 et [B, A — 2t; — 2] est un ensemble vide si t; = (A — B)/2. De plus

nécessairement €y = HCE[B,A_%l] <(1)[C])\) .

On prend la définition de (), €) soit il existe n = =+ tel que 7 soit un sous-quotient de 7 (¢, €, (p, A, B +
1,¢,1m), (p, B, B,(,nep)) soit il existe j € [1, A — B] tel que 7 soit un sous-quotient de I'induite (on utilise tout
de suite le corollaire de 4.4) :

Pl x5 pl [TEEH) o pl [SBHIHD o pl [ w( € (p, A= 1, B+ 1, o).
Considérons d’abord ce deuxieme cas; il est encore vrai que 7 est alors sous-quotient de 'induite :
p| |A XX p| |_B X ﬂ.(w/aelﬂ (p’A - 1aB + 13C7€0))'

On applique encore 4.4 pour remplacer 7 (1, €, (p, A—1, B+1,(, €o) par I'induite p| |Z x- - - p| [A~Ix 7 (¢, €, (p, A—
2, B, (, €). Et on obtient que 7 est alors sous-quotient de I'induite :

pHA o pl TR (@ €, (p, A = 2, B, €0)).

On applique ensuite le lemme par récurrence pour obtenir le résultat cherché. Reste le premier cas; on fixe donc
n tel que 7 est un sous-quotient de w(v', €, (p, A, B+ 1,¢(,n), (p, B, B,(,n€p)). On applique d’abord le lemme
par récurrence en utilisant (p, A, B+ 1,(,n) (cette étape est vide si A = B+ 1). Ainsi il existe A et ¢’ tel que 7
soit un sous-quotient d’une induite de la forme :

XjE[O,Qt’fl]p| |A72j XX p| |7(A72j71) X 77(1//) 6/5 UCE]B,A72t’] (pa Ca Ca C? (_1)[01)‘)) (pa BangaT/GO))a
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avec la relation

I ()9 =0

Ce|B,A-2t]

Si (—=1)BHN # neg, ousi B+ 1= A — 2t le lemme s’en déduit automatiquement en posant tout simplement
t1 = t'. Supposons donc que (—1)B+1\ = nep. On démontre ici que

ﬂ-(wla 6/5 UCG]B,A—Qt’] (p7 Ca 07 C? (71)[01)\)5 (pa Ba B?Cvneo)) -

< p| |<(B+1)a T ap| |7CB > Xﬂ.(w/a 6/3 UCG[B+2,A72t’] (pa Ca Ca C? (_1)[0])‘))

Grace au lemme 4.4, on peut remplacer 7(¢', €', Uce[p42,4—2¢1(p, C, C, C, (—=1)))) par I'induite
PSR s p |SA2) s () €, U a-ny (0, €. C. G (1)1 FIN)
puis encore (¢, €', Ucep+1,a—20—1)(p, C, C, ¢, (—1)IF1F1N)) par Vinduite
plISETD - p| [CAZHD sy € Uce a2 (p, C, Gy, (=1)1FN)).

On remarque que 'on a H06[37A72t,72] ((—=D)[€IN) = €y, donc (¢, €, Uceln,a—20—2)(p, C, C, ¢, (=1)IIN)) a bien
la forme qui convient. Il reste a modifier les premiers facteurs de l'induite. Puisque I'on cherche a démontrer
que 7 est sous-quotient d’une certaine induite, on peut remplacer 'induite

< pl [SBFN e p [T > xp| [SBF2) o pCAT2E) o pl [CBFD) o pf (A2

par I'induite

|A—2t/ (A—2t"—1)

pIIA=2 e pl |-

On obtient le lemme en posant t; = ¢’ + 1. Cela termine la preuve.

5.3.4 2e construction

On fixe encore ¥, € et (p,a,b) € Jord(y) en supposant que inf(a,b) > 2 et que (p, a,b) est le seul triple de
Jord(y) ayant cette propriété; pour simplifier I'écriture on suppose que a + b est pair. Avec les notations de
2.2, cela est équivalent & fixer un quadruplet (p, A, B, () € Jord(y) avec A > B et & supposer que c’est le seul
quadruplet avec cette propriété; la parité se traduit par le fait que A et B sont des entiers. On note ici 1/;, € le
couple qui se déduit de 1), € en enlevant (p, A, B, () et tous les quadruplets de la forme (p, C, C, (') pour C < B.
Pour D un demi-entier tel que A — D € N et pour A un signe, on note 1/~JD1A, €p,x le couple qui se déduit de 1/3, €
en ajoutant cette fois, les quadruplets (p, C, C,¢) pour D — C € N et € vaut sur un tel quadruplet (—1)°X; on
suppose que Hc<D((*1)[CD‘) = ¢p ol €9 = €(p, A, B, (). Pour unifier les énoncés on pose 1/;71,>\,€71,A = 9, ¢,
ou A ne joue aucun role. On impose toujours a A de vérifier :

[T =« I BB

c<D (p,E,E(');E<B

Ci-dessous, on a des entiers a cause de I’hypothese de parité, en général on a des demi-entiers.
Lemme : Soit # un sous-quotient irréductible de w(,€). Il existe un ensemble d’entiers £ totalement
ordonnés , un entier D et un signe A comme ci-dessus vérifiant :

7 Xgeep| | X TV, ép,), (1)

Eu {_5} = UEG[B,A][_Ea E] UE<B;(p,E,E,C/)€J0rd(d}) [_Ea E] QCSD [_Ca C] (2)

On montre d’abord qu’il existe un ensemble d’entiers £, vérifiant (2) ainsi que D et A comme dans 1’énoncé
mais tel que (1) soit affaibli en 7 est un sous-quotient de l'induite écrite en (1). L’étape faite en 5.3.3 ramene le
cas de (¢, €) au cas d’un parametre élémentaire. On peut alors lui appliquer progressivement les définitions pour
conclure. Il reste & appliquer 6 (propriété 4) qui oblige & changer éventuellement certains signes dans £’ ainsi
que son ordre pour obtenir I'inclusion annoncé en (1). Les opérations faites sur £ ne change pas la propriété
(2). La condition sur le signe est automatique car on ne change pas la valeur de H(p,A’,B’,c’) e(p, A', B', (') dans
toutes ces opérations.
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5.4 Un cas particulier important
5.4.1 1le étape

On fixe (p, A, B, () comme ci-dessus. On fait les hypotheéses de 5.3.4 et on en ajoute méme d’autres. Pour
simplifier les notations on suppose que A, B sont des entiers. Si B = 0, on n’ajoute aucune hypotheses. Par
contre si B > 0, on suppose que (p, C,C, () € Jord(¢) pour tout 0 < C' < B et que ¢ alterne sur tous ces blocs,
c’est-a-dire qu’il existe un signe \ tel que ¢(p, C,C,¢) = (=1)Y pour tout C' comme ci-dessus.

On fixe 7 un constituant irréductible de 7(¢, €) et on reprend d’abord la le construction 5.3.3, d’ou t; et
A1. Ensuite on fait la 2e construction, d’ou D et A. Mais ici on peut préciser un peu les rapports entre t; et
D (on rappelle que D peut valoir —1). On sait que le signe €, vaut e sur les blocs jusqu’a B — 1 et donc
alterne par hypothese. Puis, par construction il alterne de nouveau sur les A — B — 2¢1 + 1 blocs compris entre
B et A—2t;. On pose 2t := A — D et 2t est exactement le nombre de blocs qui disparaissent de 1) o A pour
arriver & ¢p dans ces constructions. Donc soit le signe €+, ), alterne déja spontanément a la fin de la premiere
construction et ¢ = t1, soit il n’y a pas alternance et t = ¢; + inf(B, A — B — 2t; + 1). Ci-dessous on passe en
revue les cas ou ’on peut conclure et ensuite on montrera que ce sont les seuls cas qui peuvent se produire.

Lemme : avec les notations ci-dessus, supposons que I’on peut choisir £ contenant —(A alors Jac¢p, ..., —caT # 0.

On fixe £ tel que 5.3.4 soit satisfait et on suppose que £ contient —(A. Pour simplifier la démonstration on
suppose que ¢ = + pour ne plus devoir Pécrire. Alors il existe z € & tel que [x, —A] soit un segment et
Jacy,... a7 # 0 (cf 1.2). Comme |z| < A, nécessairement z = B. D’ou le lemme

Supposons maintenant que D = A, c’est-a-dire que t; = 0 dans la premiere construction 5.3.3 et qu’il n’y a
aussi aucune 2e construction, c’est-a-dire que le signe alterne spontanément; il résulte des définitions que 7 est
I'une des représentations ”complémentaires” de ’énoncé du théoreme celle qui vérifie en plus que le caractere
prend des valeurs différentes sur le bloc (p, B, B) et (p, B—1, B —1), ceci n’est de toute fagon possible que sous
les mémes conditions que dans ’énoncé du théoreme & cause de la condition de signe (cf. Remarque de 5.3.4).

Supposons maintenant que B > 0, en particulier (p, 0,0, () € Jord(¢). On suppose que D = A—2inf(B, A—
B +1). On suppose en plus que si A— B+ 1> B, A # ¢(p,0,0,().

On reprend les constructions et en particulier ¢ := (A — D)/2, notation déja introduite avant 1’énoncé avec
soit t = t; dans le cas on Ay # €(p,B—1,B — 1), soit t = t1 +inf(B, A — B — 2t; + 1) dans le cas opposé
puisque le signe n’alterne plus. Reprenons ’hypotheése D = A — 2inf(B,A — B + 1) qui dit exactement que
t =inf(B,A—B+1). Ce que 'on veut démontrer ici est que t; = 0 et 7 sera alors aussi une des représentations
complémentaires, celle que ’on n’a pas trouvée ci-dessus.

On asfement t; < (A—B+1)/2doncsi A—B+1<B,onat=A—B+1>t;dout=t1+A—B—-2t1+1 =
A— B —t1+ 1 d’ou encore t; = 0. Supposons donc que B < A — B+ 1. Ici on a t = B et soit immédiatement
t; = 0 soit B > A— B —2t;+ 1. Dans ce cas, quand on reprend la deuxiéme construction (5.3.4) on constate que
l’on ne touche pas au bloc (p,0,0,¢) et donc que A = €(p,0,0,() ce qui est contraire & 'hypothese et empéche
Iinégalité B > A — B — 2t; + 1. D’ou le résultat cherché.

On reprend les notations qui précedent, en particulier (p, A, B, () et €.

Lemme : soit A tel que [[o¢p A]((fl)[c]/\) = ¢p (on suppose qu’il existe un tel A alors la représentation

mx = m(Y, €, Ucerp,a)(p, C, C, ¢, (=1)I€IN)) intervient avec multiplicité 1 exactement dans (1), €).
On reprend la définition de 7(1), €) ; on considére d’abord les sous-quotients intervenant dans

Z <pl [P, pl 179 > xJacpray . com(@ € (p, A, B + 2, €).
C€|¢B,¢A]

Ces sous-quotients vérifient ¢; # 0 dans la premiere construction de 5.3.3 et ils ne peuvent étre isormorphes a
une représentation du type my de ’énoncé. Ce qu’il faut donc démontrer et que 7y intervient avec multiplicité
1 exactement dans

@n:i(_1)[(A_B+1)/2]nA_B+1€§7BF(wIa ela (pa Aa B + 17 <; 77)7 (p7 Ba Ba Cv 7760))- (*)

Le cas facile est celui o A = B+ 1; la représentation 7y n’existe que si ¢g = —1 et les 2 valeurs de \ sont alors
possibles; les représentations my sont exactement celles qui interviennent dans (*) et le seul point & vérifier est :
(71)[(A*B+1)/2]77A*B+1664_B — (71)60 — 1.

Dans le cas général, on applique le théoréme de 4.1 par récurrence en utilisant (p, A, B+1,7); pour n fixé et pour
A vérifiant HCe]B+1 Al ((71)[0] >‘/) =1, la représentation T\ 2= 7T(7//7 6/7 UCE]B-!—LA] (pv Ca Cv C? (71)[01 /\/)7 (pv Bv Bv Cv T€o
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intervient avec multiplicité 1 exactement dans 7 (¢, €, (p, A, B+ 1,(,n), (p, B, B,(,neo)). La représentation 7y
ne peut étre que l'une de ces représentations 7, x/ et elle est cette représentation quand on a les égalites :

/\(*U[B] = 7o, (*1)[B+1]/\/ = —Teo-
Cela entraine, A’ = X. On récrit la propriété de \ :

H ((_1)[0])\) =€ = )\A—B-i-l(_1)(A+B—6)(A—B+1)/2,
Ce[B,A]

ou d = 0 si A, B sont des entiers et -1 sinon. Considérons d’abord le cas o A — B 4+ 1 est pair. On a alors,
(—1)(’4_3"’1)/2 = €p et pour chaque valeur de A il existe 7 tel que 7wy = 7, x; le point est de vérifier le signe,
c’est -a-dire :

(71)(AfB+1)/277AfB+1664—B _ (71>(A7B+1)/2664_B -1

)

comme cherché.

Supposons maintenant que A — B+ 1 est impair ; on a alors une seule valeur de A possible et elle détermine n
puisqu’il faut (71)[3])\ = nep. 1l faut encore vérifier le signe qui vient devant cette représentation; on remarque
que dans 7y le signe définissant la représentation alterne sur tous les blocs de Jord de la forme (p, C, C, () avec
C € [B, A] et en valant neg sur (p, B, B, () et avec le produit de tous ces signes valant ey. Cela donne la relation :

A7B+1(_1)[(A7B+1)/2]

(neo) = €0-

Ainsi
(71)[(AfB+1)/2]77AfB+1664—B =41

)

comme cherché. Cela termine la preuve.

5.4.2 Modules de Jacquet

On refixe les notations tout en gardant (p, A, B, () € Jord(¢) avec A > B+ 1 ainsi que les hypotheses de
5.3.1. Pour simplifier la démonstration et parceque c’est le cas le plus difficile, on suppose que A et B sont des
entiers. Pour D un entier avec D € [~1, A], on note Sp 'ensemble non ordonné Ucejp, 41[—C, C]. Soit 7 un
constituant de (1), €). On reprend ¢, A comme en 5.3.4 en posant D = A — 2t. Rappelons que ¢ est un entier.
On a aussi construit ’ensemble ordonné £ tel que

7 xx € Ep||* x W(&t,éﬁ,/\)-

Ici 1), €:x se déduit de v, € en enlevant tous les blocs de la forme (p, A’, B’,{) ou B’ < B et en rajoutant les

blocs (p, C,C, () ou C € [0, D] (on ne rajoute rien si D = —1) et le caractére &y alterne sur tous ces blocs en
commengant par é x(p,0,0,¢) = A. On sait aussi que
EU-E=Sp

En général cet ensemble £ n’est pas unique et on n’a pas encore démontré que t, A le sont. Toutefois, on a :

Lemme : Soit 7 un constituant de (1), €) et soient t et \, comme en 5.3.4. Soit aussi un ensemble £ d’entiers,
en valeur absolue inférieurs ou égaux a A et tels que T soit un sous-quotient de I'induite X zegp| |® X m(¢r, €.2).
Alors EU—-E = Sp, ou D = A— 2t égalité d’ensembles non ordonnés. De plus t et A sont uniquement déterminés
par 7.

L’existence a été prouvée en 5.3.4. L’unicité résulte d’un calcul de module de Jacquet; en effet fixons ¢, A et £
convenant et un autre triplet ¢/, X', £ convenant aussi. On écrit donc 7© d’une part comme sous-quotient de

Xzeep| [* X (e, E0) (1)

d’autre part comme sous-quotient de

Xaeep||” X m(y, & x). (2)
Les formules standards calculant les modules de Jacquet sont particulierement simples a appliquer puisque

Yy; ly| < A, Jacyﬂ'(z/;t, €&x)=0= Jacyﬂ'(z/;t/, €\ )

Avant de procéder a ces calculs on réordonne £ en changeant aussi éventuellement des signes pour les éléments
de cet ensemble de fagon & ce que 7 soit un sous-module de (1) ; cela est possible grace & 6 (propriété 4). Cela
nous assure que Jacyee® # 0. On déduit de (1) que Jac,ee est non nul et isotypique de type W(i/;t, €rx) et de
(2) que ce module de Jacquet est certainement nul si €U —& # &' U —&’ et s’il n’est pas nul est isotypique de
type W(iﬁt’ ,€.n). Cela donne I'unicité cherchée de ¢ et A. et de £U —E. Puisque pour I'un des choix cette union
est Sp cela est vrai pour tous les choix.
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5.4.3

Ici on fait 'hypothese de 5.3.1. On suppose que ( = + sinon il faut le faire intervenir partout et ce qui est
croissant devient décroissant.

On fixe 7 et £,t, A tels que 5.3.4 (1) et (2) soient vérifiés. On renote ici (1) :

T Xaeep| |7 X w(the, €0). (1)

L’ensemble & est totalement ordonné, ordre noté >g pour garder > pour 'ordre sur les nombres. On dit
que &€ est muni d’un ordre maximal si £ s’écrit comme une union de segments croissants, pour i € [1,v], v
convenable, de la forme [z;, y;] avec 1 > -+ > x, et pour i < j avec x; = x;, y; > y; ; U'ordre de € étant 'ordre
[®1,v1], -, [Tv, Yu]. A un tel ensemble ordonné de segments, Zelevinski a associé une représentation irréductible
o, du groupe linéaire convenable et de fagon standard, quand on a une inclusion

T = Xaeep| " X ms¢ (1)
on peut réordonner £ de facon a avoir une inclusion

ﬁ"—>0'>£ X7T57C. (2)

Lemme : Pour £ vérifiant (1), il existe un unique ordre maximal sur cet ensemble tel que (2) soit satisfait.
Précisément, x1 = B, pour tout i € [1,v], z; = 2,41 + 1 et y1 > -+ > y,, ce qui détermine uniquement 'ordre
et induit méme des restrictions sur la forme de £.

On fixe un ordre maximal sur £, d’ou les segments [z;, y;] pour i € [1,v].

Ayant mis cet ordre, on montre maintenant que pour tout ¢ € [1,v[, zi + 1 = 2; — 1. En effet 8’il n’en est
pas ainsi, on note &; 'ensemble qui se déduit de £ en enlevant simplement z; 1 ; c’est encore naturellement une
union de segments ordonnés suivant 'ordre de Zelevinski a ceci pres que le ¢ + 1-iéme segment peut étre plus
7grand” que certains de ceux qui le précedent; cela se produit si x; = x;41. Le ¢ 4+ 1-ieme segment dans &; est
alors |z;41,vyi+1] et ce segment n’est pas 1ié au sens de Zelevinski avec ceux qui le précede et ont pour origine
avec x = z;. On note o; la représentation associée par Zelevinski a &;. On suppose que ¢ est minimum avec la
propriété x; # x;1+1 + 1 et on montre par les arguments bien connus dans les groupes linéaires que

og <= p| |7t X og,.

Remarquons que Jacy,, -, 0; # 0 et cela entraine donc que Jacg,,, o, 7 # 0. Comme Jac,, ™ # 0, on sait a
priori que z; = B et la méme propriété pour x;41. On vérifie que Jacp pm = 0 grace a 5.2. D’ol I'assertion sur
les x;.

Montrons maintenant que pour tout i € [1,v[, ¥; > y;+1. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et fixons i
minimum tel que y; < y;41. Alors le i-eme segment de £ n’est pas lié au i+1-ieme. On note ici & 'ensemble des
segments constituant £ sauf que 'on a enlevé z;; au i+1-ieme et que 'on a permuté le i-eme et le i+1-eme
segment. On note o; la représentation associée par Zelevinski a I’ensemble des segments constituant &; et on a
encore une inclusion :

og — p| |IiJrl X 0.

On en déduit que Jacg,, 7 # 0 et 2,41 = B ce qui est impossible. Cela termine la preuve du lemme.

5.4.4 Non nullité de certains modules de Jacquet

On garde ’hypothese de 5.3.1. On fixe &£ satisfaisant les conditions du paragraphe précédent et en particulier
& peut se voir comme une union de segments. On écrit £ sous forme de tableau ou les éléments croissent de 1
sur chaque ligne et décroissent de 1 sur chaque colonne.

Ty o Yw

On note s le nombre de colonnes et 23, - - - , 25 le dernier élément de chaque colonne. Cette présentation permet
de calculer aisément £ U —&. On a

EU-€= UzE[B,yﬂ [71'5 :Z?] Uie[l,s];zigO [Ziv 721] eie[l,s];zi>0 [721' + 17 Zi — 1]
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On rappelle que £ U —& = U¢[p41,4][—2,2] (ot D = A —2t). On en déduit donc :
[Ba yl] Uie[l,s];zigo {_Zi} = [D + 1; A] UiG[l,s];zi>0 {zl - 1} (1)

Pour tildem un constituant de 7 (v, €) fixé, en général plusieurs choix de £ sont possibles. Il n’y a pas d’intérét
a les écrire tous mais 2 vont nous servir plus particulierement. D’abord remarquons que si £ n’est pas vide,
ce qui est implicite ici, £ contient soit —A soit A. On rappelle que par définition ¢ vérifie 2t = A — D et que
nécessairement t < A — B + 1.

Soit 7 fixé un composant irréductible de 7 (v, €) ; on suppose que le t et A qui lui sont associés, vérifient, ¢t # 0
Lemme : on peut alors choisir £ comme ci-dessus convenant pour 7 avec l'une des propriétés ci-dessous :

& contient — A ;

ou
leB ... ... ... A
E= 1t L
—B+1 - oo . (D+1)
ou
.TlZB PP A
€= : : : : : )
-B+1 -+ B—t -+ —(D+1)
ou
.TlZB PP A
E=¢p:= B-2t+1 --- B—t --- D+1
—B+1 -+ t—B

De plus si un ensemble £ convient qui est tel que le plus petit élément de £ est inférieur ou égal a —B, alors
Jacp,.... a7 # 0.

On fixe £ et 'ordre maximal sur £ tel que
T O>g X TD X-

Et on suppose que £ est tel que parmi tous les choix possibles le nombre d’éléments de £ strictement positifs
est minimal.

Soit ¢ € [1,v] tel que y; > 0, pour tout j > ¢, y; # y; — 1 et y; # D + 1. Alors on montre que l'on peut
remplacer £ par un ensemble coincidant a 'ordre pres avec € — {y;} U {—y;} : on procéde comme en 5.4.3, en
notant & ’ensemble des segments qui se déduit de £ en remplagant y; par y; — 1 pour le i-eme segment. On note
o; la représentation associée par Zelevinski & cet ensemble ordonné de segments et on a encore : og < 0; X p| |¥i
ici on utilise seulement le fait que pour tout j > %, y; < y; — 1 ou y; = y;. Comme y; # D + 1 la représentation
pl ¥ x s est irréductible (cf. 6.3.1) et donc isomorphe & p||~¥ x ms,¢. D’ott I'assertion annoncée.

On suppose que &£ ne contient pas —A; il contient donc A et nécessairement y; = A. Ainsi le nombre
de colonnes du tableau (le s dans ce qui précede 1’énoncé du lemme) vaut A — B + 1, ce que l'on va écrire
b:=A— B+1. (Cest le b dans l'interprétation en terme de bloc de Jordan venant des représentations). On
revient aux notations z;;j € [1, ] qui précédent ’énoncé et on remarque que {z; — 1;z; > 0} est d’aprés ce que
lon vient de voir un intervalle de la forme [z, D], en acceptant z = D 4 1 si Pensemble est vide. Ainsi 5.4.4 (1)
que ’on rappelle, en acceptant z = D + 1 :

(B, A] Uiel[1,s];2:<0 {-2}=[D+1,A4]U[z, D] = [z, A
Dot z < B et [z, B[= {—2;2; < 0}.0n pourrait avoir z = B ce qui veut dire que tous les éléments de £ sont

strictement positifs mais on obtient tout de suite une impossibilité, il faudrait B+ 1 < B!. Ainsi z < B Cela
veut dire que le tableau s’écrit si z =0

B A
B—2+1 -+ ... ... D+1
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Mais on doit avoir [B, A] U [—(B — 2t + 1),0] = [0, A] ce qui force B —2t+1 = —B + 1 et on est dans le 2e cas
de I’énoncé.

Siz#0
B A
= B-2+1 - =z - D+1 (%)
7B+1 e —z

En particulier si z = D + 1 le tableau £ est rectangulaire si z = D + 1 et on est dans le 3e cas de I’énoncé.

Supposons maintenant que {z;; z; > 0} n’est pas un ensemble vide; on calcule z en comptant le nombre de
lignes. Ce nombre est 2B qui se décompose en 2t ”longues” lignes et 2B — 2t lignes " courtes”. Mais 2z est aussi
le nombre de lignes ”courtes” d’ou z = B — t Remarquons qu’il faut donc ¢t < B et que t = B est équivalent a
ce que le tableau définissant £ soit rectangulaire.

On démontre maintenant la fin du lemme; en effet supposons qu'un ensemble £ qui convient contient un
élément inférieur ou égal a —B. On impose en plus a &£ vérifiant cette propriété d’avoir un nombre minimal
d’éléments strictement positifs. On a donc vu que ou bien on a directement ’assertion, ou bien £ est celui de
I’énoncé 2e, 3e ou 4e cas. Dans ces cas, le plus petit élément de £ est —B + 1; ce qui est donc exclu.

5.4.5

On prend les hypotheses et les notations de la sous-section précédente; en particulier 7 est fixé, d’ou ¢, A et
D = A —2t. On a aussi défini Ep.

Lemme : On suppose que D < B — 1 et qu'il existe C €] B, A] tel que 7 est un sous-quotient de I'induite :
Xo =< p| |<Bv T 7p| |_<C > XJGCC(BJrQ),---,CCTr(w/aGla (va -1,B+ 1;C360)) >

Alors Jacgyeg, = 0.

Dans la preuve, on suppose que ( = +. Avant de démontrer ce lemme on va faire de fagon un peu générale le
calcul suivant. Soit £ un entier non nul et on pose Ay :

B B+1 A
B-{+1 B—{(+2 -+ A—-V(+1
B—/
-B+1
Alors, si ¢ < B—C + 1, on pose
B+2 A
Acy = : : : : :
B+3—-¢ --. e A—0 41
B+2—-¢ ... C—-V/¢

et
JG'CCEGA[,XC =< P| |7B7 e 5p| |*C+Z > x‘]aCIEAc,[ﬂ'(w/a 6/5 (pa A7 B - 27 g = +7 60))

ou le premier facteur de l'induite n’apparait passi { = C — B + 1.
Si¢{>C—-B+1,
JaczeAch =0

Pour faire ces calculs, on commence, comme on en a le droit, par calculer Jacg,... —p+1Xc et cela vaut

X/C =< p| |_Ba"' ap| |_C > XYC;

Yo = Ja/C(BJrQ)’...’CTr(w/’EI’ (p,A - 1,B+1,(= +,60)) > .
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Il faut encore calculer Jacgep du résultat, X/, ol

B+1 e A
B:= : : :
B+2—-0¢ .. A—/(+1.

Dans le tableau ci-dessous le X dit simplement que 1’on omet 1’élément situé en principe a cette place et on
pose, pour ¥’ < C —B+1

B+2 ... C
B+l -~ C—-1 X C+H+1 - A1
Cop = : : : : : : :
B+2-0 . C—0 X C—0+2 - A—0+1

On montre que pour ¢/ < C — B+ 1,
JG’CIGBWX/C =< p| |7B’ o ap| |7C+e > XJaCIECC’g/ﬂ-(’L//aela (paAaB + 2360))-

Le terme de droite intervient clairement dans le terme de gauche mais en principe interviennent aussi les termes
indexés par £” suivants ou £” < ¢/ :

< pl |_B, tee ,P| |_C+€“ > XJaCmechl,yz,,ﬂ-('l/Jl, 6/) (p) Aa B + 2? C = +’ 60))3

ou Ccﬁglﬁgu =
B+2 C
B+1 c-1 X C+1 A
B+2-¢" .. C—-0"+1 X cC—-0"43 -« A-0'+2
B+1-¢" .- c-¢v Cc-t"+1 C-0"+2 .- A-V0'+1
B-0U+2 - c-r c-0+1 C-0U+2 -~ A-0+1

Mais pour un tel choix de £”, on va montrer que Jaczec,. , ., 7(V',€,(p,a +2,b—2,¢(p,a,b))) = 0. En effet,
on considere uniquement la partie du tableau :

B+2 e C
B+1 c-1
C”:: . . .
B+2-¢" ... C—-0"+1
B+1-—-4¢" --- c - C—0"+1.

Et le Jac dont on cherche a montrer la nullité se factorise par Jaczecr. Or une représentation irréductible o du
GL correspondant dont le support cuspidal est ’'ensemble des p| |* pour x parcourant C” d’apres la classification
de Zelevinski ne peut pas avoir Jaczo # 0 pour uniquement x = B + 2. D’ou la contradiction, il y aurait une
valeur de x # B + 2, x € C” telle que Jac,n(¢', €, (p, A, B+ 2, = +,€p)) # 0. Ceci est exclu par 3 d’ou la
nullité cherchée.

On obtient, comme annoncé, le cas £ < C' — B + 1 en faisant £/ = ¢ dans ce qui précede et en remarquant de
fagon tout a fait formelle que l'on peut remplacer Co ¢ par Ac .

Supposons maintenant £ > C' — B + 1 et il suffit méme de montrer la nullité pour £ = C — B+ 2. On a
d’apres ce qui précede :

Jacgea,X; = Jaczeam(Y' €, (p, A, B+2,( = +,¢)),

ou
B+2 .. C
B+1 . 0-1 X C4+1 - A
A = : : : : : : :
B+1-(C-B) -~ B-1 X B+1 .- A-(C-B)
B-(C-B) - B-2 B-1 B - A—(C—-B)-1
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et Pargument déja donné ci-dessus (pour ¢”) donne la nullité cherchée. Revenons & 1’énoncé du lemme ; quand

D +1< B -1 (cest-a-dire D < B — 1), le calcul de JacyeT, 7 se factorise par Jacgzec,, , ™ pour tout £’ tel que

A—¥¢+1>D+1. On peut donc prendre // = A—D >A—B+1>C — B+ 1. Dot la nullité annoncée.
Remarque : le méme argument s’applique pour 71 ot

B A

f(B:f 1) lL(D:H)

5.4.6

Corollaire : Soit 7 un composant irréductible de w(1,€). Si D associé 4 7 en 5.4.2 vérifie D < B — 1 alors
7 vérifie soit Jacep,...,—¢aT # 0 soit est 'une des représentations complémentaires de 4.1.

On suppose comme précédemment que ( = +. On fixe 7 tel que le D qui lui soit associé vérifie D < B —1 et on
suppose aussi que Jacpg..... 47 = 0. Il faut démontrer qu’un tel 7 est une des représentations compémentaires
de 4.1. Avec le lemme 5.4.5 et la remarque qui le suite, on sait deja grace a 5.4.4 que 7 est un sous-quotient de
I'une des représentations X, := pi(¢’, €, (p, A, B +1,¢(,n, (p, B, B,(,n€0))), ol ) est un signe convenable. On
fixe  convenant.

On note ¥, ¢” le couple qui se déduit de ¢’, € en enlevant (p, B —1,B —1,(,¢(p, B —1,B —1,()). Et on
montre que Jacp,... —p+1 Xy = 0si neg # €(p, B —1,B —1,() et vaut n(¢",€”, (p, A, B+1,{,n))) sinon (c’est
essentiellement ce qui se passe pour les morphismes élémentaires rappelé en 6).

Sineg # e(p, B—1,B—1,(), il résulte de 5.4.4 que D = A et 5.3.3 ainsi que 5.3.4 donnent le résultat cherché.
Supposons donc que l'on a égalité, ce qui définit 7.

Ainsi il existe 7’ un constituant irréductible de w (", €”, (p,a + 1,b— 1,7))) et une inclusion :

T = XgeB,—p41p| [* x 7.

On associe & 7’ des données D', ) et un ensemble £’ comme dans 5.4.2; nécessairement D’, A sont aussi D, A
les données associées & 7 (cf 5.4.2). On peut appliquer 4.1 & (¢, €¢”,(p, A, B + 1,{,n)). Ainsi soit £ contient
—CA soit 7 est 'une des représentations complémentaires. Si £’ contient —A il existe alors £ convenant pour
7 et contenant aussi —A et on a vu que cela entraine que Jacg,....— a7 # 0, ce qui est contraire a I’hypothese.
Ainsi 7’ est 'une des représentations complémentaire pour (", €”, (p, A, B+ 1,{,n)).

Concretement, cela veut dire qu'il existe un signe,  tel que 7" = 7(¢)", ", Uceip+1,41(p, C, C,C, (—=1)%k))
et © d’apres 6 est 'une des 2 représentations, indexées par k' = +

77(1/]”’ 6”5 UCE[BJrl,A] (pa Ca CvCa (_1)0’%)5 (pa B,B,C, '%I)a (pa B - 1; B — 1a Ca K&/)'

On aura montré que 7 est I'une des représentations complémentaires si I'on vérifie que (—1)5+1x # x/. Sil'on a
égalié, on a aussi Jac(p41),...,— pT # 0 d’ou a fortiori Jacp41)T # 0 ce qui est exclu par 3.2. D’ou le corollaire.

5.4.7

Lemme : Soient D et A comme en 5.4.2 et on suppose que D > B —1 ou encore D+1 > B—1. Soit T = &p
d’ott aussi la représentation or. Alors I'induite o X m(vp, €p ) a un unique sous-module irréductible.

Le tableau 7 a 2B lignes chacune formée d’un segment [x;, ;] pour ¢ € [1,2B]. Pour tout i € [1,2B], on note o>;
la représentation du groupe linéaire convenable qui dans la classification de Zelevinski correspond aux segments
[x;,y;] pour j > i. On montre progressivement que pour tout ¢ € [1,2B],

Jacrev; w107 X 6,0 = 02i X Typep -

Pour démontrer cela, on suppose d’abord que ¢ < 2t; on a alors y; = D + 1+ 2t — i > B d’apres ’hypothese
sur D. Si l'assertion n’est pas vraie pour un tel 4, il faut nécessairement qu’il existe z tel que [z,y;] soit un
segment et Jac,,... 4,05, # 0. Mais ceci n’est possible que si y; < —x, qui est le plus grand élément de —7.
Sous I’hypothese D 4+ 1 > B on est assuré que yo; < y; mais

yu=D+1>B>—x,=B—-1.

Pour i > 2¢ Pargument est différent; ici on utilise le fait que tout élément de [z;,y;] est strictement plus
petit que —y, ; cela se voit sur le tableau.

Dans tous les cas on note 77 p » la représentation ainsi définie. On a évidemment accepté A — D = 2B cas
ou &p est rectangulaire.

Ce qui nous reste & démontrer maintenant est que la représentation w7 p » n’est pas un constituant de
m(,€) sauf si A— D =2B et A = —¢(p,0,0,().

30



5.4.8

On garde les hypotheses et notations précédentes, on rappelle que 2t = A — D ; on garde I’hypothese ( = +
pour clarifier la situation. Pour simplifier les notations, on pose mp x := 7(¢p,€ep r). Pour C €]B, A], on a
défini Xo =< p||B,---,p||7¢ x Yo out Yo = Jacpya,... cn(¥' €, (p, A, B+2,( = +, o). Pour n = £, on pose
X77 = 7T(7//, 6/5 (pa Av B+ 17 C =+, 77)5 (pa Ba B7 C =+, 7760))'

Lemme : On suppose que D+ 1> B —1 et on fixe C €]B, A] et n = +.

(i)Alors wp  n’est pas sous-quotient de Jacze, Xc sauf si C — B + 1 = 2t.
(ii)Supposons que C' — B + 1 = 2t. On note T}, le tableau

B+1 A
B-2+3 -+ B—t+1 - - D+1
B-2t+2 -~ B-t - B-1
“B+2 .- —B+t
Alors,
JaCIETDXC = JacwET[/)ﬂ.(wlaela (paA - 1aB + 1’60))' (1)

(iii) Supposons encore C'— B + 1 = 2t. On note Ty_o p,p 'analogue de Tp mais en remplacant le couple
(A, B) par (A—2, B); D est sans changement d’ou t devient t — 1. La multiplicité de mp x comme sous-quotient
de Jacger, X est la méme que sa multiplicité comme sous-quotient de Jaceer, o 5 ,m(W' €, (p,A—2,B,( =
+7 60))-

(iv)Soit n = £ et Ty_o p—1,p l'analogue de Tp mais en y remplacant (A, B) par (A—2, B—1). La multiplicité
de mp, dans JacyeT, Xy est 0 sineg # €(p, B—1,B —1,{ = +) et égal a la multiplicité de mp x comme sous-
quotient de Jacyet, 5 5, p7(W",€",(p,A—=2,B —1,( = +,n)), ot ici ", " se déduit de 1), €' en enlevant le
bloc (p,B—1,B—1,( =+).

(v) La multiplicité de mp x comme sous-quotient de Jacyet,m (¢, €) est 0 sauf sit = Bet A\ = —¢(p,1,1) ou
elle vaut 1.

(i) est un calcul fait en 5.4.5 en posant avec les notations de loc. cit £ = 2t : on'y a montré que si ¢ > C' — B+1,
le module de Jacquet est nul. Si ¢ < C'— B + 1 dans le calcul de ce module de Jacquet il y a une induction avec
le facteur < p| |5, -+, p| |7¢H*~1 qui fait que I'ensemble & associé & 7 ne peut étre réduit aux éléments de 7p.
D’ott (i). Supposons donc que 2t = £ = C — B + 1, le (ii) est le calcul déja fait comme expliqué ci-dessus.

Pour montrer (iii), il faut transformer 7}, qui est dans le résultat de (ii) en 74_2 g,p. Pour cela, on note
momentanément 7" le tableau qui se déduit de 7’ en supprimant B—t¢+1,--- , B—1 de la ligne qui commence
par B — 2t 4+ 3 et on a aisément, pour toute représentation X

JacweT[’)X = Jach[BftJrl,Bfl] Jacgzerr X.

Mais X ze(p—t+1,8—1]P| |” X Tp,x est isomorphe & Xz p41,—B+t—1)p| |¥ X Tp,x. Ainsi, on peut remplacer 7" par
T" auquel on rajoute comme derniére ligne le segment [—B + 1, —B + ¢ — 1]. Cela termine la preuve de (iii).
Pour démontrer (iv), on calcule d’abord

Jach[B,fBJrl]ﬂ-(wlaela (p;AaB + 1;C = +a77)a (p,B,B,C = +a7760))' (2)

Cela vaut 0 si neg # e(p,B—1,B —1,{ = +) et 7(¢",€",(p, A, B + 1,1)) sinon. Ensuite, on calcule le Jac
suivant les 2 premieres lignes en utilisant 4.4 et on trouve directement (iv).

Montrons maintenant (v). Supposons que 7 soit un constituant irréductible de (i, €) avec D vérifiant
D +1 > B; on suppose aussi que Jaczeg, @ # 0. On montre que Jacp,... —a® = 0. En effet, on note ¢’ la
représentation irréductible qui correspond au tableau £p dont on a enlevé le dernier élément des 2¢ premieres
lignes. On a aisément
o 7p| |D+1

7~T‘—>O'I><<p||A,~ > XTD X,

pour ¢ convenable. Or la représentation < p||4,---, p[|P*? > x7p » a un unique sous-quotient irréductible,

X, qui vérifie Jaca,... p+1X # 0; c’est la représentation qui correspond au paquet élémentaire se déduisant
de ¥p,€p », en remplagant le bloc (p, D, D,{ = +) par (p, A, A,{ = +) sans changer le caracteére sur ce bloc.
Mais cette représentation vérifie Jac_, X = 0. Il est nécessaire que ™ < o’ x X et on en déduit I'assertion
Jacp,....—am™ = 0.
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Revenons au calcul de la multiplicité de mp  en tant que sous-quotient de Jacgyeg,m(1), €). D’apres ce qui
précede c’est exactement la multiplicité avec laquelle il intervient dans

(—1)P P acoers 5 oW € (0 A= 2,B,C = +,€0))
additionnée de celle avec laquelle il intervient dans
(~)A BRI A Jacer, Ly o m (@€ (p, A= 2,B 1, = +,1))
oun=-ecpe(p,B—1,B—1,(=+).

Comme on va le voir, on connait ces multiplicités en appliquant par récurrence 4.1 et on va pouvoir montrer
les propriétés cherchées.

Par récurrence, on connait la structure de w(¢’,€’,(p,A — 2,B,{ = +,¢9)); on va la décrire et appliquer
JacyeT,_» 5 p €6 compter la multiplicité de wp » dans le résultat.
Il y a les sous-modules qui vérifient Jacp ... _(a—2) # 0 mais ceux-la donnent 0 quand on leur applique

JacyeT, o 5 p d'apres ce que 'on vient de voir (en remplagant encore (A, B) par (A —2,B);
et il y a les termes dits complémentaires de 4.1, c’est-a-dire les représentations

Ty += ﬂ-(’l/)/v 617 UCE[B,A—Q] (pa Cv Ca C =+, (71)077/))

ol N = =+ vérifie Xcepp,a—9((—1)7') = €. 11 faut distinguer suivant les valeurs de 7’ possibles :

pour 7’ tel que (—1)8n' # e(p, B—1,B—1,( = +); dans ce cas m, est spontanément de la forme 7p_» mais
pour la valeur D = A—2et A = €(p,0,0,( = +). Cette représentation intervient effectivement avec multiplicité
1 mais aucune autre valeur de D n’apparait. La condition pour que cela puisse se produire est donc :

xcepa-g((—1)°(=1)Pte(p,B—1,B—1,e = +)) = €. (1)

pour 7 tel que (—1)Bn' = e(p,B—1,B —1,{ = +); dans ce cas le D et le \ associé a cette représentation
vérifie D = A — 2 — 2inf(B,A — 1 — B). En revenant & la notation ¢ telle que A — D = 2¢, on va avoir
t=1+1inf(B,A— B —1). Mais on sait a priori que t < B (dans le tableau 7p il y a au plus 2B lignes et au
moins 2¢ lignes). Ainsi nécessairement A— B+1 < B. Dot encore D =A—2—-2(A—-B—-1)=B—(A—B) et
D+1=B—-(A— B-1) < B contrairement a ’hypotheése de ’énoncé. Ces représentations ne nous intéressent
donc pas.

, ~ . " " A
Par récurrence, on connait aussi la structure de w(¢)”, ", (p, A—2, B—1,7)) pour n véfiant ney = e(p, B—1, B—
1,{ = 4); comme ci-dessus, nous n’avons & nous préoccuper que des représentations dites complémentaires

dans 4.1. I s’agit des représentations m,» := 7(¢", €, Uceip-1,4-2)(p, C,C, ¢ = +, (=1)%n")), ot o vérifient

Xce(p-1,4—2)((=1)°n") = n. 11 faut distinguer suivant les valeurs de 7’ possibles :

pour 1 tel que (—=1)B~1n" # e(p, B —2,B — 2,{ = +) (on suppose ici que B > 2 et on verra les ”petits
cas” plus loin); dans ce cas m,~ est spontanément de la forme 7(D,\) mais pour la valeur D = A — 2 et
A = €(p,0,0,( = +). Le probléme ici est donc d’éliminer cette représentation avec son analogue trouvée ci-

dessus. Déja elle n’intervient ici que si

II ()9 -1)Pe(p.B=2,B=2,( =+)) =coe(p, B—1,B—1,{ = +)
Ce[B-1,A-2]

On rappelle que ¢(p, B—2,B —2,{ = +) = —¢(p, B—1,B —1,( = +) par hypothese. Cette condition se récrit
donc
[T (D°-1P"e(p.B-1,B-1,(=+)) =eoe(p.B—1,B—1,{=+)
Cce[B-1,A-2]

ou encore, en changeant l'intervalle du produit :

II (—D°=D""e(p,B-1,B=1,(=+)) =

Ce[B,A-2]

(-1)21(=1)P e(p,B~1,B—1,{ = +)eoe(p, B — 1, B~ 1,{ = +) = €0

Ceci est donc exactement la condition (1). La multiplicité avec laquelle elle intervient dans Jac,er,m(1), €) est
donc directement 0 si (1) n’est pas satisfait et sinon, il faut se rappeler les signes, cf. ci-dessus et que D = A —2,

(—1)A-B-1 4 (_1)[(A—B+1)/2]77(A—B+1)€OAfB. 2)
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On remplace dans (1) e(p, B —1,B — 1,{ = +) par neg. La condition (1) se récrit

(77€O)A_2_B+1 H (_1)0’ .
C’e[1,(A-B-1)]

ou encore nA= B+ =B (_1)[A=Bl/2 = 1, Or (1)[(A-B+D/2+[(A=B)/2 yaut 1 si A — B est pair et —1si A — B est
impair. En d’autres termes cela vaut (—1)4~5. La multiplicité cherchée en (2) est donc 0.

Il reste & regarder le cas ou 1" est tel que (—=1)271n" = €(p,B —2,B — 2, = +). Dans ce cas, le D et
le X associé a cette représentation vérifie D = A — 2 — 2inf(B — 1,A — B) et A est déterminé par la valeur
de D. Clest-a-dire exactement A = €(p,0,0,{ = +) si A— B < B—1 et I'opposé si A — B > B — 1; il suffit
maintenant de remarquer qu’ici D = A—2inf(B, A— B+1 et on trouve la contribution d’une des représentations
complémentaires de (1, €) (celle qui vérifie n(—1)8 = e(p, B —1,B —1,{ = +)) dont on a déja prouvé qu’elle
intervient avec multiplicité 1 exactement (5.4.1).

Il nous reste a regarder le cas B = 1; cela se fait comme ci-dessus mais en plus simple car il n'y a qu'un
type de représentations complémentaire pour une représentations (¢, €', (p, A’,0,{ = +, €})) qui correspond &
D = A’. Cela termine la preuve.

5.4.9 Fin de la preuve de ce cas particulier
Proposition : sous les hypothéses de ce paragraphe, le théoréme 4.1 est vrai.

Fixons 7 un constituant de w (1), €) ; on note D, A les nombres qu’on lui a associés en 5.3.4 et 5.4.2.

On a déja montré que 7 satisfaisait aux propriétés de 4.1 sauf éventuellement si D +1 > B et T ~ 77, p .
On veut éliminer ce cas saufsi t = B et A = —€(p,0,0,( = +) qui est I'une des représentations complémentaires
de 4.1. On suppose donc encore que le couple (D, \) ne vérifie pas cette derniére condition et on a alors démontré
que la multiplicité de mp  dans Jacyer, 7(1), €) est 0. I1 faut en déduire le résultat cherché; pour cela il suffit de
montrer que si 7 est un consituant irréductible de 7 (1, €) tel que JacgeT, 7 contient mp » comme sous-quotient
alors @ ~ w7 p . Fixons donc 7' comme ci-dessus dont le module de Jacquet contient comme sous-quotient
Rzetpp||* @ mp,a. On sait d’apres 5.4.4 et 5.4.2 que soit 7 est un sous-module de

< p| |B7 e 7p| |7A > ><7T(’l/)/,€/, (p,A - 1vB + 1a60))) (1)

soit @' = 71 s,¢c, ce que nous voulons. Mais le début de la preuve de (v) du lemme précédent élimine la premiere
possibilité, (1). D’ou le corollaire.

5.5 Extension
Ici on étend la preuve ci-dessus au cas ou cas tres voisin ou on suppose :
(p, A, B, =+, €0) est P'unique bloc de Jordan vérifiant A — B >0

il existe Cy < B et un signe € tel que (p, C,C, (¢, (—1)%) € Jord(y, €) pour tout C < Cp;
on peut toujours supposer (¢ = ¢ (cf 2.3) et ce sont donc les hypotheses de 5.3.1.
On fixe encore 7 une composante irréductible de 7 (¢, €), on suppose encore que { = + et on montre comme
en 5.4.3, que soit
Jacp... a7 #0

soit Jaczer® # 0, ou
B A

T:= : : :
Co+1 -+ Co+A—-B+1

Or, posons s := B — Cj ; en particulier le tableau ci-dessus a s lignes. On note o7 la représentation associée par
Zelevinsky a I'ensemble des segments qui constiuent les lignes de 7. On montre d’abord ’assertion suivante :
soit 7 un constituant irréductible de (1, €) tel que Jac,er® # 0; alors Jac,er @ est irréductible, notons le X.
Et 7 est 'unique sous-représentation irréductible de I'induite o7 x X.

On le montre en fixant un sous-quotient irréductible Y de Jac,c7 tel que 7 soit un sous-module de I'induite
or X Y ; existence d'un tel Y est facile par réciprocité de Frobenius et utilisant bien sur le fait que Jac, 7 # 0
avec |z| < A nécessite x = B. Le point est de montrer que Jac,Y = 0 pour tout y € [Cp+ 1, A]. Or s’il n’en est
pas ainsi, il existerait une représentation Y’ et une inclusion

7—orxp|l[!xY"
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Cette inclusion se factorise par un sous-quotient irréductible de o x p| |¥, noté o’. Mais il résulte des classi-
fications de Zelevinski qu’un tel ¢’ va avoir la propriété qu'il existe y' < B, y’ > 0 tel que Jac, o’ # 0. Ceci
donne une contradiction Jac, 7 # 0. Cela prouve que Jacgzeror x Y =Y d’ou l'irréductibilité de Jacyer et
aussi 'unicité du sous-module irréductible de cette induite.
Cette assertion montre que l'application Jac,c7 induite une bijection entre ’ensemble des constituants
irréductibles de 7 (v, €) tel que ce Jac soit non nul et ’ensemble des sous-quotients irréductibles de Jac,erm (1, €).
On calcule facilement Jac,erm (1, €) c’est le calcul de 4.4 et on trouve :

Jaczermn(, ) = €, (p,A— s, B —s,{=+,¢6)). (1)
Le membre de droite de (1) est précisément le cas que 'on vient de traiter. Ses constituants irréductibles sont
donc de 2 types, les X,, appelés termes complémentaires et ceux qui vérifient Jacg_s,...,—a+s # 0. Soit d’abord
7" un tel constituant vérifiant Jacg_s,... —a+s7' # 0; on a déja vu qu’alors Jacg_s,... — a+s7 est un constituant

irréductible de (¢, ¢/, A —s—1,B— s+ 1,{ = +,¢9)) que 'on note 7. Soit 7 le constituant de 7 (¢, €) qui

correspond, c’est -a-dire :
B—s —A+s ~ 11
| P ap| | > XT.

On note 7’ le tableau 7 auquel on a enlevé la premiere et la derniére colonne et on note o7+ la représentation
associée. Alors on a :

T opx < p|

or =< p||Z, -, pl P75 > xopx < p| |4, -, p| AT >
On utilise I’isomorphisme :
o X <p| |A’... ,p||A75+1 > % <p||B75,--- ,p||7A+S S
~<pl BT ol T > xapx < p| |4, L0 AT >

qui vient des résultats standard de Zelevinsky. On a besoin de I'isomorphisme :

<pl Al AT S R < pl [T | [T > xR
qui vient du fait que 7" est un constituant de (', €', (p,A—s—1,B—s+1,{ = +,¢e9) : p||* x 7" est donc
irréductible pour tout z € [A — s + 1, A] puisqu’un tel z n’est pas de la forme C + 1 avec C € [A’, B'] ou
(p,A’, B’,¢’") un bloc de Jordan pour ¢’ U (p,A —s— A, B—s+1,{ =+) (cf. 6 que 'on étend facilement &
notre cas, en utilisant 4.2 par exemple).

On a encore o7 x < p| [TATS7L o p| |74 >=< p||[7ATL - p||74 > xo7/. En remettant tous cela
ensemble on obtient Jacp,..._ a7 # 0.

Il ne nous reste donc plus qu’a considérer les termes dits complémentaires qui interviennent dans le terme

de droite de (1). Fixons donc 7’ tel que Xce(p—s,a—s((—1)9n’) = €o et posons

X;;’ = ﬂ-(l/]la 6/5 UCE[B*S,A*S] (pa Ca 07 C =+, (_1)077 ))
Et on note X, 'unique représentation irréductible telle que :
Xy = or x X

Une application directe de 6 montre que X,y = 7(¢',¢',Uce(p,a)(p, C,C,¢ = +, (—=1)¢~*1)). En posant n =
(—=1)®*n’ on obtient exactement la représentation complémentaire pour 7 (1), €) correspondant & cet 7 ; la relation
que doit satisfaire n est évidemment satisfaite grace a celle satisfaite par n’. Cela termine la preuve.

5.6 Réduction
5.6.1 Inversion des socles

Avant de pouvoir faire les réductions, on a besoin du lemme technique ci-dessous. Il emploie les notations
suivantes : [z, y] est un segment croissant ou décroissant et ¢ :=< p||*,---, p||¥ > est soit un module de Speh
soit une série discréte. De méme [27,7/] est un segment croissant ou décroissant et & =< p/[|*', -, p/| [V >.
On suppose que —y ¢ [z,y] et que —y’ ¢ [2/,y']. On suppose aussi [z,y] C [2/,y] et o',y ¢ [x,y] ce qui ne
suppose pas que [z, y] et [z/,y] ait la méme propriété de croissance.

Soit X une représentation semi-simple et on suppose que pour tout z € [z, y] et pour tout 2’ € [2/,y'] on ait
Jac,... yX =0et Jacy ... w X =0. Alors
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Lemme : On a I'égalité des socles : < §,< ¢, X >>=<§,< 6, X >>.

Pour démontrer cela, on peut supposer comme nous le ferons que X est irréductible. On remarque que 'induite
d x 0’ du GL convenable est irréductible grace & I'hypothese [x,y] C [2/,y']. On va démontrer que 'induite
0’ x § x X a un unique sous-module irréductible; cela suffira car tout sous-module irréductible de §'x < §, X >
coincidera avec ce sous-module qui vaudra donec < ¢, < §, X >>. Mais § x &’ x X ~ ¢’ x § x X. La premiere
induite a donc elle aussi un unique sous-module irréductible, ce sous-module coincide nécessairement avec
< §,< ¢, X >. Dou l'égalité du lemme. Montrons donc l'unicité. Par réciprocité de Frobenius, il suffit de
montrer que
Jacx/y...yy/yxy...yyé’ xoxX=2X.

On vérifie d’abord que Jacy,... 0’ x 0 x X = § x X. Il est clair que § x X est un constituant du module de
Jacquet cherché et si ce n’est pas le seul, il y a un découpage de [/, y’] en 3 ensembles Fy U Fy U E3 ordonnés
par lordre induit du segment tel que Jac.ecg, 8’ # 0, Jacep,(0')* # 0 et Jac.er,d X X # 0. Or 3y’ ne peut étre
ni dans Fy ni dans E3 d’apres les hypotheses faites. Donc ¢’ € E;. Mais la non nullité de Jac.cg,d" avec y’ € Ey
force By = [/, y]. Il ne reste plus qu’a calculer Jac, ... 46 X X, ce qui se fait de fagon totalement analogue pour
trouver X. Cela termine la preuve.

5.6.2 Un résultat technique

Soit Y’ une représentation irréductible de G(n’), c’est-a-dire d’un groupe de méme type que G et de rang
n/. On fixe p et des demi-entiers a,b,a’,b’. On suppose que a — b et a’ — b’ sont des entiers relatifs et on pose
§:=<pl|% -, p||P>et & =< p[|*,--,p|| >. On a en vue un résultat du genre : soit ¥ un sous-module
irréductible de ¢’ x Y”, alors il existe une bijection (naturelle) entre les sous-quotients irréductibles de 6 x Y et les
sous-quotients irréductibles de d x Y ; la bijection étant donnée par Jac, ... ir. Un tel résultat est tout a fait faux
en général, la condition minimum pour qu'il puisse étre vrai est que les induites dans GL(d,(a+a' —b—b'+2)),
d x & et § x (&')*) sont irréductibles. Nous ferons donc cette hypothése dans tout ce paragraphe et nous
ferons aussi comme hypothese dans tout ce paragraphe que pour tout = € [a’, V], Jacy,... » Y’ = 0 et que soit

{a,=b}Na’,b'] = 0 soit {b', -0} N [a,b] = 0.
5.6.3 Calcul élémentaire

On va constamment utiliser de proche en proche le calcul élémentaire suivant : soit X une représentation
(non nécessairement irréductible) de G et soit a, des demi-entiers tels que aw — 3 € Z. Soit encore y un

demi-entier. Alors Jac, (< p||%, -+ ,p||? > xX) est, dans le groupe de Grothendieck, la somme d’au plus 3
représentations :

< p||otet - pl]P > x X si o =y et alors ¢ est le signe de a — 3

<p||% - ,pl[P~¢ x X si =3 =y et  est alors comme ci-dessus

<pll® - pl P > xJae, X.

5.6.4 Conséquences des hypothéses

Montrons tout de suite la conséquence des hypotheses faites ci-dessus :

pour tout x € [a,b], Jacy,... (6 x Y') = 0.

Supposons d’abord que {a,—b} N [a’,b'] = 0 alors Jacy,... (6 X Y') ~ § x Jacy,... yY' d’apres 5.6.3, de
proche en proche seul le 3e cas est possible.

Sous lautre hypothese, {b', —b'} Na, b] = 0, on n’a pas I'isomorphisme précédent mais Jacy,... p(§ X Y') £ 0
nécessite qu'il existe un sous-ensemble E C [z,b'] (qui peut a priori étre vide) tel que JacycgY’ # 0, et une
décomposition de [z,0] — E en deux sous-ensembles E et E_ tels que Jacy cp, 6 # 0 et Jac,_ecp_0* # 0.
Cela entraine déja que E est de la forme [a,a1] et que E_ est de la forme [—b, b;]. Comme par hypothése ni
b ni —b' ne sont dans [a,b], F contient b’ ce qui est impossible par hypothése et prouve I’assertion

Montrons encore :

si—=b' ¢ [d, V], Jacy ... y(§ X&' xY') =0 xY’

si —=b' € [a/, V] mais [a, =0 [N{a,—b} = 0 et Vy € [a/, V], Jac,Y' = 0; alors Jacy ... p(6 X &' X Y’ est
exactement la somme de 2 copies de § x Y.

On raisonne comme dans le 2e cas ci-dessus en remarquant que 6 X ¢’ X Y/ ~ ¢ x § x Y’ : le calcul du
module de Jacquet se fait en considérant les découpages de [a’,b'] en 3 sous-ensembles, Fy, F_, F tels que
Jacy,ep, 0" # 0, Jacy_cr_(0")" # 0 et Jacyepd x Y' # 0. Ainsi Fy est de la forme [a’, a1], F_ est de la forme
[V, b1] et F est le complémentaire. Supposons d’abord que —b’ ¢ [a/,']. Dans ce cas F_ est vide et F est un
segment d’extrémité b’ ou est vide. Or on sait que si F est non vide Jac,er(d X Y') = 0. Donc F est aussi vide
et il n’y a qu’'un choix de découpage. D’ou le résultat.
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On suppose maintenant que —b € [d@/,V]; alors donc F' vaut (Jay, —b'[U]b1,V']). D’abord on montre que
dans le découpage ci-dessus, si F__ est non vide, nécessairement by = b'. En effet, Jac,eja, —p[up, p]X =~
Jacgepp, p1ujay,—b[ X, pour toute représentation X, Iisomorphisme venant de ce que pour tout élément x; de
Jb1, V'] et tout élément x5 de Jai, —V'[, 1 # 22 £ 1. Ainsi, il faut en particulier Jacyep, 11(0 x Y') # 0 ce qui
entraine que by = b’ si F_ est non vide. Continuons de supposer que F_ est non vide et montrons que Jay, —b'|
est vide. Notons y le premier élément de cet intervalle s’il est non vide; on doit avoir Jac,(d x Y’) # 0. On a
énumérer les situation ou cela pouvait se produire et les hypotheses ont été mises pour précisément éliminer ces
cas. Ainsi, il y a au plus un découpage possible avec F_ # (). Ce découpage fonctionne d’ailleurs tres bien. Il
n’y a aussi qu'un découpage avec F_ = (), c’est celui ott F; = [a’,b'] (sinon il faudrait Jacyejq, »(0 X Y') # 0).
Ensuite le résultat cherché s’en déduit.

On suppose ici que —b" ¢ [a’,b']. Comme cas particulier (ol [a, b] est vide) de ce que 'on a vu ci-dessus, on sait
que Jacyejqr p10' XY’ =~ Y est irréductible. En particulier I'induite ¢’ x Y” a un unique sous-module irréductible,
que l'on note Y et Y intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient de cette induite.

5.6.5 Enoncé du résultat technique et démonstration

Lemme : On fixe a,b,a’, b’ comme ci-dessus en supposant que —b" ¢ [a’, V'] et soient Y'Y comme ci-dessus
L’application qui a un sous-quotient irréductible 8 de § XY associe Jacy ... v définit une bijection de I’ensemble
des sous-quotients irréductibles de § x Y dans I'ensemble des sous-quotients irréductibles de 6 x Y.

D’abord on considére les morphismes d’entrelacement (standard) entre induites dépendant d’un parametre
s € C,
M(@s): (0P xdxY' =47 xdxY

M'(s): (8)||F x Y — &[]~ x Y.

On normalise M'(s) de sorte que 'opérateur normalisé, N'(s), soit holomorphe non nul en s = 0. A ce moment
la, en utilisant les normalisations de Langlands pour les groupes linéaires, on normalise M (s) de fagon a ce que
M (s) s’écrive comme composé de 'opérateur, N5« 5(s) qui échange (6")*||° x & en & x (8")*[|® puis N'(s)
puis Popérateur N5y s (—s) qui échange 6 x 6’| |7 en ¢’|| 7% x . Les opérateurs dans les groupes linéaires sont
holomorphes en s = 0 et bijectifs grace a I’hypothese d’irréductibilité faite.

On vérifie que (6")* x Y’ a Y pour unique quotient irréductible car ces quotients irréductibles sont les
sous-modules irréductibles de l'induite 6’ x Y’ (on utilise le fait que la représentation duale d’une représentation
irréductible d’un groupe classique tel que considéré ici est la représentation de départ tordue éventuellement par
un automorphisme extérieur venant du groupe des similitudes). De plus comme Jacg ... 170’ x Y est irréductible,
Y intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient dans cette induite. La non nullité de M’(0) entraine alors
que son image est exactement Y. Ainsi N (s) est défini en s = 0 et a une image qui est isomorphe & 6 X Y. On note
N (0) Vopérateur ainsi défini ; on n’a pas le choix N (s) est le produit de 'opérateur d’entrelacement standard par
une fonction méromorphe de s. On filtre § x Y’ par des sous-représentations V; pour ¢ parcourant un intervalle
de N, filtration croissante de tel sorte que les sous-quotients soient irréductibles. Ainsi, pour tout ¢, N(0) induit
une application de (§’)* x V; dans §’ x V; et par passage au quotient, si on note 6; le sous-quotient irréductible
de cette filtration au cran 4, une application de (§")* x 6; dans ¢’ x ;. On vérifie que §’ x ; a un unique sous-
module irréductible et qu’il intervient avec multiplicité 1 comme sous-quotient de I'induite : en effet, puisque
0; est un sous-quotient de § x Y, pour tout z € [a/,V], Jacg,... py0; est un sous-quotient de Jacy,... (6 X Y)
et vaut donc 0. Comme ici, —b' ¢ [a/, V], cela entraine que Jacy ... p (6’ % 6;) = ;. D’ou les assertions et cela
entraine aussi que 6; est 'unique quotient irréductible de (6')* x 6;. Ainsi I'image de N(0)(8")* x 6; est soit 0
soit I'unique sous-module irréductible de ¢’ x 6; que nous noterons 6;. Ainsi I'image de I’application de départ
N(0), admet une filtration dont les sous-quotients sont certains des 6, précédemment définis. Comme on sait,
a priori, que I'image est isomorphe & § x Y, tous les 6, doivent intervenir (il suffit par exemple de comparer les
modules de Jacquet Jacgy ... ). La bijection du lemme est l'inverse de I'application 6; — 0;. Cela termine la
preuve du lemme.

5.6.6 Premiére réduction

On suppose ici que Jord(y) contient 2 quadruplets (p, A4, B,() et (p', A’, B’,(’). Dans cette partie on
démontre 4.1 par récurrence sous cette hypothese. C’est le cas ot p) = p qui est le plus difficile et pour
éviter les fautes de frappe, on suppose donc que p’ = p. Il n’y a aucune difficulté dans la démonstration qui
va suivre, uniquement un probleéme de notations. On reprend d’abord les notations, pour C’ €]B’, A'], ou
66 = 6(p7 Al? B/’ C)
¢

Sor =< pl|°7 -l >
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On note ¢, € le couple qui se déduit de 1), € en enlevant a la fois (p, A, B, (,€o et (p, A, B’,{’, €. On remarque
que 'hypothese que ¥ o A est discret assure que si A > A’ alors [B’, —A’] C [-B, B] alors que si A’ > A l'inverse
se produit, [B, —A] C [~B’, B]. On pose § =< p|[*B,---  p||7¢4 > et pour C’ comme ci-dessus :

! C/ /A/

G 1= pl [, gl [

On sait grace a 4.4 que 'on peut appliquer par récurrence que l'on a :
JG/CC’(B’+2),~~~C’C’7T(1/J”a 6”3 (pa Aa B) Ca CO)) (pa A/a B’ + 23 Cla 66)) =

< 5IC’77T("/)”5 6”7 (p, Aa Ba Cv 60)7 (pv AI - 1; BI + 1; Cla 66)) (1)

La preuve, dans son esprit, est simple : on utilise (p, A’, B’,¢’) pour donner la définition de m(3,¢); cette
définition fait intervenir des 7 (v, €) pour les quels (p, A, B, () est un bloc de Jordan; on applique alors 4.1 par
récurrence a ces représentations. Puis ensuite on ”fait commuter” pour revenir en arriere. Précisément :

ﬂ-(l/]a 6) = @C’G]B’,A’](_l)A/_C/(SC’ X < 61C,"a7r(wlla 6”3 (pa Aa B)Ca 60)5 (pa A/ - 1) BI + 13 Cla 66))

Byt (— A BHD2A (A =B (A =B (" ¢ (p, A, B, C, €0), (0, A, B' +1,¢', 1), (p, B', B', ', 17'€ly)).

On applique donc 4.1 par récurrence en utilisant (p, A, B, () et 7(¢, €) est donc la somme des termes suivants :
@C’E]B’,A’](fl)Alic‘,aC/x < 5/0/5 < 577-((1/)//7 6”5 (pa A— 17 B + 15 Cv 60)(p5 A/ - 15 B/ + 15 Clv 66)) >> (2)

@C/G]B/,A/]m:ﬂ:(_1)A/_C/6C’X < 6/C’a 77(1/1”3 6”5 UCE[B,A] (pa Ca C?Ca (_1)[0]77)) (pa A — 1) B’ + 13 Cla 66)) > (3)

@n’:i(—l)[(A —B'+1)/2] (n/)A -B +1(€6)A _B

<o, ", (p,A=1,B+1,( e), (p, A, B +1,¢, ), (p, B', B',{' . ') > (4)
Dyr=+ n::t(*l)[(ALB,*l)/?] (n/>ALB’+1(€6>ALB'

w0, €", Ucein,a)(p, C, C, ¢, (1)), (p, A", B' +1,¢,0), (p, B', B', ¢, €p)). (5)

Les termes (3) et (5) donnent immédiatement :
©p=2m(V", €", Uoerpa)(p, C. C.¢, (1)), (0, A", B', (', ).
Le point est donc de montrer que dans (2) et (4) on peut faire sortir < §,?. On montre que pour C’ €]B’, A'] :
<o, < 8, €" (p,A—1,B+1,(,€0),(p, A —1,B' +1,(,¢))) >>=

< 57 < 5/6‘/57r(1/}//76//5 (paA - 1vB + 15(760)7 (p7 A/ - 1vB/ + 17C/a€6)) >>.

Cela résulte de 5.6.1 en tenant compte du fait que les hypotheses de ce lemme sont satisfaites, pour 'inclusion
entre les segments, on 'a dit ci-dessus et pour la nullité des modules de Jacquet, on I’a prouvé en 3.4. On pose :

YC’ =< 510’77-(-(1/)”56”7 (va - 15B+ 17C560)5 (paA/ - laBl + 154/56())> > .

On veut encore que I’ensemble des sous-quotients irréductibles de d¢cr x < 6, Yor > coincide avec ’ensemble des
sous-quotient de la forme < §, Z >, ot Z est un sous-quotient irréductible de d¢ x Y. C'est 'objet du lemme
technique 5.6.5 dont la démonstration est reportée & la fin du papier; le couple 6,4’ de loc.cite est ici le couple
dc, 0, done le segment [a, b] de loc.cite est ici [('B’, —('C’], le segment [a’,b] de loc.cite est ici [(B, —(A] et
Y’ de loc.cite est Yer. La nullité de Jacy,... —¢caYer pour tout = € [(B, —(CA] résulte immédiatement de 3.4; les
autres hypotheses sur les segments et leurs extrémités sont immédiates a vérifier.

En regroupant maintenant (2) et (4), on obtient directement

< 5577(1//36/3 (paA - 1aB + 1;(360)3 (pa A/aB/aC/aGIO) >

Ceci termine la preuve.
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5.7 deuxiéme réduction

On suppose donc maintenant que pour tout (p’, A’, B’, (") € Jord(v), A’ = B4 sauf pour un quadruplet,
encore noté (p, A, B, ().

Ici on suppose qu'’il existe un tel C” tel que (p, C’,C’, (', €}) € Jord(i, €) pour des signes convenables mais
que C" > 1et (p,C" —1,C" = 1) ¢ Jord(¢ o A).

On note 9, ¢ lanalogue de v, e quand on remplace C’ en C’ — 1 sans changer ¢’,¢’. Pour C €]B, A], on
reprend la notation X¢ et pour n = £ la notation X, de 5.1.

On vérifie alors aisément en utilisant 5.6.5 que Jac¢ ¢ induit une bijection entre I’ensemble des sous-quotients
irréductibles de X¢ pour tout C €]B, A] et ’ensemble analogue quand on remplace 1, € par 1, €. Ceci est aussi
vrai pour les représentations X, avec n = + intervenant dans la définition de 7 (¢, €). Ainsi on vérifie que

m(y,€) =< p| [ 7w (0, €) >,

donc en particulier 7(¢), €) est une somme de représentations irréductibles. On applique 4.1 & ﬂ(iﬁ, €) (ici encore
€0 = e(vaaBaC) et 6 =< p| |CB7 T 7p| |7<A > d’ou 7T(’l/),€) =

<8, &, (p,A—1,B+1,¢)) (1)

@n:iﬂ-(’&/v gl, UCG[A,B] (p7 Ca 07 C? (71>[C]7})) (2)

Pour conclure on utilise 'échange des socles (5.6.1) appliqué & § comme ci-dessus et & = p||¢'C". On obtient
donc . 5
(1) =< 6,<p| |7 7@, &, (p,A—1,B+1,(, ) >>

Mais < p| |, w({", &, (p, A= 1,B+1,(,e0) >=m(¥', ¢, (p, A= 1,B+1,(,€)). De méme :

<pl|Y (@', 2, Ucera,)(p, C, C, ¢, (—1)1n)) >= (4, €', Ucera,p)(p, C, C, ¢, (—1)1))

pour tout 1 = + possible. D’ou 4.1 sous ces hypotheses.

5.8 Troisiéeme réduction

Il nous reste donc & voir le cas ol (p, A, B, (, €0) est 'unique élément de Jord(v, €) tel que A > B et ou pour
tout demi-entier C" € [1, B — 1], si (p,C’,C", (") € Jord(v), alors il existe un signe " tel que (p,C" —1,C" —
1,¢") € Jord(®). On a réglé en 5.4 ou € alterne sur tous ces blocs de Jordan. On a donc & régler le cas ot il
existe C’ tel que (p,C’,C", (") € Jord(y)) et (p,C" —1,C" —1,{") € Jord(v)), le caractére e prenant la méme
valeur sur ces 2 blocs. En fixant €’ minimal avec cette propriété; on peut imposer que ¢” = ¢’ car la définition
de 7(1), €) ne dépend pas de (" car le signe est alterné sur les blocs plus petit ou egaux & C' — 1 en commengant
par -1 si C’ est un demi-entier non entier. On fixe donc C’, {’, ¢ la valeur de € sur (p, C’,C’,¢’). On va ramener
ce cas a un dernier cas qui sera traité dans le paragraphe suivant.

On pose T+ (¢, €) := (1), €) © m(h,e_) ou (1, e_) se déduit de 1, € en changeant simplement e sur les 2 blocs
(p,C",C", (") et (p,C" —1,C" — 1,¢’) en son opposé. On note 1, € le couple qui se déduit de 1, € en enlevant

les 2 blocs (p, ', C ) et (p, C’ —1,0" — 1,¢"). On revient & la définition de 7(v,€) et m(w,e_). On pose ici
§im< pl[€C, - pl e €=

Et on montre en utilisant 6 et 5.6.5 que 7 (1), €) est Pensemble des constitutants de StimeSﬂ'(z/;, €) vérifiant
Jan| ‘g’c’ 7é 0.
On applique 4.1 par récurrence & (1), €) d’oi, en posant & :=< p| |8, - p||~¢4 >

m(1,&) =< 8, 7(¢', &, (p,A—1,B+1,(,€0)) > ®p—sm(V',&,Ucela,p(p. C, C, ¢, (—1)n)).

On applique encore 5.6.5 en prenant pour le couple (4,4") de loc. cite (5 0) et cela nous donne une bijection
entre les sous-quotients irréductibles de & x (1), €) et ceux de & x w(¢)', &, (p, A— 1, B4+1,(,€)) cette bijection
étant donnée par < 4,7 >. Cette bijection est compatible a 'opération Jac¢ . On en déduit alors avec des
notations que 1’on espere évidente que :

Fi(’l/],G) =< 557Ti(wla€la(paA_1vB+1aC360) > (1)

@nﬂi(¢/a€/aUC€[B,A](pa Cv Ca(v (71)[0]77)) (2)

11 faut revenir de 7y (v, €) & 7(1), €), c’est-a-dire qu’il faut d’abord démontrer qu’il n’y a pas de simplification
entre les composants irréductibles de w(1,€) et ceux de m(1,e_) et ensuite il faut séparer les composants
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respectifs de fagon compatible a (1) et (2) ci-dessus. On peut le faire en utilisant les modules de Jacquet dans
les 2 cas que 'on va détailler ci-dessous et il restera un cas a traiter par d’autres méthodes.
On suppose ici que C’ > 3/2. Alors le caractere e_ vérifie

67([), Cl - 25 Cl - 27C/) = E(p, Cl - 25 Cl - 254/) = 76(/)7 Cl - 15 Cl - 154/) = €,(p, Cl - 170/ - 154/)'

On applique 5.6.5 aux couples (§ =< p||$B,---,p||7¢C >,8" = p|[<(¢"~V), pour tout C' €]B, C] fixé et & la
représentation
Y = JGCC/(B+1)7,,, 7cc7r(’(/)/, EL, (p, A— 1, B+ 1, C, 60))7 Y/ = J(IC</(C/_1)Y.

Et on montre ainsi que tous les constituants irréductibles de 7 (v, e_) vérifient Jace(cr—1y # 0. Par contre on a
directement que tous les constituants irréductibles de (v, €) vérifient Jace (cr—1) = 0 (c’est vrai pour tous les
termes de la définitions de 7 (1, €). Ainsi Jace/(cr—1) permet de faire la séparation annoncée.

Supposons maintenant que C’ < 1, c’est-a-dire C’ = 1. On peut encore utiliser les modules de Jacquet si
(p,2,2,¢") € Jord(v) avec (" un signe convenable; en effet si " = (', on utilise Jacc/o tandis que si ¢ = —(,
on utilise Jac_¢r2,—¢11, c'est-a-dire que dans la démonstration ci-dessus, on remplace ¢'(C” —1) soit par ¢'(C'+1)
soit par —('(C' + 1), -¢'C".

5.8.1 Dernier cas

Il reste exactement un cas qui n’est pas réglé par les réductions précédentes : (p, A, B, (, €o) est 'unique
élément de Jord(y) vérifiant A > B de plus B > 1 et pour tout C' < B et tout signe (¢, (p,C,C,{c) ¢ Jord(y))
sauf exactement si C' =0 et C =1 (pour un bon choix de {¢. On peut alors prendre (; = (; =: {’. Et € prend
la méme valeur sur (p, C,C, (") pour C' = 0,1 et on note ¢ cette valeur.

La méthode est ici du méme ordre que dans 5.4 mais il y a quelques petits changements! On fixe 7 un
constituant irréductible de 7 (¢, €).

Pour D un entier avec D < A et pour A un signe, on reprend la notation 7,/;1), €p,x de loc. cite.

Lemme : (i) Il existe § et ¢ ainsi qu'un ensemble totalement ordonné, £ d’entiers tous de valeur absolue
inférieure ou égale a A tels que :

T = Xeeep| |* X (Y0, €px). (1)
(ii)Soit € comme en (i) et supposons que cet ensemble contient —CA. Alors Jacep,... —ca® # 0.

Pour (i) on applique d’abord 5.3.3 d’ott ¢; et un signe \; ; ensuite comme ¢ prend la méme valeur sur (p, 0,0, ¢’)
et (p,1,1,¢’'), on peut enlever ces 2 blocs; on se retrouve avec une représentation élémentaire mais dont les
premiers blocs sont Uce(p, a—2¢,)(p, C, C, ¢, (—=1)9 ;). On peut encore appliquer 6 pour passer de Uce[B,A—2t1)]
aUc €[0,A—2t; — B]. C’est-a-dire que D = A — 2t; — B convient avec A = (—1)5)\;.

On remplace ensuite sous-quotient en sous-module (quitte & changer les signes et Uordre des éléments de &
en utilisant 6 (propriété 4).

Pour (ii), 'hypothese assure qu’il existe zg € € tel que [zg, —(A] soit un segment et Jacy,,... —ca®™ # 0 (cf
1.2). Ici zp vaut soit (B et (ii) est démontré soit xg = ¢’1. Supposons donc que z¢ = ('1; pour C' €]B, 4], on
calcul Jacerq,... —caXc ol :

XC =< p| |<Bv T ap| |7CC > XJ(J,C((B_,,_l)’”,’ccﬂ'(’l/}/,6/, (paAvB + 27C560)>'

On note 1", €” le couple qui se déduit de ¢’, € en enlevant les 2 blocs (p, C, C, (', e) pour C = 0,1 et on a une
inclusion (cf. 6 et par exemple 4.2 que l'on peut utiliser par récurrence pour ’étendre au cas non élémentaire)

T, €, (0, A, B+2,C.e0)) =< pl [, p> xa ("€, (p, A, B+2,, o).

Dou X¢ —< p| |8, ,p||7¢¢ > x < p| |</1,p > xJacep4y,... cem(@" €, (p, A, B 4+ 2,(,€)). On calcule
Jacer,... —¢a de I'induite ci-dessus. On obtient :

si gl =—( < p| |CB’ T 7p| |7CC > Xp X JaC—CQ,“‘ ,—CAJGCC(BJrl),m,CCW(wHa 6//7 (p7 A, B+ 2, ¢ 60))'

si ("= (< pl P, pl |79 > xJac—qr.. —cadacg(piay, com(@” € (p, A, B +2,¢, ).

Mais une non nullité de ces termes force, Jac_¢yJace(p41),... com(@W”, €, (p, A, B+2,(,€0)) # 0 pour y = 2
ou 1 d’ou encore Jac_¢ym(¥",€", (p, A, B+2,(,€0)) # 0 ce qui est impossible car —Cy # ((B +2). Cela termine
la preuve du lemme.

Soit £, D, A satisfaisant au (1) du lemme précédent. Quitte & réordonner £, on écrit £ comme union de segments
croissants avec les propriétés de 5.4.3 et en notant o¢ la représentation associée par Zelevinski & cette union,
(1) devient une inclusion :

77r‘—>0'g X7T(1/)D,€D7)\). (2)
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Ecrivons donc & sous la forme U;e y)[2:,¥i] olt v est un entier convenable; les segment sont par hypothese
croissants si ( = + et décroissant si ( = —. Pour fixer les idées, on va donc supposer que ¢ = 4. On impose
alors, comme on en a le droit que 1 > - -+ > x,. On peut reprendre les arguments de 5.4.3 ; §’il existe i € [1, ]
tel que pour tout j < 4, x; # x; — 1, alors Jac,,# # 0. Mais ici cela prouve uniquement que pour un tel %,
z; = B ou x; = ('1. Ceci s’applique évidemment pour z;.

Supposons que £ comme ci-dessus a aussi la propriété d’avoir un nombre d’éléments positifs minimal et
qu’il ne contient pas —A. On va trouver les formes particulieres que peuvent avoir £. On doit encore avoir
EU—E Ugepo,p [—, 2] = Uperp,a)[—2, 2] U [-1,1] U {0}. Ceci se récrit

EU—E = Uzept1,4)[— 7, 2] — Uzen,p[—2, .

On montre comme en **** que sous ces hypotheses, pour tout ¢ € [1,v] tel que y; > 0 alors il existe j > i

avec y; = y; — 1 sauf éventuellement pour la plus petite valeur de y; > 0 qui est nécessairement alors D + 1.
De plus, on a avec la notation ¢; de 5.3.3,

A—-D =2t + B. (%)

Premier cas : supposons que x1 = ('1; alors pour tout ¢ > 1, z; # B. Comme on a Jacy, o, 7 = 0 grace
& 5.2, on a d’apreés ce qui précede pour tout ¢ € [1,v], ; = x;41 + 1. Comme dans 5.4.3, on vérifie alors que
nécessairement y; > - -+ > y,. On récrit £ sous forme de tableau comme en loc.cite ; toutefois ici le nombre de
colonnes est ici A — ('l + 1. On note w le nombre de colonnes et on réutilise la notation z1,--- , 2z, pour les
éléments en bout de chaque colonne.

Si ¢’ = —, la premiére colonne est [—1, z1] la deuxiéme [0, z2] et les autres de la forme [a, z4+2] avec a € [1, 4]
et I’égalité sur £ U —& devient :

(1, A Uiel1,w);z,<0 1—2iYUIL, B[= [D + 1, Al Uje[1,w];z>0 120 — 1}

D’apres ce que 'on a vu Uje[1,uw);z,501% — 1} est un intervalle éventuellement vide (c’est clair si on écrit £ sous

forme de tableau) dont la plus grande extrémité ne peut étre que D. Cela prouve que I'ensemble de droite n’a pas

de multiplicité.‘Comme z; € [—1, —A[ I'ensemble de gauche a de la multiplicité, ce qui donne une contradiction.
Si ¢’ = +, cela se traduit par :

(1, A Uie[1,w);2,<0 1—2iYUIL, B[= [D + 1, Al Uie[1,w];z>0 120 — 1}

L’argument donné ci-dessus est toujours valable pour savoir qu’il n’y a pas de multiplicité dans ’ensemble de
droite. Ainsi B = 2 et Uje[1,uw);2,>0{—2i} @ au plus 1 terme {0}. Donc le nombre de lignes du tableau est au
plus 2; or d’apres (**) il est d’au moins 2 lignes, c’est & dire que le tableau a exactement 2 lignes et que t; = 0
puisque B = 2. On conclut alors que 7 est nécessairement I'une des représentations complémentaires de 4.1.

Deuxiéme cas, 1 = B : supposons d’abord que B > 2. La premiére ligne de £ est [B, A] et on peut calculer
le Jac suivant cette ligne; c’est un calcul qui a été fait en 4.4, cela revient a remplacer dans chaque terme
définissant 7 (v, €), le couple (A, B) par le couple (A— 1, B—1). Ainsi on se ramene facilement au cas ou B = 2.
L’intéreét est que, sous cette hypothese,

EUu-E=[D+1,A].

Supposons d’abord que £ peut encore s’écrire sous forme de tableau dont les lignes sont des segments croissants
et les colonnes des segments décroissants; c’est ce dernier point qui n’est pas automatique :

B A
1"2t1+B e e ‘e D+1
Ty Yo

Ici wor, 4+ = B —2t; — B+ 1= —2t; + 1. On cherche & démontrer que t; = 0. Et on a encore [B = 2, A] U;., <0
{—z} =[D+1,A]Ui.,>0{z — 1} et Pensemble de droite n’a pas de multiplicité. Ainsi x, > —1et 1 —2t; > —1
c’est-a-dire t; = 0 ou 1. Et on veut démontrer que ¢; = 0. Il reste donc a éliminer le cas ol t; = 1 ; supposons donc
que t; = 1 alors z, = w9y, +2 = —1, le tableau représentant £ est rectangulaire avec 4 lignes. Comme le bout de
chaque ligne est supérieur ou égal a D +1, Jac,of = 0 pour tout & > —(D +1). Supposons que ¢'1 > —(D+1),
on a d’une part avec 5.6.5 appliqué comme dans les réductions ci-dessus que Jace/17 # 0 et d’autre part avec
linclusion 7 — og X ﬁ(z/;D, €p x)et ce qui précede Jacc/lw(z/zp, €p,x 7# 0 ce qui est exclu. On peut quand méme
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avoir ('l < —(D +1) ce qui est en fait (' = — et D = 0 mais puisque Jac_17 # 0, il faudrait que I'inclusion ci-
dessus se factorise en T < p| |71 XY, ot Y est un sous-quotient irréductible de X ,cg_(_1}p||[* X 7(¢¥p,€p,x). On
remarque que & est en fait trés particulier sous nos hypotheses car nécéssairement A = D+2t14+2 =0+242=14
et B=2.D’ou

S =N

E=E-{-1}:=

O = NN W
N O i~

-1

Quitte & changer ordre dans £’ et des signes, on écrit Y comme sous-module de X cg/p| |* X 7r(1/~)D, €p.)) et un
€ qui convient est donc {—1} U &’. Par minimalité du nombre d’éléments positif dans notre £ de départ, £’ ne
peut étre constitué que d’éléments positifs ou nul. Donc —1 a été changé en 1 et oz — p|| x ¢” pour ¢” une
représentation bien choisi et comme I'induite p| |~ x p|| est irréductible, on a une inclusion :

7 pl | x

pour une représentation 7/ convenable, ce qui entraine Jacy® # 0; ceci est contradictoire avec 3.2 puisque
¢ =—1 ici.

On en est donc revenu au cas ou £ ne s’écrit pas comme tableau comme précédemment. On vérifie que £
s’écrit comme union d’un tableau :

T: x2t1+2 e D+1
Ly o Yo

avec I'ensemble {¢’1,0}. On a encore en considérant £ U —€ mais en appelant ici z; les derniers éléments de
chaque colonne de 7 :
{0,13U[2, A] Uiz <0 {—2i} = [D + 1, A] Uiz, 50 {2 — 1}

Et toujours le fait que I'ensemble de droite n’ayant pas de multiplicité, celui de gauche ne peut en avoir. Donc
ici 'ensemble {i; z; < 0} est nécessairement vide. Cela force o4, 42 > 1 d’oli, par un calcul déja fait t; = 0. Ce
qui est ce que I'on cherche.

6 Rappels

6.1 Les séries discretes et hypotheses

Dans le cas des séries discretes on a démontré en [12] et [13] les résultats suivants que je vais rappelé ci-
dessous. Soit 1, € un couple formé d’un morphisme de Wr x SL(2,C) avec les propriétés d’algébricité usuelles
dans G tel que Centrg(v) soit fini et € un caractere de Centr i dans £1 tel que la restriction de € au centre
de LG soit § (cf. 1.1). En plongeant G dans un GL par son application naturelle, on décompose ¥ en somme
de représentation irréductible de la forme p® o, ou p est une représentation irréductible de Wg, nécessairement
autoduale et o, est une représentation irréductible de SL(2,C) nécessairement uniquement déterminé par sa
dimension, notée a en indice; la parité de a est uniquement déterminée par p. C’est de ’algebre linéaire. On
note Jord(y) := {(p,a)} pour (p, a) apparaissant dans la décomposition ci-dessus; le caractere e s’identifie alors
naturellement & une application de Jord(y) dans {£1}. A un tel couple 1, € on associe un couple de méme type
mais cuspidale, c’est ce qui correspond a ce que l'on a appelé en loc.cit. le support cuspdial partiel. Une fagon
de le construire, sans utiliser de récurrence, peut se faire ainsi.

On construit d’abord un couple vy, €g relatif a un groupe de méme type que G mais de rang éventuellement
plus petit tel que Jord(1g) se déduise de Jord(z)) en enlevant des blocs (p;, a;) pour i € [1,¢] tous distincts ou ¢
est un entier pair éventuellement 0 soumis aux conditions ci-dessous, €y est la restriction de € aux blocs restant ;
les conditions sont que pour tout ¢ € [1,¢/2],

P2i—1 = pai, €(p,azi—1) = €(p, az;), az; < azi—1 (on accepte az; = 0 au plus une fois en posant €(p,aq;) = +
mais il faut alors que ag;—1 soit pair) et pour tout b €|as;, azi—1[ tel que (pa2;—1,b) € Jord(y), Ij < i tel que
P2j—1 = p2i—1 et b = ag;j ou azj_1.

On remarque que g, €9 n’est pas uniquement déterminé par i, e. Mais on fait un tel choix en supposant que
|Jord(1po)| est minimal. Pour p une représentation autoduale de Wr, on note Jord, (o) := {a € N;(p,a) €
Jord(1o) et on pose 0, := |Jord,(¢o)| et n, la parité de tout élément de Jord, (i), c’'est-a-dire 1, = 0 si
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ces nombres sont pairs et 1 sinon. On note encore ¢, la valeur de €y sur I’élément minimal de Jord, (1) ; par
construction ce nombre vaut —1 si 77, = 0 mais n’est pas connu a priori si n, = 1. Il est facile de vérifier que les
données d, et €, sont elles uniquement déterminées par v, .

On pose alors, a priori, Yeysp, €cusp le couple relatif & un groupe de méme type que G mais de rang
éventuellement plus petit, tel que Jord(Yeusp) = {(p,@);a < 0,,a0 = 1,[2]}, ol p parcourt I'ensemble des
représentations autoduales de Wr tel que 6, # 0 et ou, pour tout (p,a) € Jord(Veusp), €cusp(p,a) =
(—1)@tm0)/241e | On note Gysp le groupe correspondant.

Le couple ¥cysp, €Ecusp €st uniquement déterminé par 1, € et est sa donnée cuspidal.

On suppose qu’il existe une représentation cuspidale Tcysp de Geusp avec la propriété suivante pour toute
représentation autoduale p de W identifiée a une représentation de p cuspidale autoduale de GL(d,) (ce
qui définit d,) par la correspondance de Langlands ([6],[7]) et pour tout entier f tel que f = 1,[2] I'induite
St(p, f) X Teusp est irréductible si et seulement si (p, f) € Jord(Yeusp) ; ici St(p, f) est la représentation de
Steinberg qui est plus généralement notée < p||~/=1/2 ... p||(/=D/2 > dans ce papier.

Avec cette hypotheése, on a montré en [9] que 7eysp avait les bonnes propriétés de réductibilité supposées en
[12] et [13]. On peut donc utiliser les résultats de ces papiers; on a montré qu'’il existe une unique série discrete
m(1,€) (irréductible) telle que pour tout p comme ci-dessus et pour tout f aussi comme ci-dessus I'induite
St(p, f) x w(,€) est irréductible si et seulement si (p, f) € Jord(¥) ; de plus pour p comme ci-dessus et pour
tout couple (a > a_) d’entiers consécutifs dans Jord, (),

€(p,a) = e(p,a_) & Jaca—1y2,.- (a_+1)/27 (1, €) # 0

et le support cuspidal partiel de m(v,€) est meyusp ce qui veut dire qu’il existe une représentation o d’'un
groupe linéaire de rang 1/2 la différence des rangs de G et Geusp tel que m(10,€) soit un sous-quotient de
I'induite o X Teysp. L'existence est dans [13] et 'unicité dans [12].

6.2 Paquets associés a des morphismes élémentaires

Fixons encore 1, e comme ci-dessus d’oil Yeysp, €cusp €t on fait I'hypothese clé. Donnons-nous aussi une
application de Jord(y) dans {+}; cela permet de définir un morphisme de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans
L@ de telle sorte que la décomposition de ce morphisme en représentations irréductibles (comme plus haut) est
somme des produits tensoriels p ® o, ® o ou (p, sup(a, b)) parcourt Jord(y), inf(a,b) = 1 et sup(a,b) = a si
¢ =+ et bsi ( = —. On note ¢ ce morphisme et € s’identifie encore naturellement a un caractere de Centr ¢
dans {£1}. Donc ici

¥ =1 oA (%)

Dans [11], on a associé une représentation irréductible 7(¢)¢,€) & un tel couple. On en a donné 2 définitions;
celle qui donne le plus de propriété est une définition dans le groupe de Grothendieck qui généralise la formule
d’Aubert [2] et Schneider-Stuhler [15] pour 'involution généralisant celle de Zelevinski dans le cas des groupes
linéaires. Pour ’expliquer, nous avons besoin de la notation suivante : soit a un demi-entier positif, p comme
ci-dessus et 7 une représentation de G ; soit P un sous-groupe parabolique de G donc de la forme X 4epGL(d) x
G(m) ou D est un ensemble d’entiers. On note resp,, <4 () la projection de la restriction de 7 le long du radical
unipotent de P sur le support cuspidal pour X 4epGl(d) formé de représentation du type X ,cgp® mais oll tous
les z qui apparaissent vérifient |z| < a. On définit de méme resp , <, en imposant I'inégalité stricte. On pose
alors
Ny <q = Z(—l)TgG—TgPindg(r%p,p,gaﬂ),
P

c’est une application dans le groupe de Grothendieck des représentations lisses de type fini de G. On définit de
facon analogue inv, <, en remplacant l'inégalité large par 1'inégalité stricte. Et alors :

m(Y¢, €) = < H NV, <q O im)p,<a) (m(),€)).
(pa) € Jord(y);
g(pa a) = -

L’ordre dans lequel on effectue ces applications n’a pas d’importance. Il n’est pas clair du tout sur cette définition
que 7(t¢,€) est irréductible mais c’est un des résultats de [11]. En fait on montre que cette définition est la
méme que la définition suivante qui se fait par induction :

pour toute représentation p fixée, on note a, . 'entier minimum, quand il existe, vérifiant

(P, apsc) € Jord(v),

Soit (9, pp.c — 2) & Jord(¥),
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soit (p, app,e —2) € Jord(¢) (en acceptant éventuellement a, . = 2 et vérifie

€(ps ap,ib,é) = e(p, Apape — 2).

On a alors les propriétés suivantes; dire que (¢, €) # (Yeusp, €cusp) €St exactement équivalent & dire qu’il
existe p tel que a, . existe. Fixons un tel p.

propriété 1 : alors 7(1¢, €) ne dépend pas de la valeur de ¢ sur les blocs (p, a) € Jord(v) tel que a < a, ..
On pose (.4, la valeur de ¢ sur (p, app,e);

propriété 2 : supposons que (p, a, y.c —2) ¢ Jord(v), alors on note ¥, € le couple qui se déduit de 9, € en
changeant simplement le bloc (p,a, ) en (p, ap .y, — 2). Alors Pinduite :

pl 605002 5 ()

a un unique sous-module irréductible qui est précisément m(v¢,€); ceci est aussi vrai si a,y. = 2 avec
nécessairement €(p, app,c) = +;

propriété 3 : supposons que (p,a, . — 2) € Jord(y) avec a, y.c —2 # 0. On note ¢, €' le couple qui se
déduit de 9, € en enlevant les 2 blocs (p, a, y.c) €t (p, app,e — 2). L’induite :

< p| |Cp,w,e(ap,w,e*1)/2, . ,p| |7<p,w,e(ap,w,673)/2 > Xﬂ-(wé, 6/)

a exactement 2 sous-modules irréductibles et m(1¢, €) est I'un des deux. Le choix est précisé en [11], il y a une
part d’arbitraire et nous n’avons pas forcément fait le meilleur choix. Mais cela n’a aucun importance pour ce
que nous faisons.

propriété 4 : soit £ un ensemble de demi-entiers tels que pour tout = € &, |z| < (app,e —1)/2. Alors pour
tout sous-quotient irréductible, 7 de I'induite X zegp| |* X m(¢¢, €), il existe un ensemble £ totalement ordonné

de demi-entiers vérifiant :
{eru{-&r={&ru{-¢}
et une inclusion : T — Xzegrp||* X w(Y¢,€).

On remarque que les propriétés 1, 2 et 3 permettent de définir w(¢¢, €) par induction et le travail [11] consiste
justement a prouver que cette définition et celle donnée dans le groupe de Grothendieck coincident.
propriété 5 : soit z € R; on suppose que Jac,m (¢, €) # 0, alors il existe a € N tel que (p, a) € Jord(¢y) et
T = ((p,a)(@—1)/2. Réciproquement si (p, a) € Jord(¢y) et (p,a—2) & Jord(y) alors Jace, . (a—1)/27 (¢, €) # 0.
propriété 6 : fixons p comme ci-dessus et a > a_ des entiers consécutifs de Jord,(¢) ; on suppose ici que
((p.a) = C(p,a) alors

Jacea—1)/2, cla_+1)/2T(Y¢, €) # 0 S €(p,a) = e(p,a_).

L’analogue de la propriété 6 pour les séries discretes est essentiellement la définition de la paramétrisation
(cf [12]); en utilisant la formule dans le groupe de Grothendieck définissant 7(1)¢,€) on obtient la propriété
écrite mais elle est faible puisqu’il faut supposer au départ que ((p,a) = ((p,a—). Sans cette hypothese, on
a quand méme une propriété des modules de Jacquet qui distingue le cas e(p,a) = €(p,a—) mais c’est plus
compliqué; on I’écrit simplement dans le cas que nous utiliserons. On suppose que Jord,(y) contient 1,3
et 5 et que ¢ := ((p,1) = C(p,3) # ((p,5) et e(p,1) = €e(p,3). Alors €(p,3) = €(p,5) si et seulement si
Jac_co,—c1m (e, €) # 0.

6.3 Propriété d’induction
Ici on revient a 1, € non nécessairement élémentaire, c’est-a-dire comme dans tout ce travail.

Proposition : Soit (1, €) et soit b un entier. Soit aussi { = %+ ; on suppose que (p,b) & Jord(i o A) et que po A
est discret. L’induite < p||[¢(=1/2 ... p||=¢(=1)/2 5 x71(¢),€) est semi-simple de longueur 2 fois la longueur

de w(1,€).

On la fait pour les séries discrétes en [12], mais il faut bien tenir compte du fait que le point clé est alors le cas
cuspidale ou en fait on admet le résultat dans les hypotheses de base. On en déduit le cas de v élémentaire :
si apype > b, on I'a démontré dans [11] et on en déduit le cas général par récurrence en échangeant socle
et induction comme ci-dessous; on ne fait pas les détails. Supposons donc qu'il existe (p,a,b) € Jord(y) tel
que inf(a,b) > 2. On suppose pour simplifier que ¢ > b. On démontre 'assertion par récurrence. On sait
(4.1) que (¢, €) est la somme des sous-modules irréductibles inclus dans < p||[(@=0)/2 ... p||~(a+b)/241
x7 (Y, €, (p,a,b—2,¢e(p,a,b))) et de représentation 7(1)”, €”’) pour un bon choix de morphismes 9", €’ auxquels
on peut appliquer la récurrence.
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On pose 0 :=< p| [<C=D/2 ... p||=¢0=1/2 > On sait que (¢, €, (p,a,b—2,€(p,a,b)) est semi-simple ; on
note Y’ 'un de ses sous-modules irréductibles et Y 'unique sous-module irréductible inclus dans 'induite

< P| |(a7b)/2, L ,P| |(a+b)/271 > %V’
Ce qui reste & démontrer est que o X Y est semi-simple de longueur 2. On applique le lemme technique, 5.6.5,
Ao xY avecd =0 et & =< p|[@0/2 ... p||7(@+D/2+1 5 pour cela on vérifie que § x & et § x (§")* sont
irréductibles. Si = +, cela résulte de Zelevinski car les segments correspondant ne sont pas liés. Si { = —,

correspond & un segment qui n’a pas la méme croissance que celui qui correspond & §'; il faut donc un autre
argument. On a soit 8 < (a—b+1) soit 8 > a+b— 1. Dans le premier cas, pour tout z € [(8—1)/2,—(5—1)/2],
le segment réduit & x n’est pas lié au segment correspondant & ¢’ ni & celui correspondant & (6')*. Dans le
deuxieéme cas, pour tout y € [(a —b)/2,—(a+b)/2—1]U[—(a—b)/2,(a+b)/2 — 1], le segment réduit & y n’est
paslié a [-(8—1)/2,(8—1)/2]. Cela suffit largement pour avoir I'irréductibilité ; en effet on veut que 'opérateur
d’entrelacement (normalisé & la Langlands) § x ¢’ — ¢’ x § soit un isomorphisme. Mais on le décompose en
opérateurs élémentaires qui eux sont nécessairement des isomorphismes par irréductibilité.

Les autres hypotheses sont satisfaites. Ainsi on sait que I’ensemble des sous-quotients irréductibles de o x Y’
sont en bijection avec ’ensemble des sous-quotients irréductibles de o x Y’. Par récurrence, on admet que
cette représentation est semi-simple. Il est facile de voir qu’elle est alors de longueur au plus 2 et en fait elle
est de longueur au moins 2 car il faut que o x w(¢', €, (p,a,b — 2,€(p, a, b)) double sa longueur. Ainsi o X Y a
exactement 2 sous-quotients irréductibles. Les sous-quotients, Y/ pour ¢ = 1,2 de o x Y’ étant des sous-modules,
ils vérifient Jaceg—1)/2,...—c(3—1y/2Y; # 0. On note Y; pour i = 1,2, le sous-quotient de o x Y qui correspond
a Y] par Jaci,_p)/2,... —(atb)/2 €t nécessairement Jaceg_1y/2,..., —c(g—1)/2Yi # 0. Ainsi Y; — p| [CO=D/2 o x
pl |7€B=1/2 x Y et il existe un sous-quotient o’ de p| [<B=1/2 x ... x p||7¢B=D/2 tel que Y; < o’ x Y. On
vérifie que o’ ~ o ; pour cela il suffit de montrer que nécessairement Jac,jcs-1s2,... ) |7<<571>/20’ # 0. Or gl
n’en est pas ainsi, il existe nécessairement x €]¢(3 —1)/2, —C(8 — 1)/2] tel que Jac,. ... _¢g—1)/20" # 0; mais
comme Y; est un sous-quotient de o x Y, cela entraine que Jac, ... _¢(3—1)/2Y # 0. Or ceci est exclu par 3.4.
D’ou le résultat cherché.

6.3.1 Irréductibilité

On fixe ¥, e comme dans tout ce travail ainsi qu'une représentation cuspidale irréductible p. On suppose
encore ici que ¥ o A est discret.

Proposition : Soit  un demi-entier strictement positif. On suppose que (p,2x — 1) ¢ Jord(y o A). Alors la
représentation induite p||* x w(1, €) est semi-simple de méme longueur que (1, €).

La proposition est équivalente & dire que pour X une sous-représentation irréductible de (1, €) 'induite p| |* x X
est irréductible. Ceci se démontre par récurrence comme ci-dessus.

7 Définition de 7(1),¢) dans le cas général.

Soit ici un morphisme ¢ : Wg x SL(2,C) x SL(2,C) dans “G et on ne suppose ici que le fait que 1 est
discret c’est-a-dire que Centr o1 est un groupe fini. La décomposition de v en représentation irréductible donne
toujours un ensemble Jord(t) ; si on écrit cet ensemble en terme de représentations cela donne un ensemble de
triplet (p,a,b) avec une condition de parité reliant p et a + b. Il est plus commode de poser A = (a +b)/2 -1
et B = (a—b)/2 en notant ¢ le signe de a — b étant entendu qu’un nombre nul est positif. Ainsi Jord(y) est
vu comme un ensemble de quadruplet (p, A, B, () pour p une représentation irréductible autodual de Wg, ¢ un
signe, A, B des demi-entiers tels que A—B € Z>( avec la condition que A est entier non demi-entier précisément
si p est de méme type que ‘G (le type étant symplectique ou orthogonal) et ¢ = + si B = 0.

Fixons p et définissons Jord,(¢) comme l’ensemble des quadruplets (p, A, B,({) avec ce p. On ordonne
totalement Jord,(y) par : (p, A’, B',{") > (p, A, B, () si ces 2 quadruplets sont distincts et

soit B’ > B; soit B’ = B mais A’ > A; soit B = B,A’ = Amais (' =+ dou (= —.

Soit G’ un groupe de méme type que G mais de rang plus grand et soit ¢’ un morphisme de méme type que
1 mais relativement & G’. On dit que ¢’ domine 9 si pour tout p, il existe une bijection entre Jord, (') et
Jord, (1)), bijection qui préserve l'ordre, ce qui la détermine totalement et on la note by et on demande
qu'elle vérifie, pour tout (p, A’, B’,{") dans Jord,(y'), en posant (p, A, B,() sont image par by y, (' = ¢,
AA—A=DB"-B>0.
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Fixons 9" dominant 1 et (p, A, B,() € Jord(y) avec (p, A’, B', () son image inverse par by, y ; on définit £, 4 B ¢
comme l'ensemble totalement ordonné réunion des segments Uge[y a'—a)[B’ — £+ 1, A" — £+ 1], ensemble qui est
vide si A" = A. On définit alors Jac(, a1, B/ ,¢)(p,4,B,¢) = JACzcg, 4 5.c-

Quitte & supposer le rang de G’ suffisamment grand, on peut aisément construire de tels 1)’ dominant ) et on
peut en plus imposer que ¢’ o A soit discret. Grace & by ., on identifie les groupes Centrg(¢) et Centrg: (')
ainsi que leurs groupes de caractéres. Ainsi pour € un caractére de Centrg(v) on sait définir 7(¢,€). Et on
pose, avec les notations précédentes :

Définition : 7(1),€)y = H(p,A,B,q)eJord(w) Jaciy a1, B/ ¢y (p,4,B,0))T(V', €), ot dans le produit les (p, A, B¢)
sont rangés dans 'ordre croissant.

Propriété : (¢, €)y ne dépend pas du choix de ¢y’ dominant v et tel que i)' o A est discret.

Cela résulte de 4.4; en effet fixons ¢/ et ¥ dominant ¢. On peut construire ¢» dominant & la fois ¢/ et ¥ et a
fortiori . 11 suffit de démontrer que 7 (¢, €); = (¢, €)y et une égalité analogue pour 3)"”. Par symétrie, il suffit
de le démontrer pour ¥’. On descend de 9 vers ¢ en appliquant progressivement les Jac, i .y (p.Ar,B.0)
en commencant par les quadruplets les plus petits et donc de proche en proche on est ramené a démontrer
m(,€)5 = (¢, €)y quand 1 et 9’ sont tels qu’il existe un unique quadruplet (p, A), By, ¢)) € Jord(y) tel que
(p, AL — 1, By — 1,¢) € Jord(y)') et

JO”d(l/f) - (pﬂ ()ﬂBéﬂC(l)) = JO’I’d(i/)I) - (P,AB - 1;B6 - 1;((/))

On note (p, Ao, Bo, (o) 'image de ces quadruplets par les bijections; elles ont nécessairement la méme image.
Le premier point est de vérifier que

H Jac(p,A’,B’,C)G.]OTd(@Z)H(p,A,B,C) =
(p,A,B,C)eJord(y)

H Jaci, a1, 51,0 e Jord(w)—(p,A,8,0))]AC By - ) AL -
(p,A,B,¢)EJord(y)

En effet les ensembles (p, A’, B, {) — (p, A, B, ¢) sont les mémes pour 1 et ¢’ sauf exactement quand (p, 4’, B, () =
(p, Ay, Bl, ¢f)) ot par définition

Jac(p, A, By.ct)—(p, A0, Boscy) = JAC(p, AL —1,B5—1,¢4)—(p, A0, Bo,Ch)  ACCH BY - LAY -

Il faut ensuite vérifier que Jacg, gy ... ¢; 4, commute au-dessus des Jac(,, A1, B/,¢)—(p,4,8,¢) Pour tout (p, A', B', () €
Jord(y') strictement plus petit que (p, Ay —1, By —1, (). Or, par hypothese 1)’ o A est discret donc B{—1 > B’,
seule possibilité dans la définition de 'ordre et 'hypotheése ¢’ o A discret renforce encore en Bj —1 > A’. Soit
2 un élément de Pensemble (p, A’, B', () — (p, A, B, () et pour tout élément y € [(|B], (AL}, on a sirement
|z] < A" < B{—1 < |y| — 1. D’ou la commutation annoncée (cf 1.2).

Les hypothéses de 4.4 pour v, € et le quadruplet (p, A}y, B4C}) sont précisément satisfaites car ¢ est le ¢
de loc.cit. et par hypotheése est tel que ¥’ o A est discret. Donc on a

Jace gy, coan (Y, €) = w(Y'5€)

et
T, €)= I1 Jac, 41,1 yeord(@y—(p,4,8,0)T (5 €) =
(p,A,B,¢)€Jord(z)
H Jac(p a1 B )e Tord(w)—(p,A,B,0) ] AC By . cp AL T(Y, €) =
(p,A,B,C)EJord(v))
11 Jac(p. 41,8 Q) e Jord()—(p.4,.8.0)T (s €)
(p,A,B,C)eJord(y)
ce qui est le résultat cherché m(), €)y-.
Définition : on pose (1, €) = m(1, €)yr.

Propriété : Supposons que pour au moins un v’ dominant 1y vérifiant ¢’ o A est discret, on ait
-1 0 /
Ze(le X 1SL(2,(C) X ( 0 _1))71-(1/) 76)

€
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est une distribution stable, il en est alors de méme pour

Ze(le x lgpe,c) X ( _01 _01))7T(7/%6),

€

la somme porte sur tous les caracteres € du groupe Centrgi.

Cela est conséquence du fait que nos Jac... préserve la stabilité.

Remarquons que pour G = SO(2n + 1) si la restriction de 1) & Wr se factorise par le Frobenius, toutes nos
hypothéses sont satisfaites grace & [9] qui montre que les constructions de Lusztig des séries discrétes ont bien
les propriétés que nous voulons et & [14]

Remarquons aussi que dans certains cas (1, €) peut étre 0; par exemple considérons, G = SO(9, F), déployé, le
morphisme 9 tel que ¢ est trivial sur Wr et (Rep, est par définition la représentation irréductible de dimension
a de SL(2,C))

Y =tlrw, @ Repy @ trspe,c) © trwy ® Reps @ trgp2,c) ® trwy @ trspe,c) @ Reps.

En d’autres termes v est élémentaire et

Jord(y) = {(trw,,3/2,3/2,+), (trw.,1/2,1/2,+), (trw,.,1/2,1/2,—)}.

Notons v’ le morphisme qui vérifient :
Y = trw, ® Reps @ trspe,c) @ trwy @ Reps @ trspa,c) ® trwy @ trspe,cy ® Repa.

On a Jord(¥') = {(trw.,5/2,5/2,4), (trw,,3/2,3/2,+), (trw,,1/2,1/2,—)}. Considérons le morphisme de
Jord(y) dans +1 qui correpond dans l'ordre aux signes (—, +, —). On sait que w(¢)’, €) est cuspidal, donc, avec
nos définitions 7 (¢, €) = 0. Un calcul que j’ai fait avec Waldspurger prouve que c¢’est bien ce dont on a besoin
pour avoir les propriétés d’endoscopie. C’est d’ailleurs cet exemple qui a motivé la définition.
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