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FEUILLETAGES ET ACTIONS DE GROUPES

SUR LES ESPACES PROJECTIFS

JULIE DESERTI ET DOMINIQUE CERVEAU

ABSTRACT. A holomorphic foliation .# on a compact complex manifold
M is said to be an Z-foliation if there exists an action of a complex Lie group
G such that the generic leaf of .# coincides with the generic orbit of G. We
study Z-foliations of codimension one, in particular in projective space, in
the spirit of classical invariant theory, but here the invariants are sometimes
transcendantal ones. We give a bestiary of examples and general properties.
Some classification results are obtained in low dimensions.
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Introduction

La théorie classique des invariants, au sens ou l'on peut l'’entendre au
XIXe™e siecle, propose étant donnée une action algébrique d’un groupe algébrique
G sur une variété algébrique compacte M de décrire le corps des fonctions ra-
tionnelles R sur M invariantes sous 'action de G.

Parmi les pionners de la théorie des invariants, on retiendra en particulier
Sylvester et Hesse, puis Gordan et Neether qui font une approche que 'on qual-
ifierait aujourd’hui d’effective. Ces travaux accompagnent le développement de
I’algebre linéaire, de la théorie des matrices et de la géométrie projective. Cette
approche change radicalement, non sans polémique, avec les travaux de Hilbert
et Hurwitz.

La géométrie classique produit tout un folklore d’exemples. Nous en rap-
pelons certains, en liaison avec la classification des objets algébriques; 1'un
des plus populaires est sans doute 'invariant j des courbes elliptiques que 1’'on
peut voir de différentes manieres : action de PGL(2, C) sur

CP(4) ~ {quadruplets de points sur la sphere de Riemann}
ou action de PGL(3, C) sur
CP(9) ~ {courbes de degré 3 dans CP(2)}

etc. Nous mentionnerons aussi I’exemple de Gordan-Noether en réponse a une
affirmation de Hesse. L’ubiquité de cet exemple est tout a fait étonnante.

Dans tout le discours qui suit les objets sont définis sur le corps C des
nombres complexes. Si Aut M désigne le groupe des automorphismes de M,
on dispose d'un morphisme ¢ : G — Aut M et R est invariante si

R(p(g).m) = R(m)
pour tout m € M et g € G. Si x(M) désigne I'espace des champs de vecteurs
holomorphes sur M, on sait, lorsque M est compacte, que x(M) est une C-
algebre de Lie de dimension finie qui s’identifie naturellement a Zie(Aut M).
Par suite, ¢ induit un morphisme d’algebres de Lie

Dy : ZLieG — ZLie(Aut M) ~ x(M)

et produit une sous-algebre de Lie .Z de x(M) : I'image de Dy. Notons que
l'action de G sur M produit un « feuilletage » singulier .# de la variété M.

5



6 INTRODUCTION

Nous dirons que % est un Z-feuilletage. Evidemment ce feuilletage peut étre
trivial, par exemple lorsque ’action est transitive ou a l'inverse lorsque G est
un groupe discret. On s’intéressera au cas ou ce feuilletage est de codimension 1
dans une situation générale, en particulier lorsque I'action n’est plus algébrique,
c’est-a-dire lorsque les feuilles du feuilletage associé sont transcendantes. Sur
une variété algébrique M compacte, un Z-feuilletage de codimension 1 est
associé a une 1-forme fermée rationnelle 2. C’est une conséquence a peu pres
directe du fait que le groupe d’automorphismes de M est algébrique. Comme
nous l'a signalé Serge Cantat, ce résultat persiste si M est compacte kéahleri-
enne. Par contre ce n’est plus vrai dans le cas non kahler. L’exemple le plus
standard est le suivant : soit I' C SL(2, C) un sous-groupe discret cocompact.
La variété M = SL(2,C)/I' est munie d'une Z-feuilletage correspondant a
I’action du groupe triangulaire sur M. Ce feuilletage n’est pas défini par une
1-forme fermée mais est « transversalement projectif ». Il est probable que ce
soit un fait général, ceci étant conforté par un résultat récent de [H.

Donnons maintenant quelques propriétés des Z-feuilletages de codimen-
sion 1 sur les espaces projectifs CP(n) (chapitre 1). Le degré d'un Z-feuilletage
sur CP(n) est majoré par n—1; lorsqu’il est maximal, on a alors dim ¢ = n—1
et on peut profiter pour n petit de la classification des algebres de Lie pour
donner une description des « invariants généralisés » de .#. Par invariant
généralisé on entend une primitive de la forme fermée rationnelle {2 définissant
Z ou toute fonction « élémentaire » intégrale premiere de .%. Remarquons
que les feuilles d'un Z-feuilletage de codimension 1 sur CP(n) sont dominées
par C*!; il suffit de choisir n — 1 éléments génériques X7, ..., X,,_; dans .&
et de considérer ’application

(tl, c. ,tnfl) — exp(thl) ©0...0 eXp(tn,an,l)(z)

qui est d’image dense dans la feuille passant par z. Ceci explique pourquoi les
formes fermées (2 intervenant ici sont tres spéciales ; par exemple le complément
des poles de €2 (les poles sont invariants par %) ne peut étre Kobayashi hy-
perbolique. Les feuilles d'un Z-feuilletage peuvent étre denses ou d’adhérence
des variétés réelles Levi-plates.

Nous montrons qu’'un Z-feuilletage sur CP(n), n > 3, possédant un point
singulier isolé est nécessairement de degré 1 et que dans une carte affine ad-hoc
les feuilles sont les niveaux d’une forme quadratique de rang maximum. C’est
une conséquence plus ou moins directe du théoreme de Frobenius singulier de
B. Malgrange. Ce résultat devrait avoir un analogue en codimension supérieure.

Nous décrivons ensuite quelques propriétés des Z-feuilletages liées a la
nature algébrique de .Z. Par exemple si tous les éléments de .Z sont nilpotents,
le feuilletage associé possede une intégrale premiere rationnelle. Il faut cette
hypothese forte car méme dans le cas abélien ce résultat ne persiste pas. Modulo
des hypotheses de régularité naturelles et nécessaires, si . est résoluble, .7



INTRODUCTION 7

possede un hyperplan invariant. Enfin si [(Z, %] = %, ce qui est le cas si &
est semi-simple, alors .%# possede encore un invariant rationnel.

Le chapitre 2 est consacré a la description d’exemples, issus d’actions de
groupes, pour la plupart classiques.

Dans le chapitre 3 nous montrons que les feuilletages de degrés 0 et 1 sur
CP(n) sont des .Z-feuilletages. Nous donnons la liste des invariants généralisés
correspondants.

Le chapitre 4 est consacré a la description complete des Z-feuilletages sur
CP(3). De cette étude on peut déduire le théoreme suivant :

THEOREME 0.1. Soit G un groupe de Lie complexe connexe agissant sur
CP(3). On est dans l'un des cas suivants :
(i) Uaction est triviale,
(i) il existe une orbite dense,
(iii) l'orbite générique est de dimension 2 et l'action de G posséde un
invariant généralisé (fonction constante sur les feuilles, éventuellement
multivaluée) appartenant a conjugaison prés a la liste qui suit :

Z9 ZQR3 — R1%k2 Z0R3 — R1%k2 Z9
— eXp 5 s 3 expt{— 1),

2 ou Q) est une forme quadratique,

0
2023 + 212223 + 25 2222m
3 P PAPE
3 z3(2123 — 23)"

K
2023 + 2221 (2023 — 2122)

) —
2123 z’é‘“zg‘ !

avec k # +1 et

3
(2025 — 212023 + 2)?

~ ou k et \; € C.
_ 223
(2’123 2)
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(iv) Uorbite générique est de dimension 1; le feuilletage associé est celui
d’un champ de vecteurs linéaire.

Ce théoreme permet d’envisager une description topologique systématique
des feuilles des Z-feuilletages sur CP(3).

On note 'étrange fait suivant : toutes les surfaces invariantes qui apparais-
sent ci-dessus (ce sont les poles de €2) sont données par les zéros de polynomes
a coefficients entiers.

Rappelons qu'un polynéme P € Clzy, .. ., z,] est dit minimal s’il est a fibre
générique connexe. Tout polynoéme P se factorise comme suit : P = p(@Q)) ou
p € Clt] et @ est un polynéme minimal.

Du théoreme précédent on déduit le :

COROLLAIRE 0.2. Soit P € Clzy, 29, 23] un polynéme minimal; notons
GP:={g: C* = C? affine, Pog= P}.

On suppose que l'orbite générique de GT est de dimension 2, i.e. P est précisément
Uinvariant de GP. Alors a conjugaison prés P appartient a la liste qui suit :

Po . P1 D2 Po . P1
20, 20 1 %2, Ry A1

Q, 2+ 22+ 2
ot @ désigne un polynome de degré 2, p; € N et ged(py, . ..) = 1.

Le chapitre 5 est consacré aux Z-feuilletages de degré 2. Actuellement
nous n’en avons pas la description générale pour n > 4. On présente quelques
exemples et on traite certains cas spéciaux.

Dans le chapitre 6 on propose ce qui devrait étre la classification des .Z-
feuilletages de degré 3 sur CP(4). Comme on l'a dit .Z est ici de dimension
trois. Nous avons utilisé le logiciel Maple pour décrire certaines sous-algebres
résolubles de dimension 3 de ’algebres des matrices complexes 5 x 5. Une fois
cette description, c’est-a-~dire les différentes possibilités d’algebres ., obtenue,
les calculs des invariants sont localement triviaux mais tres lourds. Nous en
avons présenté quelques-uns, meéme au risque de rebuter le lecteur... La taille
des calculs explose de la dimension trois a la dimension quatre et certains
« résultats » ne seront finalement que des observations. Toutefois méme si
I’on ne peut prétendre obtenir des énoncés au sens classique, ceci permet de
présenter une grande liste d’exemples que 1'on peut espérer étre exhaustive.
Bien stir, chaque fois qu'un énoncé dépend de 'utilisation de Maple, nous le
signalerons.
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Précisons tout de méme quelques résultats sur CP(4). Si .# est un Z-
feuilletage de degré 3 sur CP(4) alors I'algebre de Lie .Z fait partie de la liste
suivante :

1. sl(2,C)

2. C3

3. Z, dont la présentation est {[X,Y] =Y, [X,Z] =aZ, [Y,Z] =0}

4. £y =C @ A ou A est 'algebre de Lie du groupe affine.

On note qu’il manque ici quelques algebres de dimension 3 ; en fait ce sont
des dégénérescences des précédentes qui ne produisent pas de Z-feuilletages
de degré 3. C’est le traitement des cas 3 et 4 qui a nécessité 'usage de Maple.
Nous avons trouvé 17 modeles dans 1’éventualité 3 et 9 dans 1’éventualité 4
L’étude des situations 1 et 2 se fait de facon classique. On obtient les deux
résultats suivants :

THEOREME 0.3. Soit # un £ -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
abélienne, alors le feuilletage F admet a conjugaison pres l'une des intégrales
premieres suivantes :

4

KO ,R1 K2 [ R3 K4 —

20021 29 23° 2y E kj =10
=0

1
zlleréJr %

e exp | —
252324 Z1

25 24 2129 — 2023
S exp | —

1 Z1%3

2023 — 212024 + 2122

2123

2 2
21 202 — 212224 + 2123
— | exp 3
Z4 2124

3

20 2123 + 292324 — 75
— exp .
4

2.2 4
252 zZ
2025 + 212325 — B — B 4 52z

%

Les k;, k et & sont des nombres complezes.
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Dans le cas ou .Z est isomorphe a sf(2,C) on montrera le :

THEOREME 0.4. Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
isomorphe a st(2,C), alors le feuilletage F admet a conjugaison pres l'une
des intégrales premieres suivantes :

zng — 4zy25 — 4z§’z5 + 1829232425

1
21

2
(2322 + 2522 — 212224)

2\ 3
oz
<232’5 — I)

Nous terminons par un court chapitre d’exemples de Z-feuilletages de
codimension supérieure ou égale a 2.

Notre classification est exprimée en termes de feuilletages, plus précisément
en termes d’intégrales premieres. Nous n’avons pas listé les actions de groupes;
mais dans le texte on trouvera les différentes sous-algebres de Lie qui produisent
des Z-feuilletages. On peut en déduire aisément les actions de groupes corre-
spondantes.

Les Z-feuilletages jouent aussi un role important dans 1’étude locale des
singularités de feuilletages. En dimension trois, il existe une théorie de réduction
des singularités ([B], [[M]); les modeles locaux apres réduction sont les Z-
feuilletages associés a des algebres de Lie abéliennes. Ils interviennent aussi de
facon naturelle sur les variétés compactes complexes sans fonction méromorphe
non constante mais possédant suffisamment d’automorphismes (tores généraux
et plus généralement certains quotients de groupes de Lie par des réseaux co-
compacts etc). Sur ces variétés M tout feuilletage est associé a la donnée d'une
sous-algebre de Lie de I'algebre x(M). Initialement nous avons entrepris cette
étude pour la raison suivante. Il existe un feuilletage 1 dit exceptionnel sur
CP(3) associé a une action du groupe des transformations affines de la droite.
Ce feuilletage est « stable » et par conséquent ’adhérence de l'orbite de .Fr
sous 'action naturelle de Aut CP(3) ~ PGL(4, C) est une composante de I’es-
pace des feuilletages de codimension 1 sur CP(3). Les adhérences des feuilles
de Zr sont des surfaces de degré six, degré « anormalement » grand. La
question est de savoir s’il existe d’autres feuilletages exceptionnels associés a
des actions de groupe. Nous avons trouvé parmi les .Z-feuilletages sur CP(4)
un candidat a étre exceptionnel; il est de degré trois et ses feuilles sont des
hypersurfaces de degré douze. Elles sont données par les niveaux de la fonction
rationnelle

2.2 4\ 3
3 _ 2Ry 2 2 __*3
(2024 5t — 232y + 22324 — 5 )

2 2\*
2125 — Z9%23%24 + 3

On conjecture que ce feuilletage est stable.
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L’essentiel du mémoire est « self-contained » ; nous avons laissé dans le
texte des calculs explicites qui, bien que tous élémentaires, illustrent diverses
techniques d’approche.

Nous remercions J. Pereira pour sa gentillesse et sa disponibilité perma-
nentes.






CHAPITRE 1

Z-feuilletages.

1. Feuilletages de codimension 1 de CP(n) associés a une algébre
de Lie de champs de vecteurs. Premieres propriétés.

Onnotern : C"™\{0} — CP(n) la projection canonique. Siw = Z Apdzy,
k=0
est une 1-forme intégrable sur C"*! avec A, polynome homogene de degré v
sur C", on désigne par .#ing w le lieu singulier de w

FLingw:={Ay=...= A4, =0}

Dans toute la suite on suppose, quitte a diviser les A; par ged(Ay, ..., 4,), que
codimg.¥ing w > 2. On dira que v est le degré de w. Le feuilletage associé a la

1-forme w descend a CP(n) si et seulement si Z 2 Ar = 0 et tout feuilletage
k=0
7 de dimension 1 sur CP(n) est ainsi défini. Le feuilletage défini par w sur

C"*! est noté . mais on dira indifféremment que w définit .% ou .Z. L’égalité
Aut CP(n) = PGL(n + 1, C) conduit a

X(CP(n)) = ZLie Aut CP(n) ~ .#(n+1,C)/C.Id

ou x(CP(n)) désigne 'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur
CP(n) et 4 (n + 1,C) l'espace des matrices complexes (n + 1) x (n + 1).
Ainsi un champ de vecteurs holomorphes sur CP(n) peut étre vu comme un

champ de vecteurs linéaire sur C"*! modulo C.R o R désigne le champ radial

R = Z Z; Ey Notons encore que l'identification champs-matrices est naturelle
; Zi
=0
puisque le flot d’'un champ linéaire X est du type ez ot1 A est « la matrice
» de X. On prendra garde au fait que si les matrices A et B correspondent
aux champs X et Y, alors le crochet de Lie [X, Y] correspond a BA — AB.

Soit .# un feuilletage de codimension 1 sur 'espace projectif CP(n). On
introduit la

13



14 1. Z-FEUILLETAGES.

DEFINITION. On dit que .%# est un Z-feuilletage de codimension 1 §’il
existe une sous-algebre de Lie .Z de x(CP(n)) telle qu’en tout point générique
z € CP(n) on ait la propriété :

Z(z) est I'espace tangent a la feuille de .# en z. ()

En particulier, on a dimc Z(z) = dimc{X(z), X € £} = n — 1 pour z
générique.

Dans la suite on suppose - maximale pour la propriété (x).

On peut de méme définir les Z-feuilletages sur C” : il suffit de demander
que les éléments de .Z soient des champs de vecteurs affines (on prend une
définition rigide compatible avec la prise de carte affine).

On peut étendre la notion de Z-feuilletage sur CP(n) ou C" a la codi-
mension ¢; dans ce cas dim .Z(z) = n — ¢q. Sauf mention expresse du contraire
tous les Z-feuilletages seront de codimension 1 et 'on dira simplement .Z-
feuilletage.

REMARQUE. Soit Q(z1, 22, 23) = 27+ 25+ 22 la forme quadratique standard
sur C?. Le feuilletage sur CP(3) décrit dans la carte affine C* C CP(3) par
la forme d@ est un Z-feuilletage dont l'algebre de Lie .Z est isomorphe a
s0(3; C) ; une base de .Z est

0 0

0zj jazk’

en particulier 'algebre £ est de dimension 3. Soit m € C?\ {0}, alors
Z(m) =< X} j(m) > est de dimension 2 car coincide avec le plan tangent
a la fibre Q7'(m). Ainsi I’égalité dim.#(m) = 2 en tout point m générique
n’entraine pas dim .Z = 2. Par ailleurs, so(3; C) est isomorphe a sf(2; C) et la
sous-algebre de dimension 2 :

%::{(g

peut étre vue dans so(3;C). Soit {X;, Xo} une base de %. En un point
générique m, les vecteurs X;(m) et Xo(m) sont indépendants; en particulier
2y € 50(3;C) et s0(3;C) produisent le méme feuilletage. C’est pour cette
raison que 'on introduit une notion de maximalité pour .Z.

ch,j:zk 1§k3<]§3

b

),a, be C} C sl(2;,C)

Supposons que % soit un Z-feuilletage de CP(n) et que Xi,..., X, soit
une base de .Z C x(CP(n)). On note Xi,..., X, des relevés de Xi,..., X, a
C"tl. Les X}, sont des champs de vecteurs linéaires et le C-espace vectoriel
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engendré par R et les X est une algébre de Lie notée % de dimension s+ 1;
I’application 7 induit un morphisme d’algebres

Ty . RN
satisfaisant
7. X, = X, mR=0et kerm, = CR

On remarque que si 2 € C"*! est un point générique alors % (Z) est lespace

tangent a la feuille du feuilletage .7, relevé de %, passant par Z.

Introduisons la sous-algebre de 2 définie par
&' = {X champs linéaires sur C"*!, i cdw = 0}.

ot w définit le feuilletage .Z.
On note que R ¢ £ ; en effet, I'identité d’Euler assure que irdw = (v+2)w # 0
ou l'entier v + 1 désigne le degré des composantes de w.

~ REMARQUE. Soit w une 1-forme intégrable sur C" définissant un feuilletage
Z ; alors dw, si elle est non nulle, définit un feuilletage de codimension 2 «
contenu dans le feuilletage .# » . En effet le théoreme de Frobenius assure
qu’au voisinage d'un point régulier m, il existe des coordonnées locales zq, .. .,
x,, dans lesquelles la 1-forme w s’écrit gdzy ou g € O*(C",m). Si dw(m) # 0,
alors dg A dzy # 0; on peut donc supposer que g = 1 — 9, i.e. w = (1 — x9)dx;
et dw = dxy Ndzo. Ainsi localement I'espace des champs tangents au feuilletage
défini par w coincide avec 'espace engendré par les champs

0 0
dxy’  Oxy,
tandis que l'espace des champs tangents au feuilletage défini par dw est en-
gendré par

0 0
9 Or.
On remarque au passage que si ixdw = 0, alors ixyw = 0; ainsi .Z” est associée
au Z-feuilletage de codimension 2 de C™* décrit par dw et &' C Z.

On désigne par Q9(X) 'ensemble des g-formes holomorphes sur I’espace X.
Les deux énoncés suivants nous seront utiles :

LEMME 1.1. ([Ld]) Soient o € Q'(C™,0) tel que codimc Sing o > p+ 1
et f € QI(C",0) avec q < p. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) aNB=0

(ii) Il existe v € QI71(C™,0) tel que 8= a A 7.
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En particulier si a et 3 sont deux germes de 1-formes holomorphes en 0 tels
que codimc L ing a > 2 et BAa = 0. Alors 3 s’écrit haw ou h est une fonction
holomorphe.

n

DEMONSTRATION. Faisons la pour ¢ = 1. Ecrivons a = Z apdz, et sup-
k=1
posons d’abord que

Simga={a=...=a,=0}=10

i.e. par exemple a; # 0. Soit X ::ailaizl; alors ixa =1 et I'égalité a A § =0

conduit a ix(a A B) =0 et v = —ix/[ convient.
Si maintenant codimg.ing o > 2 alors pour tout m ¢ .#ing «, on a

B(m) = h(m)a(m)

ou h est une fonction holomorphe sur (C"\.%ing «,0). Comme codim .ing a >
2, le théoreme de prolongement d’Hartogs assure que h se prolonge en une fonc-
tion holomorphe sur (C",0) encore notée h. Réciproquement, si 5 = ha alors
aNp=0.

Pour le cas général on renvoie le lecteur a [[L4]. O

COROLLAIRE 1.2. Si « et 8 sont deux 1-formes homogénes de méme degré
telles que a A\ B = 0. Alors 3 = ha ou h est une fonction rationnelle de degré
0. Si codim ing o > 2, la fonction h est constante.

PROPOSITION 1.3. Le morphisme , induit un isomorphisme de £’ sur
Z.

DEMONSTRATION. Par la remarque qui précede, tout élément de £ de-
scend en un élément de .Z. Soient Xi,..., X, une base de .Z et X;i,..., X,
des relevés de Xi,..., X, a C"*! par 7. Les X}, forment une base de £ donc
sont tangents au feuilletage ; par conséquent Xy est tangent a w, i.e. ig w = 0.
Puisque w A dw = 0, on a

’iXkdw ANw=20
et le corollaire [[.9 assure que
i, dw = p(X)w

ol 1(Xy) € C. Comme Lrw = (degw + 1)w, quitte & changer X en Xj —

1(Xy)

deg o1 R, on peut choisir X, € 2’ et la proposition est évidente. O

On rappelle la
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DEFINITION. Un feuilletage .7 est de degré v sur CP(n) s'il est décrit en
coordonnées homogenes par une 1-forme intégrable homogene w de degré v+ 1
satisfaisant codimg.ing w > 2.

Donnons une interprétation géométrique du degré. Soient .% un feuilletage
sur CP(n), 2 une droite générique de CP(n), z un point de Z et .Z, la feuille
de .Z passant par z; le degré de .# est égal au nombre de points z € Z tels
que I'hyperplan tangent a .%, en z contienne Z. En effet, soit w une 1-forme
de degré v + 1 sur C**! définissant .% ; w s’écrit

k=0

ou les A, sont des polynomes homogenes de degré v + 1. Dans la carte affine
zp = 1, on note

n
Wo 1= W)zg=1 = E Ap(1, 21, ... zn)d2g
k=1

Supposons que la droite & := {z; = ... = 2z, = 0} soit une droite générique;
dans la carte zp = 1 le fait que w annule le champ radial se traduit sur & par

Ao(]_,Zl,O, .. ,O) + ZlAl(]_,Zl,O, .. ,0) = 0.

Ainsi comme génériquement (sur le choix de 2) le polynéme Ay(1, z1,0,...,0)
est de degré v + 1, on trouve que A;(1,21,0,...,0) est de degré v. Or wo =
Ai(1, 21,0, ...,0)dz, donc wo,g, s’annule en v points, i.e. le nombre de points
de tangence entre le feuilletage et la droite {23 = ... =z, = 0} est v.

La proposition suivante controle le degré d'un Z-feuilletage % associé
a une sous-algebre .Z C x(CP(n)) ainsi que la dimension de .Z en degré
maximal :

PROPOSITION 1.4. Soit F un £ -feuilletage de degré v sur CP(n) défini
par une 1-formew. Alorsv < n—1. De plus, siv =n—1, alorsdim £ = n—1.

DEMONSTRATION. Soient X7, ..., X une base de £ et X, € x(C™*1) des
relevés des Xj. Soit m un point générique, i.e. dim.Z(m) = n — 1. On peut
supposer, quitte a réindicer, que l'espace vectoriel engendré par

R(m), X1(m), ..., Xn_1(m)
(ou w(m) = m) est de dimension n, de sorte que la 1-forme w définie par

iRig, - -ix, _dzg N... Ndz,
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est homogene de degré n, non identiquement nulle et kerw(m) =< R(m),
Xi(m), ..., X,_1() >. Par ailleurs, kerw(rm) est Ihyperplan tangent & la
feuille passant par m. Ainsi si m est un point générique, on a kerw(m) =
kerw(m) : les deux 1-formes w et w sont colinéaires. Le lemme de de Rham-
Saito assure I’existence d'un polynome homogene f,,_, 1 tel que w = f,,_, 1w
comme w est de degré v + 1 et @ de degré n, le polynéme homogene f,_,
est dedegré n —v—1letn—12>vr.

Supposons maintenant que ¥ = n — 1; avec les notations précédentes,

on a f,_,_1 = fo € C*. Par suite les champs linéaires };Z, Xl, o ,Xn_l sont
linéairement indépendants en tout point m régulier pour .%# et les champs holo-
morphes X;(m),..., X,_1(m) sont linéairement indépendants en tout point

m € CP(n )\fmg . Soient X € .Z et m € CP(n)\ .%ing .#, on a

m) = iak(m X

ot a(m) € C et les applications ay, sont holomorphes sur CP(n) \ .Zing .#.
Comme codimg .Ying % > 2, le théoreme de prolongement de Hartogs assure
que les a4, se prolongent & CP(n) tout entier et sont donc constants. U

On en déduit le

COROLLAIRE 1.5. Soit F un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(3) associé
a L C x(CP(3)). Alors £ est abélienne de dimension 2 ou isomorphe a
Ualgebre du groupe des transformations affines {z — az + b}.

Ainsi on déduira la classification des Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3)
de celle de certaines sous-algebres de Lie de dimension 2 de s{(4; C).

DEFINITION. Un feuilletage .% décrit en coordonnées homogenes par la
1-forme w possede un facteur intégrant s’il existe un polynéome homogene P
non trivial tel que la 1-forme % soit fermée.

PROPOSITION 1.6. ([B]) Soit . un feuilletage sur CP(n) donné en coor-
données homogénes par la 1-forme w. Supposons que F posséde un facteur
intégrant P ; si P = PMT Pt est la décomposition de P en facteurs
wrréductibles, alors

w dF; H
- Y
Pt pret Z vp e )

k=1

P .. P )
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ou A\, € C et H désigne un polynome homogene.

Bien que techniquement difficile, I’énoncé est « essentiellement » le théoreme
de décomposition en éléments simples des fractions rationnelles a une variable.
Il y a un énoncé analogue pour les germes holomorphes ([H]).

REMARQUES. (i) Le feuilletage associé a la forme % a en général des sin-
gularités, les croisements P; = P, = 0 notamment. Les feuilles de ce feuilletage
sont les composantes connexes des niveaux de la fonction multivaluée

P ... P
k=1 1 s

(ii) Si les A sont tous nuls, le feuilletage .# admet une intégrale premiere ra-
tionnelle H/ P ... P™. 1l suit de I'identité d’Euler igw = 0 que H/P"" ... P
est homogene de degré 0. Finalement, deg(P) = degw + 1 = v + 2.

(iii) Sil'un des A est non nul, I'égalité

W o, dP H
= =3 d
P ;; v B T (P{“...PS"S)

conduit aussi & deg(P) =degw +1 =v+ 2.

(iv) Il suit de (ii) et (iii) que % définit une 1-forme fermée rationnelle sur

CP(n).

(v) Si le polynéme P est réduit, i.e. ny = 0 pour tout k € {1,...,s}, alors
toujours pour des raisons d’homogénéité le polynome H est constant et on peut

prendre H = 0. On dit alors que le feuilletage .%# défini par %: d(z log Py)
k=1

est logarithmique ; I'identité d’Euler implique que Z A deg(Pg) = 0.

k=1
(vi) A l'intégrale premiere Z A log P+ o pn, OF préfere parfois son
k:1 1 LIRS s
exponentielle f[ P exp(i).
k PM ... Pns

k=1



20 1. Z-FEUILLETAGES.

La proposition qui suit est bien classique [f] :

PROPOSITION 1.7. Soient # un feuilletage sur CP(n) décrit par une 1-
forme w, X € x(CP(n)) et exp(tX) le flot de X. Supposons que X ne soit
pas tangent a F et que F soit invariant par X, i.e. (exptX)*.# = F. Alors
igw est un facteur intégrant de ¥, ou X est un relevé de X.

DEMONSTRATION. Les hypotheses se traduisent par :
(i) igw = P est un polynéme homogene non trivial
(ii) (exptX)'wAw=0
En dérivant (ii), on obtient
(LXW) ANw=20
ou encore
(i;(dw + d(iXu))) ANw=10
Comme w est intégrable, on a
ig(wAdw)=0
soit
(igw)dw +igdw Aw =0

qui équivaut a

O

DEFINITION. Un champ de vecteurs X comme ci-dessus est appelé symétrie
de .

Via la proposition précédente, on peut établir qu'un Z-feuilletage de CP(n)
possede un facteur intégrant, c’est-a-dire est défini par une 1-forme fermée ra-
tionnelle :

THEOREME 1.8. Soit # un £ -feuilletage de CP(n). Alors & posséde un
facteur intégrant. Plus précisément, on a [’alternative :

(i) le feuilletage .F posséde une symétrie

(i1) le feuilletage F posséde une intégrale premiére rationnelle non triviale.
En particulier F est défini par une 1-forme fermée rationnelle sur CP(n).

DEMONSTRATION. On introduit les deux sous-groupes de Aut CP(n) suiv-
ants :

G :=<exptY, Y e Z >
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le groupe analytique engendré par les flots des champs tangents a % et
Gy :={¢p € Aut CP(n), ¢9"# = .7} ={¢p € Aut CP(n), ¢9'w Aw =0}

ou w définit le feuilletage .%.

Alors que G9 est un sous-groupe algébrique de Aut CP(n), il se peut que
G4 ne le soit pas. On a l'inclusion G; C G5. Notons G 1'adhérence de Zariski
de Gy et Gg la composante connexe neutre de G5 ; comme (G est connexe, GIZ
aussi et G¥ C GY. On a Dalternative

- Zie G C Lie G C Lie Gy

-G, =G

Dans le premier cas, si X € Lie GZ\ ZLie Gy, alors X est non tangent a
Z (maximalité de .£) et exptX € GY. Par suite X est une symétrie.

Dans le deuxiéme cas, le groupe G est algébrique ; comme il agit sur CP(n)
par action algébrique, I’adhérence ordinaire de toute orbite G;.m est algébrique
comme adhérence de I'image d’un morphisme algébrique. Par suite toute feuille
de .# est d’adhérence algébrique. Il résulte du théoreme de Darboux-Jouanolou
([B], [B]) que -Z possede une intégrale premiere rationnelle. O

Ainsi énoncé ce théoreme est semblable a un résultat de J. Pereira et P.
Sanchez ([I7)]). Il se généralise comme suit (la preuve est analogue) :

THEOREME 1.9. Un Z-feuilletage de codimension un d’une variété algébrique
est défini par une forme fermée rationnelle.

LEMME 1.10. Soient % un £-feuilletage sur CP(n) décrit par une 1-forme
w, X une symétrie et Y un champ tangent au feuilletage. Alors ijx yjw = 0,
e. [X,Y] est tangent au feuilletage F

DEMONSTRATION. En un point régulier, le théoreme de Frobenius assure
que w s’écrit udry ou u est une unité et xg une submersion. Si on complete

les coordonnées a l'aide de xq,...,x, alors les champs locaux tangents a w
0

sont engendrés par 8%1’ .. . Comme X = E Xp— 5 est une symétrie, la
Tk

1-forme ZXLM est fermée. Or ixw = uXy; donc dX—mé’ est fermée, i.e :

0

0
Puisque le champ Y étant tangent au feuilletage, il s’écrit Z Yk ; alors
Ty

0
(X, Y] = [¢(x 8—%+2Xk ZY&%]
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et [X,Y] annule w. O

REMARQUE. Le lemme précédent est évidemment de nature locale.

COROLLAIRE 1.11. Soient F un £ -feuilletage sur CP(n) et X un champ
de vecteurs non tangent au feuilletage % . Le champ X est une symétrie de ¥
si et seulement si [X, Z] C Z.

DEMONSTRATION. Soit Y € 2, le lemme [[LIJ assure que si X est une
symétrie alors le champ [X, Y] est tangent au feuilletage .%. Par maximalité
de l'algebre .Z, le crochet [X,Y] € Z.

Réciproquement, le théoreme de Frobenius assure que localement au voisi-
nage d'un point régulier m la 1-forme w décrivant le feuilletage s’écrit udxo.
L’algebre ¥ = £’ @& CR est de dimension ponctuelle n. Le module des
champs tangents en m au feuilletage coincide avec le module engendré par

%, ceey ai et avec le module engendré par Z. Soit X un relevé de X ; la
1 Tn

condition [X 7% | C % implique que pour tout champ Y local tangent a Z,
le champ [X,Y] est tangent au feuilletage. En particulier, c’est le cas pour

chaque [ X, 8%1']’ i > 1. Supposons que le champ X s’écrive
0 0
Xo—+ ...+ Xp—
08900 8xn
Comme la 1-forme w annule
0 0Xy 0
(X, —] = =0 4 .
oxy, Oz, 0xo
on a —%%;’ = 0 pour tout & > 1; on note puisque X n’est pas tangent & .Z
B .. w _ dxg , .
que Xy = E(xo? # 0. Ainsi ixwo — x0) est fermée, ce qui implique que X
est une symétrie. O

Les théoremes qui suivent proposent un procédé de construction en cas-
cade :

THEOREME 1.12. Soit F un £ -feuilletage de degré v sur CP(n) défini en
coordonnées homogénes sur C" par la 1-forme w de degré v + 1. Supposons
que le L-feuilletage . n’ait pas d’intégrale premiére rationnelle, alors F a
une symétrie linéaire Z sur C"TL. Cette symétrie induit un facteur intégrant
P de degré v + 2 qui définit un £ -feuilletage de degré < v + 1 sur C*"** que
l'on peut prolonger a CP(n + 1).
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DEMONSTRATION. Soit X € %’ ; puisque P est un facteur intégrant de w
on a

: dP
ix(dw — ?/\w) =0

et comme X € &', on a ixdw = ixw = 0. Par conséquent, on obtient ixdP =
0.

Soit G C GL(n + 1; C) le groupe analytique de .Z’. Ce groupe n’est pas
algébrique sinon les feuilles de .%# seraient algébriques et par le théoreme de
Darboux-Jouanolou, le feuilletage .# admettrait une intégrale premiere ra-
tionnelle ce qui est exclu. On considere alors G 'adhérence de Zariski de G';
on a dim Zie G < dim Zie G?. Soit G¥ le groupe algébrique défini par

G ={heGL(n+1,C), Poh= P};

pour tout X € £’ le champ X annule P donc P(exptX) = P autrement dit
G Cc GP. Ainsi G C GP et

L= ZLie G ¢ Lie G C Lie GT

Par maximalité de .Z la dimension ponctuelle de Zie G est n; en effet un
champ linéaire qui appartient a £’ en tout point générique appartient a .£”.
Le facteur intégrant P, de degré v + 2, apparait donc comme invariant d’un
sous-groupe algébrique de GL(n + 1; C) a orbites génériques de dimension n;
le Z-feuilletage associé a P est un Z-feuilletage de codimension 1 et de degré
< v+ 1sur C*"™! que I'on peut prolonger & CP(n + 1). O

REMARQUE. L’inégalité < v+ 1 est due au fait que ’on ne suppose pas le
polynéme P réduit; si P = P+t . Prtlest de degré v + 2, la 1-forme

Zs dP
k
k=1

définissant le feuilletage associé a P est de degré strictement inférieur au degré
de P des que 1'un des n; est strictement positif.

On a une réciproque lorsque P est réduit :

THEOREME 1.13. Soit P un polynome homogéne réduit de degré k sur
C"! dont la décomposition en polynémes irréductibles s’écrit Py ... Py, s > 2.

Si P définit un £ -feuilletage sur C", il existe des £ -feuilletages sur CP(n)
de degré k — 1 ayant pour facteur intégrant P.

DEMONSTRATION. On définit I'algebre de Lie g de dimension ponctuelle n
par
g := {X champs linéaires, ixdP = 0}.
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Si X € g, le flot de X est tangent aux niveaux de P et en particulier tangent
a P71(0) d’ott

X(Py) = pe(X) Py

avec g — C linéaire. Soit (Ag)r=1, . s satisfaisant Z A deg(Py) = 0, alors

k=1
—~ . dP,
la 1-forme € = g )\i?k définit un Z-feuilletage sur CP(n). En effet, soit
k
k=1

gd={X€g Y Mm(X)=0}Cyg
k=1

Cette algebre de Lie tangente au feuilletage logarithmique %, est de codimen-
sion 1 dans g et de dimension ponctuelle n — 1. Comme P est un polynome,
ses niveaux (excepté P~1(0)) n’adheérent pas & l'origine donc R ¢ g. L’algebre
CR + ¢ est de dimension ponctuelle n et tangente au feuilletage .%q. Pour
(Ak)k=1,.s générique, la 1-forme w = PQ satisfait codimc.Zing w > 2 et Fq
est de degré k — 1. O

REMARQUE. Si s =1, alors p;(X) = 0 pour tout X € g.

Sis > 2, alors p;(X) Z0Vi e {l,...,s}; en effet, si y;(X) =0 on a
X(P) = 0VX € g. Ainsi les feuilletages décrits par P; et P coincident et
s=1=1.

2. ZY-feuilletages avec une singularité isolée en dimension n > 3.

Rappelons la définition d'un feuilletage a singularité isolée.

DEFINITION. Soit .% un feuilletage sur un ouvert de C". On dit que .¥ a
une singularité isolée en m si m est isolé dans .Sing .%.

On démontre de fagon élémentaire que si .# est défini par la 1-forme w =
n

E apdz;, alors % est a singularité isolée en m si et seulement si le germe en

k=1
m de {ay = ... = a, = 0} est réduit & {m}.

On montre ici quun Z-feuilletage sur CP(n) ayant une singularité isolée
est associé a une forme quadratique de rang maximum. Les outils nécessaires
sont le théoreme de Frobenius de Malgrange ([L0]) ainsi que le résultat suivant
d’algebre commutative :
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PROPOSITION 1.14. ([LF]) Soient ay, ..., a, des éléments de O(C™,0). Les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) {a1 =...=a, =0} ={0}

(ii) le module des relations
M, = {(br,....b) | D arbe = 0,b; € O(C",0)}
k=1

est engendré par les relations triviales

bk_] :(0’.,.,O’aj,()’...70,—ak,07...,0).

Le théoreme de Frobenius singulier de Malgrange donne une condition
géométrique d’existence d’intégrale premiere holomorphe pour un feuilletage
singulier :

THEOREME 1.15. ([L0]) Soit w un germe de 1-forme holomorphe intégrable
en 0. Si codime ingw > 3, il existe f € O(C™,0) et g € 0*(C",0) tels que
w = gdf, i.e. f est intégrale premiere du feuilletage associé a w.

Le théoreme de Malgrange est inopérant en dimension 2 : la condition
codimc.¥ing w > 3 ne peut étre satisfaite sauf lorsque w n’a pas de singularité
et la il s’agit du théoreme de Frobenius classique.

Enoncons le théoreme principal de cette partie :

THEOREME 1.16. Soit F un £-feuilletage sur CP(n), n > 3, ayant un
point singulier isolé. Alors ¥ est de degré 1 et il existe une carte affine C™ C
CP(n) telle que F|cn soit associé a une forme quadratique de rang mazimum.

REMARQUE. L’énoncé ne dit pas que le lieu singulier est réduit a un point
mais qu’il existe un point singulier isolé.

DEMONSTRATION. Supposons que le point singulier de .# soit 'origine 0
d’une carte affine C" C CP(n). Si X € %, on sait que dans la carte affine
C" C CP(n) le champ X s’écrit

ot { est linéaire, les ay, affines et R le champ radial de C™.
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Le champ X s’annule en 0 sinon toute la trajectoire de X passant par 0
serait singuliere pour .%, ce qui contredirait I’hypothese .# admet une singu-
larité isolée. Ainsi les a; sont linéaires, i.e. X s’écrit

X' +UX)R

oul: £ — (C")* est linéaire et X’ un champ linéaire.
Soient X7i,..., X, 1 € Z tels que pour z générique, on ait
dimc < Xl(Z), c. ,Xn,1<2) >=n—1
La 1-forme €2 définie par
in e an_ldzl AN dZn

est intégrable et s’écrit

Qn—l + Qn

ou les €2, sont homogenes de degré k, ), 1 = ixy - -ix;L_lei A...Ndz, et
1r€), = 0. Il se peut que ) s’annule sur une hypersurface et se laisse diviser
par un polynome; c’est en fait le cas. Le feuilletage .# est défini par une 1-
forme a singularité isolée en 0; le théoreme de Malgrange assure I’existence
de f E 0(C™,0) telle que df définisse localement F en I'origine. Si X =

Z bk 6 £, alors X.f = ixdf = 0, autrement dit Z bk of

Zk

= (. Comme

necessalrement df est a singularité isolée, la proposmon 1.2.3. assure que le
module des relations des f est engendré par les relations triviales; on a

af o of 0
X = S =L —
Z Hki (8@- Oz, Oxy, 6:cj)
ou ui; € 0(C*0). Comme dimeg < Xi(2),...,X,-1(2) >=n — 1 pour z
générique, les X’ ne sont pas tous identiquement nuls et puisque f a une

singularité isolée a 'origine, f est non submersive. De sorte qu’en calculant le
1-jet d'un élément X générique on constate que

f =q+ termes d’ordres supérieurs

ol ¢ est une forme quadratique non triviale. Comme 2 A df = 0, le lemme de
de Rham-Saito assure I'existence de G € &(C™,0) tel que

Q=Q,1+Q, =Gdf = G(dg+ termes d’ordre supérieur).
Remarquons que €2, 1 # 0 sinon on aurait
’iRQ = 'L.RQn—l + ZRQn =0

qui implique igdf = 0, ce qui est absurde. Comme ) est d’ordre n — 1 et dq
d’ordre 1, I’égalité

Q=Q, 1+ Q, = G(dg+ termes d’ordre supérieur)
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implique que G est d'ordre n — 2 > 1. On en déduit que G s’annule sur
une hypersurface et par conséquent €2 aussi; or §2 est polynoémiale donc cette
hypersurface est algébrique. Ainsi G s’écrit UP avec U € 0*(C™,0) et P un
polynome :

P, o+...+ Py

ou les P; sont homogenes de degré i et P,,_5 # 0. Finalement () s’écrit
Q:Qn_1+Qn:Gdf:PUdf:(Pn_2++PN)(W1++Q}N/):PW

ol les wy sont des 1-formes homogenes de degré k, w; = dq avec Py et wys non
nuls.
Par identification, on a

anl = Pn72dq
Qn = Fpows + Pnfldq
0= Pn,QCdg + Pn,1W2 + Pndq

O:PNWN/

Il en résulte que

N+ N =n
1< N
n—2<N

autrement dit on a l’alternative :

- N=1leteN=n-1

- N=2et N=n-—2.

Dans le premier cas, P = P, 5+ P, 1, w = w; et # est un feuilletage
de degré 1. Dans le second cas, P = P, 5 et w = w; 4+ ws avec igwy = 0
car ig€2, = 0. Ce qui signifie ici encore que .# est un feuilletage de degré 1.
La classification des feuilletages de degré 1 (que nous rappelons au chapitre 3)
nous permet de trouver une carte affine dans laquelle w, = 0. Ainsi .% est défini
par dq ou g est une forme quadratique nécessairement de rang maximum. [

REMARQUE. Ce théoreéme n’est pas correct en dimension 2 ; sur CP(2) tous
les feuilletages de degré 1 sont des .Z-feuilletages et possedent une singularité
isolée (trois comptées avec multiplicité) sans toutefois étre associés a une forme
quadratique.
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3. Théoremes généraux.

On rappelle quelques résultats élémentaires classiques sur les algebres de
Lie et on présente leur traduction en terme de Z-feuilletages. On renvoie aux
livres classiques pour ces résultats.

PROPOSITION 1.17. Soit g une sous-algébre de Lie de .4 (n,C) dont tous
les éléments sont semi-simples. Alors g est isomorphe a une algébre diagonale.

On en déduit aisément la

PROPOSITION 1.18. Soit g une algebre de Lie de champs de vecteurs linéaires
sur C"L. Si tous les éléments de g sont semi-simples, alors g est abélienne et
dimg g = dimg g(m) pour m € C™t générique.

DEMONSTRATION. Par la proposition [[.I7, ¢ est isomorphe & une algebre
de matrices diagonales; ainsi si Xq,..., X, est une base de g, on peut trouver
un systeme de coordonnées z, ..., 2z, tel que

u 0
Xi = Z/ij,kzjg
j=0 J

Alors la matrice
(Mj,k) 0<j<n
1<k<s
S

a pour rang s la dimension de g. Evaluons I’élément Z A X de l'algebre g au

k=1
point générique (1,...,1) (chaque m = (my,...,m,) avec m; # 0 se ramene &
(1,...,1) par un isomorphisme diagonal). Sous forme matricielle on obtient :
Z )\kNO,k O
= 1 A1
' P = (k) osgen :
1 1<k<s X,

0 Z Akfhn,k
=1

Par suite I'espace engendré par les Z A Xy évalué en (1,...,1) est de dimen-

' k=1
sion s. n
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On obtient comme conséquence directe :
COROLLAIRE 1.19. Soit % un £ -feuilletage (de codimension 1) sur CP(n)

associé a L C x(CP(n)). Si tous les éléments de £ sont semi-simples, alors
F est linéairement conjugué a un feuilletage logarithmique du type

dz;
Zn Z N—2L )\ eC
ot les zj sont des coordonnées.

DEMONSTRATION. Soit w une 1l-forme définissant le feuilletage .. On
identifie .Z a Z’. La proposition 1.3.1. assure l’existence d’un systeme de
coordonnées zg, . .., z, dans lequel .Z’ est diagonale. Si X € &', X s’écrit

Zlu] ]az

ou p;(X) € C. Alors 'algebre 2 est engendrée par les champs X, ..., Xn_1
base de £’ et Xy = R. Si (Ao, ..., \,) satisfait

i)\j — 0
j=0

Zuj(Xk))\j:0pourk:1,...,n—1

J=0
_ - de S .
alorsw:zo...znZ)\j— définit 7. O
. Zj
§=0 7
REMARQUES. (i) Tous les .Z-feuilletages sur CP(n) associés a une algebre

dz;
abélienne ne sont pas conjugués a un feuilletage du type 2y... 2, Z)\ —Z,

Par exemple, les champs zja%, j # 1, engendrent une algebre g abehenne
0

satisfaisant dim g(X) < 1 pour tout X € g. Ainsi I'hypothese tous les éléments

sont semi-simples est importante pour le dernier point, exiger que 1’algebre soit

abélienne ne suffit pas.

(ii) L’adhérence des feuilletages conjugués aux feuilletages logarithmiques
du type

- Z Ak% (%)
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forme une composante irréductible de 'adhérence de I’ensemble des feuilletages
de degré n — 1 sur CP(n) (B])-

(iii) On note aussi que les limites de feuilletages définis par des 1-formes du
type (x*) ne sont pas nécessairement des .Z-feuilletages; soit .# le feuilletage
sur C* = {20, 21, 22, 23} décrit par la 1-forme

w = zp21(21 — 20)23 (/@0% + 51% + KQM + mg%)
<0 21 Rl — %0 <3
3
avec Z k; = 0. On remarque que w apparait comme lim w, ou

e—0
i=0
dZO d21 d({fZQ +z1 — ZQ) ng
we = 2021 (€22 + 21 — 20)23 | Ko— + K1— + kg + Kg—
<0 <1 21— X0 <3

3

avec Z k; = 0 et donc .Z est limite des Z-feuilletages .%.. On peut montrer
i=0

que w ne définit pas un Z-feuilletage de la fagon suivante; si

p: C — C*
z = (po(2),¢1(2), p2(2), p3(2))

est une application entiere qui évite les hyperplans zp = 0, 23 = 0 et 2y = 21,
il résulte du théoreme de Picard qu’il existe une relation non triviale

appo +a1p1 =0, a; € C

En appliquant cette remarque aux flots des champs linéaires tangents a w, on
constate que la condition de dimension ponctuelle trois ne peut étre réalisée.

On rappelle la

DEFINITION. Soit g une algebre de Lie, on note (g;)en la suite définie par

go =9, Ji+1 = [giagi]

On dit que g est résoluble si g, = {0} pour un certain p.

Rappelons aussi le théoreme de triangulation des algebres de Lie résolubles :

THEOREME 1.20. Toutes les algebres de Lie complezes résolubles de matri-
ces g sont triangulables, i.e. il existe une matrice inversible P telle que PgP ™"
soit triangulaire.
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DEFINITION. Soit % un Z-feuilletage sur CP(n). On dit que £ est
réguliere si pour tout point m € CP(n) \ ing % la dimension ponctuelle
de Z en mest n — 1.

On remarque qu’'un .Z-feuilletage de degré maximal n—1 est nécessairement
régulier.

On déduit de le :

THEOREME 1.21. Soit & un feuilletage sur CP(n) associé a £ C x(CP(n))
régquliere. Si £ est résoluble, alors F posséde un hyperplan invariant F€.
En particulier, il eziste une carte affine C* ~ CP(n) \ S dans laquelle les
éléments de £ sont affines.

DEMONSTRATION. L’algebre . est une algebre de Lie résoluble isomorphe
a une sous-algebre de .# (n+ 1, C). D’apres le théoreme [127 cette algebre est
triangulable et admet donc pour hyperplan invariant H = {z, = 0}, ou
{20,...,2n} est un systéme de coordonnées triangularisant de C"™!. Puisque
Z est réguliere, en un point générique m de A 1a dimension ponctuelle de
&L est n— 1, et A est invariant par le feuilletage; d’olt I'existence via la
projection canonique 7 : C"*1\ {0} — CP(n) d’un hyperplan invariant pour
F.
Enfin, on montre facilement que si le feuilletage .% admet un hyperplan in-
variant ., alors dans la carte affine CP(n) \ % les champs tangents a .#
sont affines. O

L’hypothese de régularité est nécessaire. Nous détaillerons en 5.1.4 I'exem-
ple d’'un feuilletage de degré deux sur CP(4) ayant une intégrale premiere de
Q

type Q—;, (Q; quadratique, associé a une algebre de Lie résoluble non réguliere

maximale ; ’algebre posséde un hyperplan invariant, le feuilletage non.

On rappelle aussi les

DEFINITIONS. 1) Soit g une algebre de Lie; il existe un unique idéal
résoluble noté Z(g) appelé radical de g contenant tous les idéaux résolubles
de g.

2) Une algebre g est semi-simple si elle ne contient pas d’idéal résoluble
non trivial ce qui est équivalent & Z(g) = {0}.

Il est assez naturel de regarder les Z-feuilletages associés aux algebres
semi-simples :
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THEOREME 1.22. Soit % un £ -feuilletage associé a la sous-algebre & C
X(CP(n)). Si L est semi-simple, ou plus généralement si £, L) = £, alors
F possede une intégrale premiére rationnelle.

DEMONSTRATION. Comme d’habitude on releve . & C*™! en .. Le feuil-
letage .Z possede un facteur intégrant P = P/ " ... Prs*1 avec ged(Py,. .., P,) =

1, i.e.

P — Py P Phs
ol w définit .%. Si tous les \; sont nuls, le feuilletage .# possede une intégrale
premiere rationnelle; si ce n’est pas le cas supposons par exemple que Ay # 0.
Soit X € £’ le champ X est tangent a F et par suite tangent aux hypersur-
faces invariantes par Z. Or le lieu des zéros de P, en est une pourk=1,...,s;
ceci se traduit par :
A priori p,(X) € 6(C™0) mais P, et X (P;) sont homogenes de méme degré
donc ux(X) € C. On constate que si X est un commutateur, i.e. si X s’écrit
Y, Z] avec Y, Z € &', alors ui(X) = 0. En fait chaque py : £’ — C est un
morphisme d’algebres de Lie donc trivial puisque [Z', %] = £’ 1l se trouve
que P admet au moins deux facteurs premiers entre eux dans sa décomposition,
i.e. s > 2. En effet supposons que P = P/" ™ alors

w w dP; H
2= = M—L+d
P M T (P{“)

En particulier degd( ) = —1 et deg -2 P = 0. Légalité deg - T =0 et

I'identité d’Fuler 1mphquent que A\ydeg P, =0, i.e. Ay =0 ce qui est exclu, ou
deg P, = 0 ce qui est encore exclu.
Finalement pour chaque X € Z ona X(P;) = X(FP;) = 0et siy; = deg P,

V2
la fonction rationnelle Pyl est homogene non constante de degré 0 donc passe

a CP(n) et est intégrale premiere de tout élément de £ donc de .Z. U

REMARQUES. (i) La construction précédente donne une « construction a
deux branches éventuellement multiples » : un Z-feuilletage associé a une
algebre .7 satisfaisant [.Z, £| = £ admet une intégrale premiere du type %:?
avec P, et P, deux polynomes irréductibles et v; = deg P;. On peut en effet

lorsque les A; sont nuls adapter le raisonnement précédent.

(ii) Dans le cas ou .Z est semi-simple, on sait que .Z s’integre en un groupe
algébrique ce qui donne immédiatement le résultat. En fait I’énoncé donne plus
que le cas semi-simple et donne le (i) de la remarque qui a un intérét en soi.
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THEOREME 1.23. Soit % un £ -feuilletage sur CP(n) décrit par la 1-forme
w. Si tous les éléments de £ sont nilpotents, alors F posséde une intégrale
premiere rationnelle.

DEMONSTRATION. Comme toujours on releve I'algebre . & C™! en lalgebre
<. Puisque tous les éléments de . sont nilpotents, ¥’ est nilpotente et apres
triangulation les hyperplans z, = cte sont invariants par les éléments de .Z”.
Par conséquent, les feuilles du feuilletage .#" associé a £’ sont contenues dans
les hyperplans z, = cte et sont, puisque £’ produit un feuilletage de codimen-
sion 2, de codimension 1 dans ces hyperplans. La forme dwy.,—. est nulle sinon
le feuilletage restreint serait de codimension 2. On a ainsi I’égalité dwA dz, = 0
qui conduit a d(w A dz,) = 0; autrement dit w est fermée dans les fibres z, =
cte donc par le théoreme de Poincaré exacte dans ces fibres. Par suite, la 1-
forme w s’écrit adz, +dH. Par ailleurs, I’égalité deg H = dega+ 1 =degw+1
et 'identité d’Euler az, + H deg H = 0 impliquent que H = — degfd"ﬂ ; donc la
1-forme w s’écrit

(degw)adz, — z,da

Ainsi le feuilletage .# admet ggw comme intégrale premiere. U

d

2n

REMARQUE. Dans la carte affine z, = 1 le feuilletage admet pour intégrale
premiere polynomiale a.






CHAPITRE 2

Exemples.

1. Principe de construction d’exemples.

On va décrire un principe qui permet de construire des Z-feuilletages a
partir d’exemples classiques venant en particulier de la théorie des invariants
et des actions de C"! sur C™.

On note Ej := C**! n, € N* et P(E,) ~ CP(ng), k = 1,...,q. Sur
P(E}), on se donne un .Z-feuilletage % associé a une algebre de Lie %, de
champs de vecteurs linéaires ; pour my € P(FE}), générique, on a

On a vu que chaque %}, est défini par des formes rationnelles fermées

ok dP, H
- Z )\k’] - +d N, 1 - Nk,s),
= R

7 ]{I,Sk

avec les conditions Z Ai,jdeg Py ; = 0 et deg(Hy) = Z ng deg Py 4.

7j=1
Posons N = Z ny; on considere sur Fy & ... & E, ~ CN11 e feuilletage

k=1
F,, associé a la 1-forme fermée

P 273 P,
k=1
q
ou P = H Py et les p;, € C sont non tous nuls. On remarque que .#,, descend
k=1
sur CP(N + g — 1). En effet, si Ry désigne le champ radial sur FEj, alors
q
R = Z Ry, est le champ radial sur By, @© ... ® E,; comme chaque wj; annule

k=1
R pour j =1,...,¢q, la 1-forme  annule R.

35
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PROPOSITION 2.1. Si chaque %, possede une symétm’e Xy, alors le feuil-
letage #,, descend en un £ -feuilletage sur P(Ey & ... @ E,).

DEMONSTRATION. Soit m = (my, ..., m,) € E1®...®E, un point générique.

La sous-algebhre £° = 4 @ ... ® Z, est formée de champs tangents a .%,,.
On a

dim .,S,”O Z dim .,ka (my) Z ng =

Soit X, un relevé de X, et P, =i %, Wk Considérons maintenant un champ X,

de la forme
q
S
k=1

avec a = (oq,...,q,) € Clet <a,pup>=0.0na

. Q 4 'L.X Wi d
Z)Zaﬁ = ;Mk% P = Zﬂkak

On remarque que X, est tangent & Z,,. Soit % I’algebre de Lie engendrée par
£V et par les champs X, ; algebre .,2” est formée de champs linéaires tangents
a .#,. De plus, en un point m € E; @ ... @ L, générique, on a

q
dimj(m):dimfo(m)qtq—1:an+q—1:]\7+q—1
k=1

donc .#, induit un Z-feuilletage. O

Il se peut que < ne soit pas maximale alors que tous les e le sont ; nous
allons voir que modulo une hypothese d’irréductibilité elle I'est.

DEFINITION. Soit % un feuilletage sur CP(n) défini en coordonnées ho-

n
mogenes par w = Z ardz,. On dit que .# est irréductible si w n’annule pas

k=0
de champ constant non trivial.

Remarquons que si % n’est pas irréductible, alors .# est le pull-back
linéaire d'un feuilletage .%#’ sur un CP({), { < n.

Soient %, Fy, L0 et % comme dans la proposition PJ;onala:
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PROPOSITION 2.2. Si chaque %, est irréductible, alors L est mazimale.
q

De plus, si on note g = {Zakf(k, < a,pu>=0}, ona L =g L et
k=1
lg, "] c £°.

DEMONSTRATION. Soit Y un champ de vecteurs linéaire tangent & ju-
Montrons que Y € .Z; le champ Y s’écrit

Yit... +Y,

ou chaque Y; est un champ linéaire sur E, © ... @ E, et parallele au facteur
E;. 1 égalité

Y
ZYF =0
conduit &
q
ﬂ’L'yu)]g =0
Py,
k=1
et a
~
—kiyku)k =0
Py,
k=1

Par suite, iy, wy, est divisible par P ; comme Y}, est linéaire, on a iy, wy =

q
c.Pyouc, € Cet Z,ukck = 0. Puisque g, Wk = Py, le champ Yy := Y, — e Xy
k=1
est annulé par wg. Les composantes de Y, pourraient dépendre de variables
autres que celles de E) ; montrons qu’en fait ce n’est pas le cas. Soient u =
(ui,...,us) des coordonnées de Ej et v = (vsy1,...,0,) des coordonnées de
Ei®..®@E,1® Ey1 @ ... 0 E,. Le champ Y}, s’écrit

S

Zag‘(u)a%j+

J=1

S
0
bj(v)5 -
j=1 J
ou les a; et b; sont linéaires respectivement en u et v. L’égalité iy w, = 0
conduit a

7 ZW; = 0
S
. d . . :
oun /Z = E bj%. Pour v général fixé ceci produit un champ de vecteurs
j=1 !

constant non nul, des que I'un des b; est non trivial ; ce champ est tangent a .7,
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ce qui est exclu puisque le feuilletage % est supposé irréductible. Finalement,
Y. s’écrit
S
0
a;(u)—=—

j=1
Or lalgebre %, est par hypothése maximale donc Y}, € %,. De sorte que

q q
k=1

k=1
~ q ~
avec Y = ZYk e .

Pour terminer il suffit de montrer que [X;,.2°] € £°; pour cela il suffit
de vérifier que les champs linéaires [f(k, Zy], on Zy € .,S,Zk, annulent w;, et sont
donc dans jk Mais comme )Z'k est une symétrie linéaire de %y, et iz wy = 0,
onaig, 7wk =_0. O

Plus généralement on montre de la méme maniere le :

PROPOSITION 2.3. Soit wy une 1-forme intégrable homogene définissant un
ZL-feuilletage sur C"’“ admettant une symétrie Xy, et P, = ix, wg. S les py, €

q
C\ {0} satisfont Z,ukZR'“wk = 0, alors la 1-forme Q = P, ... F, Z,uk—

définit un £ feuzlletage sur P(C™ @ ... C™).

REMARQUES.
et dans ce cas ip, 5

(i) Si igwr # 0, on a une symétrie automatique Xy = Ry
w1,

(ii) Siig,wr # 0, alors Qr = i, wi et Py sont des facteurs intégrants de wy,.
Si la 1-forme wy n’a pas d’intégrale premiere rationnelle, alors @, = cte P.

2. Exemples logarithmiques.

Les exemples logarithmiques vus en 1.3. s’obtiennent trivialement via le
principe précédent.

On considere sur £y = C la 1-forme wyp = dz, le polynome P, = z; et
2. ={0}; le « feuilletage » %, en points est décrit par la 1-forme
Wi . de
Py - 2k
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On construit sur £y @ ... ® E,;, le feuilletage logarithmique décrit par la
1-forme

n+1 dz
k
Rl Zn+l Z,ukz—k
k=1
n+1
wr # 0, qui descend sur PC"™! = CP(n) dés que Z,uk =0.0On aici & ~
Cnfl. k=t
Les feuilles, qui sont les composantes connexes des niveaux de la fonction
n+1
multivaluée Z 1y log z, sont en général denses pour n > 3. On remarque que
k=1
n+1 a n+1
tout champ Z M2 —=—— tel que Z At 7 0 est une symétrie.
k=1 Oz k=1

3. Exemples issus de formes quadratiques.

Sur C™ on considere une forme quadratique (); de rang maximal, i.e. quitte
n;
a composer par un isomorphisme on peut supposer que @Q;(z) = Z sz
k=1
Soit Z; le L-feuilletage sur C™ défini par la 1-forme d@); et associé a

'algebre so(Q);) ~ so(n;; C). Le champ radial R; de C™ est une symétrie de
F; : c’est I'identité d’Euler.
On construit sur CY = C™ x ...C" le feuilletage décrit par

R S
J

Jj=1

q
(qui descend en un Z-feuilletage sur CP(N — 1) deés que Zuj = 0). La
j=1
proposition assure que ce dernier est associé a 1’algebre

L = D KRy, <k p>=0}Bs0(Q) D ... D s0(Q,)

Jj=1

~ CT'@®s0(n;;C) @ ... D so(ng;C) (somme directe d’algebres de Lie)

En considérant C comme une carte affine de CP(N) on constate que ce
feuilletage s’étend a CP(N) et que ce prolongement est associé a I'algebre Z.
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Si ¢ > 3, les feuilles sont en général denses. Si p; € Z, on obtient des
exemples avec intégrales premieres rationnelles.

On peut aussi coller des feuilletages logarithmiques avec des feuilletages
associés a des formes quadratiques; considérons par exemple la 1-forme

_dGit s ta)  dao

22422422 20
On note Ry = 218%1 + 228%2 + zga%g. Soit Z un champ annulant w ; visiblement

Z s’écrit Mzoa%) + 7" avec 7' €< 2, 2 2 > Alors Z — ,u(zo(%0 + £R))

0z’ 8_22’ 0z3
annule w et n’a pas de composante en 8%0 ; en particulier il annule
d(z + 23 + 23)
22422+ 22
La 1-forme w décrit donc un Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur
C* associé & . = s0(3; C) @ C. Ce feuilletage s’étend en un Z-feuilletage sur
CP(4) décrit par la 1-forme
d(2? + 22+ 22 dz
(21+ 22+ 23) —/{—0~|>(KJ—2)
z1 + 25 + 23 20 24

L

4. Exemples issus d’actions classiques.

On présente quelques exemples d’actions classiques qui peuvent étre des
bases pour le principe de construction d’exemples; la plupart de ces exemples
se trouvent dans les livres ([§], [B], [L3]). I est plus commode ici de présenter
les groupes eux-mémes que les sous-algebres de Lie correspondantes.

4.1. Action de PGL(2,C) sur CP(3) et construction d’un .Z-feuilletage
sur CP(4). On note V4 I'ensemble des polynomes homogenes de degré trois
en deux variables et de maniere plus générale V; I'ensemble des polynomes
homogenes de degré k — 1 en deux variables. Le groupe GL(2, C) agit sur Vy,

gP=Pog!
ou P € Vi et g € GL(2,C). Soient A\, u € C*, on a
L B 1
(A9)-(nP) = pP(597") = 3P = 150.P
L’action de GL(2, C) sur Vj, induit donc une action de PGL(2, C) sur P(V},) ~
CP(k —1). Or un élément de CP(3) ~ P(V}) est la donnée d'un polynome
P de degré 3 a multiplication par un scalaire pres, autrement dit la donnée de
trois droites vectorielles Aj, Ay et Az dans C? non numérotées (les zéros de
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P), soit encore la donnée de trois points de CP(1). Ainsi I'action de PGL(2, C)
sur CP(3) correspond a l'action de PGL(2,C) ~ Aut CP(1) sur les triplets
de points de CP(1).

Décrivons les orbites de cette action.

On compte trois orbites : 'orbite des triplets de points distincts, 'orbite
des triplets de points dont deux seulement sont confondus et I'orbite des points
triples.

On commence tout d’abord par s’intéresser au sous-ensemble de CP(3)
correspondant aux points triples; un point triple c’est la donnée d’un polynome
homogene P de degré 3 qui est un cube :

P(z9,21) = (Bz — az)?

c’est encore la donnée du point [« : 3] € CP(1). On peut donc paramétrer les
points triples par ’application
(@, 8) = (B2 — az)® = Bz — 3F%az521 + 3’202 — a4
qui induit 'application
[a: 8] — [3%: =38% : 3Ba” : —a”]

dont I'image est « la » cubique gauche de CP(3) notée T

Décrivons maintenant l'orbite des triplets de points formés d’un point
double et d'un point simple. On considére le polynome z3, c’est le point
m=1[1:0:0: 0] €. La tangente a I" en m est donnée par

%)
t+— (1,0,0,0) + ta—(l, —3a, 30%, —a*)|a=0 = (1, —3¢,0,0)
«

qui correspond au polynéme 23(zy — 3tz1); pour ¢ # 0, ce polynome est le
modele a conjugaison pres de tout polynome de degré trois ayant un terme
carré.

On remarque que si ¢ est un élément de Aut CP(3) laissant I' invariante
et si m € I', I'image par ¢ de la tangente a I' en m est la droite tangente a I'

en p(m).

Ainsi l'orbite des polynomes, dont le lieu des zéros est une droite double et
une droite simple, est ’ensemble des tangentes > a la cubique I' privé de T'.
La surface ¥\ I est invariante sous 'action de PGL(2, C), elle est paramétrée
par 'application

(o, t) = (=3a, 30, —a®) + (-3, 6a, —3a?)
et est de degré 4 ([§]). On vérifie facilement que dans une carte affine ad-hoc,

¥ est isomorphe & un cylindre cuspidal (7, s) — (T, s%, s%).

L’action de PGL(2,C) sur CP(3) produit une unique orbite générique
CP(3) \ ¥ et par conséquent ne produit pas de feuilletage. Toutefois elle nous
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sera utile plus loin. Par contre I'action de SL(2, C) sur V; admet un invariant A
(le discriminant). On obtient ainsi un Z-feuilletage sur C* dont une intégrale
premiere de ce feuilletage est

— 3 2 2 3
Alag, ag, an,a3) = A(aozy + arz521 + qezoz] + aszy)

= aja; — dapas — dajas — 2Tagas + 18apa apas.

On le prolonge de fagon naturelle & CP(4). Ce feuilletage est associé a une
sous-algebre £ C x(CP(4)) isomorphe & s¢(2,C); il est de degré 3.

4.2. Action de PGL(3,C) sur CP(5) et construction d’un .Z-feuilletage
sur CP(6). Le groupe GL(3,C) agit sur I'espace des matrices symétriques
FLym(3,C) ~ C® comme suit

g.P= (g "Pg"

ou P € Sym(3,C) et g € GL(3,C). Cette action correspond a I’action na-
turelle de GL(3, C) sur les formes quadratiques. Soient A, i € C*; on a

% _ _
(A9).(uP) = 15('g™ )Py
Ainsi PGL(3, C) agit sur P.Zym(3,C) ~ CP(5).
Décrivons les orbites de cette action. Comme CP(5) ~ {coniques de CP(2)},
I’étude des orbites se ramene a celles des droites doubles, des paires de droites
distinctes et des coniques lisses. L’orbite des droites doubles est 'image de

I’application de Véronese

CP(2) — CP(5)
[20:21: 2] = [23:27:25: 2021 : 202t 2120)
appelée surface de Véronese; l'orbite des paires de droites distinctes est la
variété sécante a la surface de Véronese (c’est I'hypersurface constituée des
droites qui coupent cette surface) privée de celle-ci. Enfin 'orbite des coniques
lisses est I'ouvert dense de CP(5) :

CP(5) \ {variété sécante a la surface de Véronese}.

Pour obtenir un feuilletage de codimension 1 on considere comme précédemment
l'action de SL(3, C) sur .#ym(3,C) : deux matrices A, B € .Yym(3, C) sont
conjuguées si et seulement si il existe P € SL(3,C) telle que ‘PAP = B
c’est-a-dire si et seulement si det A = det B. Donc

Z1 R9 Z3
2 2 2
0(z)=det | 22 21 25 | = 212426 — 2125 — 2526 + 2202325 — 2524
23 &5 %6
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est un invariant de degré 3 de l'action de SL(3,C) sur .ym(3,C) ~ C°. En
prolongeant 6 & CP(6), on définit un #-feuilletage de degré 2 et de codimen-
sion 1 sur CP(6) dont une intégrale premiere est

212426 — zlz?) — 2526 + 2292325 — z§z4

3
20

Ce Z-feuilletage est associé a l'algebre de Lie s/(3,C) de dimension 8; en
effet, I'algebre Zie PGL(3, C) = s{(3, C) est simple donc le morphisme

Zie PGL(3,C) = s/(3,C) — Zie Aut CP(5) = x(CP(5))

est injectif et x(CP(5)) D ¥ ~ s/(3,C).
Plus généralement l'action de SL(n,C) sur #ym(n;C) produit un Z-

feuilletage de degré n—1 et de codimension 1 sur CP(@) associé a ’algebre
sl(n, C) dont une intégrale premiere est
det A
20

avec A € Sym(n,C).

4.3. Action de PGL(3, C) sur CP(9) et construction d’un Z-feuilletage
sur CP(9). Soit W, I'ensemble des polynémes homogenes de degré trois en
trois variables. Le groupe GL(3, C) agit sur W,

gP=Pog!

ou P e W, et g € GL(3,C). Comme précédemment cette action de GL(3, C)
sur Wy se laisse projectiviser en une action de PGL(3, C) sur P(W,) ~ CP(9).

Il y a huit orbites spéciales : celle des droites triples, de I'union dune
droite double et d'une droite, de I'union de trois droites en position générale, de
I'union de trois droites concourrantes, d'une conique et d’une droite en position
générale, d'une conique et d'une droite tangente, des cubiques cuspidales et des
cubiques a point double.

Les orbites génériques sont celles des courbes elliptiques. Une courbe ellip-
tique F\ s’écrit a composition par un automorphisme pres

2220 = 20(20 — 22)(20 — A22).

On constate que deux courbes elliptiques E) et E) sont équivalentes si et
seulement si les ensembles

1 A A )
1T-N1-X -1
(orbite de A sous l'action de z — £ et z+— 1 —2) et

1 1 N N
—,1-=X
P ’1—)\”1—)\”)\’—1}

1
A={\ - 1-A
{’A’

AI:{)\/
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coincident ; autrement dit si et seulement si j(A) = j(\) ou j désigne la fonc-
tion
(A2 = X+1)3

(1)

En effet, j(+) = j(A) et j(1 =) = j()). La fonction j est donc bien définie
sur les quadruplets de points de CP(1) et induit une fonction rationnelle
J: CP(9) --» CP(1) qui est la composition de j avec \. Ceci est relié au
fait que l'on peut voir la donnée d'une courbe elliptique comme celle d'un
revétement au dessus de CP(1) ramifié en quatre points, ce que nous précisons
dans le paragraphe suivant. L’adhérence de 'orbite d’une courbe elliptique est
une fibre de J. C’est une hypersurface de degré 6 sauf pour les deux valeurs
critiques de j : 0 et 1728 (les points critiques de j, qui sont 2, %, 1 de mul-
tiplicité 1 et —j, —j2 de multiplicité 2, correspondent aux réseaux spéciaux
7 ®iZ et 7 7).

Les orbites des cubiques singulieres satisfont des conditions d’incidence;
par exemple ’adhérence de 'orbite d'une courbe elliptique contient le lieu des
cubiques cuspidales.

A — 256

L’action de PGL(3, C) sur CP(9) produit donc un .#-feuilletage de degré
8 et de codimension 1 sur CP(9) associé a 'algebre .Z ~ s((3, C). Le calcul
du degré n’est pas si facile et a été effectué par J. V. Pereira ([[LT]) en utilisant
une méthode due a Darboux. Les descriptions des feuilles et du lieu singulier
s’obtiennent a partir des considérations précédentes sur les orbites.

On trouvera la formule explicite de la fonction J dans le livre de Dolgachev
B page 160.

4.4. Action de PGL(2,C) sur CP(4). Comme on 'a dit précédemment
PGL(2, C) agit sur P(V5) ~ CP(4). On retrouve et on précise les résultats du
paragraphe ci-dessus.

On compte cinq cas de figures différents : les quadruplets de points tous
distincts, les paires de points doubles, les quadruplets formés d’un point triple
et d’un point double, les quadruplets formés d’une paire de points doubles et
d’une paire de points simples et enfin les points quadruples.

Les quatre premieres configurations produisent quatre orbites. En effet, une
homographie permet d’échanger deux triplets de points donnés mais envoie
quatre points distincts z;, 1 = 1,...,4, sur 0, 1, oo et le birapport A\ des z;.
Toutefois le calcul du birapport tient compte de l'ordre dans lequel on s’est
donné les z; ; permuter ces quatre points a pour effet de changer le birapport A
en %, 1-X, ﬁ, ﬁ, ﬁ ou ﬁ Ainsi deux quadruplets de points distincts non
numérotés peuvent étre envoyés 1'un sur 'autre par un élément de PGL(2; C)
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si et seulement si les ensembles

1 1 A A
A= —1—
{)\’)\’ )\’1—)\’1—>\’)\—1}
et
1 1 N N
NN, — 1-=N
{ "\ ’1—)\”1—)\”)\’—1}

coincident. Or A et A’ coincident si et seulement si j(A) = j(\’). On retrouve
ainsi la situation du 2.4.3.

Décrivons par exemple 'orbite d’un point quadruple : se donner un point
quadruple revient a se donner un polynome homogene de degré 4 de la forme

P(z9,21) = (Bzg — az)?
ce qui détermine un point [« : 5] € CP(1). On peut donc paramétrer les points
quadruples par 'application
(o, B) — (Bzg — az)t = Br2s — 4B%aziz + 632a%2227 — 4B’ %2} + o*3*
qui induit 'application de CP(1) dans CP(4) :
[ ] = [6*: =43 : 65%a% - —40a” : o'

Son image est une courbe de degré 4 appelée courbe de Véronese.

L’action de PGL(2, C) sur CP(4) induit un .Z-feuilletage associé a £ ~ sf(2,C).
On cherche une expression de l'intégrale premiere de ce .Z-feuilletage ; on prof-
ite de l'existence d’invariants de I'action de GL(2, C) sur Vj. Il existe deux tels
invariants homogenes de degré respectivement 2 et 3 ([g]) :

1
4 3 2.2 3 4 2
P(apzy + a12521 + oz + aszo2y) + auz)) = apoy — —aias +

—«
4 122
et
4 4 oo % %2
3 2 2 3 _ a1 oz a3
H(apzg + arzgzr + anzge] + aszo2) +ag2)) =det | 4 2 4
Q2 a3
6 4 4
2 2 3
ooy [6%]0 % (07YeD) 19 (X3 i 10903 Q5
6 16 16 96 96 216

Ainsi on trouve que %3 olt A = 28(P3 — 27H?) est une intégrale premiere du
Z-feuilletage induit par l'action de PGL(2, C) sur CP(4). On en déduit que
P3 .
A

3 . - s . . . .
PK est une fonction linéaire de I'invariant 7 :

1
= Tr8J-
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4.5. Action de PGL(3,C) sur CP(7). On considere l'espace V des

formes différentielles
2
W = Z Akdzk
k=0

2
ou les A sont des polynomes homogenes de degré 2 tels que ZAka = 0.

k=0
Cet espace est de dimension 8; un élément générique de V, i.e. un élément tel

que ged(Ag, Ay, Ay) = 1, représente un feuilletage de degré 1 sur CP(2) (cf.
chapitre 3)
Le groupe GL(3, C) agit sur V de fagon naturelle
gw=g'w

ounw € Vet ge GL(3,C). Soient A, u € C*, on a
2
1
(30). () = E-g
et 'action de GL(3, C) sur V induit donc une action de PGL(3, C) sur P(V) ~
CP(7).
Donnons une breve description de cette action.

Commengons par nous intéresser aux éléments w, 4 non génériques de V/, i.e.
aux éléments tels que ged(Ag, Ay, Ay) # 1; la 1-forme w,, , s’écrit

2
k=0

2 2
avec E Lz, = 0. On remarque que E Lydz est linéairement conjugué a
k=0 k=0

ZleQ — ZQle
Par suite, les 1-formes w, 4 sont linéairement conjuguées a des formes du type
L(ZleQ — ZQle)
ou L est linéaire. Si L dépend seulement de (z1, z3), on se ramene au modele
w1 = Zl(zleQ — ZQle)

et sinon a

Wy = Zo(zleQ — ZQle)

Se donner un élément de &'rblw, |, on O'rb|w,| désigne I'orbite de [w;], revient
a se donner une droite (la droite z; = 0) du pinceau de droites associé au
feuilletage de degré 0 décrit par z;dzs — z2dz; ; ainsi dim Orbfw;] = 3.
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Un élément de O'rbwy] correspond au point de base du pinceau de droites
associé au feuilletage de degré 0 décrit par z;dze — 20dz; et a une droite
générique; ainsi dim Orblwy] = 4.

On constate que Orblwi] C Orblwy| et que Orblwy| est biholomorphe a
CP(2) x CP(2) ~ CP(2) x CP(2), ot CP(2) désigne I'espace projectif dual.
Dans CP(2) x CP(2), I'orbite de [w;] s’identifie & la variété d’incidence

{(z,2) € CP(2) x CP(2), = € Z}
ie. a
{([z0: 21 : 23], [0 : @1 : as]) € CP(2) x CP(2), 2000 + 2101 + 2000 = 0}
Soit w un élément générique de V; le feuilletage .# défini par w a alors 3

points singuliers. Il laisse donc trois droites distinctes invariantes (les droites
joignant les trois points singuliers) que I’on peut supposer étre, quitte a faire
une transformation linéaire, les droites d’équation zy = 0, z; = 0, 2o = 0. Dans
la carte affine zy5 = 1, la 1-forme w s’écrit

Bi(1, 21, 29)dz1 + Bo(1, 21, 20)dze + Bs(1, 21, 20)(21d2e — 20d21)

ou B; et By désignent des fonctions affines et B3 une fonction linéaire. La
droite d’équation z; = 0 étant invariante par le feuilletage, la fonction affine
By est divisible par z; donc s’écrit cte.z; ; de méme, on obtient que B s’écrit
cte.zo. Enfin 'invariance de la droite a 'infini par le feuilletage implique que
Bs = 0. Finalement w s’écrit

Wy = 29dz1 — Az1d2z
En considérant
p: C* — C?
(21, 22) = (22,2’1)

on constate que Orblw,] = Orblw 1 |; dit autrement les feuilletages .7 et % 1
décrits respectivement par wy et w 1 sont conjugués. En permutant les droites
invariantes entre elles, on obtient : les deux feuilletages .%, et %, sont con-
jugués si et seulement si A = A’ autrement dit si et seulement si j(A) = j(\)
avec les notations habituelles.

Comme les orbites génériques sont de dimension 6, l'action de PGL(3, C)
sur CP(7) produit un .Z-feuilletage de degré 3 et de codimension 1 sur CP(7)
associé a sf(3,C). Le calcul du degré a aussi été effectué par J. V. Pereira
en utilisant encore la méthode de Darboux. On constate, mais ce n’est pas
nouveau, 'ubiquité de la fonction j.
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4.6. Action de SL(2n,C) sur les matrices antisymétriques en di-
mension paire &7 sym(2n,C). Soit M € o/ sym(2n, C), alors M s’écrit

0 m;

—my;,; 0
et det M est un polynome de degré 2n en m,; qui s’avere etre un carré.
Il se trouve que vdet est l'unique invariant de l'action de SL(2n,C) sur
o sym(2n, C) ce qui produit un Z-feuilletage de degré n — 1 sur C(2n—1)
dont les feuilles sont les niveaux génériques de v/det. On peut prolonger ce

feuilletage & CP(n(2n — 1)). Pour n = 3 on construit ainsi un .Z-feuilletage
de degré 2 sur CP(15).

4.7. Action de GL(2,C) sur V5. L’action naturelle de GL(2, C) sur V;
possede I'invariant homogene de degré 2 suivant ([g])

a1 a2
4 4 @0 f g
3 2.2 3
H(aozo + 0412021 + 0422021 + 0432021 -+ (){421> = det % %62 %
Q2 a3 o
6 4 4
2 2 2 3
QpOtyy ooy Q0 | oG | ety O
6 16 16 144 216 216

Cette action induit un #-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur C®
qui se prolonge a CP(5).

4.8. Feuilletage exceptionnel. Soit I la cubique gauche de C? paramétrée
par
¢
) 2 ) 6)
On note AutpC? les automorphismes affines de C? laissant I' invariante. En
fait AutpC? est isomorphe au groupe affine de la droite.

L’orbite d’'un point m sous l'action de AutrC? est une variété d’adhérence
algébrique. Cette action induit donc un #-feuilletage, noté .Zr, sur C* dont
le lieu singulier est I'. Pour mieux comprendre .#r on redresse I' par l'auto-
morphisme polynomial

t— (t

x? x3

(b' (',I;7y7z)H<x7y 272 3)
On constate que ¢*I" est une droite et ¢*.Z1 est un feuilletage dont les feuilles
sont des cylindres au dessus de cusp. On peut prolonger ce feuilletage en un
Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur CP(3) dont le lieu sin-
gulier est 'union de I', d’'une droite et d’une conique. L’algebre .Z est iso-

morphe a 'algebre de Lie du groupe des transformations affines. Le théoreme
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de Darboux-Jouanolou assure que le feuilletage %1 a une intégrale premiere
rationnelle qui se calcule en fait explicitement ([B]) :

2 22
2025 — Z1%2%3 + 3

2\ 3
#2
<212’3 — 7)

On note wr une 1-forme définissant le feuilletage .#r. On dit que le feuil-
letage .Z' de degré 2 défini par [w'] (classe de w dans I'espace projectif des
formes de degré 3) est voisin de Zr si [w'] est proche de [wr]. Si %’ est un
feuilletage de degré 2 voisin de Zr alors #' s’écrit *.%r ou ¢ est un automor-
phisme de CP(3) ([B]). On dit que le feuilletage .7 est stable et on I'appelle
feuilletage exceptionnel. De la stabilité résulte que la variété algébrique

{o*Zr, 0 € Aut CP(3)}
est une composante irréductible de l'espace des feuilletages de degré 2 sur

CP(3) ([B))-

Le feuilletage exceptionnel apparait aussi lorsqu’on considere I'action na-
turelle du groupe triangulaire

%z{(%‘ 1 ) |aeC*,ﬁeC}cSL(2;C)

«

sur V4. Elle induit une action de P.% sur CP(3) dont les orbites sont de
dimension 2, autrement dit un Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1
sur CP(3) associé a l'algebre du groupe des transformations affines. On peut
montrer que c’est le feuilletage exceptionnel.

Il y a encore une autre fagon de voir le feuilletage exceptionnel. On considere
l'action de PGL(2, C) sur CP(4) = {quadruplets de points sur CP(1)}. On a
vu que l'invariant de cette action est 'invariant j des courbes elliptiques ; fixer
la position d'un des quatre points revient a se donner un hyperplan CP(3) C
CP(4). La restriction de l'invariant j a ce CP(3) donne encore le feuilletage
exceptionnel.

5. Exemple de Gordan-Ncether.

Hesse affirme que si P est un polynome homogene en les variables zq, .. ., z,,
alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) det #ess P =0
(ii) le polynome P « dépend de moins de n variables ».
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Bien stur #7ess P désigne la matrice hessienne de P.

Sylvester commence par corriger I'affirmation de Hesse ; si P est un polynome

homogene en z1, ..., z,, les affirmations suivantes sont équivalentes :
n
. oP
(a) Il existe K1, ..., Kk, € C non tous nuls tels que Z Kig = 0
z N
=1 !

(b) le polynéme P « dépend de moins de n variables ».
Puis Gordan et Neether donnent un contre-exemple a I’affirmation de Hesse :
le polynome homogene de degré 3 sur C°
P(z1, 20, 23, 24, 25) = 2123 + 212224 + 7525

vérifie (i) mais pas (ii). Il se trouve que P définit un Z-feuilletage .Z gy sur
C’. Les champs

0 0 0 0
Xi=zpr— — 22—, Xo=290— —215—
LT 023 - 0z, 2 = 0z4 “ 0z5’
0 0 0 0 0 0
Xs=2157— — 2037 — 2a—y Xa= 295 — 25— — 25—
3 = 21 02 <3 025 24 EP 4= 22 02 24 ) <5 92

annulent P, sont linéairement indépendants et vérifient les relations

[X17X2] =0, [X17X3] = —2X, [X1,X4] = —Xq,
[X27X3] = _X27 [XQ,X4] = —2X2 et [X3’X4] =0

I[Is engendrent une algebre de Lie maximale £ qui est ponctuellement de
dimension 4. Le Z-feuilletage %y se prolonge en un .Z-feuilletage de degré
2 sur CP(5) dont une intégrale premiere est

2223 + 212024 + 2525

3
20

Dans ce feuilletage il y a un sous-feuilletage en 2-plans qui admet pour
intégrale premiere
21 = cte, 29 = cte, zfzg + 212924 + z§z5 = cte

Ce feuilletage en 2-plans produit un .#-feuilletage de codimension 3 sur C? et
CP(5). L’algebre L est engendré par les champs X; et Xs.

Il produit aussi un Z-feuilletage de codimension 2 sur CP(4) d’algebre
Z =< X1, X5, R > avec pour intégrales premieres

Z1 P

2 2
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et donc défini en coordonnées homogenes par la 2-forme de degré 3
21d22 ANdP — 22d21 AdP + 3Pd2’1 N dZQ

Il s’obtient comme « intersection » de deux feuilletages ; cependant la 2-forme
Q2 n’est pas du type Q = a A 3 avec a et § deux 1-formes homogenes.

Revenons au polynome de Gordan-Ncether ; le lieu singulier de P est 'in-
tersection des deux hyperplans {z; = 0} et {23 = 0}, i.e. un espace linéaire de
codimension 2 dans C°.

Soit f un polynome homogene de degré 3 sur C" dont le lieu singulier
est l'espace linéaire de codimension 2 défini par {z; = 2z, = 0}. Alors f =
z21A + 2B ; comme le lieu des zéros de

ﬁ—AJrz%Jrza—B et ﬁ—z%JrBJrza—B
621 N 182’1 2621 622 N 1622 282’2
est {z1 = 2o = 0}, f s’écrit
azi + Bz + 2

ol «a, 3 et v sont des formes linéaires. On constate alors que l'exemple de
Gordan-Noeether n’est jamais que ’exemple générique : zq, 25, a, O et v sont
indépendantes ; ceci n’arrive qu’a partir de la dimension 5. D’ot la

PROPOSITION 2.4. Soit f un polynome homogéne de degré 3 sur C", n >
5. Supposons que Sing [ soit un espace linéaire de codimension 2. Alors
génériquement f est linéairement conjugué a l’exemple de Gordan et Neether
2%22 + 212924 + 2325.

En particulier le feuilletage associé a f est un £ -feuilletage.






CHAPITRE 3

Z-feuilletages de degrés 0 et 1 sur CP(n).

1. Feuilletages de degré 0 sur CP(n).

La proposition suivante donne une description des feuilletages de degré 0
sur CP(n) :

PROPOSITION 3.1. Un feuilletage F de degré 0 sur CP(n) est associé a
un pinceau d’hyperplans, i.e. possede une intégrale premieére g—; ou Uy et ly sont
des formes linéaires indépendantes. En particulier, F est un £ -feuilletage.

DEMONSTRATION. Soient w une 1-forme définissant le feuilletage .7 et
m ¢ Yingw. Le théoreme de Frobenius assure 'existence au voisinage du
point m d’une submersion z; et d’une unité u que l'on peut écrire cte — zo
telles que

w = (cte — z)dz
d’ou I'égalité
dw = dz N dzy

Mais comme dw est une 2-forme « constante » , un développement de Taylor
au voisinage de m générique assure 'existence de deux formes linéaires ¢ et
Uy telles que dw = dly A\ dls.

I en résulte que w = 1 ({1dly — lodl;) +dQ on Q est une forme quadratique.
Comme w annule le champ radial, la forme quadratique () est nulle.

Autrement dit & conjugaison pres par un automorphisme de CP(n), il y a
un unique feuilletage %, de degré 0 dans CP(n), le feuilletage associé a

Wy = Zodzl — ZleO
i ; ’ 2
i.e. au pinceau d’hyperplans - = cte.

Soit & 'algebre de Lie des champs linéaires sur C"*! annulés par la 1-
forme

ZQle — ZleO
On constate que
0
R, zi— i>2 5>0
]822‘ - J =

53
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forment une base de £ qui est visiblement maximale. On peut évidemment
préciser la nature algébrique de .Z et donc de .Z : 'algebre £ s’identifie a celle
des matrices (n 4+ 1) x (n + 1) dont les deux premieres lignes sont nulles. [

2. Feuilletages de degré 1 sur CP(n).

On commence par rappeler qu’un feuilletage de degré 1 sur CP(2) possede
une intégrale premiere de I'un des 3 types suivants :

2
200201 2,2 ot \; € C et E Ai=0
i=0

20 <22>
Z1 Z1
Q

)
20
ou () est une forme quadratique de rang maximum.

En effet, soit .% un feuilletage de degré 1 sur CP(2) décrit par la 1-forme
w. Le feuilletage .# admet trois points singuliers donc une droite invariante.
En effet supposons que ces trois points ne soient pas confondus, alors la droite
passant par deux points singuliers distincts est invariante car a deux points de
contacts avec le feuilletage qui est de degré 1. Si les trois points singuliers sont
confondus, alors chaque droite passant par le point singulier triple a un contact
d’ordre 3 donc est invariante. Le feuilletage est donc un pinceau d’hyperplans,
i.e. de degré 0 ce qui est exclu.

Si les trois points singuliers du feuilletage .# sont distincts et non alignés,
notons Z une droite passant par deux de ces points ; dans la carte affine CP(2)\
2, le feuilletage # est décrit par la 1-forme

wicp@)\z = f(21, 22)dz1 + g(21, 22)d 2

avec f et g affines. Si on prend comme origine le troisieme point singulier de
F, le feuilletage .# est alors décrit dans la carte affine par la 1-forme

O = (azy + Pz2)dzy + (721 + 029)d 2o

avec a, (3, 7, 0 € C. On constate alors que le feuilletage est invariant sous
I’action du flot du champ radial

(21, 20) > (e'21, €'2p)

autrement dit R est une symétrie et P = igw est un facteur intégrant. On a

alors & conjugaison pres l'alternative P = 2pz; ou P = 22 ; si P = 2z alors le

feuilletage .# admet une intégrale premiere de type zé“ 22252 ; dans le second
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cas le feuilletage admet une intégrale premiere de type = exp(j—f). En fait, dans
cette situation, on vérifie que .# n’a que deux points singuliers.

Si les trois points singuliers du feuilletage sont distincts et alignés, on se
donne, pour tout ¢t € C, une 1-forme w; définissant un feuilletage .%; dont
les trois points singuliers ne sont pas alignés telle que 11_1)% w; = w. Par ce

qui précede le feuilletage .#; posséde un facteur intégrant P, ; par compacité,
,lfh%[Pt] a un sens et produit un facteur intégrant P de w. L’identité d’Euler

assure que le polynéme P est réductible, donc appartient a la liste suivante (a
conjugaison pres) :
3 2
20, 202122, 2021, 200
ou () est une forme quadratique de rang maximum. Si P = 2z,() ou () est une
forme quadratique de rang maximum, alors :

w dzg dQ
bl W U W2
P 020+1Q

avec \g + 21 = 0. Quitte a prendre A\g = 2 et A\; = —1, on obtient

w Q
F:d(z—g)

Considérons maintenant le cas ott P = 2 ; alors

w (Q
F—d(z—a)

Si P = 292129, alors % est un feuilletage logarithmique rencontré précédemment ;
enfin si P = 222, alors .% admet pour intégrale premicre

20 Z9
21 21

Rappelons le résultat suivant classifiant les feuilletages de degré 1 sur
CP(n), n > 3. Il est probablement du a G. Reeb en tout cas dans le con-
texte affine; on le trouve dans [9].

THEOREME 3.2. Soit % un feuilletage de degré 1 sur CP(n) ; on a lalter-
native sutvante :

(i) 1l existe un feuilletage ., de degré 1 sur CP(2) et une projection
7 : CP(n) --» CP(2) telle que .F = 7*.F.

(ii) Le feuilletage F possede une intégrale premiére rationnelle du type %
avec deg(Q)) = 2 et deg(L) =1, i.e. le feuilletage .F est donné en coordonnées
homogenes par

w= LdQ —2QdL
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avec codim ing w > 2.

Cet énoncé permet de montrer que 'espace des feuilletages de degré 1 sur
CP(n) a deux composantes irréductibles correspondant aux deux possibilités
de l'alternative.

COROLLAIRE 3.3. Tout feuilletage % de degré 1 posséde un hyperplan F
invariant par %, autrement dit un hyperplan € tel que €\ Ling ¥ soit
une feuille de F .

On en déduit la

PROPOSITION 3.4. Soit # un feuilletage de degré 1 sur CP(n) possédant
une intégrale premiére de type % Alors F est un £ -feuilletage. Si @ est
générique, l'algébre £ associée est isomorphe a so(n, C).

DEMONSTRATION. On prend 'hyperplan invariant % = (L = 0) comme
hyperplan a Uinfini. Sur CP(n) \ 27 ~ C", le feuilletage % a pour intégrale
premiere le polynome

Q= qo+ q1(2) + ¢2(2)
ol les ¢; sont homogenes de degré 7. Si ¢y est de rang maximum, alors quitte a
composer par une translation a la source et une au but, on peut supposer que
g = ¢ = 0. Ainsi @ = ¢y et I'algebre des champs affines qui annulent @) est
en fait une algebre de champs linéaires car 0 est singularité isolée de @) ; cette
algebre est so(Q) ~ so(n, C).

Dans les cas ol ¢ n’est pas de rang maximum, alors ) est conjugué a
2+ ...+ 22+ q(2), avec ¢ affine. Si ¢; est fonction de 2, ..., 2, alors le
polynome @ est conjugué a 23 + ...+ 27 ; le feuilletage .# décrit par Q est
associé a l’algebre engendrée par les champs

0
Zi

—zj7—, 0<i<j <k
3zj Zjﬁzi’ = J =5

Zgi, (>0,p>k+1, et i, m>k+ 1.
0z 02

Si ¢; n’est pas une fonction de z, ..., zg, alors le polynome (@) s’écrit a con-

jugaison prés 25 + ...+ 27 + 211 ; le feuilletage est alors associé a 1'algébre

engendrée par les champs

0

0 0
<j

622‘ ’ azp

0
— m>k+2, et 2z, — — — r#k+1
Zm azk-{-l azr
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Lorsque .# est de type « pull-back » on a la :

PROPOSITION 3.5. Soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(n) du type
F = 17F, ou 7: CP(n) --» CP(2) est linéaire et ., un feuilletage de
degré 1 sur CP(2). Alors F est un £ -feuilletage.

DEMONSTRATION. Soit 2 une droite invariante par %, et # = 7(9);

I'hyperplan J# est invariant par .%. Dans les cartes affines CP(n)\J¢ = {z,...

et CP(2)\ Z = {z1, 22}, 'application 7 est de la forme
(21, .-+, 2n) — (21, 20)
Le feuilletage .7, est décrit dans la carte affine {z1, 2o} par
w1 = a(z1, 22)dzy + b(21, 22)dzo
avec a et b affines. Alors .# = 7*(.%;) est donné par :
w=T'w; = a(z, 20)dz1 + b(21, 22)dzo

Dans cette méme carte, on constate que la 1-forme w annule les champs affines

o 0 0

5(21,22)— —a(zl,Zz)a—@, 6—23,’ ceey 07’

321

0
zja—pour?)gkgn, 1<75<n.
2K

On en déduit le

THEOREME 3.6. Tout feuilletage de degré 1 sur CP(n) est un £ -feuilletage.

La proposition B.J ne se généralise pas en degré supérieur :

PROPOSITION 3.7. Soit .Z du type F = 7*F;, ou 7 : CP(n) --» CP(2)
est linéaire et F est un feuilletage de degré plus grand que 2 sur CP(2). Alors
F n’est pas un £ -feuilletage.

DEMONSTRATION. Comme dans la preuve de la proposition B3, on con-
state que .# est décrit par

w = AQ(Z(), 21, ZQ)dZO + A1<ZQ, 21, ZQ)le + AQ(ZQ, 21, ZQ)dZQ

, Zn}
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ou les A; sont de degré > 3. On remarque que w annule le champ radial et les
champs zj% pour k >3 et j =0,...,n. Supposons que pour z générique

dime Z(z) = dime{X(2), X € L} =n—1

Alors il existe X champ linéaire qui annule w et tel que la 1-forme w de degré
2 définie par
’iRideQ VAN d251 A dZQ

soit non identiquement nulle. En un point m générique, on a kerw(m) =
kerw(m), autrement dit w et w sont colinéaires. La 1-forme w s’écrit Qw’
ou .ing &' est de codimension 2 et degw’ < 2. La colinéarité de w et w
entraine celle de w et @' ; ainsi w s’écrit P’ avec deg P > 1 et w s’annule
sur I’hypersurface définie par le lieu des zéros de P ce qui viole la condition
codimecSing w > 2. U



CHAPITRE 4

Z-feuilletages sur CP(3).

1. Feuilletages de degré 2 sur CP(3).

On rappelle d’abord la description de ’espace des feuilletages de degré 2 sur
CP(3) ([B]). Puis on dégage quelques obstructions a ce qu’un tel feuilletage soit
un .Z-feuilletage. On introduit les sous-ensembles X(.; 3) des formes homogenes
intégrables de degré 3 sur C* :

(i) On note

3 3
$(1,1,1,1;3) = {lol10s0; Zxk% |\ €C* ) A =0}
k=0 k=0

ou les ¢; sont des formes linéaires non nulles. On définit alors la sous-variété
irréductible PX(1,1,1,1;3) de PQ3(C?), ot ©(C") désigne l'espace des 1-
formes homogenes de degré p sur C™. Un élément [w] € PX(1,1,1, 1;3) définit
un feuilletage de degré 2 sur CP(3) si codimg.ing w > 2. Ces éléments con-
stituent un ouvert de Zariski P¥(1,1,1, 1;3) * de la sous-variété unirationnelle

PX(1,1,1,1;3).

Plus généralement si © est un sous-ensemble de PQL(C*), on note
0" := {[w] € O | codimc.¥ing w > 2}

(ii) On introduit l'ouvert de Zariski PX(1,1,2;3)* de la variété unira-
tionnelle PY(1,1,2;3) ou
dly dt, dQ

2(1, 1,2,3) == {éoﬁlQ ()\07 —+ )\1€— —+ )\25) | )\z € C*, )\04‘)\1 +2)\2 = 0}
0 1

ol les ¢; sont des formes linéaires non nulles et () une forme quadratique non
triviale.

(iii) On définit 'ouvert de Zariski PX(1, 3;3) * de la variété unirationnelle
P3(1, 3; 3) adhérence de :
ar ac
2(1,3; 3) = {EC <)\07 + )\1?> | A € C*, Ao + 3\ = 0}
59
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avec ¢ forme linéaire non nulle et C' de degré 3.

(iv) On définit aussi 'ouvert de Zariski P¥(2,2;3) * de la variété unira-
tionnelle PY(2, 2; 3) adhérence de :

E(Q,Q; 3) = {Q()Ql ()\Qd;620 —+ )\1@> , | A\ € C*, )\0 + A = 0}
Qo 1

ou les @); sont des formes quadratiques.

On définit ensuite PB(2;3) I'ensemble des pull back linéaires comme suit :
PB(2;3) = {7*@ | 7 : C* — C? lindaire, & € Q3(C?), iz0 = 0}

et I'ouvert de Zariski PPB(2;3) * de la sous-variété unirationnelle PPB(2; 3).
On termine par 'adhérence de l'orbite du feuilletage exceptionnel :

Excep(2,3) = PGL(4, C).wr N {[w], codime.¥ing w > 2}

ol wr désigne la 1-forme définissant le feuilletage exceptionnel. Par construc-
tion, les éléments génériques de Excep(2,3) sont conjugués et correspondent a
un Z-feuilletage ot .Z est isomorphe a I’algebre du groupe des transformations
affines comme nous ’avons vu dans 2.4.8.

On peut maintenant énoncer le :

THEOREME 4.1. ([B]) Les ensembles PX(.;3) *, PPB(2;3) * et Excep(2;3)
sont les composantes irréductibles de l’espace des feuilletages de degré 2 sur

CP(3).

Ce théoreme se généralise en toute dimension ([g]).

Pour se convaincre que tous les feuilletages de degré 2 ne sont pas des
Z-feuilletages nous allons voir des obstructions plus ou moins évidentes a ce
qu’ils le soient ; ces obstructions sont utilisées pour vérifier certains calculs.
L’énoncé en dimension n > 4 pourrait s’avérer pertinent pour la classification
des feuilletages quadratiques de CP(n).

LEMME 4.2. Un élément générique de PX(1,3;3)* ne définit pas un £ -
feuilletage de degré 2 sur CP(3).

DEMONSTRATION. Soit .# le feuilletage décrit par

dl dC
=0C [ Ng— + \j—
“ (“Nlc)
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avec \g + 3\ = 0. Le feuilletage .# a pour intégrale premiere % ; ainsi dans
la carte affine C* = CP(3) \ (¢ = 0), les feuilles de .# sont les niveaux
du polynome C' de degré 3 privés des points singuliers. On suppose que C'
est général autrement dit que les niveaux de C sont des surfaces cubiques
générales; une telle surface contient 27 droites. Soit X € x(CP(3)) un champ
tangent & .%, alors X laisse I'hyperplan ¢ = 0 invariant et par suite est affine
dans la carte C3. Un tel X est nécessairement tangent aux 27 droites de chaque
niveau générique. Si .# était un Z-feuilletage, il existerait deux champs affines
X et Y tels que

u}|03 = cte ’ix’ideQ N d251 N dZQ

en particulier les champs X et Y seraient colinéaires le long d’un nombre fini
de courbes. Or on vient de voir que dans chaque fibre générique de C, les
champs X et Y sont colinéaires le long de 27 droites. U

De méme on a le :

LEMME 4.3. Un élément générique de P3(2,2;3)* ne définit pas un £ -
feuilletage de degré 2 sur CP(3).

DEMONSTRATION. Soit .# un feuilletage de degré 2 sur CP(3) décrit par

oo (19 da
W—Q0Q1<QO Q1)

Si Qo et Q)1 sont des formes quadratiques génériques, alors P(Qy = Q1 = 0) est
une courbe elliptique & non plane (quartique). Soit X C x(CP(3)) un champ
tangent au feuilletage % ; comme & C .¥ing .%, le champ X est tangent a
&. Si X est non identiquement nul sur &, il induit un champ de vecteurs Xz
sur &. Donc X est constant et en particulier n’admet pas de singularité. Par
suite & est une trajectoire de X. La classification des champs linéaires dit que
leurs seules trajectoires compactes sont les points singuliers; ainsi Xy = 0. Le
lieu des zéros d'un champ linéaire étant une sous-variété linéaire, on obtient
finalement que X = 0. O

Le lemme suivant a été prouvé au chapitre 3 :

LEMME 4.4. Un élément générique de P PB(2;3) n’est pas un £ -feuilletage
de degré 2 sur CP(3).
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2. Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3).

On s'intéresse a la classification des Z-feuilletages sur CP(3). Dans le
chapitre précédent, on a vu que les feuilletages de degrés 0 et 1 sont des .Z-
feuilletages.

La liste des .Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3) est donnée par le théoreme
suivant ; dans 'énoncé (zg, 21, 22, 23) désigne un systeme de coordonnées.

THEOREME 4.5. Un £-feuilletage de degré 2 sur CP(3) est a conjugaison
pres décrit par l'une des formes fermées rationnelles suivantes

Ab(i) 202 2220

Ab(m) 21729 —+ 2073
Z1%3
Ab(ir) Gl exp (72023 + ZQZl)
<3 2173
2
2 25 — 1%
Ab(iii) = exp (272”’)
o oat 2
Ab(iv) ——exp | —
zoz§ + 212923 + zg
Ab(v) 3
<3

Af(i) le feuilletage exceptionnel donné par

2 3\?
2025 — 212923 + 5

2 3
)
(2’123 — 7)

2 2(k—1)
2073

(2123 — 22)"

Af(id)

Af(iid) = exp (@)

2123 — 23 23

2 _
Af(iv) 2 exp (M)

z3 20%3
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Af(v) 2 exp (7'20'23 — zle)

23 22

Af(oi) o an)l

25 25

2023 — 212 z
Af(vit) 078 172 5 ! 2eXp (——2)
Z3

ou Kk et \; € C.

En particulier, on obtient le théoreme annoncé dans l'introduction. Les
symboles Ab et Af distinguent les cas abéliens et affines.

La proposition fj assure qu'un Z-feuilletage .# de degré 2 sur CP(3) est
associé a une sous-algebre ¥ C x(CP(3)) de dimension 2. D’apres la clas-
sification des algebres de Lie complexes de dimension 2, ’algebre .Z est soit
abélienne, soit isomorphe a l'algebre de Lie du groupe des transformations
affines {z — az + b}. La démonstration du théoreme [.J se fait en plusieurs
étapes suivant la nature de I'algebre .Z. Elle procede par classification effective
des sous-algebres de matrices de dimension deux.

Bien que cela n’apparaisse pas directement dans le texte nous avons souvent
utilisé le lemme suivant qui permet d’éliminer certaines configurations :

LEMME 4.6. Soit F un L-feuilletage sur CP(n). Supposons qu’il eziste
un élément X € £ dont la matrice associée est de rang 1. Alors deg % < n—1
et il existe une projection T : CP(n) --» CP(n — 1), un feuilletage F' sur
CP(n —1) tels que F = 1m"F'.

DEMONSTRATION. Soit X; = X, X5, ..., X,,_; des éléments de .Z tels
qu’en un point générique m, les champs R(m), Xi(m), ..., X,,—1(m) soient
indépendants. La condition de rang entraine que le champ X s’écrit

(X,

ol ¢ est une forme linéaire et Xy un champ constant.

On peut choisir des coordonnées dans lesquelles le champ X est de la forme
o)

9z 0D A alors

'L.RZ.XO---Z.Xn71 dZO/\/\dZn = Pw
ol P est un polynome homogene éventuellement constant et w une 1-forme
définissant .%. On constate que degw < n — 1 et que la 1-forme w ne dépend
pas de z. O
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2.1. L’algebre £ est abélienne. Si A est une matrice carrée on écrit
A= Ag+ Ay ou Ag est semi-simple, Ay nilpotente et [Ag, Ay] = 0. Si A et
B commutent, alors [Ag, Bs| = [An, Bn| = [As, By] = [An, Bs] =0 : cest la
« jordanisation simultanée ».

Par Jordanisation simultanée des matrices, on établit la :

PROPOSITION 4.7. Soit F un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(3) associé
a une algébre £ abélienne. On est a conjugaison pres dans 'une des configu-
rations suivantes :

(i) Ualgebre £ est diagonale,

(ii) Valgébre £ est engendrée par les champs

zi+(z +z)i—|—z (20 + K23) +zietR
9 22y - Ty (A Vo T 3o,
(iii) Ualgébre 2 est engendrée par les champs
K2o— + % 8+z 0 a—l—zietR
0z 0z oz Poz 0
() Valgébre £ est engendrée par les champs
21—tz 0 Z + Kz 9 et IR,
la 2 38 27 Oa % 18 2
(v) Valgébre £ est engendrée par les champs
z—+zi+z— (20 + K23)=— —|—zietR
Y020 ' P0zm " 0z VT 0z Py

DEMONSTRATION. On décrit par jordanisation toutes les algébres de ma-
trices £ = CR®.Z" avec £ abélienne ; si une telle algebre contient un élément
de rang 1 on ne la retient pas ([.6) L’étude se fait « a la main » en exami-
nant la nature du spectre d'un élément générique de 2. Tous calculs faits on
obtient les algebres suivantes générées par

1000
0100
Belgo1 0| =1
000 1

et les matrices de X et Y avec
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a 0 0 0 B 0 0 0
0o a0 0 1o B 0 0

(i) X = 0 0 ay O Y= 0 0 B 0
0 0 0 oz 0 0 0 pfs
1000 0000

) 0110 01 x 0

) X=1001 0 Y=loo010] #7!
000 0 0000
kK 0 0 0 1000

0010 0010

(i) X=1 9 o 0 1 Y=1o0000 | 7!
0000 000 0
0000 1000

. 0100 0k 00

V) X=19 001 Y=10000]| #70
000 0 0000
0100 00 1 w
0010 0001

MX=19001 Y=10900 0
0000 0000

En prenant les champs de vecteurs associés a ces cing configurations on
obtient la liste annoncée dans la proposition. 0

Nous allons maintenant présenter la liste des intégrales premieres des feuil-
letages associés a ces cinq algebres.

(i) Cas ol .Z est diagonale. Avec les notations précédentes on a

- 9 - 9
X:Z&kaa—Zk, Y:ZﬁkZ'ka—zk et R
k=0 k=0
Le feuilletage .# est décrit par

3
L. de
TRIX Y dZO A le N dZQ AN ng = 20R1%2%3 E )\k—
2k
k=0
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3 3 3
avec Z MOl = Z e = Z A = 0. C’est le cas Ab (i) du théoréme
51 k=0 k=0 k=0

(i) Traitons le cas ot £ est engendrée par les trois champs

0 0 0 0 0
218—%+(22+23)8—22+238—2’3’ (22+/€23)8—22+236—23 et R, /{7&1

correspondant a la deuxieme configuration de matrices. La 1-forme w
annulée par ces trois champs s’écrit

(1 — K)z123dz + ((k — 1)20 — k21)25d2 — 2i23dzy + (20 + K23) 27 d2s

Dans ce cas, on constate que si k = 0, alors

w 20 Z9
=2 =d (— - —)

qui correspond au premier cas de Ab (ii).

En fait pour tout , 2723 est un facteur intégrant de w. On vérifie que

d d
—%:(m—l)d(@) +d<é) +/€<ﬁ—ﬁ), Kk#1
Z1%3 Z1 z3 Z1 z3

C’est le cas général de Ab (ii) du théoreme 2.1. Une intégrale premiere
du feuilletage décrit par w est

) 21 .
(k—1)—+ — 4+ klog [ — | ou son exponentielle
21 z3 z3
autrement dit, a conjugaison pres
R1%2 — 20”3 .
——  sik=0
R1%3
21 2023 + 2221 .
—exp| ———— ] sik#0
<3 R1%73

On note que lorsque k = 1 le feuilletage correspondant est de degré
1.

(iii) Cas ol .Z est engendrée par les trois champs

0 0 0
KZgm=— + 20— + 23—, 20— + 23— €t R
82’0 621 822 02’0 azl
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correspondant a la troisieme configuration de matrices. La 1-forme w
annulée par ces trois champs s’écrit a multiplication pres

—23dzy + 207adz1 + (k2023 — 2022)23d 2o

2 2
+(2025 — K202223 — 202123 + 2025 )d 23

Ici encore on trouve un facteur intégrant de w évident : zpz3. On a

w  dz  dz d (zg — 2K2925 — 22123)

207 2 23 222

Une intégrale premiere de cette forme et du feuilletage correspondant est
donnée par

20 22 — 22123 — 2K2023
~ exp i
23 223

soit a conjugaison pres

C’est le cas Ab (iii).

(iv) Cas ot & est engendrée par les trois champs

i‘F 0 0 eri et R.
oz Pom oz "oz

La 1-forme w annulée par ces trois champs s’écrit a multiplication pres
—kz Zad2o + 2025d21 — 2oz 23d20 + 2021 (K — 1) 23 + 20)dz3

En cherchant une famille d’applications linéaires laissant le feuilletage
invariant, on construit une symétrie et on trouve que la 1-forme w admet
pour facteur intégrant zz;22 ; ce que 'on peut constater de visu :

d d d
e e ()
<3

202123 20 2 23

Elle décrit un Z-feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont une intégrale

premiere est
21 z§ ! 22
€xXp

(v) Cas o1 .Z est engendrée par les trois champs

0
0%

Il s’agit du cas Ab (iv).

0
+ 20— + 23— (ZQ"‘HJZg)a —|—23£ et R
1

8 0z’
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correspondant a la cinquieme configuration de matrices. La 1-forme w
annulée par ces trois champs s’écrit

3 2 2
—z5dzo + 25 (20 + K2g)dzy + 23(2123 — 25 — K2a23)d 2o

2 3 2 2
+(z025 — 2212023 + 25 + K23 23 — K2123)d2s

Le polynéme 23 est un facteur intégrant de w et

Cette forme décrit un Z-feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont le lieu
singulier est une droite

Fing F = (20 = 23 =0)
et d’intégrale premiere
2 2 zg’ nz%zg
—20%5 t K2123 + 21223 — 5 — —5
%

Celle-ci s’écrit a conjugaison et composition a gauche par une homogra-
phie pres
2023 + 212023 + 25

3
Z3

C’est le cas Ab (v). Dans la carte affine z3 = 1, cette intégrale premiere
s’écrit
C(20, 21, 22) = 20 + 2120 + 25
ce qui nous donne un polynome de degré 3 induisiant un Z-feuilletage
dans C3. On constate que pour tout p € C, on a
C(P3ZO,,0221,P2’2) = ,030(2’0, 21, 22)7
en particulier pour p = €', on a
C(e¥2, 21, € 2) = €' C (20, 21, 22)-
Autrement dit le champ linéaire
0 0 0
32— + 221 — + 20—
0 820 ! 82’1 2 82’2

est une symétrie du feuilletage .# : le feuilletage .# admet a la fois
une intégrale premiere rationnelle non triviale et une symétrie. Chaque
cubique 2o+ 2,2+ 25 = cte est une surface réglée : les droites d’équations

2o = U
20+ oz = A
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sont contenues dans cette surface. Lorsqu’on coupe CP(5) par le 2-plan
{25 = 23, z1 = 23}, on constate que le polynéme de Gordan-Noether
homogénéisé

zoz% + 212924 + 2525

3
Z3

coincide avec I'intégrale premiere du Z-feuilletage .% . Outre le fait que le
lieu singulier soit une droite exactement ce dernier fait est remarquable.

Probléme : classifier les .Z-feuilletages de CP(n) qui ont pour ensemble
singulier un sous-espace linéaire de codimension 2. Les feuilletages de degré 0
en font partie; pour n = 3, y a-t-il d’autres exemples que le précédent ?

2.2. L’algebre .Z est isomorphe a ’algebre du groupe des trans-
formations affines. Pour classifier les feuilletages de degré 2 associés a une
algebre de Lie isomorphe a ’algebre du groupe des transformations affines, on
va classifier les algebres de Lie engendrées par deux champs linéaires X et Y
de C* satisfaisant [X,Y] = Y. Comme l'algebre < X,Y > est résoluble, par
triangulation on constate que Y est nilpotent. D’apres le lemme [.6 le rang de
la matrice associée au champ Y est 2 ou 3, le cas ou Y est de rang 1 n’est donc
pas retenu.

Commencons par supposer que le rang de la matrice associée au champ Y
est 3, notons —A la matrice de X et B celle de Y. Comme B est nilpotente de
rang 3 elle s’écrit a conjugaison pres

01 00

0010

0001

0000

On remarque que la matrice

3000
0200
Ad=1001 0
0000

satisfait AgB — BAg = B ; par suite la matrice A— Ay commute a B. Du calcul
direct du commutateur de B, on déduit que A est du type

)\+3 K1 K9 R3
0 >\+2 K1 Ko
O 0 >\+1 K1
0 0 0 A
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En particulier A est diagonalisable donc s’écrit a conjugaison pres

A+3 0 0 0
0O AX+2 0 O
0 0 A+1 0
0 0 0 A

Une matrice B satisfaisant AB — BA = B est alors de la forme

0 B 0 0
0 0 B O
0 0 0 ps
0 0 0 O

Comme B est supposé étre de rang 3, les (3; sont non nuls donc égaux a 1
a conjugaison pres. Finalement le Z-feuilletage correspondant est dans des
coordonnées homogenes bien choisies tangent aux champs

—izi 3zi+22 0 + z 0
S =0y Y0z 0z Tom

et Y = ziJrz 4 + z 4
N 1620 2621 3622

Il s’agit du feuilletage exceptionnel qui admet pour intégrale premiere

2 22
2023 — Z1%2%3 + 7

2\ 3
Z2
(22123 — ?>

Supposons maintenant que la matrice associée au champ Y soit de rang 2.
Il y a a conjugaison pres deux types de matrices (4, 4) nilpotentes de rang 2

C’est le cas Af (i).

000 0 0100 0010
0010 000 0 000 1
Bi=looo1|[®2={o0001]|~l0o0o0 0
000 0 000 0 000 0

2.2.1. Cas B = B;.
L’égalité [A, B] = B entraine que A s’écrit sous la forme

)\1 0 0 R4
K5 2+ A R7 Rg
0 0 1+X Ky
0 0 0 A
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Puisqu’on s’intéresse a 1’algebre engendrée par les champs X, Y et R on
peut supposer que k7 = 0. Remarquons qu’avec les notations habituelles
un changement de base ey — ey + ey n’altere pas la matrice B. Par suite
si A1 # 2+ A, on peut supposer que A est du type

)\1 0 0 R4
0 2+ 0 Kg
0 0 1+X 0
0 0 0 A

Alz

et sinon du type

2 + )\ 0 0 K4
K5 2+ A 0 Kg
0 0 1+X 0
0 0 0 A

a. Si A # 24 A, on fait le changement de base

Ay =

eq — €4+ aey + beg = €
(qui n’altere pas B) pour obtenir Ae) = e/ soit encore
a(>\1—>\)+/{4:0
2b + Rg = 0

Ainsi si A # )\, on peut par conjugaison éliminer k4 et kg, sinon
on peut éliminer kg.

a.l. Si A # A1, on se ramene a une algebre du type

0 0 0 0 0
R, Y=2—+23—, X =kzpg— +221— + 20—
2821 3622 0820 1621 2822
Les hyperplans z3 = cte sont invariants par les deux champs X
et Y ; ainsi ces deux champs engendrent le feuilletage restreint a

la carte affine z3 = 1; ils s’écrivent

~ 0 0 0
X =X,.01 = Kzog=— + 221 — + 29—
|7a=1 0820 ! 621 2 622
~ 0 0
Y=Y.,..1=20—+—
l72=1 2821 822
Le champ Y a une « partie constante » ; nous allons essayer de
le redresser par un automorphisme polynomial. Le flot de Y est
2

t
2 (Z,t) ’_)(20721+22t+§722+t)

On définit maintenant le difféomorphisme
2

z
H : (20,21,2) — (20, 21, 0; 29) = (20, 21 + 52722)



4. Z-FEUILLETAGES SUR CP(3).

Par construction H conjugue 8%2 aY. Le feuilletage .Z" associé &

I’algebre engendrée par les champs H_ IX et H - 1Y est décrit par
une 1-forme ' qui, en particulier, annule le champ H_ ly :(9%2

donc s’écrit
A,(Zo, Zl)dZO + B/(ZQ, 21)d21

Le difféomorphisme H laisse le plan z; = 0 invariant point par
point. On constate que le champ

- 0
X|s—0 = K2Zg=— + 22
|22=0 08 % 182’1
est tangent au feuilletage et au plan z, = 0; il décrit donc le
feuilletage en restriction au plan z; = 0. On déduit une intégrale
premiere du champ X
%
27
et donc de .#’. Ce qui donne apres composition par H~! et ho-
mogénéisation l'intégrale premiere de .# suivante :

2 2(k—1)
2525

2 K
)
(2’123 — 7)

C’est le cas Af (ii).

a.2. Si A= A, lalgebre 2L est engendrée par
0 0

0
R Zo—— + 23— 8 +Zgaz
2

82’1 8 27

K423

0
60_'_221

Si kg = 0 alors les champs 3 8 et 82 sont tangents au feuilletage

qui ne peut donc étre un feullletage de degré 2 sur CP(3); par
homothétie on peut donc se ramener a k4 = 1.
Par la méme méthode que précédemment, en redressant 226%1 +

238%2 dans la carte affine z3 = 1, on montre que le feuilletage .7
admet pour intégrale premiere

22 2z
22123 — 25 23
ce qui donne le cas Af (iii) & conjugaison pres.

b. Si Ay =2+ A, par un changement de base

€4 — e4 + aeq + begy
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on peut se ramener a kg = kg = 0. En effet,
As(eq + aey +bey) =0

équivaut a

ak4ks — 2Kg

A

Par homothétie on se ramene a k5 = 0 ou 1.

Commencons par traiter le cas k5 = 0; alors 1'algebre L est en-
gendrée par les champs

0 0

0 0 0
R, 29— 4+ 23— et 22— + 221 — + 29—
822

0% 02y 02 021

qui est un cas particulier du cas a.l. (k = 2)
Finalement traitons le cas k5 = 1; ’algebre £ est du type

0 0 0 0 0
R, z + z et 22— 4+ (20 + 221)=— + 2
S R P
Toujours par la méme méthode (qui consiste a redresser le champ
Zom— 8z + 23— a dans la carte affine z3 = 1) on montre que le feuilletage
Z admet pour intégrale premiere

20 z% — 22123
<3 20%3

on obtient le cas Af (iv) a conjugaison pres.

2.2.2. Cas B = B,.

Ce cas est caractérisé par ker B = tm B et B est un isomorphisme
de < eg,e3 > dans < ey, e; >. En particulier pour chaque base fy, fi
de ker B, il existe une base fy, f3 de < ey,e3 > telle que Bfs = fy et
Bf; = fi. L’égalité AB — BA = B implique que ker B est invariant par
A. On peut donc supposer que 'on a une base eg, €1, €2, e3 dans laquelle
A et B sont du type suivant (on jordanise la restriction de A a ker B)

A0 % % A€ % %k
0 Ao *x % 0 XA * =
A=A = 0 02 . % avec \; # Ay ou A = Ay = 00 =
0 0 =% = 0 0 % =
et B =

o O OO
o O OO
OO O
oo = O
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On remarque que par homothétie on se ramene a ¢ € {0,1}.

c. A est du type Aj.
On a

AB€3 — BA€3 = B€3 = BA€3 = ()\2 — 1)B€3

Il en résulte que

A€3 = K3€p + K5€1 + ()\2 — 1)63
De la méme fagon, on obtient

Aey = Koeg + kyer + (A — 1)eg

)\1 0 K9 K3

. 0 )\2 R4 K5

A= 0 0 XN-—1 0
0 0 0 Ay —1

On note que les changements de base du type
ey — ex + aey + Bep = ey

e3 — e3 +yeg +oep = e3

n’alterent ni B, ni la forme de A. On a avec les notations précédentes
Aeg — (M — D)eg = (k2 + @)eg + (B(A2 — Ar + 1) + Ka)e

Aeg — (A —1)eg = (kg +7(A1 — A2+ 1))eg + (0 + Ks)es
On constate qu’en choisissant § = —k5 et a = —kg, on peut sup-
poser que Ky = k5 = 0; de plus si Ay — \; # +1, on peut supposer
que kg = kg = 0.
En enlevant (A;—1) R & X représenté par la matrice A, on se ramene
au cas ou l’algebre 2L est engendrée par R et les trois champs

0 0 0 0 0

- N 1 - - -
2 820 + =3 82’1 ’ ((’u + )ZO + /{323)620 + (21 + /{422)82’1 + ,UZQ 622

ou it = A\ — Ay (# 0 par hypothese).

On va suivre la méthode utilisée précédemment mais nous la détaillerons
car elle est ici un peu plus technique. Comme I’hyperplan z3 = 0

est invariant par tous ces champs on se place dans la carte affine
zz=1oulon a

~ 0 0
Y =V :228—20+a—21

0 0 0
X = X\Z3=1 = ((,u + 1)20 + /ﬁg)a—zo —+ (21 + /€4ZQ>8—21 + M226—22
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L’hyperplan z; = 0 est transverse & Y donc au feuilletage .#. No-
tons

P(20, 21, 22;1) = (20 + 22, 21 + 1, 22)
le flot de Y, alors le difféomorphisme
H (20, 21, 22) = (20,0, 225 21) = (20 + 2122, 21, 22)
redresse le champ Y sur 8%1 et trivialise le feuilletage. Dans I’hy-
perplan z; = 0, le feuilletage .%|,, — est donné par
- 0 0

(X — k420 )jsymo = (0 + 1)20 + Kz — /‘@423)8—20 + g

La 1-forme
W= pzadzg — ((u+ 1)20 + K3 — K423 )d2

décrit donc Z|.,—o.

c.l. Sip= —1, le feuilletage restreint est décrit par la 1-forme
R4 o dZQ
d (z — —z ) K3—
0= 5% + K3 .

d’out une intégrale premiere, si k3 # 0, du type :

20 R4 o
ZexXp | — — =25
K3 2/*{,3

ce qui donne aprés composition avec H~! et homogénéisation

29 22023 — 22129 — /{423
—exp 5
23 2K323

qui correspond au cas Af (v) a conjugaison pres. Si k3 = 0, le
feuilletage est de degré 1.

c.2. Sipu # %1, puisqu’on peut se ramener a k3 = k4 = 0, on a
W= pzedzo — (p+ 1)zodzo

On en déduit, pour le feuilletage restreint a z; = 0, I'intégrale
premiere suivante
S
0
Zngl
Aprés composition par H~! et homogénéisation, le feuilletage
admet pour intégrale premiere

(2023 - 2’122)M

pu+1_p—1
)
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qui donne le cas Af (vi).

c.3. Sip=1,la l-forme w sécrit
zodzg — (220 + K3 — Kaz3)d2s
Quitte a composer w par
R3

¢ (’20722) = (Zo - 5722)

on a
O = 29dzy — (220 — K422)dzy

ou encore, a multiplication pres :

z dz
d (_(2]) + 54—2
22 22

d’ou I'intégrale premiere (k4 # 0 sinon le degré chute)

20
Z9 €Xp 3
R4z5

Ce qui donne apres composition avec ¢!, H~! et homogénéisation

29 22023 — 22122 + /€32§
— eXpP B D)
Z3 RaZ5

Quitte a permuter zo et z3 puis zg et z; on retombe sur le cas c.1.

d. Supposons que A est du type As.
Sie = 0, alors p = 0 et en reprenant les calculs précédents, on
constate que le degré du feuilletage chute.

Sie=1, alors on a
ABey — BAey = Bey < BAes = (A — 1)Bes
Il en résulte que
Aey = Kaey + K€
De la méme fagon, on obtient

Aeg = K3€g + Kse1 + €9 + ()\ — ]_)63

et
Al Ko K3
. 0 A Rq R5
A= 0 0 A—-1 1

0 0 0 Ax—-1

On note que les changements de base du type

ey — ep +aey + Be; = ey



2. Z-FEUILLETAGES DE DEGRE 2 SUR CP(3). 7

e3 — e3 +yeg +oe; = e3
n’alterent ni B, ni la forme de A. On a
A@— ()\—1)2: (H2+(X+ﬁ)€1+ﬁ4+ﬁ
Donc quitte a prendre 3 = —k4 et @ = k4 — kg, On peut supposer
que ks = kg = 0. On a alors
Aeg — (A —1)es —ex = (kg + 6+ 7)er + (ks + 0)es
Puis quitte a prendre 6 = —k5 et v = K5 — K3, on se ramene a
k3 = k5 = 0. Finalement a conjugaison pres A s’écrit
Al 0 0
0 X O 0

00 A—-1 1
00 0 Xx-1

et notre feuilletage est tangent aux champs de vecteurs

0 0 0 0 0
Y=p—4+um—et X=(00+21)—+217—+ 23—
2 820 3 621 ( 0 1) 820 ! 621 3 82’2
Comme I'hyperplan z3 = 0 est invariant par tous ces champs on se
place dans la carte affine z3 = 1 ol la restriction de notre feuilletage

a z; = 0 est donné par le champ

autrement dit par 'intégrale premiere

2o exp(—22)

Apres composition par H~! et homogénéisation, on constate que
notre feuilletage admet pour intégrale premiere

Z20R3 — 2172 Z9
N E— eXp | ——

c’est le cas Af (vii).






CHAPITRE 5

Z-feuilletages quadratiques sur CP(n).

L’étude des Z-feuilletages de codimension 1 sur CP(n) pour n > 4 s’avere
délicate, non seulement pour des raisons de taille de calculs mais aussi pour
des raisons conceptuelles. Bien stir nous savons qu’en degrés 0 et 1 tous les
feuilletages de codimension 1 sont des Z-feuilletages. Par contre déja en degré
2 on se heurte au probleme suivant : majorer la dimension de .. Nous avons
vu qu’en degré maximal n — 1 la dimension de £ est précisément n — 1 ce qui
permet tout du moins en petite dimension d’espérer une classification en se
réferrant a la description des algebres de Lie. Nous la présentons en dimension

4.

1. Z-feuilletages quadratiques sur CP(n), n > 4.

Nous donnons quelques propriétés générales susceptibles d’étre utiles pour
classifier les Z-feuilletages de degré 2. La plupart sont conséquences de la
description générale des feuilletages de degré 2 sur CP(n) faite dans [B] et que
nous avons présentée dans le cas n = 3 (chapitre 4). Nous donnerons aussi
quelques exemples.

PROPOSITION 5.1. Soit % un feuilletage de degré 2 sur CP(n) défini en
coordonnées homogénes par la 1-forme w € QY (C™™). On est dans l'une des
situations sutvantes :

1. .F est exceptionnel, i.e. il existe T : CP(n) --» CP(3) linéaire telle que
f = T*ﬁr

2. 1l existe un feuilletage F' de degré 2 sur CP(2), une application linéaire
7 : CP(n) --» CP(2) tels que ¥ = 1*.7".

3. F a une intégrale premiére du type % ou Q1 et Qo sont des formes
quadratiques.

4. F possede un hyperplan invariant F€ et w un facteur intégrant de l'un
des types suivants :

4.1, L
4.2. 3L,
4.3 L2L2

79
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44 L2LoLs
4.5, LyLyLsLy
4.6. L3Q
4.7 L1LyQ
4.8 L,C

ou les L; désignent des formes linéaires distinctes, () une forme
quadratique et C' une cubique.

DEMONSTRATION. C’est une application directe de [B]. O

REMARQUE. A partir des facteurs intégrants on peut évidemment donner
les différents types possibles d’intégrales premieres.

On sait que dans le cas des feuilletages exceptionnels, il s’agit de .Z-
feuilletages.

Par contre la proposition B.7 asssure que dans le cas 2, .# n’est jamais un
Z-feuilletage.

Dans le cas 3 ou .# possede une intégrale premieére %, alors si % est un
Z-feuilletage, les formes quadratiques Q)1 et Q2 ne peuvent étre génériques.
En effet, si ()1 et @ sont génériques, alors la surface @)1 = QY3 = 0 est une
surface de Del Pezzo; ceci implique par un argument déja rencontré dans la
preuve du lemme [ qu’il ne peut y avoir de champ de vecteurs tangent a la
fois aux niveaux de ()1 et de ()s.

1.1. Exemples de type 4.2. Ils se traitent relativement aisément :

PROPOSITION 5.2. Soit F un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant
une intégrale premiere du type ziexp H, deg H = 2, dans une carte affine
ad-hoc. Alors a conjugaison pres H est de ['un des types suivants

Z9 + 2324
2

2
Zo + 2123 + 25

DEMONSTRATION. On remarque qu’un champ affine X annulant dZ—le +dH
est nécessairement du type

X = )\Zli + Z
321
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o o 9 0
Z7E< —, —, — >
82’2 623 82’4
D’autre part pour que .# soit un Z-feuilletage il est nécessaire que pour I'un
des X, A soit non nul disons égal a 1. En écrivant que

0H

on constate que H (0, 29, 23, 24) est un polynome quadratique qui est nécessairement
une submersion. Par suite quitte a changer les coordonnées on peut supposer
que

H(0, 29, 23, 24) = 20 + q(23, 24)
ol ¢ est une forme quadratique en z3, z4. On remarque aussi que H n’a pas de
terme en z? si bien que

H = 2y + 21 L(29, 23, 21) + q(23, 24)

On examine les cas ou L = 0, L = 2o, L = z9 + 23, L = 23 qui couvrent a
conjugaison pres tous les autres.

Dans la premiere éventualité, toujours a conjugaison pres, on peut supposer
que

H = 29 + 2324
ou bien
H=z+2

Dans ces deux cas, un calcul élémentaire montre qu’il s’agit bien de -Z-feuilletages,

le second apparaissant comme un pull-back linéaire d'un Z-feuilletage sur
CP(3).
Considérons le cas ou

H = zo 4 2120 + 2123 + q(23, 24)

4
0
Avec les notations précédentes si X = zlai + Z, avec 4 = ZAi—’ est
. =2 0z

tangent a %, on obtient

0

4—
824

0
1+ 2129 + Ay + As <21+—q> +A
82’3

En posant ¢ = az3 + bz3zy + c23 on obtient
(1 + 212’2) + A2 + Ag(Zl + 2(1,2’3 + bZ4) + A4(b23 + 202’4) =0

Sur l'intersection des deux hyperplans

Il
o

21+ 2az3 +bzy =0

et
bzs +2cz4 =0
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on a
(1 —(2az3 +bz4)2z0) + f=0

ou f est affine donc a = b = 0. Finalement a conjugaison pres on a
H =2+ z123 + I{Zi

avec k € {0,1}. On constate que # est un Z-feuilletage puisqu’on trouve
parmi les champs tangents a .% :

0 0 0 0 0 0 0

N — = — 237, Rl — — KRZ4
82’1 82’2 82’3 ’ 622 82’3 ’ 622 82’4

1.2. Un cas spécial. Voici une méthode qui pourrait s’avérer fructueuse
en particulier dans I’étude du cas quadratique. Considérons .# un Z-feuilletage

de degré 2 sur CP(4) ayant une intégrale premiere de type Q—; avec (); formes

Q
quadratiques. Supposons l'algebre £ non nilpotente; alors £’ contient un

champ X semi-simple :

k
0
i=0 !

On peut supposer k > 1 sinon .# serait un pull-back. Examinons le cas ou
rg X =2,ie. k=1:
0

0
X = )\02’0— -+ )\121— )\0)\1 7& 0
820 82’1

Soit () une forme quadratique annulée par X ; alors @) s’écrit
2021 + q(22, 23, 24)

Remarquons que X (Q1) = X(Q2) = 0. On se ramene a étudier les cas

@G _ o
Q2 B q2
et
Q1 zom+ ¢1 (22, 23, 24)
Q2 B q2(22, 23, 24)
Dans le premier cas .% est un pull-back. Dans le second cas, on va faire une
discussion suivant le rang de ¢».
Sirgg, =1, ie. g = 22 (& conjugiason pres) alors .# est en fait de degré
un.
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Supposons ¢ de rang 3, autrement dit de la forme 23 + 23 + 27 ; on doit
trouver un champ Y annulant dénominateur et numérateur. Un tel champ
s’écrit

+B4 =A+B

L’égalité A(zpz1) = 0 implique que
0 0
A=A zo=— —
<ZO 82’0 102, 82’1 )

B(q1) = B(g2) =0

En particulier on peut voir B dans so(3, C). Mais tous les éléments non nuls
de so(3, C) sont conjugués (a multiplication pres). On peut donc supposer que
0 0

B = -
z38 29 z2623

On a aussi

et
¢ = a(z + 23) + bz}

Il nous faut pour des raisons de dimension ponctuelle trouver un troisieme
champ B’ annulant ¢; et ¢, du type précédent. Par suite tout champ annulant
¢2 annule ¢ et ¢; = aqy. Finalement .# possede une intégrale premiere du
type

2021

25+ 22 + 23
que nous avons d’ailleurs rencontrée dans le principe de construction d’exem-
ple.
Terminons par le cas olt rg g2 = 2, i.e. ¢o = 23 + 23. En suivant la démarche

précédente on doit trouver deux champs du type

0 0

0
Y; = 5 — — 25— + Lin—
2 623 “ 623 + 824

indépendants c’est-a-dire, en particulier, non C-colinéaires et annulant ¢; ; ceci

n’est possible que si a%; annule ¢; cas ou % est un pull-back.

i=1,2

1.3. Exemple de type 3. On considere un feuilletage de degré 2 sur
CP(4) ayant pour intégrale premiere
Qi %+ 2+ 25+ 25+ 2
QQ )\028 —+ )\12% —+ )\22’% —+ )\32’32) -+ )\42’2
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On peut supposer que \g = 0, Ay = 1 et qu’un autre \; est non nul sinon le
feuilletage serait de degré 1. Les champs X qui annulent (); sont du type

S s L9 9
— ’uz’] Z@zj J@zi
0<i<y<4
Si de plus X annule )5, on a
D g = A2z =0
0<i<j<4
Si Ay, A9 et A3 sont non nuls et différents de 1, on aura

to,; = 0 pour 7 =0,...,4

pia=0pours=1,23

9 of sur -2

Ainsi un champ X qui annule Q; et (> n’a pas de composante sur 32 B

o). . . N 0 24
La condition de dimension ponctuelle pour 1'algebre des champs annulant @),
et ()2 ne peut étre satisfaite. On peut donc supposer toujours sous I’hypothese
Ay # 0 que A3 = 1. Si Ay et Ay sont encore différents de 1, on aura toujours

pour X annulant ()1 et )5 les égalités

Mo = M4 = Poa = p1,3 = pa3 =0
et X sera du type

Hi2 | Z1 92 2 S H3.4\ %3 021 4 025

ce qui est insuffisant pour obtenir la dimension ponctuelle souhaitée. Par suite
on peut supposer A\; = 1. On se ramene donc a

Q1 +A+24 4+ 4

Q2 25 + A2
Comme A\ # 0, on constate que la seule possibilité est A = 1. Le feuilletage a
donc une intégrale premiere de type

2 2 2
25 + 25+ 2
2 2
z5 + 21

vue dans le principe de construction d’exemples et dans le cas spécial précédent.
On démontre de facon analogue que les autres configurations de A conduisent
au méme modele. D’ou la :

PROPOSITION 5.3. Soit F un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant

une intégrale premiere % ou les Q; sont des formes quadratiques diagonales.
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Si I’élément générique du pinceau Q1 — kKQq est de rang mazximum, alors ¥ a
une intégrale premiere du type

2 2 2
Z5 + 23+ 23
2 2
zy + 29

k
REMARQUE. Un pinceau de formes quadratiques diagonales Q)1 = Z 22,

1=0
n

Qs = Z \iz2 tel que I'élément générique ne soit pas de rang maximal satisfait
i=0
Ai =0 pouri >k

En particulier le feuilletage associé est un pull-back.

1.4. Lors de l'examen de certaines configurations de .Z-feuilletages de
degré trois sur CP(4) associés a des algebres résolubles de dimension trois,
nous avons trouvé quelques dégénérescences conduisant a des .Z-feuilletages
de degré deux possédant des intégrales premieres du type Q—; avec (); forme
quadratique ; précisément soient

1
2 2 2
Q1 = 2024 — P175 — D223%4 — 522 + P32y

2 2
Q2 = 2124 — 173 — (22324 — 2223 — (324

On constate que I'élément générique du pinceau A\1Q)1 + Ao est dégénéré.

PROPOSITION 5.4. Le feuilletage F de degré 2 sur CP(4) donné par les
Q1

niweaur de o, ostun ZL-feuilletage. L’algébre de Lie £ associée est résoluble

de dimension trois; si X € .,22, le champ X s’écrit

(b1zo + (bs — e3q2 + q2b1 — 2q1b2) 29 + (2p1by — paby + e3p2) 23

0
+(2p3b1 — 2pses + pabo)z4) P
0

+ (b121 + bazo + b3zs + (gaba — 2q3by + 2q3€3)24)

0
+ (€322 + (bs — e3q2 + qaby — 2q1b2)24) Y
2

0 0
-+ (6323 -+ b224) 8—23 + (263 — b1>Z48—24

9
321
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ot by, by, bs, ez € C. Ce L -feuilletage ne vérifie pas la condition de régularité
le long de z4 = 0.

DEMONSTRATION. L’expression des champs X a été obtenue via Maple.

L’hyperplan z4 = 0 n’est pas invariant par le feuilletage puisque % n’y est pas

constant. Par contre il est invariant par tous les champs X. On constate par
un calcul élémentaire qu’ils sont dépendants le long de cet hyperplan. O

1.5. Ubiquité de ’exemple de Gordan-Ncether. Revenons a l'exem-
ple de Gordan-Ncether

2 2
P =223+ 212024 + 2525
dans C® et considérons sa restriction a la carte z; = 1
2
Py =254+ 2024 + 2525

On constate que les champs

0 0 0 0 0 0 0
228—,23 — 8—,24’ 223—24 — 8—,25 et 223—22 — 243—24 — 2258—,25
sont tangents aux niveaux de Pj. Le feuilletage par les niveaux de P; est donc
une fois encore un Z-feuilletage de C*, lequel s’étend bien sir & CP(4); il a
pour intégrale premiere
2223 + 212024 + 2525

3

qui définit un feuilletage de degré 2.

Maintenant on considere la restriction de P a la carte z3 = 1; on obtient
le polynome
Py = 2} + 212024 + 2525
qui est annulé par les champs

L0 ,0 90 9 90 0 , 0
>0z, 0z, 0z, 1025’ 202y 4824 502'5

et produit encore un exemple de degré 2 sur CP(4) d’intégrale premiere

2223+ 212024 + 2525

3
Z3

Ces deux exemples, tous deux de type 4.1., sont non équivalents.
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2. Exemples de type 4.1.

2.1. Cas spécial. (ou l'on retrouve I'ubiquité de Gordan-Ncether).

Nous allons nous intéresser a un cas spécial de Z-feuilletage quadratique de
type 4.1. sur CP(4). Soit .# un .Z-feuilletage sur CP(4) ayant une intégrale
premiere du type Z% ou C' est un polyndéme cubique. La restriction de .# a

0
la carte affine zp = 1 définit un #Z-feuilletage de degré 2 sur C* ayant pour
intégrale premiere P(z1, 29, 23, 24) = C(1, 21, 22, 23, 24) . Nous allons supposer

que P est un polynome homogene.

THEOREME 5.5. Soit P un polynéme homogéne minimal de degré 3 sur C*
définissant un L -feuilletage. Alors a conjugaison prés P est de ['un des types
susvants :

1. 2%
2. 217923
3 2
ooz1(25 — 2324)
4 2 2
. 2123+ z1ze(arz + 20 + 23 4 2) + 252
5 2 2
. Z%3 + 2122(23 + 24) + 29 R4

2 3
6. 2723 + 212224 + a2y

REMARQUES. 1. Considérons le polynome de Gordan-Noether
P = z%z;), + 212925 + 2324

Si 'on restreint P a zo = 0 on obtient a permutation pres des coordonnées
le premier cas 1. En restreignant a z3 = z4 = 0 on trouve 2; la restriction de
P a z; = 0 est a conjugaison pres le cas 3. En restreignant P a ’hyperplan
a1z + 2zo + 23 + z4, on obtient le cas 4. En le restreignant a z5; = z3 + 24,
on retrouve le cas 5. Enfin le cas 6. s’obtient en permutant z; et z5 et en
restreignant P a z5 = as2s.

2. Par conjugaison on peut supposer ay € {0,1}.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme [[.16, 1'origine n’est pas une singu-
larité isolée de dP sinon le feuilletage .# serait de degré 1. Il s’ensuit que dP
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s’annule sur un nombre fini de droites, ou sur une surface ou encore sur une
hypersurface. Nous allons traiter ces différentes éventualités au cas par cas.

1. SidP s’annule sur une hypersurface, P n’est pas réduit et s’écrit 22 L ot
L désigne une forme linéaire. Puisque P est minimal, L est non colinéaire
a z1. Le ZL-feuilletage .# décrit par le polynome P est alors de degré 1
et P est du type z;22.

2. Considérons le cas ou dP s’annule au moins sur une droite par exemple

d’équation 2o = z3 = z4 = 0. En particulier le polynome P n’a de

monome ni en 25, ni en z7z; ; par suite il est de la forme

w

21q(22, 23, 24) + 1(22, 23, 24)

ol ¢ est une forme quadratique et r un polynome cubique. Un champ
de vecteurs X annulant P doit étre tangent au lieu singulier de P et en
particulier a ’axe des z;. Par suite, il s’écrit

i~ i)
A1<Zl7 22, %3, 24)6—21 + ZAZ'<’Z27 23, Z4) 822‘
2

1=
Remarquons que si ¢ = 0, alors % est un pull-back; ce cas a été traité
dans le corollaire de I'introduction.
Si 'on écrit X sous la forme Al(%l +Y,ona

{ Ag+2Y(q) =0
Y(r)=0

Si g # 0, alors A; est divisible par z;, autrement dit

0
X = )\121— + Y
821
Supposons que pour tout champ X annulant le polynéme P on ait A\; = 0.
La dimension ponctuelle générique de tels X étant trois, le polynome P
a9 B
-— et

est annulé par — =2 ce qui est absurde. Ainsi on peut trouver
Oz2? 0Oz3 024

des champs annulant P du type

0
Xi=z217—+Y, Xo=Yoet X3=Y3
321
génériquement indépendants; il en est de méme pour les champs Y5 et
Y;. Les égalités
Ya(q) = Ya(r) =0
Y3(q) = Ys(r) =0

impliquent que les composantes connexes des niveaux de ¢ et r sont les
memes.
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Si la forme quadratique g est de rang 2 ou 3, alorson ar =0 et P
s’écrit a conjugaison pres

2
21(25 — 2324)
que nous avons déja rencontré ou
217273

Dans les deux cas on obtient un Z-feuilletage.
Reste a considérer le cas ou la forme quadratique ¢ est de rang 1 : le
polynome P est alors de la forme

75 + ez = 25(2 + )
qui est conjugué a z;22 et le feuilletage obtenu est de degré 1.

3. Cas ou dP s’annule sur une surface S.

3.1. Supposons qu'une composante de S soit un plan par exemple
d’équation z; = 2z = 0, alors P est du type

Z%Ll + 2122[/2 + Z;Lg

ou L; désigne une forme linéaire. On a 'alternative suivante :

- le feuilletage .Z est un pull-back (et donc encore du type 2;23)

- les formes linéaires zy, 2z, L1, Ly et Lz forment un systeme de
rang 4. On se ramene alors aux deux cas suivants

2 2
2123 + 21200 + 2524

2 2
2173 + 212024 + 25 L

ou L désigne une forme linéaire. Il nous faut maintenant caractériser
les L qui produisent un Z-feuilletage. Comme le lieu singulier
doit étre invariant par tout champ X annulant P, un tel champ,
nécessairement linéaire, est de la forme

0 0
(1)121 + bQZg)a—Zl + (0121 + 0222)8—22

4 4
0 0
(et (B0) 2

i=1

Posons

4
L= E a;z;
=1
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3.1.1. Commencons par considérer le cas ou P est de la forme
Z%Zg -+ 2122[1 -+ 2324
L’égalité X (P) = 0 se traduit par le systeme suivant :

( 2b1+cla3+a3 =0

2a1b1 + 2a9c1 + aicy + o + araz + Braa
bias + 2a1by + 2asc + cvas + Baas + B =0
bias + 2c1 + asco + ayas + Bray =0

2b2 + blag + azco + azasz + 53014 =0

boas + B2 =0
baay + 2c3 + 34 =0
beaz + B33 =0

a101+oz1:O
\ a401+044:0

C’est un systeme de dix équations a douze inconnues. Pour que la
dimension ponctuelle des champs X annulant P soit génériquement
trois, il nous faut au moins trois solutions indépendantes. Ceci
impose des conditions sur les a; qui régissent le systeme. En sub-
stituant on obtient que ce systeme a un espace de solutions de
dimension au moins trois si et seulement si

(agay — 1)(2a1 + ara3 — 3azay) = (azay — 1) =0

3.1.1.1. Lorsque asay = azay = 1, quitte a conjuguer par une
application linéaire ad-hoc on se ramene a ay = a3 = a4 = 1,
autrement dit

2 2
P =ziz3+ z120(a121 + 20 + 23 + 24) + 2524

On peut alors résoudre le systeme précédent et 1’espace vecto-
riel des champs annulant P est engendré par les trois champs

0 0
X1 = 226—23 — 216—24
0 0 0
X2 = (21 + 22)8—21 — 2Z36—23 — (2&121 + 2o + 23 + 24)6—24

0 0 0
Xg = (21 + 22)8—22 — ((llZl + 23 + 24)6—2;3 — 2(21 + 24)8—,24

On constate que ces trois champs engendrent une algebre de
dimension ponctuelle trois.
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3.1.1.2. Passons au cas ou azay = 1 et 2a; + alai — 3asay = 0.
Comme a3 et a4 sont non nuls, on se ramene par une application
linéaire de type

(2’1, 2’2,23724) = (/)12’17/72227/?323,/)424)
ad-hoc aux deux cas suivants :
Py = 2223+ 212023 + 24) + 2524
et
P, = 2%23 + z129(21 + 22 + 23 + 21) + 252’4

Dans le premier cas, les champs suivants annulent P :

L0 L0 0 0

621 82’2 623 624

2’26—21 — 2’26—22 + (24 — 23)8—24
L9 9
2623 1624

Ainsi P; définit bien un Z-feuilletage.
Le second cas est un cas particulier du cas 3.1.1.1. avec a; = 1.

3.1.2. Considérons le cas ou P est de la forme
2 2
zizg + 212024 + 25 (121 + agze + azzs + agzy)

Notons que si ay # 0, en posant 7, = a121 + @20 + 323+ asz4 ON
se ramene au cas précédent. Nous supposerons donc que ay = 0.
Quitte a changer z4 en z4 — a129 on a a; = 0; autrement dit P
s’écrit

2223 + 212924 + 25(a22 + a323)

On procede comme précédemment ; 1’égalité X (P) = 0 conduit
au systeme

(b1 +Bs+c2=0
b2+a4a320
01+O[4:O
2b1+043:0
2by + 2azc; + P53 =0
CL3(2CQ‘|‘O&3) =0
3ascy + araz + B =0
3(12024—042&3 =0
&1:0

( s+ 51 =0
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3.1.2.1. Supposons que az = 0, i.e. que le polynome P s’écrive
P =223 + 212024 + G925

On a 'alternative suivante :

- ag # 0, le polynome P est alors annulé par les champs

zli — 2z i -z i
0z 3823 4824
0 0 0
218—22 — 248—23 3a2226—24
0 0
220—23 — 213—24

Il définit donc bien un Z-feuilletage.

- as = 0, le polynome P décrit un Z-feuilletage dont ’algebre
associée, de dimension 4, est engendrée par les champs

zli — 223i — 24i
0z 023 0z4

0 0

216—22 — 240—23

0 0

220—22 — 240—24

0 0

220—23 — 210—24

On constate que la dimension de I’algebre passe de trois a quatre
lorsque a, s’annule.

3.1.2.2. Supposons maintenant que az # 0. A conjugaison pres par
des applications du type

(217 29y %3, Z4) = (,01217 p2227 p3Z37 P4Z4)
on se ramene a 1’étude des deux cas suivants
2, 4 12
2173 212924 Z9Z3

2 2
2123 + 212224 + 25 (22 + 23)

Les champs qui annulent ces deux polynomes forment un espace
de dimension 2 donc les feuilletages décrits par ces polynomes ne
sont pas des Z-feuilletages.
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3.2. Placons nous dans ’éventualité ou la surface S contient une
composante non plane. On peut alors supposer que trois axes de
coordonnées sont dans S, par exemple les axes z1, 25 et z3. Par un
argument déja rencontré, le polynome P est affine en 2, 2o, 23 et
quadratique en z4; on constate que P est du type

2
ex12023 + 25 (a121 + ag2e + agzs)

On remarque que € # 0 sinon le feuilletage décrit par P est de degré
1. Déterminons les valeurs des a; pour lesquelles ces polynomes ont
une surface singuliere.

3.2.1. Si ajasaz # 0, on se ramene par homothétie a
P = 2122+ 25(21 + 25 + 23)

et un calcul élémentaire montre que codim .#ing P = 3.

3.2.2. Si deux des a; sont non nuls, on se ramene a
2
P = z12025 + 25 (21 + 22)

et comme précédemment le lieu singulier de P est de codimension
3.

3.2.3. Reste donc le cas ou un seul des a; est non nul, alors P est
de la forme :
21 (2023 + 23)

cas déja rencontré.
O

2.2. Exemples de .Z-feuilletages quadratiques satisfaisant dim . =
3. Lors de I'étude des Z-feuilletages de degré 3 sur CP(4) correspondant aux
algebres .Z,,, nous avons rencontré une dégénérescence qui produit un feuil-
letage de degré 2 de type 4.1 ; I'algebre £ est ici de dimension trois (cf. chapitre
6). Voici cet exemple :

L’algebre .Z est engendrée par les champs
c€13 + 0 + 2&’624) 9
2 02
0

+(&520 — 321 + &rzo + Egzs + (héys + 20 — §55)Z4)—8Z
1
0

0
+(—22 + 51323)8—22 + (€523 — 24)8—24’
0

0 0
Z = (czg + 023 + €z4)8—zo + (20 + hzo + izg)a—zl + 238—’247

X = <—22’0 + (§5C — h)ZQ +
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0 0
Y = 236—20 —|-Z4a—z1

L’algebre engendrée par X, Y et Z est résoluble et de type .Z, (avec a = 2),
c’est-a-dire possede une présentation de la forme
(RV] =7, [X.2]=aZ, [V,2] =0}, a0
On montre que le feuilletage associé a cette algebre admet pour intégrale
premiere
3(22 — &1323)°

6 .
207374 — 21725 — S2) — EERHR 4 (hay 4 i23) 2324 + K25 — 3E5hze23

ou
k= —613(§r — &h) — 2(&5i — &s)
c’est-a-dire a conjugaison pres
3
o2

202324 + 2125 + 23 (azq + b2o)

avec a, b € {0,1}.

REMARQUES. 1. En se restreignant a la carte affine 2o = 1, on constate
que le polynome
P = 292324 + 2125 + azs + bz;
définit un Z-feuilletage sur C*.
2. Le dénominateur zpz32z4 + zlz§ + 22(azs + bzo) est encore lorsque b est
non nul de type Gordan-Noether. Pour b = 0, le feuilletage est un pull-back.



CHAPITRE 6

Z-feuilletages de degré trois sur CP(4).

Soit .# un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4), la proposition assure que
dim.Z = 3. Ainsi la classification des Z-feuilletages de degré 3 sur CP(4)
repose sur celle des algebres de Lie de dimension 3 ([d]). Pour classifier les
algebres de Lie .Z de dimension 3, on considere I'application bilinéaire

[,]:$x$—>$

et plus particulierement son rang.
Si dim[.Z, #] = 0, l'algebre £ est abélienne.
Si dim[.Z, . Z] = 1, lalgebre £ est décrite par les présentations

{(X,Y]=[X,2] =0, [\, Z] =Y}
ou
{(X,Y]=[X,2] =0, [\, 2] = X}
Si dim[.Z, Z] = 2, l'algebre £ est du type
{(X.Y] =Y, [X,Z] =aZ [V, Z] = 0}
avec a € C* ou bien

{(IX,Y]=Y, [X,Z]=Y + Z, [V, Z] = 0}

Enfin si dim[.Z, ] = 3, alors .Z est isomorphe a s{(2, C).
Nous allons étudier au cas par cas les Z-feuilletages associés.

1. L’algebre £ est isomorphe a s/(2,C).

Par simple connexité de SL(2, C), la représentation de s¢(2, C) dans .# (5, C)
donnée par .’ assure l'existence d'une action linéaire de SL(2, C) sur C®. On
est donc ramené & classifier les actions linéaires de SL(2, C) sur C° que nous
allons décrire.

Commencons donc par supposer que ’action est irréductible; c’est alors a
conjugaison pres I'action naturelle de SL(2, C) sur les polynémes homogenes
de degré quatre en deux variables. Cette action descend a l’espace projectif
pour donner un .Z-feuilletage de degré 3 dont les feuilles sont les niveaux
génériques de la fonction j; nous I'avons décrite au chapitre 2. A conjugaison

95
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pres ce Z-feuilletage est unique puisqu’il y a une unique action irréductible
de SL(2, C) sur C5.

Supposons maintenant que I’action linéaire de SL(2, C) sur C? soit réductible ;
elle se décompose en actions irréductibles avec les configurations suivantes des
différents facteurs :

CaC, CPpC’, CaCacC’, CaC’aC?
CoCapCapC*, etCpCOCOCOC.
On peut exclure les deux dernieres configurations : l'action sur chaque fac-
teur C étant triviale, elles ne donneront pas d’orbites de dimension quatre.
Examinons les autres possibilités au cas par cas :

(i) action de SL(2,C) sur C ¢ C*.

Sur le facteur C 'action est triviale et sur C* c’est 'action naturelle de
SL(2, C) sur Vj (cf chapitre 2) a conjugaison pres. Elle admet pour invariants
z1 et A(zg,...,25) ol

A2y, 23,24, 25) = 2525 — dzpzs — 42325 + 182p232425
Par suite .# possede l'intégrale premiere
A(227 R 25)
2

A conjugaison pres, le Z-feuilletage .# est unique. Il a déja été étudié dans

la liste d’exemples (chapitre 2) mais présenté de maniere différente.

(i) action de SL(2,C) sur C* @ C3.
Elle est conjuguée a l'action de SL(2, C) sur V5, & V5. On note les éléments
de V5 @ V3 sous la forme

(217 + 20y, 237° + 242y + 259°)
A chacun de ces éléments on associe
Q1 = (217 + 2y)? = 222% + 221202y + 257,

Q2 = 232° + zgzy + 25y
et Q; la matrice de la forme quadratique Q,. Soit P € SL(2,C); on a

det(*P(Q, — kQ2)P) = det(Q1 — kQ»)

autrement dit
2

det(@l — K,Qg) = K2 (2325 — 2744) — /{(2323 + 252’% — 212924)

est un invariant de 'action de SL(2, C) sur C?*@C?. Ainsi les niveaux génériques

de

2

2
4 2 2
(2325 — B + 2527 — 212224)
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définissent le feuilletage de codimension 2 associé a £’ et

2
(2322 + 2522 — 212224)

2 3
)
<232’5 — I)

est une intégrale premiere du Z-feuilletage de degré 3 associé a .Z.

REMARQUE. Le numérateur de cette intégrale premiere est le polynome
de Gordan-Noether ; on retrouve le feuilletage exceptionnel en coupant par un
CP(3) ad hoc. Ce CP(3) est non générique puisqu’il y a une chute de degré.

(iii) action de SL(2,C) sur C & C? @ C2.
On écrit I'élément g € SL(2, C) sous la forme

()

Comme Daction naturelle de SL(2,C) sur C? correspond a laction sur les
formes linéaires, on peut voir I'action sur C? @ C? & conjugaison prés comme

suit
2o 2 a b\"
g.(207 + 23y, 242 + 25Y) ~ < > ) ( c d )

24 25
On constate ainsi que

29 Z
det < 3 ) = 2925 — 2324

Z4 Ry
est un invariant et que les niveaux génériques de
(21, 2225 — 2324)

sont les feuilles du feuilletage de codimension 2 associé a £’ avec les notations
habituelles. Ainsi
R2%5 T 23R4
2
est une intégrale premiere du Z-feuilletage associé a .Z qui est donc de degré
1 (car défini dans la carte affine z; = 1 par une forme quadratique); cette
action n’induit donc pas un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4).

(iv) action de SL(2,C) sur C & C ¢ C3.
Cette action est triviale sur chaque facteur C et sur le facteur C3 c’est
I’action naturelle sur V3. Ainsi le feuilletage associé a £’ est donné par les
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niveaux de (z1, z2) et une intégrale premiere du #-feuilletage associé a % est
z . . ,
Z—;. Par suite ce feuilletage est de degré 0.

Finalement seules les deux premieres actions conduisent a un .Z-feuilletage

de degré 3 sur CP(4) :

THEOREME 6.1. Soit F un £ -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si £ est
isomorphe a st(2,C), alors le feuilletage F admet a conjugaison pres l'une
des intégrales premieres suivantes :

2322 — dzpzd — 42325 + 1829232425

4

2
(2325 + 2527 — 212024)

2\ 3
2
<2325 — I)

2. L’algebre .Z est abélienne

En classifiant les triplets de matrices (5,5) qui commutent on se ramene a
étudier les sept cas qui suivent :

(i) ZLest diagonale,

ou bien .Z est engendrée par les champs du type suivant

y 0 0 0
(44) Kzla—o + 22 2, le + 238,23’ 8 + 248—,24 et R.
() — 4+ a + i i i a + i t R
A e T 0z Pz Tox | 0z 0 0w ©
0 0 0 0 0
(ZU) HZla—O + 236—22 + 248—23’ Zla—zo + 246—22, (Zo + ng)a + Zla—zl et R.
0 0 0 0 0
(v) 2’18 ; +Z4a—22, /‘lea—zl +Z3a—22 , £z 0 +Zla—zl et R.
(vi) /ﬁzi—l—(z +§z)i+z 0 +z ﬁz——l—(z +024)—
0 o7 2 4 921 392, ., 0 3 Vg,
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) (214 o) 2+ 2y o, (o o) it i
R P o s A B oz
0 0
(23 + 624)8—20 +ag - et R.

REMARQUE. On a éliminé les algebres qui donnent des feuilletages de degré
strictement inférieur a 3.

Examinons ces possibilités au cas par cas :

(i) Commengons par traiter le cas o 2L est diagonale ; une base de 2L est

: B : 0 ! 0
X = — Y = — 7 = — et R
kz% Rk 2k 8zk’ kz% M2k D21 ) kz; Vizy D21 €

Le feuilletage .# est décrit par

de
ROR1R223%4 E fk

4 4 4 4
avec Z ke = Zﬂkfk = Z ik = ka = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0

(ii) Cas ot .Z est engendrée par les champs

0 0
K217 + 29—, 52’1—+2’3 , A1+ 24— et R.

0z 20 822 820 62’3 820 62’4

La 1-forme annulée par ces quatre champs s’écrit a multiplication
pres dans la carte affine z; = 1

dZQ ng d24
dzg — k—2 — g2 =4
Z9 z3 Z4

Le Z-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale premiere

1
fo—i—& + %
e &Xp | —
K
25232y 21
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(iii) Cas ol .Z est engendrée par les champs

0 0 0 0 0
Kyi=— + 29— + 23—, 21— + 24—, 21— + 23— et R.

820 82’2 82’3 82’0 82’4 820 82’2

La 1-forme annulée par ces champs s’écrit a multiplication pres dans
la carte affine z; = 1
ng d24

) FRE— + —
Z3 Z3 24

Z9

—dZo + d(

Le feuilletage associé a .£ admet donc pour intégrale premiere

25 24 2129 — 2073
ZlJrn exp

1 Z1%3

(iv) Cas ol £ est engendrée par les champs

/<;zi+zi+zi zijLzi (2 +§z)i+zi et R
1320 3822 4823’ 1320 4822’ 0 ! 820 1821 .

La 1-forme annulée par ces quatre champs s’écrit a multiplication

pres dans la carte affine z, = 1
2 dz 22
d (—0) — e d(—zm+ 2 — k)
21 21 2

Le Z-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale premiere

2
2 212
2025 — 217274 — KZ123%4 + TS

Z1 ZZ

2

212

21 ¢ zozi — 212924 — KZ12324 + 23
— | exp 3
Z4 2174

sinon. A conjugaison pres on obtient :

si =0,

zozi — 212924 + zlz§

2122

3
21 zozi — 212924 + zlz§
— | exp 3
Z4 2124

si =0,
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sinon.

(v) Cas ou l'algebre £ est engendrée par les champs

i+ i 8+za—|—z §za+zietR
21821 24822’ KZI@ 21 3822 4 0620 1821

La 1-forme w annulant ces quatre champs s’écrit a multiplication pres
dans la carte affine z4 = 1
dZ(] le
s f— — &dzy + (23 — K)d2s
0
Le feuilletage associé a I’ algebre £ admet pour intégrale premiere
Azt (§(2§ — 2Kz324 — 22224))
———exp 5
20 2z

soit a conjugaison pres

(vi) Cas ou 'algebre £ est engendrée par les champs

0 0 0 0 0
+ 24— ﬁZo— + (23 + 524)— + z4—
07y 0z’

+ z 0
20z, 82’0 8 Z1 622

621

KZo—=— + 23—

0z
0 0
20— + 24— et R.
082’0 4621
La 1-forme w annulée par ces quatre champs s’écrit a multiplication pres
dans la carte affine z4 = 1

d -0 3
20 4 g —21+2223+(5—ﬁ)22—%23+ﬁ—z32,—2—3
20 2 3

Le feuilletage associé admet pour intégrale premiére

20 (—z1z4 + 292324 + (6 — B) 2227 — k2327 — g + %z§z4>

— exp 3
Z4 V4 4

que 'on peut conjuguer a

20 2125 + 202324 + 75
Zexp

24 23
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(vii) Cas ol .2 est engendrée par les champs

(2 —|—/<;z)i+z—+zi—|—zi (2 —|—£z)i—|rzi—|rzi
! 4 320 2821 3822 4623’ 2 4 820 3821 46227
0 0
(23+BZ4)0—20+Z46—21 et R.

La 1-forme w qui annule ces champs s’écrit a multiplication pres dans la
carte affine z, = 1

% 2 B, €,
d(z0— 2123 — B21 — 2o + Prars — — + 2925 — K2y — — — =25 + =23
2 4 3 2
Le feuilletage décrit par cette 1-forme admet pour intégrale premiere
(20 — Bz — 20 — Kzg) 2 + (%Z:s — 21 + Bz) 232 —

%

2.2 4
2324 23 8 2
A — S+ (2 — 523) 232

que l'on peut conjuguer a

Z2Z2 Z4
2028 + 212328 — el 292524

%

Le théoreme suivant résume 'analyse précédente; elle a été faite directe-
ment sans utiliser Maple.

THEOREME 6.2. Soit F un £ -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si £ est
abélienne, alors le feuilletage F# admet a conjugaison pres l'une des intégrales
premieres suivantes :

4

RO K1 K2 (K3 K4 —

20021 25 23 24 E kj =0
J=0

1

zlleréJr 20
e exp | —

252524 21

25 24 2129 — 2023
S exp | —

1 Z1%3

2025 — 212024 + 2123

2122

3
21 zozz — 212924 + zlz§
— | exp 5
Z4 AR
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. <zlz§+2223z4 —z§>

3
24

Z2Z2 Z4
2028 + 212322 — 43y 2923724

%

Les k;, k et & sont des nombres complezes.

3. L’algebre ¥ = .4, a pour présentation
{IX,)Y] =Y, [X,Z]=aZ, [Y,Z] =0}, a #0.

X

On remarque que si 'on change X en = on a
X Y X

[_7Y]:_7 [Y,Z]:O, [—,Z]:Z
o o o

On obtient avec X' = %, Y'=ZetZ =Y

ZI
(X' Y=Y Y. Z'l=0, [ X, Z]==—
Q@

Par suite 'algebre .Z est indifféremment déterminée par o ou i que 1'on note

& (i.e. on note & = 2 pour a =2 ou a = 1).

L’algebre CY @ CZ est sous-algebre abélienne de .Z qui est résoluble. La
présentation entraine que Y et Z sont nilpotents; on peut donc choisir une
base dans laquelle Y s’écrit

00010 01000
0000 1 00100
Noy=|00000], Ngo=| 00000 [,
00000 00000
0000 O 00000
00100 01000
00010 00100
Nsy=|00001], Nso=[00010 [,
0000 O 00000
00000 00000
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01000
00100
Ny=10020160
0 00O0T1
00 00O

suivant son ordre de nilpotence et son rang (on rappelle que si Y est de rang
1, le degré du feuilletage chute et en fait le feuilletage est un pull-back) ; on
cherche alors la forme de la matrice Z : soit € (1V;) le commutateur de N;

—~

%(Nl}j) = {M € //(57 C)a MNZ‘,]‘ — NM‘M = 0}

Un calcul fastidieux mais sans difficulté donne la description des algebres de

Lie CK(NZJ) :

a b c & e
frgh v j
00 0 a b
000 f g

€ (Naso) =

oo oo
cocooa o
SR 0
S oo o
T OOD

X

&

—

SN—

|
O oo O
oo o0
SO &0
Q@ S,

~N— N— N N

N 7

SO0 R

€ (N32) =

OO OO
S oo Qe o
SO TO

Q0O >
@ oo oo

X

5

|
coocoa
cooa o™
oo oo
o8 o >
L T O S99



3. 4 A POUR PRESENTATION {[X,Y] =Y, [X,Z] =aZ, [\,Z] =0}, a#0. 105

Comme Z est nilpotente, Z appartient suivant ’ordre de nilpotence et le
rang de Y a l'un des espaces suivants

( b

a c 0 e
f —a h v g
€' (Noy) = 0 0 0 ¢ m |,a®>+bf=0
0O 0 0 a b
(\0 0 0 f —a
([0 b ¢ & e
00 b 0 O
¢'(Nag) = 0000 0 |,¢°+jh=0
00 f g h
(N0 0 2 J —g
([0 ¢c e g i)\)
006 f h
Cg/(N&l) = 00 0 ¢ e
0000 ¢
(\0 0000/
([0 b ¢ 6 e))
00 b ¢ O
%,<N372) = O 0 0 b 0
00 000
(\0 00 f o )
([0 b ¢ & e\
00b c o
¢'(Ny) = 000 Db c
00 0O0©Db
(\0 0000/

Soit E € . (n, C) un sous-espace vectoriel de .# (n,C); on note r(E) € N
le rang générique des éléments de F :

r(E) = max{rgM, M € E}
et E(M, N; ;) l'espace vectoriel engendré par M et N; ;. Soit M € €' (N, ;) tel
que dim E(M, N; ;) = 2. On introduit la sous-variété algébrique
Fy = J{M € €' (Ni;), r(E(M, N, ;)) = i}
J

les ensembles
Gij={M € €' (Ny;), r(E(M, N ;)) < i}
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et la propriété & :

ak = —f¢
_ P2, : 2
P(a,b,c,b,e f,g.ij, k) a=b=c=f=g=0ou ii’“;_é”fﬂkﬂk
bk2 = — £

Le lemme suivant donne la description des F; ; sa preuve utilise uniquement
des arguments standards de mineurs.

LEMME 6.3. On a
( b

) (@<a7 b7c757 67 f7 h7i7j7£7m>

®)

(Y]

[S=Y

I
OO O D
cococo >0
STESTESEN

o OO
—~, R s S

3

(V)

I
OO o OO
OO oo o
S O SO
SO DO
SO DODO®m

Gz =

o OO OO
OO DO OO
DO DO D
OO0 R
oS > .

Q

S,

Il

(@)

Gso =

SO O OO
SO OO OO
SO oo 0
S OO0 &>
SO o oo

G4 -

OO oo
oo o o
S oo T O
SO T O O
ST O &0
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REMARQUE. Sil’on note G; = U G ;, on obtient & partir de la description
J

des Gj; celle des F; :
Fy = Gy, F3=G3\ Gy, Fy =G4\ (G2 UGy)

DEMONSTRATION. Commencons par décrire I'ensemble G ; 'annulation
pour tout réel ¢ des mineurs (3,3) de la matrice

a b ¢ 0+t e
f —a h i j+t
o 0 o0 ¢ m
0O 0 0 a b
0o 0o o0 f —a

est réalisée si et seulement si 'une des conditions suivantes est satisfaite :

a=f=b=c=h=0
b2 = —fm?, al = —fm, oml = —m?i +mjl + el?, cl = —hm

Pour I'ensemble G2, les mineurs (3, 3) de la matrice

0 b+t ¢ o e

0 0 b+t 0 0

0 0 0O 0 0

0 0 f g h

0 O T j —g

sont nuls pour tout réel ¢ si et seulement si g =h =7 = 0.
On décrit maintenant G ; la matrice

0 c e+t g 1
00 o f+4+t h
00 O c e+t
00 O 0 )
00 O 0 0

est de rang inférieur ou égal a 3 si et seulement si ¢d = 0.
Passons a la description de G ; 'annulation pour tout réel ¢ des mineurs
(4,4) de la matrice

0 b+t ¢ o e

0O 0 b+t ¢ O

0 0 0O b+t O

0 0 0 0 O

0 0 0 f 0
est réalisée si et seulement si b=e = f = 0.
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Pour Gy, il n’y a rien a faire. U

On aborde maintenant la classification des Z-feuilletages associés aux
algebres .Z,.

On se permettra d’effectuer certaines combinaisons linéaires dites permises
qui vont changer .’ tout en gardant la méme structure d’algebre : par exemple,
les algebres < X,Y, Z > et < X +kR,Y, Z > sont distinctes mais isomorphes
et tangentes au méme feuilletage.

3.1. Cas ou les matrices Y, Z € F;. C’est le cas ou Y s’écrit

01000
00100
00010
00 0O01
00 0O0O
et ou Z est de la forme
0 b c d e
00 b c 9
00 0b c
00 00 b
00 00O

Pour des raisons techniques de calcul, on cherche X € x(CP(4)), A, u, 3,
€ € C et Z du type précédent satisfaisant

(X, Y] =XY +uZ, [X,Z]=0Y +eZ

La raison est qu’'un élément générique de [.Z,, Z,] peut étre de rang 4 alors que
les Y et Z de la présentation précédente peuvent ne pas I’étre. Les équations
traitées sont quadratiques et il n’est pas étonnant qu’arrivent plusieurs cas; ils
correspondent aux différentes composantes irréductibles des ensembles décrits
par ces équations. On n’a retenu que les solutions donnant des feuilletages de
degré trois, certaines donnant des feuilletages de degré plus bas; ces solutions
éliminées interviennent dans la classification des feuilletages de degré inférieur
a trois.

Etudions les feuilletages associés aux solutions données par Maple. Nous
présentons les calculs typiques et mentionnons par quelles techniques se trait-
ent les autres cas.
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3.1.1. Les champs X et Z s’écrivent respectivement a combinaisons linéaires
permises pres

0
X = (bzy +czo+ 023+ 62’4)6—2 + (k21 + bzg + c23 + 524)87
0 1

0 0 0
+(2K29 + bzg + CZ4)87 + (3kz3 + bz4)87 + 4/-@2'46—2,
2 3 4

n 2820 3821 4622

(30)=(2 2)

Ceci implique que £ # 0; par suite on peut supposer que £ = 1. On
note que & = 2.

Quitte a faire des combinaisons linéaires permises, le champ X s’écrit

0 0 0 0

—Adzg+ 023 +ezy)=— + (=321 + 024) =— — 220 — — 23—

( 0 3 4) 820 ( ! 4) 621 2 82’2 3 82’3
Les hyperplans z; = cte sont alors invariants par les trois champs qui
engendrent donc le feuilletage restreint a la carte affine z4 = 1. Dans
cette carte affine, on a :

Dans ce cas

- 0 0 0 0
X=X, = (A 4 (- A~ 2mn — 23
|z4=1 ( 2o + 52’3 + 6) azo —+ ( 321 -+ 5) azl 29 822 zZ3 8,23
~ 0 0 0 0
Y=Y,-1=2— — -
[za=1 “ 320 t 2 821 +2 822 + 823
~ 0 0 0
2= G = 2t gt g

Les champs Y et Z ont une « partie constante » donc ne s’annulent pas
et commutent ; nous allons essayer de les redresser par un automorphisme
polynomial. Le flot de Y est
t2 B 2 t2
zit) = (2ot 2t +2o=+ 23—+ —,21+20+23 =+ —=,20+ 230+ —, 23+
o(z;t) = (20 + 21t + 22+ 36+24’ 1+ 2ot + 32+6’ 2+ 3+2, 3+1)

et celui de Z
2

s
¥ (z58) = (20 + 208 + 54 + 238, 20 + 8, 23)

On définit maintenant le difféomorphisme

H(ZO, 21, 22, 23) = 90(1/1(20, 21,0, 0; 22); 2'3)
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qui est donné par

(Zo+§+2123+7+24 Z1+22Z3+6722+5’Z3>

Par construction H conjugue 35— 33 aY et 72 Az

On note .Z le feuilletage associé a I’algebre engendrée par les champs
X,Y et Z: soit Q une 1-forme qui définit .Z. Le feuilletage .#' = H*.Z
est décrit par une 1-forme €2 qui annule les champs H_ ly = a— et

H;'Z = 3% Elle s'écrit donc du fait de I'intégrabilité
O = A/(Zo, Zl)dZ(] + BI(Z(), zl)dzl

Le difféomorphisme H laisse le plan z; = z3 = 0 invariant point par
point, donc ' = cte t*Q2 ol

L (207 Zl) = (207 21, 07 O)
et Q) définit L%ZFZSZO. On constate que le champ

- 0 0
Xjzy=zs=0 = (—420 + 6)8—0 + (=321 + 5)8,21

décrit le feuilletage en restriction au 2-plan z; = z3 = 0. On déduit une
intégrale premiere de . ,,—.,— :

qui donne aprés composition avec H~! et homogénéisation

3
2,2 4

3 #2734 2 2 Z3 e 4
<ZQZ - —5 21737 + RoR3Zy — 1 ZZ4>

4
3

2 23 d .3
(2124 — 292324 + 3 §z4>

a conjugaison pres s’écrit

3
2,2 4

3 _ 2%y 2 2 _ 23
(2024 3 2324 + 292324 1 )

2 2\
2125 — 22232y + 3

A posteriori, on constate que ce cas s’obtient a partir de 3.1.3. en faisant
k= 0.

3.1.2. Les champs X et Z sont a combinaisons linéaires permises pres

(Maple)

0
(b?] + §)24

0
X = (G121 + &z + E323 + Saza) 57— B
24

320
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+((n+ )21 + &iza + (Ea +10) 23 + 24) o

321
0 0
+ (2(bn + <) 2o + 123 + (§2 + 2nd)24) Foa (3(bn + )23 + &124) o
2 3
0 0 0 0
7 = (bz1 + 523)62;0 (bZQ + 524)8—1 + nga + b248 N

et
Ao\ S Ui
B e )\ —b(Bm+2) 4nb+ 3¢

Les valeurs propres de cette matrice sont 3(s + bn) et ¢ + bn donc
& = 3. On remarque que < + by est non nul.

On note que si 0 = 0, la dimension ponctuelle de .Z est deux. Quitte
a changer Z en 3(Z — bY) le champ Z s’écrit

0 0

A combinaisons linéaires et conjugaison pres, on a

0
+ (=3(bn + <)z + ndz3) =—

0
X = (—4(bn +<)z0 + &a2a) 7— -
1

820

B )
F(=2(bn + )20 + 200z4) — — (bn + )23 5—
02 023

On traite ce cas de la méme maniere qu’en 3.1.1 et une intégrale premiere
de Z est a conjugaison pres

22 2
<22z4 — 3 - HZ4>

z 222 Z4
(2(()77 +¢) (212327 + 25— — §3)> + 2023

avec
2no

- 2(bn + <)

On peut en fait conjuguer la fonction rationnelle précédente a

(2924 — z§)2

212325 + 292324 — 25 + 2023
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3.1.3. A combinaisons linéaires pres on a suivant Maple :

0 8?2 0
X = (&2 + &2 + &35 + 5424)8—20 - %248—24
2¢c?
+ 5 A + (&1 +s¢)z + (&2 +60)z3 +

4€5¢ + 552 ) 0
4c
4 2
+<—%z2+

621
0
(§1+26c)z + (S + 2§5)Z4)
+ ( 6¢c?

9z,
———23+ (& + 3¢0)z 9
g ATSITROR g
2
Z = (bzy +czo+ 023 +

1 24)6—20 + (bzg + cz3 + 024)

921
0 0
+(bzs + czq) =— + bzy—
( 3 4) 622 4623
et
_g(8b+2c?)
< g /; ) = ( bg(ébi202) <(5b5402) )
- 5 5
On remarque que ¢, ¢, 6 # 0 et que & = 2.
Notons

K= -

;
C

€= = (6 =567 et & = T (& — &an)
Quitte a faire des combinaisons linéaires de Z avec Y, le champ Z s’écrit
D 4 0 0 0
(20 + K23 + 1" 24)8—20 + (23 + /124)621 + 246—22
De méme a combinaisons linéaires permises pres on a
X = (82 + &2z + f‘llz4)8—,z() + (621 + k2o + K223 + (& + 253),24)

0
+(429 + 2Kk23 + 2/@22’4)6—2 + (223 + 3K24)
2

On trouve que % admet comme intégrale premiere

9
821

D73
((21 — K29)22 + (% —

ZS / P
mz3)2 + 5+ (%3 — g)
((220 + %222 — 3k21)23 + ((3K22 — 221) 23 — %22’% — 2z
avec

3 4
)
2

2)23 + (22922 — k23

24 \°
TRy

3k&,  11k*
n= 3

/
L6

32 4
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soit a conjugaison pres
2 2\*
(zlz4 — 292324 + 33)

Z4 3
<zoz4 (22123 + 23) 2 — 73)

REMARQUES. 1. Ce feuilletage, ainsi que celui produit en 3.1.1, n’appar-
tient pas aux composantes connues de l'espace des feuilletages de degré 3 sur
CP(4); c’est un candidat a étre un feuilletage « exceptionnel ».

2. Une dégénérescence de ce cas correspond a 6 = 0 (multiplier les con-
stantes par § et annuler §). On obtient I’algebre engendrée par les champs

) ) ) )
X =14 2
R 2080+32161+ 226 +23623
Yzi+za+za+za 7 = a+za+z8
T 02 oz 0z | oz 2 0m  Pon | Mon

qui correspond en fait au cas k =0, i.e. 3.1.1.
La dégénérescence ¢ = 0 produit a = 0 et n’est donc pas a considérer ici.
3. On constate que lorsque le rang générique de < Y, 7 > est maximal
I'invariant & est discret et vaut 2 ou 3.

3.2. Les matrices Y, Z € F3. Comme précédemment on cherche X dans
X(CP(4)), A\, u, B, ¢ € C satisfaisant

(X, Y] =AY +uZet [X,Z]=0Y +cZ

Grace a Maple, on obtient les sept solutions suivantes que 1'on étudie au cas
par cas. On n’a retenu que les solutions donnant des feuilletages de degré 3.

3.2.1. Les champs X, Y et Z s’écrivent respectivement a combinaisons
linéaires permises pres

1
X = (—50'20 + 121 + Ea20 + E323 + 5424)

N ( 1io—+2k(g§—£1)

9z

0
29+ &g23 + 592’4) 92

+(Gome @+ e+ () -

( 120—2& ) o 3 0
023—— 24 | =— + =0z

623 2 46—24’
Y ==z +z i—|—z i
2820 3621 4622’



114 6. £-FEUILLETAGES DE DEGRE TROIS SUR CP(4).

.0 0
Z = (g23 —|—ZZ4)6—20 + kZ4a—zl, k 7£ 0

(52)-(5 %)

Le feuilletage associé a l'algebre engendrée par les champs X, Y, Z
et R admet pour intégrale premiere

et

[NJ[OLR

On note que & =

2 . .
24 ((%(22 — 21)23 — 2 — K25 + t2273)7 + (20 — 21 — N23)2; — 20723 + VZZ’)

g\
<Z3 + ;124>

ou
r 10 — 2§1k r <§2 - 58 =+ CZ)Z B ggg
1 — 2 + 637
g k
§1+20g  (&—E&)g g(& +Cg) i
o r r_ %9
£3 =1 k _'_ k I 54 - k et 55 4 k
A_G_ 26 3 o & 3G &
o o2 o3 o o2 o
&g &g &8 &3 6C¢;
1/:;_02+ o3 04’K:B+T’
24 2B 6CEE & BE? 1?2244
7)—?+ o * o? ety__E_ o? _ZCF_ 30

ou encore a conjugaison pres

24(2023 + 212324 + 2324 + a23)

1
Z3

oua € {0,1}.
REMARQUE. Dans la carte affine z3 = 1, le feuilletage admet pour
intégrale premiere a conjugaison pres
24(2022 + 2124 + 2224 + Q)

Il produit donc un polynéme de degré quatre sur C* définissant un .#-
feuilletage.
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3.2.2. Les champs X, Y et Z sont a combinaisons linéaires permises pres

‘¥:<@—fﬂﬁ+xm

0
3 20 + 323 + 5424) —

820
+ (&r22 4 (€ — &2) 23 + &o2a) % + ((e _kf)§ 29 + m24) ai

) 0 (ak-g) 0
+ (26(f —€)zz + (& + Kkk)z4) 92 + ’ 5
0 0 0
Y = 2280+Z3a +Z4az2

0 0
Z = zz48—0 +((f—e)zs + /<:z4)a—z1

(5 8- e )

Les valeurs propres de cette matrice sont x(f —e) et 2x(f —e) donc
a = 2.

i 40, k#£0

On montre que le feuilletage associé a l'algebre engendrée par les
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale premiere

!¢l / 5/
Zigs & (23 + 2—224) '

/ 65
<zlz4 — oz + (L2 — £24) (23 — 22021) — (A + QBE—Z)zng — Bz2zy — yzi’)

avec
- (f—e)(]?—lm)’ - (“kJrg;)(f_e), 6 = & + rk,
6285 — 26585 &
A=20_28%6 p
&(&—&) 28
IS L L
2

&8 & & & 5

Cette intégrale premiere est conjuguée a :

3¢5—¢1 &1

!
(2122 + 232324 + 2223 + 2224)%
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3.2.3. A combinaisons linéaires permises pres on a

0
+ (€s2zs + 592’4)6—21
0

824

0
X = ((—vzo + 323 + 5424)8 -

0 0
+((—v — )z + gzz4)a—z - 25235 +(—v —20) 24—
2

Y ==z 0 —|—zi—|—z 0
n 280 382’1 4622

0 g .
Z—zz48—20+(f—e)238—21 1#0, f—e#0

()\ u)_(g(—26+f) S )
Be) —esf  <(2f —¢)
On note que & = 2.

Posons

et

Si v+ 20 = 0, le feuilletage associé a l'algebre engendrée par les
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale premiere

2 | k.2 2 f—e (f=e) 2
<23)£9 <7]2324 + 5252 — v(2n12] — sy — 20z + 5 25 23)
— ] exp

24 z3

c’est-a-dire a conjugaison pres
&9
23 21 zi + 202324 + 2323
— | exp 3

Si20+v+#0et20 — v #0, alors le feuilletage admet pour intégrale
premiere

26—}—1/ 2(1/—5)

f 3\Y
(2123 — 202324 — Llz0mpza + L8232 + L23ad — 523 + 25+yz4)
i.e. & conjugaison pres
26+v 2(v—9)
23 R4

14
(2122 + 202324 + 2223)
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Finalement si 20 + v # 0 et v = 26, l'intégrale premiere s’écrit

23 Bexp 20(2122 — 292324 f;e f;@.e 223)
24 232

ou encore a conjugaison pres
% 2 2
23\ 2 2124 + 2072374 + 2523
— exp 5
Z4 2324

3.2.4. Les champs X, Y et Z s’écrivent a combinaisons linéaires pres

X = (QC(f —e)z0 — 26921 + si2e —f) + g§§7 3ok Z'f? 3+ 5424) a@
20
N <—2§5Zo et (et 36i0 + & (f —e) + <§(2f —e)+kn— 585)23 n £9z4) aizl
0

+((n+<(2f —€))z2 — 5923 + Siza)

0z9
B, 0
+(=cdz + (n+<f)zs + (& + <k)24)a— +2(cf + 77)24a
Z3 4
Y = zi—l—z 0 +z g
T 0% | 0z oz

., 0 0 0
Z = (gz3 + 224)8—20 + (020 + (f —€)zs + k:z4)a— + 524823

On traite ce cas comme d’habitude en trivialisant deux champs tangents
dans la carte affine z; = 1. Suivant les valeurs du parametre, on trouve
les intégrales premieres suivantes :

(P—7+Q)" (P -~ Q)"
23

(749 o (5 0)
B3 P—5Q

sinon. Les polynomes P et () sont définis par :

sie?+dg # 0,

2
923 12324 z
P(zy, 21,29, 23, 24) = 2024 — —> — ——— —
(07 1, <2, <3, 4) 0~4 25 5 9
f—e k

2 2
Q(Zo, 21, 22, %3, 24) = 21724 — —25 23 — 52324 — 2223 — K12y
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et
___ (isk)n _ B se
o= 20(¢2g0 —cen —n?)’ ¢= e (2 +77)
o (0c€a +2f(ce +n))ds — &Iy + eq) + (& + ck)(eck — i< + k)
L=

2(<2g0 — cen —n?)d

+ (2
pho CEV(EHAY) e L e
20 2 c2(e2 + 4gf)

Ce qui donne a conjugaison pres

F(fe)— 22 LA B . Y_
((Zo —vtz)z + %Z;}Q, - Z+ 7+2’223) ((2’0 — " 2)2 + % Z3 — + Y 2’223>

2

2y
sie?+dg #0,
2 7
(20 — 21)24 + €2023 — 2 + vz} exp ¢ (2024 — 29023 — 72>
zi (20 — 21)24 + €2923 — % +vz2
avec

v=ce(f—e)—2g0
sinon. On peut éventuellement simplifier encore ces expressions; mais il

faut tenir compte de I'annulation ou non de certains parametres. Nous
en laissons le soin au lecteur.

3.2.5. Etudions le cas suivant prédit par Maple :

Y =2 i+z g + z 0
202 | 0z 'Oz
) 0 0 0
Z=(xn+gz +ZZ4)6—20 + (fzz + /’m)a +23822

Notons, et ceci se constate dans les cartes z4 = 1 puis 23 = 1 que l'on

peut par conjugaison supposer que g = ¢ = (. Lorsqu’on demande a
Maple X, A, i, e, 5 tels que [X,Y] = AX 4+ puY et [X,Z] = X + Y il

donne 5
X = (&323 + &424) 8—20
+((C+0f)z1 + Skay + E1k )i+(5 +¢ )i
21 Z9 1RZ24 82’1 21 z2 622
0 0
et

A\ (¢ )
G e ) \ 6k 6f+¢(
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matrice qui doit étre inversible.

Les méthodes que nous avons appliquées jusqu’ici conduisent a des
calculs relativement pénibles. Nous allons essayer une autre méthode;
supposons que l'on puisse trouver X’ tel que par exemple [X, X'] =0 et
tel que X' ne soit pas tangent au feuilletage. Alors X’ est nécessairement
une symeétrie ; ce qui produit un facteur intégrant qui en principe permet
de calculer I'intégrale premiere. Cherchons par exemple, et cela convien-
dra dans presque tous les cas (§ # 0), X’ sous la forme

) B B B )
/ / _ _ _ Voo —— Vo —
(&523 + €424) . + 2 7 + 2 7 + 223 7 + 224 9

ceci correspondant aux choix y' = 0 et X' = 1. Pour que [X, X'] = 0 il
faut et il suffit que 'on ait

{ (C+0f)6+ 08 =6
0k + ¢ =&

qui possede une solution unique puisque la matrice

)
Sk Of +¢

est inversible. Dans le cas ou § # 0 on vérifie que X’ n’est pas tangent
au feuilletage ; par contre, lorsque 6 = 0, le champ X’ est colinéaire a X .
La résolution explicite de &} et &) donne

¢ = (&3 — 084 —pk&s + (C+0f)é4
1%

v

et & =
avec
v =C(C+0f) — 0%k
On procede alors au calcul de
w = ixilyigipdzo Ndzi N dze AN dzz A\ dza
1-forme qui décrit le feuilletage et de
P =w(X') =ixixiyizdzo Ndzy Ndzg Adzz Adzy

facteur intégrant de cette 1-forme. Si k = /62 f? + 462k, on constate que
les deux hyperplans

(5f + /{)23 —+ 25]{32’4 = 0
et

(0f —K)z3 +20kzy =0
sont invariants par le feuilletage car invariants par X et évidemment par
Y et Z. Le polynome P s’écrit donc a constante multiplicative pres

((5f + H)Z3 + 25]€Z4) ((5f — H)Z3 + 25]€Z4) Q
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ol
Q= —2vk+ fzy — 22)20 — v(fzs + k)25 4+ 2wz 2023
—vzi — o2 + (¢ + fo)z3 + (ko — < f)zs — ks
avec
¢ =&uC — 0k + 08 f et 0 =08y — (&3
Le polynome @), obtenu a ’aide de Maple, est de degré 3 ; génériquement
sur les valeurs des parametres il est irréductible. Ainsi génériquement le

feuilletage associé a l'algebre engendrée par les champs X, Y, R et Z
admet une intégrale premiere de la forme

((6f + )23 + 20kz4) ™ ((6f — K)z3 + 20kz) ™ Q2

ot Q est 'homogénéisé de @ ; on constate que Q vaut :

—20(k22 + frazg — 25)20 — V(fos + k2g) 25 + 2v21 2023
—vzizy — 02 + (¢ + fo)z + (ko — ¢ f )2zt — kez)

X . w
Les \; se calculent a partir de eOR
Pour les valeurs non génériques des parametres ou le polynéome P
n’est pas réduit, on trouve des intégrales premieres contenant des expo-

nentielles.

Le polynéme P s’écrit 2P donc s’annule pour § = 0. Par contre P ne
s’annule pas pour § = 0 et par suite est un facteur intégrant du feuilletage
correspondant a § = 0. On traite ce cas comme d’habitude suivant les
valeurs des parametres ; il ne donne pas de phénomene nouveau.

3.2.6. A combinaisons linéaires permises pres on a

0 0
X = (—3¢20 + &o20 + 323 + §4Z4)£ + (—2¢z1 +yezo + (&2 + 75)23)6—2
0 1

ozt 2yem) 2 (o + (6 — 3)2)

622
0 0 0
Y = 2 b g b g
“ 82’0 t 2 82’1 +2 622’

0 0
7J = (2’2 + 523)8—2’0 + 238—21

(30)-(527)

824 ’
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On note que ¢ # 0 et & = 2.

Si & — 3¢ # 0, le feuilletage associé a 'algebre engendrée par les
champs X, Y, Z et R admet pour intégrale premiere

22 §1—3¢
(24 + K23)> (fl(zoz§ + vz 4+ 0(2 — z123)23 — 212023 + 525) — a2 + /@23)232))

3&1—6¢
Z3

avec

o &o
&1 — 3¢

A conjugaison pres on obtient

et v= 3% (&4k +0(&2 + pd) — &3)

3¢ 2 3\§1—3¢
2y (2025 + 212223 + 25)

361 —6¢
Z3

Si & = 0, alors le feuilletage est décrit par

&4
3 1 1
<Z4) 3¢ (ZQZ?Q’ + 5(52%23 — 212?2’) — 212923 + 523)
exp

23 232y

ou encore a conjugaison pres

4 2 3
24\ 3¢ 2025 + 212923 + 25
— exp 3
Z3 2324

Pour & — 3¢ = 0, on trouve comme intégrale premiere

2 2, 46,2 1,3 3_ &2

(2023 02123 + 52923 — 212223 + 325 + p23 3<z3z4) ox <3gz4)

3

z QY
3 073

avec

p= 5 (e -6+ )

A conjugaison pres elle est de la forme

2025 + 212023 + 25 exp (z4)

23 23
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3.3. Cas ou les matrices Y, Z € F,. Maple nous a donné trois types
de champs Z que l'on va examiner.

3.3.1. Le premier cas est le suivant

01 000 0 b c 0 e
00100 00 b 0O
Y= 00000 et Z=100 0 0 0
000O0O O 00 f 00O
000O0O O 00 ¢« 00

Les champs Z|.,—¢ et Y|.,—¢ sont colinéaires donc le feuilletage associé
a l'algebre £ ne peut étre un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4). En
fait, il conduit a un Z-feuilletage quadratique.

3.3.2. Traitons le cas ou

00010 0009 e
00001 000 2 g
Y=1002000 et Z=| 00 0 ¢ m
00 00O 0000 O
00 00O 0000 O

Si (¢,m) = (0,0), alors le feuilletage associé a l'algebre £ vient de
CP(2) donc n’est pas de degré 3.

Soit
1 ¢ 000
01 00
P=]10012¢€0
0001 e
00001
alors
0 00 d+ei e(j—d—ci)+e
000 itel e(m—el—1i)+7
PZP'=10 0 0 l m — el
0 00 0 0
0 00 0 0
En particulier si £ # 0, on peut, en posant ¢ = 7, se ramener a

m = 0.
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Si ¢ =0, alors m # 0 et ¢ # 0 sinon le degré chute, et

0 00 d+¢ci e(j—d—ci)+e
000 i e(m—1)+j
PZP'=]1000 0 m
000 O 0
000 O 0

Quitte a permuter z3 et z4, puis 2y et z1, on obtient

000 e(m—i)+ty i
000 e(j—d—ci)+e d+ci
PZP =100 0 m 0
000 0 0
000 0 0
et
00010
00001
Y= 00000
00000
00000

i.e. on s’est ramené au cas ¢ # 0 et m = 0.

Une fois Y et
0 . e, 0
7 = (523 + 6224)8—’20 + (223 +']z4>8—21 + 236—22
fixés, Maple donne :

X = (éozo—2uez1+(2u(5—j)2+2£5e+4we+(éo—§6)(5—j))z2+§3z3+§4z4)%

(€520 + €om + (20(€ — E6) + (65 — 20)(j — 0))2 + €2 + o) e

621
. 0
+(—pzo + (260 + 3p(6 — j) — &6) 22 + Ei323 + 5142’4)8—22
0
+((&o + A+ pd)z3 — M@Z4)—a
Z3

0
+((§5 +ip)zs + (§6 + A+ MJ)Z4)6—24,
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Nous présentons le calcul de I'intégrale premiere, la procédure d’intégration
étant sensiblement différente de celles déja rencontrées.

Quitte a retrancher ((& + A + pd)zs — pezy) R a X, le champ X n’a
pas de composante en a%),' Ainsi les trois champs engendrent le feuilletage
restreint a la carte affine z3 = 1; dans cette carte affine, les champs Y et
7 s’écrivent

Y 0 0
Y — Y ] = — _
|z3=1 320 + 24 azl
7 d N, )
F=m = O en)g b (205, ¥ 5

Redressons les champs Y et Z par un automorphisme polynomial.
Le flot de Y est

p: (2t) = (20 +t, 21 + 24l, 20, 24)
et celui de Z
Y (238) = (204 (0 + ezq)s, (i + jza)s + 21,8 + 22, 24)
On définit comme d’habitude le difféomorphisme
H(z0,21,22,24) = (0, 21,0, 2z4; 22); 20)
= (20+ (0 4+ ezq)z9,21 + (1 + jz4) 22 + 2024, 22, 24)
Par construction H conjugue 6%0 aY et 8%2 4 Z. On note .Z le feuil-
letage associé a l’algebre engendrée~ par les champs X = X|,,_, Y, Z et

R).,—1. On constate que le champ X, —.,—o, quitte a le modifier avec des
combinaisons ici polynomiales de R, Y et Z, s’écrit

((§6 — &0 — A — pd)z1 + 3pezizg + (§o — i€ — & — &13(J — 0)) 2

. , 0
+(&3e + (0 — 7)€ — 54)%% + 65142’2 + & — 1513) 8—21
: . 0
(& i) - (& — o+ 1l = 0))za + pres) 7
Il est tangent a ZF et au 2-plan zy = 2z = 0; donc il décrit F en

restriction a ce 2-plan. Ce feuilletage est aussi défini par
w = (Ko + K124 + K223 ) dz

+ (/{321 — 3Ko2124 + K524 + /{622 + /@722’ + /{8) dzy
avec
Ko = &5 + pi, k1 = & — o+ p(j —9)
Ko = pe, K3 = —& + &o + A + pd,
Ky = —&g + 014 + &+ &13(J — 6), ke = (J — 0)&1a — Euze + &u,
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Ky = —e§1q, Kg = 1§13 — &3
On regarde la forme w comme une équation différentielle linéaire avec
second membre dont on cherche une solution particuliere

2 3
21 = Qg+ Q124 + 22y + asz,

En développant on obtient
(/{0(11 + K3ag + /{8) + (2:‘60(1,2 + (K,l + /{3)(1,1 - 3:‘{,2(10 + K,5) Z4

+ (3Koas + (2k1 + K3)ag — 2K0a1 + Kg) 25 + ((3K1 + Kz)as — Koy + k7) 23 =0
La résolution de cette équation conduit a

1
ag = — (3/{3/{7 + 3/{3/{2/{5 — 9KgK1KoKg + DRoK1K3Ks — 6/@‘%/{8 — DKoKok3Kg

f

—/{%/{3/{6 + 6/{0/{%/{5 — 3/{8/@1/{6 — 11/{%/13&8 — 6/@1/{?,,/{8 + /{ol*{gl-% — /{%/{8) ,

1
a1 = —= (3kak3ks + BKokaksks + 6K;K3ks + 15K Koksks + BR1K3Ks

2 3 2 2 2
—Kok3ke — 3KoK1K3Ke + K3ks + 3kgRsky + 18K Kakg + 9/@0,‘@2&8) ,

1
2 2 2
as = —— (6/-@25358 + 18K 1K5Kks + 3Kokakske + KoK Kake + 2KaKk5Ks + mgmﬁ

—3/{0/{:2,,/{7 + 4/{1/{%/{6 + 3/{%/13146 — 3KkgK1k3kT + OK1KoK3Ks — 9/@3/@2/{7) ,

1
2 2 2
as = —— (2/@1143/{7 + Ki1kokake + OKoRk1Kaky + 3K1K3K7 + 3KoK3Ke

[

2 3 3 2
+rok3ke + Kakr + DRokoksky + BKyks + 2K5K3kKs)

f = 11K3K3 + 6r1 K5 + K3 + Skokaks
—1—6&?53 + 24KgK1KoK3 + 1850/%52 + 9&%53

Notons p(z) = ag+ayz+as2%+aszz> et posons z; = Z; +p(z4) ; la nouvelle
forme s’écrit alors
2
(:‘io + K124 + :‘i224) le —+ Zl (/‘ig — 3/45224) dZ4

soit encore

dZ1 R3 — 3/‘622’4

Z Ko + K124 + K423
qui s’integre explicitement par décomposition en éléments simples; no-
tons que Ko+ K124+ k422 Z 0. Il y a plusieurs cas suivant que le polynome
Ko + K124 + K425 a des racines distinctes ou non.

Commencons par considérer le cas ol le polynome kg + k124 + K423 a

deux racines distinctes

dZ4

e —k1 & /K — dKoko

252
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Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme

dZ . 1 b n c J
— 4+ — z
Z Ko \24 =7 z—7" !

-3 +
c= GIGE acll ), b= —3ky —c

VK2 — dkgko

On en déduit l'intégrale premiere

avec

P20, 21, 20, 23, 24) (24 — 7_23)1)(24 — vt 23)°

3+b+c
Z3

ou P s’écrit :
. 2 . 2 3 3
(21 — iz — a124)25 + ((0 — J) 2o — 20) 2324 + (€20 — A223)2; — apz; — asz)
soit a conjugaison pres

(2122 + 202324 + €202 — az3) (24 — 07 23)" (24 — 0% 23)°
Z§’+b+c

avec a, e € {0,1} et les ot et o~ se calculent en fonction des différents
parametres.

Finalement considérons le cas ou le polynéme kg + k124 + /@4,2% a une

racine double v = —3& Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme
az dz dz
L . 4 3 4
Zy - a=7)? a7
avec
K3 — 3Ka7y
= -

On obtient comme intégrale premiere
P(207217227Z3724) NZz4
5 exp
(24 — v23) Va3 — 24
ou encore a conjugaison pres
(2123 4 202324 + €2225 — az}) V24
3 exp
(24 — 23) 23 — 24

avec a, e € {0,1}.

3.3.3. Pour finir traitons le cas ou

0 0010O0 a b ¢ 6 e
0 00O0°1 f —a h i j
Y=|] 00000 et Z=10 0 0 ¢ m
00 0O0O O 0 0 0 a b
00 0O0O 0 0 0 0 f —a
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al = —fm

dml = —m?2i +mjl + el?
avec

cl = —hm

bl? = — fm?

Il y a deux cas.

3.3.3.1. Maple donne l'algebre . engendrée par les champs

X = (_352’0 + &2+ &2 + <5£1 _ £2m)€2 +Z)2£T8(5€ +mi — fj) 25+ 54'24)6120
+(—2e2 + 210 +2€§£ — 65,23);21
+(—2e29 + Mngzs + &424)81,22 + (—ezs + &24)%
Z = (bz + 0z3 + m(ot _;n — gj)z4)8i + izg%

9, 9,
+(lz3 + m2’4)a—22 + 6248—;:3’

(e <)

Les valeurs propres de cette matrice sont 2¢ et € donc & = 2 ; on remarque

que € # 0.
Le feuilletage associé a cette algebre admet pour intégrale premiere
3
(2020 — zgza — =22 + K23)

— : P
(£22023 — €202} + ez12320 + 52325 + (B5022) 222, — L2+ (&r —ev)2})

avec
~Su N &m  me(6l —mi — jl) — ml2&,
2e 2eb’ ° T 2D
L (66 L&em b &Em (5 —mi — £j)
T3\ 2 2 be2

soit a conjugaison pres

(2024 — C23)°

(2022 + 212324 — vz§)2
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avec v, ¢ € {0,1}.

3.3.3.2. L’algebre .Z est engendrée par les champs

X = (—4dezo +&121 + Eaz + 0816 — hmé&s + 3b5£m(5 —J) - §2m£23 N 5424)%
+(—3e20 + h@&bz_ e 29 + Sl hg; — 2652’3)81’21
+H(—2ez + MTWZ;», + &424)6% + (—ez + 5124)8%’
Z = (bz — hTmZ2 +0z3 + W&;)% + hzg%
+(lzs + 71124)6%2 + bz48%3

et

3e 0
(bL(hé1a—6a0))+2bled—2hm(emt 1)
260

On note que & = 3, que € # 0 et que bl # 0 (sinon & = 0).

Le feuilletage associé a cette algebre admet pour intégrale premiere

(2024 — (P + 122)°

2e (Cz328 — 2023 — hzozaP + 212323 + 27p2232F + V2324 + 2528) + k2d (2024 — (P + n2})

avec
- 1 1 Sthm, &im §&im(0 — )
y—48< 2€<§2+ bg )( b 514)+§4 be )7
. &hm . 1 §1m _Eé‘:h
F=bt s = T m ) s =y
1 mh
2 _ = -
T =m*h + blé, p_2b€’ ) 72

¢=2mp(6 —j) et P = p(2mzy + Lz3)23

Ce qui conduit a conjugaison pres a

212
(2924 + Y123)
3 2 T 2 3 T 4
Zozy + 212325 + Lozoz3z4 + V2524 + 1325

ou Tz S {O, 1}
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THEOREME 6.4. (Maple) Soit F un £-feuilletage de degré 3 sur CP(4).
Si L admet pour présentation {[X, Y] =Y, [X,Z] =aZ, [Y,Z] =0}, a #0,
alors le feuilletage F posséde un intégrale premiére de ['un des types :

2.2 4\ 3
3 %%y 2 2, _ 23
(2’024 5 232y + Zoz3Z4 — )

2 2\
2124 — Z923Z4 + 3

2 2\?
2125 — Z9%23%24 + 5

3
24
(Z()ZZ} — (22’123 + Z%)Zz — —23)

24(2022 + 212324 + 2524 + a23)

Z
Z3

3E—A )\
Ry &3

K
(2123 + 292324 + 2523 + 2324)

K
23 2125 + 202324 + 2223
=) exp

24 23

K+ 2 A—K
23 "2y

Y
(2127 + 202324 + 2523)

K
23 2125 + 202324 + 2223
— ] exp 5
24 2224

22 LA 22 _ !
((zo —vTz)z+ (Yre—d)z5 — 2 + 7+2223) ((Zo —y )+ (Y e—d)z5 — 2 4 2223>
2

2y
22 2 C —2qd 2 _ é
(20 — 21)24 + czp23 — F + V23 Z0%4 — 29023 — 5
> exp = ;
4 (20 — 21)24 + co23 — F + V23

z§‘3zi‘4Q)‘2, ou @ est une certaine cubique, et ses dégénérescences (cf 3.2.5.)

A=K
25(2022 + 212023 + 23)

3A\—2k
Z3

K
24 zoz§ + 212923 + zg
— | exp 5
z3 2324
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3

zoz§ + 212923 + zg exp 24
Z3

(2123 4 202324 + €2222 — azi) o ( V24 )
3
(24 — 23) 23 = 24

(2122 + 202324 + €2922 — a23) (24 — 0 23) (24 — 01 23)°

3+Kk+A
Z3

(2024 — azg)?’

ou &, v e {0,1
(2022 + 212324 — ez§’)2 10,1}

(2224 + T122)

2028 + 212323 + Voz02224 + v2324 + V323

ot a, e, T; € {0,1} et les autres parametres sont des nombres complexes.

4. L’algébre £ a pour présentation {[X,Y]|=[X,Z] =0, [V, Z] =Y}.

Comme précédemment on définit les combinaisons linéaires permises par
les combinaisons linéaires de X, Y et Z avec X, Y, Z et R qui respectent la
structure de l'algebre .Z.

La résolubilité de .Z et 1'égalité [V, Z] = Y assurent que Y est nilpotent.
Les matrices X et Y commutent d’ou 'existence d’une base dans laquelle on
peut jordaniser X et Y ; on obtient modulo R les configurations suivantes :

vo B 0 0 0 0 000
0 vop 0 0 O 00000
X = 0 0 04 O etY =000 n O
0 0 00 O 00000
0 0 0 0 1 00000
vo 8 0 0 0 0000
0 vw 00 O 00000
X = 0 0 04 9 etY=| 0 00 ¢ n
0 0 00 o 0000 ¢
0 0 000 00000
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v 0 0 00 00000
0 »p 000 00000
X=] 0 0 0 e 6 |etY=]|00O0I
0 0 0 0 ¢ 00009
0 0 00O 00000
v 00 0 O 00 0 0 O
0 0n v ¢ 00 (8 0 ¢
X=]1000mn49|etY=]000p8 94
0000 n 0000 p
00000 00000
0n 9 ¢ v 0N (B 0 ¢
00 n v o 00 XN (3 6§
X=]1000mn 9 |eeY=|000 XS
00 0 0 n 00 0 0 A
00 00O 000 0O

On cherche alors Z tel que [X,Z] = 0 et [Y,Z] =Y, on obtient les sept
configurations suivantes que 'on traite au cas par cas. Certaines configurations
s’averent redondantes comme nous le verrons; comme cela ne se constate qu’a
posteriori nous les avons laissés.

4.1. D’apres Maple, les champs X, Y et Z s’écrivent

0 0 0 0
AXV—ZO8 +Zlazl Y—52160+2382,€7A0
0

+&%83

= (&20 + 5121)6i + (& — 1)218 o

+((&a 4+ 1)z0 + &325 + 5424)% + (&3 + 5624)6824

Le feuilletage . associé a cette algebre est décrit dans la carte affine
z3 = 1 par la 1-forme w donnée par
(&2 — &6)za — &) (2ad20 — 20d21) + (&5 + (€6 — €2)2a) 21 d 2

+(z20 + (&1 — €€3)21 — €2120 — €€42124) 21d2y
Supposons que A = &g — & # 0; on peut résorber le terme &5 et, comme
€ # 0, par une homothétie on se ramene a

Mzodzy — 21d2g) 24 + A2 24dzo + (20 + €121 — 2120 — E42124)d 2y

On procede ici par éclatement Posons zg = tzq, & = & — &3 — % puis
T =1t — 2z + & ; on obtient

22 (T — &424)dzg — Az4dT)
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qui a pour facteur intégrant
22y (1= NT — &424)
Si A # 1, le feuilletage admet pour intégrale premiere
zfzg\’lzzl
(1 = XN) (2023 — 2122 + & 2123) — E42124)°

et
/
24 2023 — 2129 + &1 2123
— exp
<3 2124
sinon.
Ce qui donne a conjugaison pres
A A—1
2125 24
X
(2023 + 2122)
siA#1et
Z4 20723 + 2122
z3 2124
sinon.

Supposons que A = 0; on remarque que si &5 = 0, le degré du feuil-
letage chute. La 1-forme w s’écrit alors

—55(21d20 — Zodzl) -+ 8£5Z%d22

+ (20 + (&1 — €&3)21 — e2120 — €€42124) 21d 24
Si & # 0, posons t = j—(l’, T = —t+4+czmet Zy = 24 — %; quitte a
diviser par 2%, on a
w = &dT — (T + e§47,)dZ4

i.e.

dl' T+ e&4Z4

dZy &
Ainsi T = Cexpzy — €€4(Z4 + &5) et

C=(T+e&(Zs+&5)) exp(—2z4)

est une intégrale premiere du feuilletage. Finalement on obtient

<52122 — 2023 + €€42124 — €€4(&5 — I/)212’3> exp (—24 + 1/23)

2173 z3

ou
_ §1—€&3
eé4

14
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soit a conjugaison pres
2172 + 2023 Z4
Z1%3 zZ3

Pour &4 = 0, on trouve l'intégrale premiere
)

20R3 — EZ1%2 — (51 - 853)2123 ( 24 )
exp —5—

Z1%3

5%3

soit a conjugaison pres

2023 + 2129 Z4
Z1%3 z3

On constate que les intégrales premieres trouvées dans les cas £ # 0 et
&4 = 0 sont conjuguées.

4.2. Le deuxieme cas donné par Maple est le suivant

0 0 0
+ 25— B2y Y = (234 (& — 53)24)6—2 + Z4023

0z z3 4624

X = (20 + ﬁzl)aa

0 0
Z = 5121 + (22 + 323 + 5424)8— + 3247

Posons

229 — 23 + 2(&5 — &) 23 + &ols + &4 — &
2
alors la 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s’écrit
ZleO — (ZO + ﬁzl)dzl _ édZQ
Z% 2 ZQ

ce qui conduit a l'intégrale premiere

Ly =

z%ﬁ <Z2Z4 — 2+ (& — &)z + (§3(6 — &) + 54)24)51 (2,20)
exp

N 2(B+£1) 21

soit a conjugaison pres

2
#3

31
Zfﬁ <Z22’4 — 7) 20
exXp ( )

ZZ(B+§1)

21
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4.3. Comme troisieme cas on a

X = zoa% + 218821 Y = (23 — 5324)8% + 248623 R et
Z = (&oz0 + fﬁzl)% + (229 + 5323)% + 38823
ou bien si & = &
X = zoaizo + Zlﬁizl’ Y = (23 — 53,24)6a + z4663 R et
Z = (§oz0 + zl)a%o + oz aazl + (220 + &;z;;)% + 3833

. < L= v
Dans le premier cas, apres étude dans la carte affine z 1, on trouve
I'intégrale premiere

2 22
2o\ 6% [ 2024 — F + &32324
21 22

qui est conjuguée a
2 9
20 €6—¢0 R9Z4 — 23
21 22

et dans le second cas

272
224 — 5 + 83232 exp ( 220)

2
Zy

22y — 22 20

C’est un cas particulier du 4.2 (=10, § = 1)

qui se ramene a

4.4. Les champs X, Y et Z s’écrivent dans le quatrieme cas :

8+28Yza+za
97 1 =2z 4022

X =
=0 92 o

+ (g2 + 5924)i

0 0
7 = —21 = + (22 + §323)— az
3

0z 21 a22

La 1-forme w annulant ces champs s’écrit dans la carte affine z, = 1

(€gzs + &) (21d2g — zodzy — 23dz) — 21(20 — 21(22 + E32321))d2s
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autrement dit
20 20 ng
d ——2’2) - <——22—f323) . 1
(21 21 823 + &9
Posons u = 2 — 25 ; alors a multiplication pres w est du type
(€823 + &o)du + (u — §323)dzs

Notons, si &g # 0 :

_ 5
&

Alors le feuilletage est décrit par

£ Z3dU + (U — £373)d 75

, dy3=z3+ ket U=u—E&RK

et admet pour intégrale premiere

Z3((&s) + 1)U — &3Z3)™

U
Z5 exp (73)

On obtient dans les coordonnées initiales I'intégrale premiere
&8

si fg?é—l et

sinon.

(23 + k24)((Es + 1) (2024 — 2122 + E3Kk2124) — E3(2324 + K2T))

1
zfs z4+§8

qui est conjuguée a

2’3(202’4 - 2’122)£8

zfszfrgs
siég # 1, et

Z3 + K2y 2024 — 2122 — §3K212
—— | exp
) 21(23 + K24)

que l'on conjugue a
Z3 204 — 2172
Z4 Z1%3

sinon. On remarque que cette derniere intégrale premiere se ramene a
celle obtenue en 4.1. pour A # 1.

Lorsque & = 0, la 1-forme w s’écrit

fgdu + (U — §3z3)d23
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et a pour intégrale premiere

zZ
(u — €23 + E36o) exp (—3)
€9
ce qui conduit a

2024 — 2122 — §32123 + E38921 24 ( Z3 )
exp | ——
2124 §o24

que l'on transforme en :

Z0R4 — R1R2 exp ﬁ
21424 24

Cette intégrale premiere est encore conjuguée a celle obtenue en 4.1. pour

A=0.

4.5. Grace a Maple, on obtient pour le cinquiéme cas

0 0 0 0 0

X =rg o tag s Y =ag o tag ot
0 0 0
Z = 5121 - 8 +222622+23823

La 1-forme qui annule ces champs s’écrit dans la carte affine z, = 1

(220 — 23)(21d20 — 20d21 — Zidzs) + 21(20 — E121 — 2123)(d2g — 23d23)

soit a coefficient multiplicatif pres

On constate que
2
(2024 — §12124 — 2123)
22 (22924 — 22)

est une intégrale premiere rationnelle du feuilletage de CP(4) associé, ce
qui donne a conjugaison pres

2
(2024 — 2123)
22 (2924 — 23)
4.6. D’apres Maple ’avant derniere possibilité est la suivante :

0 0 0 0
X—zoa—ZOJrl/zlazl Y = (23+/{z4)8—2+z4623 R et

= (§6 — & — V(fo - fl))zi—

21
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0 0
+(220 — Kkzg + (€4 — 595)24)8—22 + 238—,23

ou

k==& — &3

La 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s’écrit dans la carte
affine z4 = 1
(B — 2K23 — 25 + 220) (v21dzo — 20d21) + Y2021 (dzg — K — 23)dz3
ou
B=E—E&rety=E+ (v—1)& — v
Cette 1-forme s’écrit aussi
dz  dz | yd(B+ 2z —2K23 — 23)

V— _— —
20 21 2 [+2z — 2k23 — 23

Le Z-feuilletage décrit par cette forme admet donc pour intégrale premiere

227 (B22 + 22924 — 2k2324 — 22)7

2(y+v—1) o
2y 21

que l'on conjugue a
2v 2\7
25" (2224 — 23)

2(v+rv—1
24(7 ) z%

4.7. Enfin la derniere possibilité est celle ou les champs X, Y et Z s’écrivent

0 0 0 0
X—Zoa—z(]+24a—zl, Y—(23+€Z4)8—21+Z48—Z2, R et
0
Z = ((ote)za+ (& — &o)zz + (S — &0 + &6 — €60)24)

0z

0 0
+ (22 + 5323)6—22 + (=23 + 5924)8—23

La 1-forme annulant les champs X, Y, Z et R s’écrit dans la carte
affine z4 = 1

(23 — &9)(dzg — z0dz1 + 20(€ + 23))d 22

+ (20(22(23 — o) + 23((23 +€)&3 — &5 + &) — &o + €& + §0s)) d23
qui admet comme intégrale premiere

20(23 - 5182’4)4 exp (—2124 + €2924 + 2923 + %Sz% + v23z4>

1+ 2
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ou
C=((&+1)(& +e) — &) — &o + o
et
v = ((e+&)& — &+ &)

soit a conjugaison pres

20(2z3 — 24)° exp (z1z4 + 2223)

1 2

THEOREME 6.5. (Maple) Soit F un £-feuilletage de degré 3 sur CP(4).
Si L admet pour présentation {[X,Y] =0, [X,Z] =0, [Y,Z] =Y}, alors le
feuilletage F posséde a conjugaison pres l'une des intégrales premiéres suiv-
antes :

A A1

(2023 + 2’122)A

24 Zp23 + 2122
z3 2174

2023 + 2129 Z4
Z1%3 z3

23(2’024 - 212’2)”

K I{Jrl
212y

2
(202’4 - 2’123)
27 (2224 — 23)

A
28“(2224 — 232))

20vtr—1) o
24 21

20(23 — 24)" exp 2124 + 2923
z T 22

ou k et A désignent des nombres complezes.
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5. L’algébre £ a pour présentation {[X,Y]=[X,Z] =0, [V, Z] = X }.

On se propose de vérifier le :

THEOREME 6.6. Il n'existe pas de £-feuilletage de degré 3 sur CP(4)
associé a lalgebre {|X,Y] =0, [X,Z] =0, [Y,Z] = X}.

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant a I’'un des
lemmes qui suivent.

L’égalité Y, Z] = X implique que X est nilpotente; par jordanisation X
s’écrit

0 eg 0 0 O

0 0 e 0 O

0 0 0 g 0

0 0 0 0 &4

00 0 0 O

ou g; € {0,1}. Notons

01000
00 0O0O0
Xy=100010
00 0O0O0
00 0O0O0

Onale:

LEMME 6.7. Si X n’est pas conjugué a Xy, alors l'algébre £ n’est pas
associée a un feuilletage de degré 3 sur CP(4).

DEMONSTRATION. Si X est de rang 4, comme Y et Z commutent avec X,
les matrices Y et Z sont de la forme

oo o ovX
o OoO%T =X
ORI W
oOR T W
RE QX2 >
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Mais alors [Y, Z] = 0, ce qui est exclu.

Supposons que X soit de rang 3; alors X est du type

01 00O 01000
00100 00100
Xi=1 00010 ouXo=| 000 00
00 0O0O 000O01
00 00O 00 00O

Commencons par supposer que X est du type X;; Y et Z commutent a X
donc s’écrivent quitte a soustraire un multiple de X

k 0 0B * x
0k 080
00 x 00
00 0 x 0
00 0 = =
Mais alors [Y, Z] est de la forme
00 0 * x
000O0O0
000O0®O0
00 00O
000 %= O

et ne peut donc pas étre égal a X.
Finalement supposons que X soit du type X5; Y et Z commutent a X
donc s’écrivent respectivement quitte a soustraire un multiple de X

00 & & & 0 0 K1 K2 Kg
00 0 0 & 0 0 0 0 ke
0O 0 0 0 0 et 0O 0 0 0 O
0 & & & & 0 K4 Ks Ke K7
0 0 54 0 56 0 0 R4 0 Kg

Alors la condition [Y, Z] = X ne peut étre satisfaite.

Si X est de rang 2, alors X est de la forme X, ou

01000
00100
Xs=11 00000
00 00O
00 00O
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Si X est du type X3; comme Y et Z commutent avec X, ils s’écrivent
quitte a soustraire un multiple de X

k0 x x x
0 000
00 ~ 00
0 0 * * =x
0 0 * * =x
Mais alors [V, Z] est de la forme
0 0 * * x
00000
00000
0 0 % *
0 0 % * x

et ne peut donc pas étre égal a X.

Si X est de rang 1, alors le feuilletage associée a £ est en fait un pull-

back. O

Reste donc a traiter le cas ou X = Xj; les matrices X et Y commutent
donc sont simultanément jordanisables. Il nous reste parmi les configurations
rencontrées en 4. la suivante :

01 00O v B 0 0 0
00 00O 0 vo 00 O
X=10001P0 et Y = 0 0 04 O
00 00O 0 0 00 O
00 00O 0 0 0 0 w

LEMME 6.8. Cette configuration ne génére pas un £ -feuilletage de degré
3 sur CP(4).

DEMONSTRATION. A combinaisons linéaires permises prés Y et Z s’écrivent

0 0 ¢ ¢ G
G G G G G
et | Go Cu G2 Gz Cua
Ci5 Ci6 Cir Cis Cig
Vo Goo Gor Coo Goz Cos

coocoS
cooS o
coocoo
oo oo

coc oo
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L’égalité Y, Z] — X = 0 s’écrit alors

0 1 —uG

0 0 —10G7

Cioto — 0G5 Cuivo — 0Cie —Ci7d
G152 C16%0 0

Coo(vo — 12) Cor1(vo — 1) —12(a

ce qui est absurde (premiere ligne, 2éme colonne).

6. £-FEUILLETAGES DE DEGRE TROIS SUR CP(4).

(20 — 103 Gu(ve — 1)
(70 — (s C9(V2 - Vo)
5(@12 - C18) —1 Cuvs — 5@19
§175 Cole
(220 — 112(o3 0

6. L’algebre ¥ a pour présentation

{[X,)Y] =Y, [X,Z] =

De méme on a le :

Y + 2, [Y,Z] = 0}.

THEOREME 6.9. Il n'existe pas de L-feuilletage de degré 3 sur CP(4)
associé a l'algébre décrite par {|{ X, Y| =Y, [X,Z] =Y + Z, [Y, Z] = 0}.

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant a I'un des

lemmes qui suivent.

La résolubilité de .Z et I'égalité [X, Y] =Y implique que Y est nilpotente,

alors par jordanisation Y s’écrit

0 €1 0

0 0 9

0 0 0

0 0 0

0 0 O

ou g; € {0,1}. Notons

01

0 0
Y,=100
0 0

0 0

on a

0 O
0 O
3 0
0 &y
0 0
000
000
010
0 00
0 00

LEMME 6.10. 87 Y n’est pas conjugué a Yy, alors lalgébre £ n’est pas
associée a un feuilletage de degré 3 sur CP(4).
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DEMONSTRATION. Supposons que Y soit de rang 4. Comme Z commute
a Y, la matrice Z est quitte a soustraire Y de la forme

0 0

OO OO
OO OO

et 'égalité [X,Y] =Y implique que

Ainsi [X, Z] — Z s’écrit

/8/
K +1
0
0
0

OO oo
OO oo

et ne peut dont pas étre égal a Y.

oo™
OO O L=

/

7
ﬁl

K +2
0
0

SO OO *
S OO *x %

J

g
B
0
0

O O ¥* % x

Supposons que Y soit de rang 3, alors Y est du type

1

Y, =

o OO oo
o O OO

Si Y est du type Y7 ; comme

L’égalité [X,Y] =Y implique que X s’écrit

o OO = O

000 0
1 00 0
010 ou Yy = 0
0 0 0 0
0 0 0 0
[Z,Y] =0, on obtient
Kk B v % x
0 x B ~v 0
Z=100 x B 0
000 ~ O
0 0 0 % =
K 4 ~ *
0 K +1 ﬁl ’71
0 0 K+2 g
0 0 0 K +3
0 0 0 *

* O O O *

OO OO

SO = O OO
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Alors [X, Z] — Z est de la forme

- 0 9 * x
0O - 0 ~v O
0O 0 - 0 O
0O 0 0 -k O
0O 0 0 = =%

donc différent de Y.
Si Y est du type Y5, alors comme [Z,Y] = 0 et Z est nilpotent, on obtient

00 & B &
00 0 0 p
7 = 00 0 0 O
0 k & 0 &
00 0 O

L’égalité [X,Y] =Y implique que X s’écrit modulo R

0 b ¢ ¢ e
01 b 0 )
00 20 O
0 f g a h
00 f 0 a+1

Alors [ X, Z] — Z =Y s’écrit
0 Bf—kd—1 & +Pg+&f—0&—ex [la—1) B(h—0b)+&a— s

0 0 Bf—krd—1 0 Bla—1)
0 0 0 0 0

0 —akK K(b—h)+&(1—a)+ & f 0 kO —Bf —1
0 0 —ak 0 0

Cette matrice doit étre identiquement nulle. En particulier on a
Bf—kd—1=rI—0f—1=0
ce qui est absurde.
Supposons maintenant que Y soit de rang 2; alors Y est du type Y ou :

0 0 0

Y; =

O OO -
O OO OO

0
0
0
0

OO O
o O OO
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Si Y est de la forme Y3, alors 1’égalité [Y, Z] = 0 conduit a

k0 % % x
0 6 00
Z=10 0 x 00
0 0 % x x
0 0 % x x

Ensuite I'égalité [X, Y] =Y implique que X est de la forme

oG * * %
0 +1 g 00
0 0 +«+2 00
0 0 * %
0 0 * %

En résulte que [X, Z] — Z s’écrit

—k 0 * % %
0 —x 0 0 0
0 0 —x 0 0
0 0 * k% ok
0 0 * ok ok

et ne peut donc étre égal a Y.

Si X est de rang 1, alors le feuilletage associée a £ est en fait un pull-
back. O

Reste donc a traiter le cas ou Y = Y} ; les matrices Y et Z commutent, d’ou
I'existence d’une base dans laquelle on peut jordaniser Y et Z. Par ailleurs la
résolubilité de .Z et 'égalité [X, Z] = Y + Z implique que Z est nilpotente;
donc parmi les configurations du 4. il nous reste seulement la configuration

01000 08 000
000O0O 00000
Y=100010||etZ=]00090
000O0O 00000
00 00O 00000

LEMME 6.11. Cette configuration ne génere pas un £ -feuilletage de degré
3 sur CP(4).
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DEMONSTRATION. L’égalité [X,Y] = Y implique que X s’écrit a combi-

naisons linéaires permises pres

0 0

0 1

G Ge

0 G

0 ¢n

Mais alors on a

0

0

(X, Z]-Y—-Z=1 0
0

0

d’ou —1 = 0 ce qui est exclu.

G G
0 G4
¢r Gg
0 ¢+1
0 (i
—1
0
0G0 — G50
0
0

(3
0
Co
0
Ci3
0 BC—C6 0
0 0 0
0 —1 0
0 0 0
0 0 0



CHAPITRE 7

Z-feuilletages de degré 0 et de codimension quelconque
sur CP(n).

Par définition, un Z-feuilletage de degré 0 et de codimension p sur CP(n)
est associé au champ de p-plans défini par une p-forme homogene €2 de degré
1 sur C"*! annulant le champ radial R. Plus précisément une telle 1-forme
s’écrit

Q: Z L[dzil /\/\dZZp
I=(i1,0yip)
ou L; désigne une forme linéaire. On demande que ig{2 # 0. L’intégrabilité
se traduit comme suit : en tout point m € C"*! générique, i.e. Q(m) # 0, la
1-forme §2 s’écrit localement

Q=wi A... Awp

ou les w; sont des 1-formes locales telles que le systeme de Pfaff engendré par
les w; soit intégrable :

WA Awp Ndw; =0 Yie{l,...,p}

THEOREME 7.1. Un feuilletage # de codimension p et de degré 0 sur
CP(n) est un ZL-feuilletage.

DEMONSTRATION. Elle résulte de la description des formes € qui suit.
Si p=n —1, la condition i) = 0 implique 'existence d’un champ X tel
que
Q = iXOiRdZQ FANAN dZn
Comme deg €2 = 1, on peut prendre pour X, un champ constant, par exemple
a%)' Visiblement, .7 est un Z-feuilletage et ’algebre L est engendrée par les
champs

0
zi—,7=0,....n+1 et R
]82’0 J *
Les j—J, 1 < i < j, sont des intégrales premieres de .#. Dans la carte affine
. ., . a 0
zo = 1, le feuilletage est associé au champ radial de C" : Z Zi=—.
i=1 0z
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On suppose que p < n — 1. Soit m € C"*! un point générique, la 1-forme
Q) s’écrit
wWo VANPIRWAN Wp—1

ol w; désigne une 1-forme locale en m. Le théoréeme de Frobenius classique
assure l'existence de submersions fi, ..., f, indépendantes telles que

QAdf, =0

On peut supposer que f; = z; + termes de degré supérieur pour tout ¢ =
0,...,p— 1. On a D'égalité d2 A df; = 0 qui, comme la 1-forme df) est a
coefficients constants, conduit pour i =0,...,p—1 a

dQANdz; =0

En résulte que
Q=dzgN...Ndzp_1 A7

ou 1 est une 1-forme a coefficients constants : il existe une forme linéaire L tell
que n = dL. L’identité d’Euler

LrQ=igdQ = (p+1)Q
assure que
dzogN...Ndzp_1 NdL #0
On peut donc supposer que L = z,; on obtient alors
Q = idg(dzoN...Ndzp)
= zodzy N ... Ndzp —z1dzg Ndzg N .. Ndzy + ...

On remarque que les champs de vecteurs

0 0
L U>p+let Ry =zi— +2z—,
Zj@zg’ Zprlet iy =2 0z; +Z]82j

annulent 2. Ceci démontre que % est un Z-feuilletage; il possede comme
intégrales premieres

1<j<p

— 1<J=p
Zj
Les feuilles régulieres sont d’adhérence des p-plans. O
Rappelons que lors de I’étude de ’exemple de Gordan-Noether nous avons
rencontré des Z-feuilletages de codimensions différentes de 1; les feuilletages
de degré 1 sur CP(n) de codimension p, avec 1 < p < n — 1, ne sont actuelle-
ment pas classifiés. Voici quelques exemples de feuilletages de codimension 2
obtenus par intersection de feuilletages de codimension 1 par exemple dans
CP(4). On généralisera facilement.
Comme on I’a vu l'intersection de deux pinceaux d’hyperplans j—(l’ = cte
et 22 = cte définit un feuilletage de degré 0 sur CP(4). Ce feuilletage peut
étre vu comme dégénérescence de I'intersection de deux pinceaux d’hyperplans
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géneriques 22 = cte et 2 = cte qui lui aussi est un L-feuilletage de degré 1
cette fois.

Considérons maintenant un feuilletage logarithmique F,,, de degré 1, donné
par

dzz
W1 = 2pR1%2 E )\

ol A\g + A1 + Ay = 0. Nous allons lmtersecter avec un pinceau d’hyperplans;
le degré du feuilletage associé sera 1 ou 2 suivant que la position du pinceau
d’hyperplans est générique ou non par rapport a w;. Par exemple le feuilletage

de codimension 2 obtenu par intersection de .7, et de £ = cte définit un feuil-

letage de degré 2 sur CP(4). Il possede les deux intégrales premicres 20z} 22

et Z§ On peut faire dégénérer ce pinceau sur le suivant 2 = cte et obtenir
ainsi un feuilletage de degré 1. Ces deux feuilletages sont des Z-feuilletages.
Si 'on considere un autre type de dégénérescence du pinceau, par exemple le
pinceau % = cte, on obtient un feuilletage de degré 2 et de codimension 2
qui n’est pas un Z-feuilletage.
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