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Résumé. Soitf : M — M’ une application CR de clasgE® entre une sous-varieté/ c C"
analytique réelle générique et un sous-ensembleC c algébrique réel. On démontre
que siM est minimale en un point et si M’ ne contient pas de courbe compleyeest
analytique réelle ep. (© 2002 Académie des sciencédltions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

On analyticity of smooth CR mapsinto a real algebraic set

Abstract. Letf : M — M’ be aC*-smooth CR mapping between a generic real analytic submani-
fold M c C™ and a real algebraic subse¥/’ C c'. We prove that if\/ is minimal at a
pointp and if M’ does not contain complex curves, theis real-analytic atp. (© 2002
Académie des sciencé&slitions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et €non@s des esultats

Soit M une sous-variété générique analytique réelleClle(n > 2) et soit M’ un sous-ensemble
algébrique réel d&€"'. Dans cette Note, nous étudions I'analyticité des apfibns de Cauchy-Riemann
(CR) de class€> de M a valeurs dand/’. Notamment, nous établissons une estimation supéréarire
leur degré de transcendance, en fonction de la dimensiaimmate des feuilletages holomorphes locaux
contenus dang/’.

On peut supposer que la variété génériguede codimension! est définie au voisinage d'un point
p € M dansC™ par des équations,(z,z) = 0, k = 1,...,d, ou lesr;, sont des fonctions analytiques
réelles satisfaisaidtr; A - - - A dry # 0 enp. Soitm := n — d la dimension CR dé/. D’apres le théoreme
des fonctions implicites, on peut écrire les équation&/deu voisinage dg sous la formg, = ¢ (Z, z,y),
k=1,...,d,00C" 3 z = (z,y) € C™ x C¢, p = (z,,9,), et lesg, sont des fonctions holomorphes au
voisinage d€z,, z,, yp,). Les opérateur§; := 0/0z; + zzzl[a@/a@] 0/0Yk, j = 1,...,m, forment
une base de champs CR tangenfd al’ensemble algébrique réal’ c C* est défini par des équations
polynomiales réelle®/(z',z') = 0,k = 1,...,d. Soitf : M — M’ une application CR de clas§&®
au voisinage de surM, i.e. L; f = 0, pour toutj. Rappelons qué/ est diteminimale enp (au sens de
Tumanov) s'il n'existe pas de sous-variété CR strictetenone dand/, passant pgp et de dimension CR
égale an. Le premier résultat de cette Note est le suivant :

Note transmisea Pierre LELONG
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B. Coupet et al.

THEOREME 1. — SiM est minimale ep et siM’ ne contient pas de morceau ouvert de courbe complexe,
f estanalytiqueé&elle enp.

Soit M,, le corps des germes erdes fonctions méromorphes au voisinage@ansC™ et M, (f) :=
My (f1,- .-, far) SON extension engendrée par les fonctions composgntes , f,.» de f. Soitdeg. tr,, f
le degré de transcendance de cette extension ([1, 2, 3).4R&ppelons que ldeg® de transcendance
d’'une extension de corps est le cardinal commun a toutdsaess de transcendance ([11, Chap. | et I]),
et que I'applicationf est analytique réelle emsi et seulement sleg. tr,, f = 0 ([3], [4, Lem. 3.4]). Cette
notion algébrique se traduit géomeétriquement par :

THEOREME 2. — SiM est minimale ep et sideg. tr,, f = s, alors M’ contient un morceau ouvert de
variéte analytique complexe de dimension

On noterg. max,, f le rang maximal d¢ sur un voisinage dg ; commef se prolonge holomorphique-
ment a un wedge, d'aprés les théoremes de Trépreau [Bjraanov [10],f atteint son rang maximal
presque partout. On dit qudl’ est(r, s)-platenq’ € M’ (cf.[2, 3]) s'il contient une sous-variété ana-
Iytique réelle de dimension passant pag’ et biholomorphe au produit cartésidh x A%, ou N c C¥
(v = 0) est une variété analytique réelle &t est le polydisque unité darfis*. Cette notion permet de
préciser le theoréme 2 :

THEOREME 3. — Supposons qu&/ est minimale ep et quedeg. tr, f = s. Alors il existe un entier
r > rg. max, f et un ouvert’ dense au voisinage gedans)/ tels que pour tout point € V, 'ensemble
M’ est(r, s)-platenf(q).

Notre approche est basée sur la méthode algébriquéogéie pour les hypersurfaces dans [8, 1, 2, 3].
Pour passer a la codimension supérieure, nous utilisemains résultats récents de [4]. Dans le cadBu
est une variété analytique réelle, une approche géameé pour le probleme d’analyticité des applications
CR lisses est développée dans les travaux fondamentddiederich-Webster [6] et Diederich-Fornaess [5].

Notre méthode permet aussi d'étudier le probleme gérde I'analyticité des fonctions vectorielles
vérifiant des équations des équations analytiques :

THEOREME 4. — SoientM C C™ une varéte analytique éelle gerériqgue minimale ep et f : M —
C™ une application CR de classg> telles quedeg. tr, f = s. Supposons qug verifie leséquations

Pl(2,%,f,f) =0,z € M,k =1,...,d ol P\(2,%,2,7) = anﬁ(z,z)z’ayﬁ sont des polyimes
enz' .z € C a coefficients,5(z, Z) analytiques éels au voisinage dg dansC™. Alors pour tout
voisinageV’ de (p, f(p)), 'ensemble analytiquegel N := {(z,2') € V : P/(z,%z,2',Z') = 0,2 € M}
contient ventuellement, aps une permutation des coord@es dan<""') une sous-vaéte de la forme
{(2,2") + 25 = Hj(z,21, ..., 25),§ = s + 1,..,n’, 2 € M}, o les H; sont des fonctions holomorphes sur
un ouvert deC™ x C?.

Les théoremes 1, 2 et 3 se ramenent au cas particulieredueime 4 ou les coefficients des polyndmes
P/ sont constants.

2. Extension neromorphe et dependance al@brique

Soit R, (M) I'anneau des germes endes fonction€> sur M de la formeh(z) = H(z,z,¢g(z)), ou
g=(g91,...,9s), s = 0, sont des germes ende fonctions CR de clasgk® sur M et H est une fonction
holomorphe au voisinage d@, p, g(p)). Les opérateurd,; sont des dérivations de I'anned,(M).
D’aprés le principe d’unicité pour les fonctions &, (M) ([3, 4]), cet anneau est integre. On note alors
ﬁp(M) le corps des fractions d&, (). Le résultat suivant, qui est une version généraliséprihcipe
de réflexion de Lewy-Pinchuk, a été demontré dans [3fr@d une hypersurface et dans [4] pour le cas
général.

LeEMME 1. — Siune fonction) = hy/hs € ﬁp(M) est CR en dehors du feémd'intérieur vide
Y :={z € M : ho(z) = 0}, elle se prolonge Bromorphiquemer# un voisinage de dansC".
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Une famille finie de fonctiongy, ..., g; de class&> et CR au voisinage de dans)M est ditealgé-
briquement épendantsurR, (M) (resp.M,) s'il existe un polyndme non ndp € R,(M)[Xq, ..., X]
(resp.@Q € M,[Xy,...,X,]) tel queQ(ga,-..,gs) est identiguement nul au voisinage gelansM en
dehors de la réunion des lieux singuliers de ses coeffgeieh{2, 3]).

LEMME 2. — Lafamille(gy, ..., gs) est al&briquement @pendante suﬁp(M) si et seulement si elle
est alggbriquement épendante suM,,. Dans ce casleg. tr, g < s.

Démonstration. — Supposons qu'il existe des fonctioag € ﬁp(M), J € N* |J| < A non toutes
nulles telles qué" oy g’ = 0 au voisinage dp surM, en dehors des lieux singuliers deg. Considérons
une équation de ce type comportant un nombre de mondrmesal et possédant un coefficient unitaire,
disonsa,;, = 1. En appliquant les opérateuks, on obtient les équations’ ;_ ; L;(as) g’ = 0, pour

j=1,...,m.lci, Lj(ay) € }ABP(M). Par I'absurde, s'il existe un coefficieht, («s, ) non nul, on divise
par ce coefficient et on obtient une contradiction avec ledfaé I'eéquation initiale comportait un nombre
minimal de mondmes. Par conséquent, chaguest CR en dehors de son lieu singulier ; le lemme 1
permet de conclure. O

LEMME 3. — Soitg = (g1,.-..,9s), s = 1, une famille de fonctions CR de clags® au voisinage de
dansM et P(z,(,u,w) une fonction holomorphe i, () € C" x C" et polynomiale effu, w) € C* x C*
au voisinage dép, p, g(p), g(p)). On suppose quB(z, z, g(z),g(z)) = 0 sur M au voisinage de et que

P(z,z,u,w) # 0 surM x C** au voisinage dép, g(p), g(p)). Alors, on a I'estimation deg. tr, g < s.

Démonstration. — On peut supposer que= 0 etg(p) = 0. EcrivonsP sous la formeP(z, ¢, u,w) =
S ay(z,¢,w)u’, ou lesay, J € N¥, |J| < A, sont holomorphes efx, () et polynomiales ew au
voisinage d€0, 0,0). S'il existe J, tel quea s, (2, Z, g(z)) # 0 sur M au voisinage de, alorsgi, ..., g,
sont algébriquement dépendantesﬁy(M), donc surM,, d'apres le lemme 2. Si au contraitg (z) :=

ay(z,%,9(z)) = 0 sur M au voisinage d® pour toutJ, développons;(z) = > Brs(z, 2) g(2)! sous
forme polynomiale. Comme&(z, z, u,w) £ 0, il existe des multi-indice$, et .J, tels ques;, j,(z,2) Z 0

surM au voisinage dé. Alors, 5, (z) = 0 surM au voisinage de signifie a nouveau qug, . . ., gs sont
algébriquement dépendantes Syy(M ). O
3. Deéemonstration des tleoremes

Dans la situation du théoreme 4, on pese deg. tr,, f. On peut supposer quf, ..., fs est une base
de transcendance du corpsd, (f) surM,,. Notonsf = (g,h) € C°* x C', t = n — s, etz’ = (u/,v') €
C* x C'. Pourtoutj = 1,...,t, il existe une fonction non identiquement nuflg(z, u’,v}) polynomiale

en (u',v}) € C**! et holomorphe en au voisinage de, telle queQ;(z, g(z), hj(z)) = 0 sur M au
voisinage de. Soit Q,(f) le sous-ensemble analytique complexetté ™ défini au voisinage dép, p')
par les équation®); (z,u/,v}) = 0, j = 1,...,t. Notonsr : C"*"" — C" etr’ : C"+"" — C" les
projections canoniques, &,(f)| I'ensemble analytique ré&,(f) N =—1(M). Le graphd; de f est
inclus dansQ, (f)|a- SoitA;(z,u’) le discriminant de; (2, v’,v}) par rapport &’ et soity := {z €
M : Aj(z,9(2)) = 0,7 =1,...,t}. Il faut remarquer qué\;(z, g(z)) #Z 0 au voisinage de sur M,
j=1,...,t,cargy,...,gs estune base de transcendance.

Appliqguons maintenant la méthode de [1, 2, 3]. Sbfit,[«/] 'anneau des polynémes erf & coef-
ficients méromorphes au voisinage ple D’apres le théoreme des fonctions implicites, poutt fooint
g € M\ %, il existe des fonctiond?;(z,u") (1 < j < t) définies sur un voisinage de, f(¢)) dans
C" x €', holomorphes par rapportzet algébriques par rapporta, telles queR);(z, v/, Hj(z,u)) =0
pour (z, ") dans un voisinage dg, g(¢)), i.e. les fonctionsH(z, ') sont algébriques suk1,[u/]. Con-
sidérons la substitutioft, (z, v, z,4') := P/(z,Z, v, H(z,v'), @, H(z,v')). L'algébricité desH;(z, )
sur M, [u'] implique qu'il existe un polyndme non n@jfio Ay(z,u', z,u") X' avec des coefficients ana-
lytiques réels par rapport(@, z) dans un voisinag® de (p, p) et polynomiaux par rapport@’, @’) tel que
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leio Ay(z,u', 2,0 [ry (2,4, z,@')]" = 0 (cf. [1, Lem. 6.4]). Par construction) (z, g(z),z,9(z)) = 0
pour toutz proche de;. Le lemme suivant est similaire au Lemme 6.5 de [1] :

LEMME 4. — On ar(z,v/, z,a’') = 0 pour tout(z,u') € M x C* au voisinage déq, g(q)).

Démonstration. — Raisonnons par I'absurde :18j(z, v, z, 4") est non identiquement nul, on peut sup-
poser quely(z,u',z,@') = 3 g(2)” Aos(z, Z,4') estnonidentiquementnul et que(z, z, g(2), g(z)) =
0 pour toutz dans un voisinagl, deq. SitoutlesAy;(z, z, g(z)) = 0 surU,, d’apres le principe d’unicité
pour les éléments dép(M) ([3], [4]), on a Ao, (2, Z,9(2)) = 0 dans un voisinage de ce qui contredit
lindependance algébrique de;, ..., g,) d’aprés le lemme 3. S'il existely, (2, Z, g(z)) # 0 surl,,
considérons toutes les équatidisa.; g7 = 0 satisfaites sur un ouvert deng C U, aveca; € R,(M)
comportant un nombreinimal de mondmes et possédant un coefficient €gal al. Comme dans le
lemme 2, lesa; sont CR suil,. Alors lesa; se prolongent méromorphiquement & un voisinage de
dansC". En effet, un examen direct de la preuve fournie dans [3]Pfdp. 2.5] demontre qu'il suffit que
¥ € R, (M) soit seulement CR sur un ouvert non videMepour que la conclusion du lemme 1 soit vraie.
Donc(gs, ..., gs) est algébriquement dépendante 84y, ce qui contredit la définition de. O

Lannulation des-, (z, g(2), z, g(2z)) S'interpréte géométriquement de la fagon suivante :

LEMME 5. — Pour tout poing € M \ X suffisamment proche geil existe un voisinag€, de(q, f(q))
dansC™ x C" tel queQ, (f)|m Ny C N = {(2,2)) : Pl(2,%,2,7) = 0,2z € M}.

Fixons un pointy € M \ X suffissmment proche de Les équations d&,,(f) s'écrivent dans un
voisinage2 = U x V' x W de(q, g(q), h(q)) sous la forme d'un graph& = H;(z,v’), ou les fonctions
Hj; sont holomorphes sur x V. Cela démontre le théoreme 4.

Le lemme suivant permet de conclure la démonstration dartithe 3 qui implique les théoremes 1 et 2
(cf.[1, 2,3, 4,7]).

LEMME 6. — Pour tout point € M \ X suffisamment proche geil existe un voisinag€, de(q, f(q))
dansC" " tel quen’(Q,(f)|a N,) est une vait analytique eelle de dimension sépieure ouégale
arg. max, f, passant paif(q) et biholomorphe au produit casienN x A, o0 N C C” (v > 0), est
une vareté analytique eelle etA® c C* le polydisque uné.

Démonstration. — Le lemme 5 impliquet’(Q,(f)|am N Q) C M’. En tant que graphe, la variété
analytique réell&@, (f)|ar N2 est biholomorphe au produit cartésigd NU) x V, c’est-a-dire qu’elle est
feuilletée par des morceaux ouverts de variétés corapleée dimensios. Soit® : (M NU) x V — C™,
(z,u') — (W', H(z,u)), avecH = (Hy,...,H;). L'application analytique réell@ est biholomorphe
sur les fibres{z} x V, 2 € M nU. De plus, elle est de méme rang générigugue’|g (f)|,, ; €t
r > rg.max, f puisquel’'y C Q,(f)|n. Par le theoreme du rang (analytique réel), on concletgpur
toutq’ € M\ X’ suffisamment proche dg ouX’ C M est un fermé d’intérieur vide, il existe un voisinage
QO =U xV' xWde(d,g(qd),h(q)) tel queN’ := T(M NU'") x V') = 7"(Qp(f)|m N Q') est
une sous-varieté analytique réelle @@ de dimension-. De plus, il existe une sous-variété analytique
réelleN ¢ M N U’ telle que¥ |y« est un diffefomorphisme analytique réel $dt. Finalement, on peut
prolonger¥|y « v+ en un biholomorphisme local de I'espace ambiant. O
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