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ETUDE DU CAS RATIONNEL DE LA THEORIE DES FORMES

LINEAIRES DE LOGARITHMES

ERIC GAUDRON

RESUME. Dans ce travail, nous établissons des mesures d’indépendance linéaire
de logarithmes d’un groupe algébrique commutatif dans le cas rationnel. Plus

précisément, soit k£ un corps de nombres et vg une place quelconque de k. Soit G
un groupe algébrique commutatif défini sur k et H un sous-groupe algébrique
connexe de G, d’algebre de Lie Lie(H). Soit u € Lie(G(Cy,)) un logarithme
d’un point p de G(k). Dans le cas non-périodique (le point p n’est pas de
torsion modulo certains sous-groupes de (), nous obtenons des minorations
de la distance de u & Lie(H) ®j Cy, qui généralisent en partie les mesures
déja connues dans le cas d’un groupe linéaire. Les principales caractérisques
de ces résultats sont d’une part d’améliorer la dépendance en la hauteur loga
du point p, en supprimant une puissance de logloga, et, d’autre part, d’étre
valides dans un contexte tres général. La démonstration utilise le formalisme

des tailles de sous-schémas formels au sens de Bost en association avec un
lemme arithmétique de Raynaud. Nous avons également recours a un lemme
de Siegel absolu et, lorsque vg est ultramétrique, & un lemme d’interpolation

de Roy.

ABSTRACT. We establish new measures of linear independence of logarithms on
commutative algebraic groups in the so-called rational case. More precisely, let
k be a number field and vg be an arbitrary place of k. Let G be a commutative
algebraic group defined over k and H be a connected algebraic subgroup of
G. Denote by Lie(H) its Lie algebra at the origin. Let u € Lie(G(C.)) a
logarithm of a point p € G(k). Assuming (essentially) that p is not a torsion
point modulo proper connected algebraic subgroups of G, we obtain lower
bounds for the distance from u to Lie(H) ®j Cy,. For the most part, they
generalize the measures already known when G is a linear group. The main
feature of these results is to provide a better dependence in the height loga of
p, removing a polynomial term in loglog a. The proof relies on sharp estimates
of sizes of formal subschemes associated to H (in the sense of Bost) obtained
from a lemma by Raynaud as well as an absolute Siegel lemma and, in the
ultrametric case, a recent interpolation lemma by Roy.

MSC 2000 : 11J86 (11J61, 11J13)

Mots clefs :
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2 ERIC GAUDRON

NOTATIONS ET CONVENTIONS

Soit g un entier naturel > 1. Pour t = (t1,...,ty) € N9, on désigne par [t| la longueur
t1+---+tg de t, et, si X = (X1,...,Xg) est un g-uplet de variables (ou d’objets mathématiques
plus généraux, tels des opérateurs différentiels), on note X* = X{l ---X;g. Si & un nombre réel,
on note log™* (z) = logmax {1, z} et [z] la partie entiere de .

Si G est un schéma en groupes sur un corps commutatif, t¢ ou Lie(G) désigne son espace
tangent & origine. Si E est un espace vectoriel, S(E) (resp. S9(E)) est 1’algeébre symétrique de E
(resp. la composante de degré g de S(E)) et P(E) désigne le schéma projectif Proj S(E).

Lorsque k est un corps commutatif, on note k une cléture algébrique de k. Soit dorénavant k
un corps de nombres, d’anneau des entiers Oy, et v une place de k.

Normes et valeurs absolues.

e Soit v une place ultramétrique de k, qui correspond a un idéal premier p de O, et p le
nombre premier qui engendre I’idéal p N Z. On note k, (resp. Oy) le complété p-adique
de k en p (resp. son anneau de valuation). On munit k, de I'unique valeur absolue
| |v qui vérifie |p|, = p~'. Cette valeur absolue s’étend (de maniere unique) & k., et,
en particulier, aux extensions finies de ky. Soit C, = Cjp le complété du corps valué
(kv,|-|v)- Si Ey est un Cy-espace vectoriel de dimension g, alors toute base (e1, ..., eg)
de E, définit une norme v-adique ||- ||, sur E, par

g
E Ti€;
i=1

Ainsi, lorsque E, = CJ est muni de sa base canonique, on note ||F||» ou |F|, la norme
d’'un vecteur F = (f1,...,fq) € Cy :

= max {lzilo}
v

1971 = 1710 = max {Ifile} -

e Soit v une place archimédienne de k. On munit C, = C de la valeur absolue usuelle. Si
F= (flv---vfg) € Cg, on note

g 1/2
|Flo = lrélgéq{\fi\v} et [|F = (Z |fz'|2> :

i=1

Avec ces conventions, la formule du produit s’écrit, Vo € k\ {0}, [], \a|£)k”:Q”] =1 ol v parcourt

Pensemble des places de k et [ky : Qo] est le degré local 1,2 ou [ky : Qp] selon le caractére réel,
complexe ou p-adique de la place v.

Hauteurs. Soit F € k9 \ {0}. La hauteur de Weil (logarithmique absolue*) de F est

o) =3 LB og .

C’est une hauteur projective (Va € k\ {0}, h(aF) = h(F)) et elle se prolonge naturellement aux
points de P9~1(k). La hauteur L2 de J est

ma(@) = 3 i o e 11
Ona h(F) < h2(F) < h(F)+21 log(#7) et I'inégalité de Liouville log |afy > —[Q(e) : Q]R({1, a})
(pour toute place v de Q(«)). Soit v1,...,vq des vecteurs linéairement indépendants de Q° (muni
de sa base canonique eq,...,eq). La hauteur de Schmidt de (v1,...,v4) est la hauteur L2 de
I’ensemble des coordonnées de Pliicker du produit extérieur v A---Avg dans la base e;; A---Ae;,
(1 <ip <--+ <ig < g). Cette définition ne dépend en réalité que de ’espace vectoriel V sur Q

engendré par les vecteurs v1, . .., vq et induit la hauteur de Schmidt h(V') de V' (et, par convention,

h({0}) = 0).

*Comme le seront toutes les hauteurs de ce texte.
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1. INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est d’établir des résultats généraux — archimédiens et
ultramétriques — de la théorie des formes linéaires de logarithmes dans le cas
particulier ou le lieu des zéros des formes linéaires est une algebre de Lie algébrique,
c’est-a-dire 'algebre de Lie d’un sous-groupe algébrique.

Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension g défini sur un corps de
nombres k et vy une place (quelconque) de k. Le groupe de Lie G(C,,) posséde une
application exponentielle exp,, : 7, — G(C,,) définie sur un voisinage ouvert .7,
de 0 dans lalgebre de Lie de G(C,,) (notée Lie G(C,,) ou tz(C,,) dans la suite).
Considérons un élément u # 0 de .7,, d’exponentielle p := exp, (u) k-rationnelle et
donnons-nous par ailleurs une norme |- ||, sur Z,, (de distance associée d,,) ainsi
qu'une fonction hauteur h > 0 sur G(Q) (provenant par exemple d’une hauteur de
Weil sur un espace projectif dans lequel G se plonge).

La théorie des formes linéaires de logarithmes consiste, dans son aspect quanti-
tatif, & fournir des minorations de la distance d,, (u, V') entre u et une sous-k-algebre
de Lie V de Lie(G), en fonction des invariants liés aux données introduites (hauteur
des quantités algébriques, norme de u, degré de k, etc.). Pour qualifier une minora-
tion de dy, (u, V'), on parle aussi de mesure d’indépendance linéaire de logarithmes.
Le donnée principale a laquelle on va s’intéresser ici est la hauteur du point p.

Le cas V = {0} est déja remarquable. Une conséquence des résultats présentés
au § [ est Dexistence d’une fonction ¢; = ¢1(G, k,vo, ||-]ls;) > 1, indépendante de
p, telle que

(1) IOgHUHvo > —clmaX{l,h(p)}

pourvu que le sous-groupe engendré par p ne rencontre aucun Sous-groupe
algébrique strict de G(k) sauf en 0. I1 s’agit d"une variante sophistiquée de I'inégalité
de Liouville (voir la discussion & la suite du corollaire 1.2 de [16]). Une propriété
importante de cette minoration est d’étre optimale en la hauteur de p, comme on
peut le voir en se plagant sur le groupe additif G,. Pour un espace V' quelconque, les
meilleures mesures connues de log d,, (u, V') en fonction de h(p) sont de la forme :

2) log dy (u, V) > —ez max {1, h(p)}*/*

ou t est la codimension de V' dans Lie(G), € > 0 un nombre réel et ¢y une fonction
qui ne dépend pas de la hauteur de p (*).

Dans cet article, nous montrons que ’on peut supprimer € dans le minorant (E)
dans le cas dit rationnel ou l'algebre de Lie V est algébrique. Nous démontrerons
le résultat suivant (qui sera rendu plus précis au § )

Théoreme 1.1. Soit G, k, v, ||.||ve, D, u, V,t les données générales introduites ci-
dessus. Il existe une fonction cs = c3(G, k,vo, |ully,) ayant la propriété suivante.
Supposons d’une part que le sous-groupe de G engendré par p ne rencontre aucun
sous-groupe algébrique strict de G (sauf en 0) et, d’autre part, que V' est Palgebre
de Lie d’un sous-groupe algébrique H de G. Soit b un nombre réel > e tel que logb
soit un magorant de la hauteur de V. Alors

3 logdy, (u, V) > —c3(logb 7 max 1, h(p)}9/t .
0

Jusqu’a présent, seul le cas d’une puissance du groupe multiplicatif Gy, et d’une
forme linéaire (t = 1) a vraiment été étudié (voir [2,14,19,23,24,33,34,37]"). Bien
qu’il soit extrémement probable que la minoration () reste vraie en supprimant le

“La quantité h(p)¢ dans (E) peut étre remplacée par une puissance entieére convenable du
logarithme de h(p).

fVu la grande richesse de la littérature sur ce théme, il serait vain d’essayer d’entrer dans tous
les détails sans augmenter de maniere exponentielle cette introduction ; le lecteur intéressé pourra
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terme (g + 1)/t dans 'exposant de logb, il s’avere que les méthodes employées ici
pour démontrer cette inégalité ne sont pas suffisantes pour obtenir cela.

TABLE DES MATIERES

Notations et conventiong 2
1. Introduction| 3
1.1. Données généraleq 4
1.2. Résultat 6
. Quelques mots sur la démonstration des théoreémes 1.9 et B 7
3. Préparatify 9
3.1. Mise en place de données supplémentaireq 9
3.2. Parametres et choix d’un sous-groupd 10
3.3. Rang d’un systeme d’équations linéaireq 11
3.4. Remarque auxiliaire (non-nullité du max {D; })| 13
B.5. Lemme de multiplicitég 13
3.6. Poids de la droite affind 16
B.7. Lemme de Siegel absolu 17
4. Démonstrations des théoremes 1.9 et [L.3 17
1.1.  Choix des parametred 18
4.2.  Estimations ultramétriques d’un coefficient de Tayloi 20
1.3.  Estimations archimédiennes de coefficients de Tayloi] 25
4.4.  Construction du polynéme auxiliaird 25
4.5.  Extrapolatiod 28
4.6. Fin de la démonstration] 33
Remerciement 34
Référencea 34

1.1. Données générales. Dans ce paragraphe, nous fixons des notations qui
seront utilisées tout au long de ce texte. Certains des théoremes qui vont suivre
ne seront valides qu’avec des hypotheses supplémentaires sur les objets introduits
ici, hypotheses qui seront alors explicitement mentionnées.

Soit n un entier naturel > 1, k un corps de nombres de degré D et vy une place
quelconque (archimédienne ou ultramétrique) de k qui sera privilégiée par la suite.

Soit G, ..., G, des groupes algébriques (connexes) commutatifs définis sur k et
g1, - .., gn leurs dimensions respectives. Soit ®; : G; — P,ivi un plongement de G;
dans ’espace projectif P,iv . En particulier, les degrés et fonctions de Hilbert-Samuel
géométriques considérés dans la suite sont relatifs aux faisceaux Og, (1), 1 < i < n,
induits par ces plongements. Notons G le groupe G1 X -+ X Gp, g:=g1+ -+ gn
sa dimension et ® le plongement de G dans le produit des P,ivi induit par les
®,. Soit G; — Spec Og[1/m;] (m; € N\ {0}) un schéma en groupes lisse et dont
la fibre générique G; x Spec(k) est (isomorphe &) G;. Quitte & restreindre G; &
un ouvert plus petit, nous pouvons supposer d’une part que m; est le méme en-
tier m pour tous les ¢ et d’autre part que Panneau O[1/m] est principal®. Soit
G — Spec Og[1/m] le modele lisse de G induit par les G;. Fixons v une place de k et
i € {1,...,n}. Considérons exp, , une application exponentielle du groupe de Lie v-
adique G;(C,), définie sur un voisinage ouvert de 0 dans ¢¢, (C,). Lorsque v est une

se reporter au livre de M. Waldschmidt [33] dont, en particulier, le § 10.4 « The state of the Art »
ainsi que les pages 545 & 547 qui retracent les principales étapes de I’histoire du sujet.
*Si bien qu'un Ok [1/m]-module projectif (de type fini) est nécessairement libre.
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place archimédienne, il est bien connu que cette application se prolonge en un mor-
phisme analytique & tout l’espace tangent t¢,(C,) et définit ainsi une application
C,-analytique exp, , : tg,(C,) — Gi(C,) surjective. Lorsque v est ultramétrique,
ces propriétés ne sont plus vraies en général. Notons alors dans ce cas 7; ,, un sous-
groupe ouvert de tg,(C,) tel que exp, , réalise un difféomorphisme analytique de
F;.» sur son image % , (ouvert de G;(C,) contenant I’élément neutre). Dans la
suite, I'exponentielle exp, , sera I'application restreinte 7, — % ,. Afin d'uni-
formiser les notations, nous écrirons encore .7 , = tg,(Cy) (resp. %, = Gi(Cy))
dans le cas archimédien, bien que I’exponentielle « restreinte » ne soit plus alors un
difféomorphisme (en général). L’espace tangent & Porigine tg, de G; est un Ok [1/m]-
module libre (car projectif, voir note de bas de page) de rang g; et tg est également
libre de rang g. Soit e = (eq, ..., e,4) une base sur Ok[1/m] de tg obtenue par con-
caténation de bases des tg,, 1 < i < n. Quitte a multiplier chacun des e; par une
puissance suffisamment grande de m, nous pouvons supposer que, pour toute place
ultramétrique v, le disque ouvert

D(0,rp) = {z =zie1 + -+ zge4 € ta(Cy); max |z, < Tp} ,
1<j<g

ou 7y = |p|11,/(p71), est inclus dans 7, := A, X -+ X T, .. En effet, il existe
un entier ng > 1, ne dépendant que de (G, m), pour lequel, en toute place v, le
développement en série de 'exponentielle de G(C,) au voisinage de 0 s’écrit

n,v
>
neclNJ
avec an,p € O,[1/m], polynéme en 1/m de degré < ngln|. Aux places v { m,
on a an, € O, et lon sait que le disque D(0,7,) est contenu dans le domaine
de convergence strict de cette série. Si v | m, on se ramene au cas précédent en
considérant les coordonnées de z dans la base m™°e de t(C,).

L’exponentielle exp, := (exp; ,,...,exp, ,) de G(C,) munie de la base e est
appelée dans la littérature exponentielle normalisée (cela fixe un isomorphisme de
Uy = U o X -+ X U, avec un groupe standard selon la terminologie de Bour-
baki [9], IIT, § 7, n°3). La base e confere également & t5(C, ) une structure d’espace
vectoriel normé, par transport de la structure hermitienne (v archimédienne) ou
de la norme du sup (v ultramétrique) fournie par la base canonique de C¢ (voir
§ Notations et Conventions). Nous notons |- ||, (resp. dy,) cette norme sur t(C,)
(resp. la distance associée & cette norme).

Considérons un point* p = (p1,...,pn) de G(k) N %,, ainsi qu’un logarithme
u=(u1,...,un) € Jy, de ce point :

exp,, (u) =p .

Soit V' un sous-espace vectoriel de l'espace tangent ¢ (k), de codimension ¢ > 1
(ce qui suit est trivial et dénué d’intérét lorsque t = 0, c.a-d. V = tg(k)).
HYPOTHESE : Dans tout ce texte, nous supposerons que V est ’algébre de
Lie d’un sous-groupe algébrique connexe H de G.

En d’autres termes, ’espace V' est une algebre de Lie algébrique au sens de [13] (11,
§6, 2.4, p. 262).

IMPORTANTE CONVENTION. Dans toute la suite, le mot « constante » qualifie un
nombre réel > 1 qui ne dépend que de G, ®,G, m, e, (dy )y, vo, c’est-a-dire du groupe
algébrique G et des données satellites autour de G. Partant, ce nombre réel est

*La lettre p désigne a la fois ce point et le nombre premier qui divise vg. Mais cette maladresse
ne devrait pas créer d’ambiguité.
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indépendant de k (il ne dépend que d’un corps de définition de G), de p,u,V etc.
Une telle constante sera désignée par la lettre ¢ munie d’un indice.

1.2. Résultats. Les théoremes que nous allons énoncer ici concernent tous le cas
rationnel, comme nous I’avons mentionné dans l'introduction.

Fixons auparavant quelques notations supplémentaires. Pour i € {1,...,n}, le
plongement (en tant qu’espace quasi-projectif) de G; dans Piv ¢ fournit une hauteur
de Weil h sur I'ensemble des points Q-rationnels de G; (dont, en particulier, p;).
Nous noterons encore h la hauteur induite sur G(Q). Soit p; I'ordre analytique de
G; défini comme suit : p; = 1 si G; est un groupe linéaire et p; = 2 sinon (c¢’est-a-dire
lorsque G; a une composante abélienne non triviale). Soit y € {0, 1} un parametre
tel que y = 0 lorsque G est une variété semi-abélienne et y = 1 sinon.

Dans le cas archimédien, ’énoncé le plus général que nous obtenons est le suivant.

Théoréme 1.2. Il existe une constante c4 > 1 ayant la propriété suivante. Sup-
posons que vy est une place archimédienne. Soit ¢ un nombre réel > e et a un entier
naturel supérieur ou égal ¢ Dmax {1, h(V)}/loge. Notons Uy le nombre réel

D D 1/t
Up :=(al Y+ —1 + —
0 :=(aloge) <a loge o8 (e loge>)

(4) n D max {h(sp;)} + (ea|w;vy)? gi/t
0<s<cya

X H 1+

1=1

aloge

Supposons que pour tout entier s € {1,...,cqa} et tout sous-groupe algébrique con-
nexe G' de G vérifiant tc:+V # tg on ait s(p1,...,pn) € G' (k). Alorsu & V®,, C
et

(5) log dy, (u, V) > —cqUp -

Formellement, ce résultat est trés proche de celui énoncé avec t = 1 dans le
théoréme principal de [15]. Hormis la disparition de la hauteur d’une Q-base de
k, c’est surtout la définition de ’entier a qui change radicalement. Dans 'article
en question, cet entier était (en substance) 102 - log h(p) alors qu'ici il dépend du
sous-espace V mais pas du point p. Sachant qu’il existe une constante c; pour
laquelle h(sp;) < c5s”* max {1, h(p;)} pour tout entier s > 1, 'on déduit aisément
de la définition de Uy la dépendance standard en h(p) décrite dans 'introduction.
Sin = 1, nous pouvons regarder la dépendance minimale en h(p) de Uy, c’est-a-dire
choisir ¢ (qui est le seul parametre vraiment « libre » du théoréme [L.9) de sorte
que Uy, comme fonction uniquement de h(p), soit minimal. Avec des considérations
élémentaires, on s’apercoit que, dans cette optique, le meilleur choix pour e est

ey/max {1, h(p)}, ce qui conduit & Pestimation

max {1, h(p)} )g/t
logmax {e, h(p)}

(6) log duy (1, V) > —cg (

ou c¢g est une fonction des données qui ne dépend pas de la hauteur de p. Si nous
comparons cela a la conséquence 1.3.3 de [15] (écrite avec t = 1), nous constatons &
nouveau la disparition d’un logarithme de h(p) (qui était au numérateur du membre
de droite de (Jj)). Autrement dit, nous vérifions ainsi que amélioration en h(p) est
bien une caractéristique intrinseque de la mesure (E) et non pas le simple effet d’'un
choix différent de parametres dans deux énoncés « semblables ».

Nous avons également une version ultramétrique de ’énoncé .
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Théoréme 1.3. Il existe une constante c; > 1 ayant la propriété suivante. Sup-
posons que vy est ultramétrique et que |ul|y, < rf, (o1, rappelons-le, p est la car-

actéristique résiduelle de vy et rp, = p‘l/(p_l)). Considérons un nombre réel v dans
Vintervalle owvert 11,72 /||ully,[. Soit a un entier naturel vérifiant

o > Dmax{1,h(V)} +log™ ((log(v)) ")

logt
Notons Uy le nombre réel
(7) )
. gi/t
(alog(1+1v)) (a¥+ D log (e + D v f[ 14 Dognggzcm{h(spz)}
& logt & logt i alogt
Supposons que pour tout entier s € {1,...,cra} et tout sous-groupe algébrique con-

nerve G' de G tel que tgr +V # tg on ait s(p1,...,pn) € G' (k). Alors u ¢ V ® C,,
et logdy, (u, V) > —c7Us.

Remarques 1.4.

1) Les différences entre les versions archimédienne et ultramétrique résident
d’une part dans le changement de ¢ par v et d’autre part dans une contrainte
plus forte sur 'entier a dans le cas ultramétrique. Par ailleurs, toujours dans
ce cas, la norme ||u;||y, du logarithme u; n’apparait plus.

2) Soulignons que cette minoration ne dévoile pas la dépendance en la place
v, dont une partie est dans la constante c7, non explicite.

Si la littérature est assez riche et variée en analogues p-adiques de mesures
d’indépendance linéaire de logarithmes lorsque G est un groupe linéaire (en partic-
ulier grace aux travaux de Yu [35-37]), elle est en revanche beaucoup plus réduite
si G a une partie abélienne, voire méme inexistante lorsque, comme ici, G est quel-
conque. Mentionnons la série d’articles de Bertrand [3-5] (la derniere référence est
un article en commun avec Yu. Flicker) & la fin des années 70, ainsi que le résultat
de Rémond & Urfels [25] qui traite le cas du produit de deuz courbes elliptiques.

2. QUELQUES MOTS SUR LA DEMONSTRATION DES THEOREMES [[.9 ET [[.3

Nous n’allons pas expliquer ici le schéma de la démonstration, somme toute assez
classique, fondé sur la méthode de Baker revisitée et approfondie par Philippon &
Waldschmidt [22]. La démarche est rappelée au début du § E Nous voulons plutot
dégager de fagon élémentaire la difficulté technique sur laquelle achoppaient les
preuves dans le cas du tore pour le passage a un groupe algébrique quelconque. Nous
en profiterons également pour mettre en lumiere certaines modifications techniques
de la démonstration, qui la simplifient (dans une certaine mesure), mais au prix, il
est vrai, de I’hypothese sur le point p déja rencontrée dans 1’énoncé @

Commengons donc par expliquer 1'idée fondamentale du cas rationnel usuel dans
G}, qui conduit a de meilleures mesures d’indépendances linéaires de logarithmes.
Pour cela, simplifions la situation au maximum et ne conservons que G = G2,
la forme linéaire z3 — bz; (b € Z, 21,22 coordonnées sur Lie(G)) et le point p =
(a1,a9) € (k\ {0})? de logarithme (u1,uz2). Autrement dit, nous nous intéressons
a la forme linéaire en deux logarithmes A = ug — buj. Les preuves « classiques »
qui ménent & une minoration de |A|,, reposent sur I’étude des dérivées (divisées) le
long de la droite z3 = bz; d’un certain polynéme exponentiel (z1, z2) — P(e*!,e*?)
(P € k[X,Y]) en les points s- (u1, uz), s € N. Par translation sur le groupe G, l'on
peut se ramener a s = 0 et le résultat clef qui permet d’exploiter I’hypothese b € Z
est le suivant.
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Fait 2.1. Soit P € Z[X,Y], b un entier et { un entier naturel. Supposons que
Uapplication z +— P(e?,e"?), analytique au voisinage de 0, s’annule & l'ordre £ en
0. Alors le nombre

® (&) prer e

est un entier relatif.

Il y a au moins deux preuves assez différentes de ce résultat. La premiere utilise
les polynémes binomiaux
X(X+1)---(X+n-1
(9) Ao(X) =1, A,X):= ( ) ( ) (ne N\ {0})

n!

qui prennent des valeurs entieres aux points entiers. En considérant un monoéme
X'YJ qui intervient dans P (avec le coefficient p; ; € Z), la dérivée £°™° de 2 —
(T2 en 0 vaut (i 4 jb)¢/¢!. Ce terme est la somme de Ay(i + jb) et d’une
combinaison linéaire de (i + jb)" avec h < ¢ dont les coefficients ne dépendent
que de £. L’hypothese sur P se traduit alors par 1’égalité entre le coefficient (E) et

(10) ZPi,jAé(i—i—jb) ;
i,

manifestement un entier, ce qui conclut la preuve. Aussi astucieux soit-il, ce procédé
comporte néanmoins une limitation consubstantielle puisque b ne peut étre qu’un
entier (ou au pire un nombre rationnel), faute de quoi il est difficile d’envisager
une généralisation. La seconde preuve du fait @ que nous connaissons est basée
sur un changement de variables. On pose T' = e¢* — 1. Comme b € Z, chacune des
fonctions e("T7%)% = (1 + T)"*7® appartient & 'anneau de séries formelles Z[[T7].
Il en est donc de méme pour P(e?,e%) et 'hypothése sur P implique que le co-
efficient ) est également le coefficient de T dans ce développement. C’est donc
un entier. Contrairement a la démonstration précédente, cette méthode peut étre
généralisée a un groupe algébrique quelconque. D’ailleurs, rappelons que ce pas-
sage de la variable z (sur Lie(Gy,)) a la variable T (sur Gy,) et ses répercussions
arithmétiques constituent la cheville ouvriere des récentes avancées dans le domaine
des formes linéaires de logarithmes (voir [11,15]), mais aussi dans les questions liées
a l'algébricité de feuilles formelles [8,17]. C’est cette observation qui apporte ’essen-
tiel des résultats nouveaux de cet article.

Il me faut signaler cependant qu’une difficulté technique échappe a ’analyse du
cas d’un tore telle que nous venons de la faire. Dans le cas général, nous avons besoin
de modeles lisses des groupes G et H (rappelons que V' = Lie(H)) sur des anneaux
de la forme O[1/m], o m est un entier > 0. Si pour le groupe G cela ne pose
aucun probleme (m dépend de G), le groupe H, quant & lui, admet un modele lisse
mais sur un anneau localisé Ok [1/mm/] avec m’ un entier qui dépend a priori de H.
Par conséquent, il est important de controler I’entier m’ fonction du modele de H.
Cela revient a avoir des estimations p-adiques de nombres algébriques plus généraux
issus de (E) qui soient les plus précises possible et qui tiennent compte du modele
choisi pour H. C’est pourquoi nous emploierons un formalisme particulierement
adapté & cette exigence, décrit par Bost au § 3.1 de [8]. Le langage géométrique
de ce formalisme, qui s’exprime en termes de « tailles de schémas formels lisses »,
éclaire le role exact joué par le choix du modele de H. Mais la difficulté technique
évoquée ne disparait pas pour autant dans ce langage. Un théoreme de Raynaud,
donnant un condition pour que 'inclusion entre variétés abéliennes se prolonge en
une immersion fermée pour les modeles de Néron correspondants, permet alors de
controler trés précisément ’entier m’. Nous détaillerons tout cela au § @
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Cet argument arithmétique crucial s’accompagne d’une double utilisation d’un
lemme de Siegel absolu, a la fois pour batir le « classique » polynéme auxiliaire
requis par la démonstration de transcendance mais aussi pour fixer une k-base de
V = Lie(H), de « petite » hauteur, qui restera la méme & chaque étape de la preuve.
Ce dernier point évite le recours & certaines bases orthonormées de Lie(G) ®, C
et les controles de changements de bases subséquents, qui intervenaient aupara-
vant. Quant a construire le polynéme auxiliaire de la sorte, cela procure ’avantage
de supprimer la quantité Dh(Ey,...,Ep), ol &1,...,Ep est une Q-base de k (i.e.,
de maniére équivalente, le logarithme du discriminant absolu de k, cf. [28]), qui
apparaissait dans les mesures de [15]. L’emploi d’un lemme de Siegel absolu dans
le contexte des formes linéaires de logarithmes nous avait été communiqué par
S. David (voir [1,11]). Il remplace le lemme de Thue-Siegel dont on se servait d’or-
dinaire. Nous le présentons au § @ et nous l'appliquons aux § et Q Tous les
bienfaits de ce lemme pour la démonstration (& commencer par la clarté méme de
Pargumentation) sont malheureusement un peu ternis par une difficulté technique
que je ne sais pas surmonter sans supposer que le groupe engendré par le point p
ne rencontre aucun sous-groupe strict de G(k) sauf en 0. Nous avions déja été con-
traint d’émettre ce type d’hypotheses lorsque nous avions mis en ceuvre la méthode
des pentes, qui elle, pourtant, ne requiert aucun lemme de Siegel (voir [16]). Le
point commun aux deux approches est un certain sous-cas, appelé cas périodique,
que je ne sais pas intégrer dans les preuves, bien qu’il fit déja résolu de maniere
trés astucieuse par Philippon & Waldschmidt dans leur article [22], grace & une
extrapolation (& la maniere de Gel'fond) sur les dérivations.

3. PREPARATIFS

La démonstration des théoremes et requiert plusieurs énoncés d’intéréts
indépendants que nous présentons dans cette partie.

3.1. Mise en place de données supplémentaires. Considérons le groupe G, X
G, le point ¢ = (1,p) € (G, x G)(k) et le sous-espace vectoriel W de tg, & tg
défini par tg, ® V. L’élément 1 @ u € tg,(Cy,) ® Ty, est un logarithme du point
q. Pour uniformiser les notations, nous posons Gy := G, et ug := 1. Par ailleurs,
considérons un entier ¢ compris entre 1 et n. Soit ®; un plongement de G; dans
I’espace projectif Piv i du type de ceux construits par Serre [30]. Quitte & effectuer
un changement de coordonnées, nous pouvons supposer que 1’élément neutre de G;
est représenté par (1:0:---:0) € PNi. Soit z € G;(C,,) et (xg : --- : xn,) les
coordonnées de ®;(x). On note

(11) AD = (AN X, Y) o AY (XY)

une famille de polynomes (a coefficients dans O, (&) qui exprime la loi d’addition de
G; au voisinage de x. Dans cette formule, X et Y sont des (IV;+1)-uplets de variables
et chacun des Agy)j(X,Y), 0 < j < N;, est homogene de méme degré sur chacune
des variables X,Y, inférieur & une constante cg, qui peut étre choisie uniforme
en = (quasi-compacité de G;) et en i (nombre fini). Cette constante ne dépend
que de (G, ®). Dans la suite, pour ne pas alourdir excessivement les notations,

nous omettrons souvent la référence & x en indice et nous écrirons Agl) au lieu de

AS)] Soit v une place quelconque de K. Il est possible également de représenter
I'exponentielle v-adique de G;(C,) par des fonctions (6, ; ;)o<;<n,, analytiques et
sans zéros communs dans .7 ,,, telles que (6y,5,0(0),...,0,,:n,(0)) = (1,0,...,0) :

expm(z) =(0pi0(2) - :0uin,(2), 2€ Tip.
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Nous noterons
Ouvi:2€ T (0ui0(2),...,00in,(2) € CYT!

et, si j est un entier naturel inférieur a N;,

ovi ovi i ;
Wiy i2 € T\ 020 ({0}) <+*°<z>, . i@) e CliHt

9
Ov,i,5 0,3,

Bien que ce soit un abus de notations, nous nous permettrons d’écrire ces formules
pour z € J, au lieu de la i®™° composante de z sur i v. Comme nous I'avons vu
au § , lorsque v est ultramétrique, le choix de la base e permet d’écrire chacune
des coordonnées 0, ; ;(z) sous la forme d’une série Y “LLiz™ otz = (21,..., 2,)
sont les coordonnées de z dans la base e et an,vi; € O,. De plus, lorsque v est
archimédienne, les fonctions 6, ;;, 0 < j < IV;, sont d’ordre analytique < p; et il
existe une constante cg > 1 telle que, pour tout entier i € {1,...,n}, pour tout
vecteur z de .7; ,, on ait

_ Pi < .. < Pi
(12) co(1+ |lz]lv)™ < log max [0.:;(2)] < eo(l + l2]v)

La k-structure de 'espace tangent t¢, entraine une stabilité par dérivation (selon un
vecteur de tg, (k)) de Panneau k[(0y,i,j/0v,:,0)0<j<n;]. Ces propriétés seront utilisées
aux paragraphes et

Dans la suite nous noterons P I'espace multiprojectif P! x PN x ... x PNe (le
corps de base étant k, k ou C,, selon le contexte). Il est naturellement muni du
faisceau canonique Op(1,...,1) et, si V est une sous-variété (fermée) de P, Uentier
degV (resp. le polynoéme H(V; Xy, ..., X)) désigne le degré (resp. le polynéme de
Hilbert-Samuel) de V relatif & ce faisceau. On considére également le multidegré

H(V;a.Xo,...,a.X,
HN; Xo, ., Xn) = (dim V) lim TV5@Xo 0 Xn)

a— 400 qdimV

et on étend cette définition aux sous-schémas integres de P en prenant I’adhérence
de Zariski dans P. Le plongement Gy x G — P permet alors de définir le polynéme
H(G'; Xo,...,X,) pour tout sous-schéma en groupes G’ de Gy x G. Rappelons
que ses coefficients sont des entiers naturels de somme égale a deg G'.

3.2. Parametres et choix d’un sous-groupe. Soit z, 150, 151, .. .,En, T, Cy
des nombres réels strictement positifs et 0 < Sy < S des entiers. Posons, pour
chaque entier i € {0,...,n}, INDZ# = aD; et D; := [INDZ#], ainsi que T := [Tv] Nous
supposerons que ’entier 7' est non nul. En guise de support a l'intuition, mention-
nons que z est une variable « d’ajustement », les D; des degrés de polynomes, T
un ordre de dérivation, S un nombre de points (tous multiples de ¢) et Cp une
constante positive (que l'on peut prendre entiere) plus grande que toutes celles qui
interviendront dans ce texte.

Lorsque G’ est un sous-groupe algébrique de Gy x G, on note X’ := codimy W N
tar et ' == codimg G’.

Définition 3.1. Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de Gy x G tel que
tar + W # tgyxa. On définit

— 5,(8)+G' =~ S\
TN card (%)“) H(C Do,..., D)\

AG) = = —
( ) C@%ﬂ(GoXG;Do,...,Dn)

NG Al
o,

et B(G') := A(G')"" max {1, A(G")}



ETUDE DU CAS RATIONNEL 11

Remarquons alors que ’ensemble
{B(G"); B(G') < B({0}) et tgr + W # tg,xc}

est fini. En effet, si B(G') < B({0}) alors A(G') < B({0}) donc (G’ ; Dy, ..., D,)
et par conséquent deg G’ sont bornés. Le degré de G’ étant un entier, il n’y a qu'un
nombre fini de valeurs possibles pour lui et comme les coefficients du polynoéme
H(G'; Xo, ..., Xn) sont des entiers compris entre 0 et deg G’, il n’y en a également
qu’un nombre fini. Il est alors clair que B(G’) ne prend qu’un nombre fini de valeurs
lorsque G’ varie (parmi les sous-groupes tels que B(G’") < B({0})). Cela justifie la
définition suivante.

Définition 3.2. On définit le nombre réel strictement positif

T = min B(G’
tG/+W#G0XG{ (G}
olt G’ varie parmi les sous-groupes algébriques connexes de Gg x G tel que tgr + W
est strictement inclus dans l’espace tangent tg,xg. On note également G un sous-
groupe parmi les G’ en question tel que x = B(G).

Lemme 3.3. Supposons qu’il existe un sous-groupe algébrique connexe Hy C GoxG
tel que tg, + W # taoxa et A(Hy) < 1. Alors @ < 1 et pour tout sous-groupe
algébrique connexe G' de Go x G vérifiant ter + W # tgyxa, on a

(13)

(S8 E®)

T card (W H(G'; DY,...,DI#) > Co#(Go x G; DY ..., D¥) -
De plus, cette inégalité est une égalité pour G' = G.

Démonstration. De l'existence de Hy, on déduit immédiatement que B(H;) <1 et
donc z < 1. Par ailleurs, pour un schéma en groupes G’ qui vérifie les hypotheéses
de I’énoncé, considérons le nombre réel
3% 2¢(9)+G' (k
TN card (%) H(G'; D¥, ... . D¥) |
CoH(Go x G; D ,..., D)

On a 2" Ug: = A(G")” = par homogénéité de 2.
e Si A(G')>1onaUg >1/z" >1.
r =\

e Si A(G') <1lonaB(G")=A(G") >z donc encore Ugs > 1.
Cela démontre l'inégalité (I3). De plus comme A(G) < 1 (sinon = = B(G) serait

U =

>1),onax= A(é)% puis Uz = 1 et il y a donc bien égalité dans (L3) pour
G. O
3.3. Rang d’un systéme d’équations linéaires. Soit (P =1, P,..., Pp,) une

base de k[X]<p, et D = (Dy,...,D,). Considérons l'espace vectoriel k[P]p des
polynémes multihomogeénes en les variables X; = (Xo(l), . 7XJ(\2)’ 0<i<n(en
posant Ng := 1), de multidegrés D. Lorsque v est une place de k et

P = Z qAHX;\i S k[P]D,
[Ail=D; =0
(A= (Xo,..-, \n) € [Ty NVt py € k), nous noterons Fp,, ou plus simplement

F ¢’il n’y a pas d’ambiguité, ’application

(14) Fpy:z— ZqAZG‘O H@ilz(zz)
A =1



12 ERIC GAUDRON

définie pour z = (20,21,...,2n) € C, X J, et a valeurs dans C,. Dans cette
expression, nous avons identifié I’élément Ay € N? de longueur Dy avec sa projection
sur {0} x N, notée aussi A9 (nous commettrons souvent cet abus de notation). Nous
noterons (px) les coefficients de P dans la base induite par Py,, ce qui se traduit
pour Fp, par

Fpo(2) = > paPs(20) [[ 02 (2i) -
A =1

Soit E la composante de degré D de I'espace vectoriel k[P] quotienté par I'idéal des
polynomes identiquement nuls sur Gy x G (c’est-a-dire tels que Fp soit identique-
ment nul). Soit w = (wp, ..., wy—;) une base de W et D,,, V'opérateur différentiel
associé a w;. Soit S1,T1 des entiers naturels non nuls. Considérons le systeme

(15) V(s,7) e Nx NImW . (<5< 8 |7|<Ty, DLFpy(s,su)=0

en les variables gx ou, de maniére équivalente, en les variables px. En considérant un
sous-groupe algébrique G’ de Gy x G, nous allons majorer le rang p du systeme (E)
en fonction de G’. Pour cela, nous adoptons la méme démarche que celle du
lemme 6.7 de [22] (voir aussi la preuve du lemme 6.1 de [10]). Soit w' une base
d’un supplémentaire de W Ntg dans W et N = dim W — dim(W Ntg/). Avec ces
données, on montre que p est inférieur au rang du systeme

V(s,T) ENxNY ; 0<s< 8y, |7|<Ty, DL P(sq+G')=0,
et donc aussi plus petit que
Zy(51) + G'(K)
G (k)
En vertu d’un théoréme de Nesterenko [20], le dernier terme est lui-méme contrdlé
en fonction de J#(G’) :
dim (Cy, [P)/I(G"))op < c10(G'; Dy, ..., Dy,)

ou D} := max{l,D;} et cio est une constante (explicite). Nous obtenons ainsi
Pexistence d’une constante cq1 telle que

c' (k)

card{r € NV; |7| < Ty} x card < > dim (C., [P]/1(G"))p -

(16) p < enTy card ( > H (G D},....,D.) .

En appliquant ce résultat au sous-groupe G/ = G introduit dans la définition E,
nous avouns la

Proposition 3.4. Supposons que sq & G(E) pour tout s € {1,...,8}. Alors le rang
p du systéme ([[) avec Sy := S et Ty := 2(g + 1)T vérifie

pSCS/Q%%(G;D&---,D%) :

Démonstration. En effet la dernidre assertion du lemme B.3 permet de simplifier la
majoration ([Lf) en
card (72"(5&%6@)

H(G; Dy, D))

24(5)+G(k)
Card( G(R) )

car chacune des applications partielles
Ti— %(é;xo, cosZn) [ (G520, ..., Ty)

est décroissante (voir propriété 4.4, p. 414, de [18]) et DZ# < 2D;. Pour conclure,
nous utilisons I’hypothese faite sur q. (I
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Remarque 3.5. L’hypothese sur ¢ correspond a celle faite sur p dans les
théoremes .9 et [ et elle n’intervient dans toute la preuve qu’a cet endroit précis.

3.4. Remarque auxiliaire (non-nullité du max{D,}).
Lemme 3.6. Supposons que z < 1 et que sq ¢ G(E) pour tout s €
{1,...,Codeg(Go x G)}. Si les deux conditions suivantes sont satisfaites

(1) 8> Cydeg(Go x G),

(2) T(S + 1) max {D;} > Cydeg(Go x G)Dy,

alors les entiers D;, 1 < i <n, ne sont pas tous nuls.

Démonstration. Par construction, il s’agit de montrer que max {zD;} > 1. Comme
1<i<n

~ ~ F—X

x = B(G) = A(G) 7 (car précisément z < 1 par hypothese), on a
Y 24(9)+G(k) P > 5"
¢ Preard( e ) #(G; Do, D) max {D1}
(17) |z max {D;} | = — — .
1<i<n C&%(GO x G; Do,...,Dn)
Soit 7 : CiO x G — Gy 1a~projection canonique sur Go et m: Gog x G — G celle sur
G. Si mp(G) = {0} alors G = {0} x 7(G) donc

e card (%%G(E)) = S+ 1 (car la premiére composante de ¢ est 1),

e A >1 (car sinon W C tg et on aurait tg, St & = {0}),

o #(G;:Dy,...,Dp)>  min  {Di...Din}

T i1+ tin=dim G
0<ij;<g;

et de la formule ([[7) on déduit

T(S + 1) max {D;}

(18) (o s (D) 2 o
1<i<n Co deg(Go x G)Dy

et cette derniere quantité est supérieure a 1 par hypothese.

Si mo(G) = Gy on a alors

(19) H(G; Do,...,Dp)>Dy  min _ {D}-..Dir}
i14-Fip=dim G—1
0<ij<gj
et
F TAcard (Eq(SN)té(E))

~ G(k)
20 D; > >1
(20) (zlglia%xn{ }> — Codeg(Go xG) —
par hypothese. (I
3.5. Lemme de multiplicités. Rappelons que si w = (wo, ..., wqy—) désigne une

base de W, on note D,,, 'opérateur différentiel associé a w;. L’objet de ce para-
graphe est de montrer que, sous des hypotheéses « minimales » (en particulier sans
la nécessité d’un choix tres précis des parametres a cette étape) et grace au lemme
de multiplicités de Philippon [21], il est possible d’affirmer que le systeéme

(21)

V(m,t) € N x NImW 0 <m < (g4 1)S, [t| < (g+ 1T, DL Fp .y, (m, mu) =0

n’admet pas de solution polynomiale P non nulle (les notations sont celles du § E)
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Lemme 3.7. Supposons que les entiers Di,..., D, ne sont pas tous nuls et que
x < 1. Supposons également que, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que
ter+V # tg, pour tout entier s € {1,...,Co}, on ait sp & G'(k) et supposons enfin
que

~ Dy ~ ~
(22) TZClQmaX{W,Dl,...,Dn,l}
avec c12 = 89(deg Gy x G)[];_, degG;. Alors il n'existe pas de polynome P €
Ey, \ {0} tel que la dérivée Dt Fp .y, (m,mu) soit nulle pour tout (m,t) € N x
NImW 0 <m < (g+1)S et [t| < (g+1)T.

Démonstration. Supposons qu’un tel polynéome P # 0 existe. Alors, d’apres le
lemme de multiplicités [21], il existe un sous-groupe algébrique connexe et strict G’

de Gy x G tel que
/ $,(9) + G'(k
T* card <M
G' (k)
<297 (Go x G; Dy,...,Dj)
o, rappelons-le, X = codimy W Nt et D) = max {1, D;}. Nous allons examiner
séparément les cas tgr + W = tg,xa et tar + W # tg,xa afin de conclure que G’

ne peut pas exister.
Site + W =tgyxa alors X = ' = codimg,xg G’ et 'inégalité (E) entraine

o) >%(G’; Dy....D)

T < 29(deg(Go x G))max {Dy,..., Dn}rl,
ce qui contredit I’hypothese (@) lorsque y vaut 1 (cas général). Dans le cas semi-
abélien (y = 0), le groupe G’ s’écrit Gy x A avec G C Go et A C G. Si Gj) = Gy
alors 'inégalité (@) implique
T #(A; DY, ..., D) < 29(deg(Go x G))(D})% --- (D)9"
ce qui est incompatible avec T > 49(deg(Go x G)) max {Dx,...,Dy,}. Si G = {0}

alors _
!
card <Z’](S)—+_G(k)> =5+1
G'(k)
et () devient
T7(S +1)A(A; DS, ..., D)) < 29(deg(Go x G)) D (D})e -+ (D))o

ce qui implique 77 (S 4 1) < 29(deg(Go x G)) D) max {Dy, ... ,Dn}TLl, ce qui est
encore impossible d’apres ’hypothese (@) Ce cas ne peut donc pas se produire et
on a nécessairement tqr + W # tg,xg. Soit alors 1 < k1 < --- < K, < n les entiers
pour lesquels Dy, # 0,1 <14 < h et notons 7, : Go x G — H?Zl Gy, la projection
canonique.

Si Dy =1, o0na

dim G’

dim 7, (G”")

ce qui entraine via (p3))

’ A .
T card (M) oy X O(C): Dy D)

(24) )%(FK(G');DKI,...,DM)§%(G';D6,...,D;)

G'(k) A (1(G); Dyeys - - Dy
avec
29(g + 1)!(dim 7, (G"))/(dim G' — dim 7, (G"))! deg G,
s = (dim ,.(G))!(dim G")! 11 gm!
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Comme chacune des applications partielles
- H(1(G); Dyy sy Tiy ...y Dygy) ,
H(1(G"); Dygyy ooy Tiy ooy Digy))

1<i<h,

est croissante sur |0, +00[, on déduit de la majoration D; < aD; I'inégalité

Y cong (25 G'(E))

G (k)
(25) _ _
< i3 ‘%ﬂ(ﬁﬁ(G) ) lzlﬂa cr Qﬁh) :Cdimfrn(G)—dimTrN(Gl) )
<%(ﬂ-"é(G/); Dl‘éla' "7Dﬁh)
Posons

(vu, apres permutation éventuelle des facteurs, comme un sous-groupe de Gy x G).
Ce groupe algébrique est différent de G sinon 7. (G’) = 7.(G) et 'inégalité (RY)
%&G)w)) < ¢13. L’hypothese sur le point p (appliquée & la
projection de G’ sur G) entraine alors Cy < c13 ce qui est impossible si Cj est
assez grand. Nous allons maintenant obtenir & partir de (R§) une inégalité pour G
analogue a (@) En effet, observons d’une part que

A (Gyx G Dy,...,Dy) H(1(G); Dyys-.., Dy,)

= = =C1a =
A#(G"; Dy,...,Dy) H(Tx(@); Dy D)

(g+)!(dim m, (G"))! s
avec cyq := (dimG,,()!(dimm(G)))! et, d’autre part, on a

(1) dim 7, (G) — dim 7, (G") = codimg,xa G’ =: 1",
(2) X' :=codimy W Nt < codimy WNtg =N (car G' CG"),

2¢(9)+G" (k) 24(S)+G' (k)
(3) card (7‘7 @ ) < card (7‘7 S )
L’inégalité (R9) devient
A £4(8)+G" (k) ". 1 >
T card( a e )%(G ;i Do,...,Dy) PRIt
H(Go x G; Do,...,Dy) G

En reprenant alors exactement les mémes arguments que dans la premiere partie
de la preuve et en remplagant la constante 29 par c¢y13/c14 (il faut observer que ce
quotient est strictement plus petit que 49 []""_, deg G;), on démontre que tgr +W #
taoxa. L'inégalité (24) se lit alors en fonction de A(G”) (en minorant T par T/2) :

A”
(27) A" < (—2 C“’) o

~ !
entraine T card (

(26)

c14Cy

Comme Cy > 29¢i3/c14 et & < 1, cette inégalité implique A(G”) < 1 donc

x < B(G") = A(G”)%, ce qui contredit (7). On vient donc de montrer
que nécessairement D) = Dy, c.a-d. Dy > 1. A quelques variantes pres, la méme
preuve conduit encore a une contradiction. En effet, considérons mg ,, la projection
Go X G — Gy x . (G) et posons

(28) G =mxG)x [ Gm

vu comme sous-groupe de Gy x G. Comme

dim G’
(29) (dimﬂ'o H(G1)>e%”(7roy,ﬂ(G’) ; Do, Dy,,...,Dy,) < H(G"; Di,...,D.),
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un raisonnement similaire au précédent ( partir de 'inégalité (R4)) conduit encore
a une impossibilité & condition de remplacer m.(G’') par m . (G') et G’ par G*
(dans les constantes c13 et c14 en particulier).

Conclusion : Dans tous les cas, ’existence de G’ aboutit & une contradiction, ce
qui démontre ainsi le lemme @ O

3.6. Poids de la droite affine. Rappelons que (Px,)x,eqo.,....0,} désigne une
famille libre de polynémes en une variable (voir § @) Dans ce paragraphe, nous
introduisons une quantité mi-arithmétique mi-analytique qui mesure I'influence du
choix de cette famille sur les parametres Uy et U; des théoremes L9 et [L3. Crest
ce que nous voulons évoquer par la terminologie « poids de G, ».

Définition 3.8. Si vy est archimédienne, nous appelons poids de G, relatif a la
famille (Py,), aux parametres (T, S, ¢) et & la place vy, la quantité

1 o) 0<Xo<D 1
R((Py,)) :=h <{QPAUU (8), Tocics (]t pplos max

0<to<T 1z|<eS

1
t_O!P>(\ZO)(Z)

Vo

Lorsque vy est ultramétrique, le poids de G, (relatif & (7,5,t)) est la quantité
obtenue en remplagant ci-dessus ¢S (qui est en indice dans le dernier terme) par t.

Le poids de G, est le terme résiduel qui provient de I'introduction méme du
groupe G, dans la démonstration des théoremes 1.9 et . Cet inconvénient s’avere
largement compensé par au moins deux avantages que procure G,. D’une part, il
s’accompagne d’un parametre Dy qui facilite la construction du polynome auxiliaire
en rendant la condition de Siegel plus simple a satisfaire. D’autre part, il permet
de modifier le point p en un point ¢ = (1,p) moins vulnérable aux phénomenes de
torsion modulo des sous-groupes particuliers de Gy x G (& commencer par le sous-
groupe nul, ¢ n’étant alors jamais de torsion). Cela est particulierement important
pour le lemme de multiplicité qui fait intervenir le cardinal du quotient (X4(S) +
G'(k))/G'(k), G’ étant un sous-groupe algébrique de G, x G (voir & cet égard le
§B.3).

Pour minimiser ce poids, nous allons utiliser la famille des polynémes de Matveev,
définie de la maniére suivante. Soit (A, )nen la famille des polynémes binomiaux
définie par ().

Définition 3.9. Etant donné Ao, Dg € N, le polynéme de Matveev 5Dg (X;X0) est
Apy (X)9A,.(X) ol les entiers g et r sont respectivement les quotient et reste de la

division euclidienne de Ao par Dy,

Le degré de o D} (X; o) est Ao. Par conséquent, lorsque DY est fixé, la famille
6D3(X; Xo0); Ao =0,..., Dy, forme une base de k[X]|<p,.

Lemme 3.10. Il existe une constante absolue c15 > 1 pour laquelle nous disposons
des estimations suivantes.

o Siwg est archimédienne alors

(o0 x00), )

D
< cis <D0 log <€ + %) +min (Do, T)Dj + 30 log (1 + %ﬁ))
0 0

(30)

o Siwg est ultramétrique alors l'inégalité ci-dessus reste vraie en remplagant
le dernier terme par % log (v).
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Dans le cas archimédien la démonstration de cette majoration découle des esti-
mations sur les polynémes de Matveev qui sont données dans le livre de Wald-
schmidt [33], p. 269 et suivantes. Dans le cas ultramétrique, 1'évaluation de la
dérivée 0, (X3 Ao, to) pour to < T' et [z| < v repose sur la formule de Leibniz

et Pexistence d’une constante absolue ¢16 > 0 telle que |Ag!|y, > c?g. Notons par
ailleurs qu’en choisissant D(b) = 1 l’on retrouve une estimation du poids de la famille
(X2)o<ro<n, :

1
R((X?)) < e16Do (1ogS + %e)

(et v & la place de e dans le cas ultramétrique).

Remarque 3.11. Bien que tous les théoréemes énoncés reposent sur le méme
choix de la base (P;); (base des polynémes de Matveev en 'occurrence), il nous
semble préférable de conserver une base indifférenciée jusqu’a la toute fin de la
démonstration (§ @) Outre une justification a posteriori du choix des parametres,
cela permet également d’obtenir d’une part des variantes d’énoncés a moindre
frais et d’autre part une meilleure compréhension du role joué par ce facteur G,
supplémentaire au cours de la preuve, comme nous venons de le voir. Ce procédé a
déja été mis en ceuvre (sous une forme tres légerement différente) par Waldschmidt
(voir [33], pp. 477 — 480).

3.7. Lemme de Siegel absolu. Nous présentons un raffinement du lemme de
Siegel absolu de Roy & Thunder [27], signalé par David et Philippon dans [12], et
qui repose sur une inégalité de Zhang relative aux minima successifs d’une variété
arithmétique.

Lemme 3.12. Soit m un entier naturel > 1 et V un sous-espace vectoriel de Qmﬂ,

de dimension d > 1. Il existe une base (v1,...,vq) de V telle que
d
(31) S e (or) < A(V) + dlog(d)
i=1

ot h(V) est la hauteur (logarithmique absolue) de Schmidt de V.

Le résultat précédemment cité de Roy & Thunder conduit a une majoration
de ce type mais avec un terme linéaire en d? en lieu et place du dlog(d). En fait
Pargument de [12], remarque du § 4.2, p. 523-524, fournit un résultat un peu plus
fort : pour tout nombre réel € > 0, il existe une base (v1,...,v4) de V (qui dépend
de cet €) telle que

(32) ZhLz(w)gh(szzéﬂ.

4. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES [L.2 T [.3]

Nous fixons une fois pour toutes un corps de nombres K, qui contient k, de sorte
que tous les nombres algébriques considérés au cours de la démonstration et qui,
bien sir, sont en nombre fini, sont inclus dans K. Il est commode d’introduire un
tel corps pour les estimations locales de ces nombres algébriques.

Description de la preuve. La démarche suivie est assez classique et elle est com-
mune aux deux théoremes & démontrer. Il s’agit de construire un élément « de
K\ {0}, de « petite » hauteur, et dont toutes les valeurs absolues v-adiques, pour v
une place de K au-dessus de vg, sont majorées par un terme linéaire en la distance
dy, (u, V). De sorte que de la formule du produit appliquée & a se déduit une mino-
ration de cette distance, ce qui est ’assertion des théoremes Q et . Comme cela
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est fréquent en transcendance, I’élément o en question provient d’un coefficient de
Taylor d'une fonction de la forme P o eXP(yx@)(C,,) Testreinte a l'espace W. Dans
cette expression, P est un polynome construit au moyen du lemme de Siegel ab-
solu énoncé dans le paragraphe précédent et €XD(Gyx G)(Cyy) = (expGU(ch), exp,,)
désigne 'exponentielle (& valeurs dans I'espace multiprojectif P) du groupe de Lie

(Go x G)(Cyy).

4.1. Choix des parameétres. Dans ce paragraphe, nous précisons toutes ces
données pour la démonstration proprement dite des théoremes [L.J et [.3. Cepen-
dant les choix que nous dévoilons ici ne seront véritablement utilisés qu’a 1’étape
« Extrapolation » (§ [.F) via les lemmes [£.1] et t.d qui vont suivre. Posons

Ti={(s,t) e Nx N"™W. 0 <5< Syet[t| <209+ 1)T}-

Dans un souci de clarté, nous distinguons les choix selon que vy est une place
archimédienne ou ultramétrique.

4.1.1. vy archimédienne. Rappelons que a désigne un entier supérieur ou égal a
Dmax{1,h(V)}/loge. Le parametre Cy est une constante suffisamment grande
par rapport a toutes les constantes ¢; qui interviendront dans la suite. Posons alors
So := Cga, S := Cfa,

D D\
U :=C;>(aloge) <a +—loge og <e+1oge>)

" D max__ {h(spi)} + (eallullo )7\ 7
OSSS(.‘H‘l)Cé’u
<[ [1+
i=1

aloge

(il s’agit essentiellement de 00259 Up mais ou la constante « indéfinie » c4 qui est en
indice du max {h(sp;)} dans Uy est remplacée par (g + 1)Cf),
j:' — CyU ,
Sy loge
D= v
" Cf (Dmaxocs<(grnys {h(spi)} + (eSluillu, )P + Sologe)
si 1 <1 < n. Soit également
1 —
DCq C (Dlog (e+ L )+Sgloge)

T := [T,

0 -

loge

La définition B.9 introduit un nombre réel 2 > 0 et I'on note D; := [2D;], pour tout
i €{1,...,n}. Considérons alors pour (Py,) la famille des polynémes de Matveev

(5135 (X5 20))o<r0<Do

définie au § B.4.
Voici résumées en quelques lignes les principales conditions que satisfont ces
parametres.

Lemme 4.1. On a
O T>C2,8/Sy>C2, 8 > Cg,
07T>C max{f)o/(s+ 1)1, Dy, .. .,Dn},
0 T9-1(S +1) < CoDyDY* - - - DIr
0 U > Gy DR((P,)),
O Sploge > C3Dmax {1,h(V)},
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O U > CZD; (D maxg<s<(g+1)s {h(spi)} + (eS| uillw,)?*) pour tout 1 < i < n.

Démonstration. Les points [0 et 0 découlent immédiatement de la définition des
parametres. L’inégalité O correspond précisément a la définition de Uy a une con-
stante pres. La condition [J découle du lemme et les points [0 et U sont évidents
a partir des définitions de a et des D;. (|

Accessoirement, on pourra aussi noter que U > CgDlog(DyS). La condition [0
et le lemme @ avec Hy = {0} impliquent z < 1.

4.1.2. v ultramétrique. Reprenons les notations v, a du théoreme B Posons Sy :=
Cga, S :=Cfa,

D D\
=0y (al vy —1 —
U :=Cj>?(alogr) (a +1Ogt og<e+1ogt>>
D max_{h(sp)}\ "/

ﬁ | 4 0Ses(e+1)CEa
iy alogt

puis T := CoU/(Sp logt), T := [T] et
~ U

D; = pour 1 <7 < n.
C? (D max,<(g+1)s {~(spi)} + So 1ogt)
Soit
1 ~
D = [Sig} et Do U .
CsD cy (D log (e + logt) + S5 logt)

Ensuite, comme dans le cas archimédien, nous prenons le nombre réel z > 0 de la
définition B3 (p. [L1]), nous formons les entiers D; := [zD;], i € {1,...,n}, et la
famille (Py,) est la méme que celle du cas archimédien.

Les conditions remplies par ces parametres sont les conditions 0, O, O du
lemme (en particulier, on a x < 1) et celles apportées par le lemme suivant.
Lemme 4.2. On a

0 U > Gy DR((Py,)).

O Splogt > Cp (D max{1,h(V)} +log So),

0 U>C2DD; max,<(g41)s {h(spi)}.
Démonstration. Ces trois inégalités sont faciles a vérifier a partir du choix des
parametres, la premiere, par exemple, étant une conséquence de la majoration

S y  Dologt
N((P)\O>) §c15 (Dolog <6+D_g) +TDO+ D
induite par le lemme . O

Remarques 4.3.

(1) La présence du logarithme de Sy dans la condition O, présence qui sera req-
uise lors de ’extrapolation p-adique™, explique la modification du parametre
a par rapport au cas archimédien, avec I'ajout du terme

log™ ((log(x))™")
log(r) '

*Voir le lemme et en particulier le réel k.
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(2) 1l est facile de vérifier qu’avec ces choix les hypotheses du lemme @ sont
satisfaites et, par conséquent, qu’au moins un des entiers D1, ..., D, est non
nul. En revanche, bien que 50 soit clairement supérieur a 1, il se pourrait
que Dq soit nul*. Cela n’a (paradoxalement) aucune conséquence dans la
suite de la démonstration.

(3) Lorsque dans la preuve on choisit de mettre sur la partie G, la base des

monomes usuels, cela remplace le terme a¥ + log - log(e + D/loge) qui est

Dloga
U y Zoga
dans par a + Tog ¢

en le logarithme de la hauteur du sous-espace V.

. Cela rajoute donc une dépendance supplémentaire

4.1.3. Choiz d’une base de W. Soit wy la base canonique de tg, et (w1,...,wy—¢)
une base de V ® Q fournie par le lemme (I'espace V ® Q étant identifié & un
sous-espace de Qg via la base e de tg introduite au § ) Par définition, nous avons
|lwolly = 1 pour toute place v de K et hyz2(w1)+- -+ hrz(wg—¢) < (V) + glog(g).
Nous supposerons que ces vecteurs sont définis sur K (voir préambule) et que
chacune des normes |Jw;l|, avec j € {1,...,¢9 —t} et v une place de K au-dessus
de vy est supérieure ou égale a 1. Cela est toujours possible quitte a multiplier w;
par un nombre rationnel convenable et a utiliser I'invariance par homothétie des
hauteurs L2. De cette maniere, nous fixons une base w := (wp, ... ,Wg—y) de W.
Tous les énoncés qui vont suivre jusqu’a la fin du § @ restent vrais avec une base
quelconque de W.

4.2. Estimations ultramétriques d’un coefficient de Taylor. Dans tout ce
paragraphe, v désigne une place ultramétrique du corps de nombres K et p la
caractéristique résiduelle de v.

4.2.1. Nous rappelons la notion de taille d’un sous-schéma formel lisse telle qu’elle
a été définie par Bost au § 3.1 de [8]. Rappelons qu’au § E, nous avons introduit un
modele lisse G — Spec Ok[%] de G. De la sorte, si v ne divise pas m, nous pouvons
considérer le complété formel G, de G x Spec(O,) & origine (O, étant Panneau de
valuation du complété K, ). C’est un groupe formel lisse sur Spec(O,) et le choix
de coordonnées locales étales au voisinage de l'origine fournit un isomorphisme de

schémas formels (sur O,)
Go ~ A = Spect O,[[X1,..., X,]] .

Si X est un sous-schéma formel lisse de @KU ~ C;UQA@ Spec K,, on dispose d'un
nombre réel Rg (%) € [0,1], appelé taille de X relativement au modéle G, de G,
défini de la maniére suivante. Considérons I'image de X (notée encore X) dans f&?{u
via le choix de coordonnées précédent. Le groupe Aut(@*}’(v) des automorphismes

de K*}’(U s’identifie & ’ensemble des g-uplets de séries formelles f = (fi,..., fg) €
K,[[X1,...,X,]]? tels que f(0) = 0 et la matrice jacobienne Dg f = (0f;/02;(0)); ;
soit inversible. Pour ¢ = 3, anX™ € K [[X]] et 7 > 0, on note

lllr == sup |anlor™ € [0, +o0]
neNY9
et
Gulr) = { 1 € Aut(RY, ); Dof € GL,(O,) et Il = max 1Al < v}
Alors, par définition, la taille de X est
Rg(X) i=sup {r €]0,1]33f € Gu(r); f*(X) = Ak, x {0}}

*Je ne sais pas si cette éventualité peut se produire.
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ou d := dimX. La borne supérieure est prise dans [0,1], ainsi Rg (%) = 0 si
lensemble précédent est vide. Dans cette écriture, f*(X) désigne I'image inverse
de X par f. Le nombre Rg ,(X) est strictement positif lorsque X est analytique.
Observons également que si X provient d’un sous-schéma de G x Spec O,,, lisse le
long de lorigine, alors Rg,(X) = 1. Lorsque cette derniere condition de lissité
n’est pas remplie, nous disposons néanmoins d’une estimation un peu meilleure
que seulement Rg,(X) > 0. Supposons que ¥ est le complété formel le long de
I'origine d’un sous-groupe algébrique de Gg,. Rappelons que le groupe formel Q\U
possede une exponentielle formelle qui, en termes des coordonnées X;, s’écrit comme
un g-uplet E = (E1(X),...,Ey(X)) de séries formelles de K,[[X]], telles que les
coefficients de X™ (n € NY) de Ej,..., E, sont de la forme oy, /n! avec a, € O,. On
peut normaliser cette exponentielle de sorte que la différentielle a ’origine DgE soit
I'identité. Soit r, = |p|71/(p_1) (déja introduit p. f]). Le g-uplet E est un élément de
G (rp) puisque |n!|, > r,‘,n‘fl. Au moyen de cette application exponentielle, il est
alors aisé de construire un automorphisme f € G, (rp) tel que f*(X) = f&f}l(v x {0}.
Ce qui entraine la minoration Rg ,(X) > r, (pour toute place v { m). Toutefois
cette estimation n’est vraiment utile qu’en un nombre fini de places v puisque le
produit infini [, r, diverge.

Revenons au cas d’'un sous-schéma formel lisse X quelconque de G K,- L’espace
tangent a l'origine tx de X est muni d’une structure entiere en considérant le module

tx Ntg, ={z €tx Cta(Ky); [lzllo <1}

sur Panneau O,,, ce qui confere & 'espace dual % puis & I'espace symétrique S*(t%)
de degré £ € N une norme notée ||.[[se(r,)-
Ces définitions conduisent alors au lemme suivant.

Lemme 4.4 (lemme 3.3 de [8]). Soit £ € N, Q un sous-schéma ouvert de G,
contenant la section nulle et s une fonction réguliere sur 2 telle que sk, s’annule
ainsi que ses dérivées d’ordre < { le long de X en I’élément neutre de Gk, . Alors le
jet j%s d’ordre £ le long de X en 0 — vu comme élément de S*(tx)" (*) — vérifie

(33) i%sll sty < Raw(X)7"

Soit ﬁv le complété formel a 'origine du schéma H X Spec K. C’est un sous-
schéma formel lisse de GKU. Soit P = Y, paX* un polynoéme de K,[PM x --- x
PN"]. Soit p5 un coefficient de P pour lequel |px |, = maxx {[pal,}. En appliquant
le lemme & la section de Og, définie par (P/p5)oexp, au voisinage de 0 et X = H,,
nous obtenons le

Corollaire 4.5. Soit £ un entier non nul et P le polynome ci-dessus. Supposons que
les dérivées DT, (Poexp,)(0) soient toutes nulles lorsque T € N4V vérifie 7| < £.
Supposons également que v ne divise pas m. Alors la valeur absolue v-adique du
coefficient de Taylor

DL - .Dfuyg:ft

P
Tl!...Tg_t! ( OeXp’U(z))|z205

(34)

pour (T1,...,Tg—t) € NIV de longueur £, est majorée par
g—t

Rg,o(Hy) ™  max {|palo} T lwilll -
i=1

*C’est-a-dire, si 'on écrit s(x) = F(z).s0(z) ot z = exp, (z) et F analytique dans un voisinage
de 0 de tg(Cy), on a jges = jetfaE F(0).s0.
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Désignons par xz la somme finie

(35) X 1= T > [Ky:QpllogRgu(H,) ' € R -

vim
v ultramétrique

Nous disposons d’une estimation uniforme de xyg qui nous a été signalée par J.-
B. Bost.

Lemme 4.6. Il existe une constante c17 > 1 ne dépendant que de G (en particulier
indépendante du corps K et du groupe H ) telle que xg < c17.

Ce résultat est une conséquence du théoreme suivant de Raynaud.

Théoréme 4.7 (corollaire du théoreme 4, § 7.5, de [6], p. 187). Soit ko un corps de
nombres et Ay C As deux variétés abéliennes sur kg. Soit Ay, As leurs modéles de
Néron respectifs sur Og,. Soit v une place finie de ko, de caractéristique résiduelle
p et d’indice de ramification e((ko)v | Qp) (¥). Si e((ko)v | Qp) < p—1 et si
As a bonne réduction en v alors Ay a bonne réduction en v et 'unique morphisme
A1 — As issu de la propriété de modéle de Néron de As est une immersion fermée.

Lemme 4.8. Soit G1 un sous-groupe algébrique connexe de G% x G, défini sur
do dq

un corps de nombres ko. Il existe un sous-schéma en groupes G, — G3»7Ok0 XGm,OkU ,

lisse sur Spec Oy, et de fibre générique G1.

Démonstration. Par décomposition, il suffit de traiter les cas G; C Gg" et G1 C
G% . Dans le premier cas, on choisit le fibré vectoriel V. ((tg1 (ko) N O,‘Zg)"). Dans le

second cas, il existe un sous-groupe facteur direct ® de Z% tel que, si M := Z% /®
et si Z[M] est la Z-algebre engendrée par M, on a G1 = Spec Z[M] Xspecz Spec k.
On choisit Gy := Spec Z[M] Xgpecz Spec Ok,, qui est lisse sur Spec Oy, car M est
sans torsion. ([

Démonstration du lemme @ Le groupe algébrique G est connexe par hypothese.
D’apres le théoreme de décomposition de Chevalley, et apres une éventuelle exten-
sion finie du corps de nombres de définition kg de G, il existe des entiers naturels
dy et di et une variété abélienne A, définie sur kg, tels que G soit une extension
du groupe linéaire Gy := Ggf’ko X deﬁ,% par A. Le sous-groupe H de G est alors
une extension d’un Sous—groupe algébrique (connexe) G; de G par une sous-variété
abélienne B de A. Soit Gy (resp. A) le schéma en groupes Ggf’oko X del,Oko
modele de Néron de A sur Spec Oy, ). De méme, soit G; — Go le modele lisse de G
donné par le lemme [£.§ et soit B le modele de Néron de B. Tl existe un ensemble
fini F' de places ultramétriques de ko (qui ne dépend pas de H) tel que, si v & F,

les propriétés suivantes sont vérifiées :

(resp. le

1) La suite 0 — Go.», — Gy — A, — 0 est exacte (I'indice v signifie que nous
avons considéré le produit fibré avec Spec O,),

2) Le schéma B, est un sous-schéma abélien de A,.

Cette seconde assertion découle du théoreme @ : elle n’est pas satisfaite seulement
si v est une place de mauvaise réduction pour A ou si la caractéristique résiduelle p
de v est plus petite que e((ko)v | Qp)+1, quantité elle-méme inférieure a [ko : Q] +1
(nombre fini de telles places).

Soit v ¢ F. Posons d := dy + dy et h := dim A. On choisit des coordonnées
locales x1,...,2q (resp. y1,...,yn) sur Go, (resp. A,) étales en l'origine, telles que
T1, .-y TdimG, (T€SP. Y1,...,Ydim B) solent des coordonnées locales de Gy, (resp.

*De la sorte, si w est une uniformisante de ’anneau de valuation O, C (ko)v, I’idéal engendré
par p est (w)e((ko)u\Qp).
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B,) (critere de Jacobi, voir la proposition du chapitre 2 de [6]). On obtient ainsi
un systéme de coordonnées locales étales qui paramétrisent H, := H x Spec(ko)y
au voisinage de Vorigine, et qui, relativement & (x1,...,yp), est de taille 1. Ainsi,
pour v € F, on a Rg,v(f/{;) = 1. En les autres places, on utilise la minoration

ngv(I/{\v) > |p|71/ @1 ¢yoquée un peu plus haut. Pour conclure il suffit d’observer
que x g est inférieur & une expression du méme type ou le corps K est remplacé par
ko et v parcourant les places ultramétriques de k¢ qui ne divisent pas m. L’existence
de la constante c¢i7 s’ensuit. O

Remarque 4.9. En réalité, il n’est pas nécessaire d’avoir une estimation aussi
fine de xuy pour démontrer les théoremes D et E Lorsque nous laissons x g
« indéterminé » (ce que nous ferons dans la suite), nous constatons qu'’il apparait
dans le facteur max {1, h(V)} (intervenant dans le parametre a), qui devient alors
max {1, h(V), xgr }. Autrement dit, il suffirait de montrer I’existence d’une constante
c1s telle que xg < cigmax {1, h(V)} pour obtenir ezacterment les mémes énoncés
que les théorémes D et [L.d. Et cela est possible de maniére élémentaire sans avoir
recours au résultat de Raynaud. La démarche consiste a se ramener comme ci-dessus
au cas abélien puis a comparer la structure entiere sur ¢tz donnée par le modele de
Néron B de B et celle donnée par le module saturé tgNt 4, a partir duquel se calcule
la norme des jets le long de ¢ 5. Le calcul du quotient (5Nt 4)/tp (voir, par exemple,
p. 33 de [7]) fournit alors une constante ci9 telle que xg < c¢19 max {1,logdeg B}
ou le degré est relatif & un plongement (quelconque) de A dans un espace projectif.
Il ne reste plus qu’a observer que logdeg B est du méme ordre de grandeur que
la hauteur de tp (voir, par exemple, le lemme 4.8 de [16]), elle-méme majorée par
coo max {1, h(V)} pour une certaine constante ca.

4.2.2. Avant de passer aux estimations archimédiennes, nous aurons besoin d’une
conséquence (qui en est aussi une généralisation en quelque sorte) du corollaire @
Soit maintenant P un polynome de l'espace E, considéré au § et ' := Po
XD (G, x@)(C,,) | application associée & P en la place vo, définie par ([L4). Soit £ € N,
z un vecteur de 7, d’exponentielle K-rationnelle et zp un élément de tg, (K) ~ K
(le corps K est plongé dans K,,). Dans I’énoncé qui va suivre, nous supposerons
que F s’annule & lordre ¢ le long de W au point (2, z), ou, en d’autres termes :

(36) Vi= (ig,...,ig—¢) € NW Ji| <¢ 1, DL F(z,2)=0

(si £ = 0 cette condition est vide). Pour chaque entier ¢ € {1,...,n}, nous fixons
un entier ¢; de 'ensemble {0, ..., N;} pour lequel 0y, ;.,(z) # 0.

Lemme 4.10. Dans ces conditions, étant donné un multiplet (1o,...,7g—¢) de
longueur ¢, le coefficient de Taylor tordu

To .. PDl9t
1 D2 -+ Dy, ',

37 ™
(37) [[i Ouvosies ()P Tl 4!

F(z, 2),

appartient a K.

Démonstration. Nous allons utiliser les formules de translations sur le groupe
algébrique G(K,,) pour nous ramener en 0*. Soit @ le polynéme défini par

~ P (20) 15 N
(38) QXi, X)) = Y a2 [ [ AD (i, (2), Xi)
R !

Ao
-
0 i=1

“1l s’agit de « l’astuce d’Anderson-Baker-Coates » (voir, par exemple, la démonstration du
lemme 13 de [15]).
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ot (A®),_;...,, sont les multiplets de polynomes représentant les formules d’addition
sur Gk, au voisinage de z = exp, () (voir § B.1). La formule de Leibniz et
Phypothese (B6) montrent que le coefficient (B]) égale

Do - D, F(zo+ 2,2+ 7))
(39) P (L .
T0: " Tg—t: Hz 1 Ovo i (z+ 2 ) [(2,2)=(0,0)

Or, par définition,

Boii(z+2)  AD (Woic,(2),0004(2))
911071',&' (Z + 2 Ag) (\I/vo,i,si (Z), @oni (Z’))

~—

pour 2’ proche de 0, donc

F(zo + 29,2+ 2")
H?:l 9U077:a5i (Z + ZI)Dl

> paPa (20 + ) [ [ AW (Wag i, (2), 91}0,1'(2'))&)
A i=1
1

. ) '
H?:l AEZz (\Ijvoqiﬁi (Z)a ®vo,i(zl))Di

En dérivant par rapport a z{), on a

D < F(zo + 2,2+ 2")
[I

70! \Timy Ovoies (2 + 2020 ) LTIy A (W ic (2), O i(27)) P

Cette égalité implique en particulier que les dérivées DWF@ - (0) pour |i| < ¢ — 19

sont toutes nulles. En appliquant alors ’opérateur

Dyl Dyt (! Ty4!)

Wyt

aux deux membres puis, a nouveau, la formule de Leibniz pour le second, on déduit
Iégalité

1 Do ... Dot
wo o=t o .
H?:l Gvo,i,gi (Z)Dl 7-0! e Tgft- P, o(an )
(40) N
- ! Dy, Dy = . (0)
H?:l (A‘(ell) (\Pv01i7€i (Z)v (1 0 0)))D1 Tl! T Tg—t! Q,vo

Maintenant, par choix de z, chacune des coordonnées de U, ; ., (z) appartient a K,

ainsi bien sur que les coefficients des polynémes A( ) et des polyndmes des formules
différentielles vérifiées par les 6y, ,; en 0 (rappelons que ©,,,:(0) = (1,0,...,0)).
Par suite, le membre de droite de (@) est clairement un élément de K, ce qui
démontre le lemme. (|

En chemin, nous avons montré que le polynéme @ satisfaisait aux hypotheses du
corollaire [I.. De I'égalité (id) et d’une estimation immédiate des coefficients de Q
découle alors la

Proposition 4.11. Avec les notations et hypothéses ci-dessus et siv tm, la valeur
absolue v-adique du coefficient (@) est majorée par

max {|pxlo }H M(Z) CSDimaX LP(TU)(Z )
P 0< <N Ougives " Ao !~ A0 0 »
w )
><H||w1 “ngv ) H )
D;
i=1 (WUU7i1€i(z)’(170""’0))|v
Si v | m la majoration ci-dessus reste vraie en remplagant ngv(ﬁv)fe par

cg'l"Dl"_""’_D" ou co1 est une constante > 1.
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Des estimations du méme type aux places archimédiennes sont plus rudimentaires
et font I'objet du paragraphe suivant.

4.3. Estimations archimédiennes de coefficients de Taylor. Dans tout ce
paragraphe, v est une place archimédienne de K. Nous voulons obtenir ici une
majoration du coefficient tordu (@) en la place v. Commencons tout d’abord par
noter le

Lemme 4.12. [l existe une constante cao telle que soit vérifiée la propriété suivante.

Soit A = (A,..., ) € NVFL oo 5 NVt 2 = (24,...,2,) un vecteur de
ta(Cy), £ = (f1,..., fg) une base de t¢(C,) et T = (71,...,74) € N9. Pour chaque
entier i € {1,...,n}, considérons ¢; € {0, ..., N;} un entier pour lequel 0, ; c,(z) #

0. Alors la valeur absolue du coefficient de Taylor

DF (17 o>
—r [Twi. | )

T o\i=1
est majorée par

g n
+A .
e T 0 ||Og;g>§v{
=1 -

i=1

Do ()

U,i,&i

}022|>\i
v

Ce résultat quoique technique ne pose aucune difficulté particuliere lorsque 1'on

se rappelle que pour chaque i € {1,...,n} anneau

k[Wo,ie,] = k[(0u,i,5/ 00, )o<i<n]
est stable par dérivation le long d’un vecteur de tg (k). Il faut cependant observer
que la constante cos est bien indépendante de la base f choisie. Mais cela se voit
immédiatement en écrivant les vecteurs f;/|| f;]|» dans une base orthonormée quel-
conque de tg(C,) (qui, elle, ne dépend que G et de la norme sur tg(C,)) et en
majorant leurs composantes par 1.

Maintenant, considérons une situation semblable a celle du dernier énoncé du
paragraphe précédent. Etant donné un polynéme P € FE, un entier £ € N et
un vecteur (2o, 2) € tgoxa(Cy,) d’exponentielle K-rationnelle, il s’agit, sous I'hy-
pothese d’annulation () de donner une borne du coefficient de Taylor tordu @)
La réponse se trouve aussitot dans I'égalité (i) (qui repose sur les formules d’ad-
dition « explicites » de G) et le lemme , ce qui conduit a la

Proposition 4.13. Il existe une constante cag > 1 ayant la propriété suivante.
Pour toute place archimédienne v et avec les notations et hypothéses ci-dessus, la
valeur absolue v-adique du nombre B7) (|7| =€) est majorée par

g—

t
1
T+log Do+D1+---+Dy, T T
ey loE Do+ D (_leiv>mgx{|px|u}n;gx{HPA&”’(zO)v}
= 1 = Ovo.i.j casli
11— HmN{ B ) } |
AL (e, (2), (150522 0))| i R

Remarque 4.14. Le logarithme de Dy qui apparait en exposant de ca3 provient
simplement de la dimension de E (qui vaut H(Go X G; Dy, ..., Dy)).

4.4. Construction du polynéme auxiliaire. Soit T I’ensemble défini au début
du § 1. Soit E Vespace vectoriel quotient (k[P]/I(Go x G))p introduit au § B.3

—dim F .
et F' le sous-espace de Q défini par

dim E

(42) F = {(pA)A €Q ; V(s t) €T, Zpﬂ)gv(@*)(s(l,u)) = o}
A
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olt ©* est une notation abrégée pour

n n N;
(43) Py, H 61)1\5,1 =Py, H H 91/1\;,;,]

i=1 i=15=0
(A = (Mi0y---,Ain;) est un multiplet de longueur D;). En d’autres termes, cet
espace s'identifie & I’ensemble des polynémes P de E ®,, Q tel que, pour tout
(s,t) € T, la dérivée Dt Fp,, (s, su) est nulle. Nous savons que F n’est pas réduit
4 {0}. En effet, le systéme linéaire d’équations définissant F a été étudié au § @
et nous avons vu que son rang p était majoré par 03/2%%(6'0 x G;D{,...,Dy).
Or, d'une part, le rapport So/S est inférieur & 1/C§ (choix des parametres) et,
d’autre part, comme les parametres D;, 0 < i < n, ne sont pas tous nuls, il existe
une constante co4 telle que (G X G; DY, ..., D)) < cog dim E. Nous en déduisons
que p < (dim E)/2 (pourvu que Cj soit assez grand) et donc dim F' > (dim E)/2.
Dans ces conditions, le lemme de Siegel absolu énoncé au § @ fournit naturellement
un élément de F'\ {0} de « petite » hauteur, et, plus précisément, on a la

Proposition 4.15. Il existe une constante ca5 > 1 et une famille (pa)x € F \ {0}
de hauteur (logarithmique absolue) L? majorée par

c25 <log Do + max {Di} +X((Py)) + ; D; L {h(spi)}

+ T(l + XH + hLz(’wl) —+ -4 hLz(wg_t))> .

L’élément (px)a représente les coefficients du polyndéme auxiliaire P que 1'on
cherchait & construire (ainsi les notations (px)x et P sont-elles désormais fixées
jusqu’a la fin de la preuve des théoremes E et ) Par la suite nous supposerons
qu’un des coefficients px vaut 1 (ce qui est loisible puisque la hauteur L? est projec-
tive), si bien que chacun des termes locaux intervenant dans hpz((px)) est positif.

Démonstration de la proposition . Comme nous l'avons mentionné ci-dessus,
c’est le lemme qui fournit I’élément (px)a de F'\ {0} recherché. Sa hauteur est
majorée par h(F')/(dim F')+log(dim F') (en prenant le vecteur de hauteur minimale
parmi ceux de la base apportée par ce lemme). La principale difficulté est d’évaluer
soigneusement la hauteur de F' pour ne pas faire apparaitre un terme en 7T log(T).

Pour un multi-indice A comme ci-dessus et (s,t) € T, considérons un entier
€i,s € {0,...,N;} pour lequel 6y, (su) # 0. Posons €5 := (€1,5,...,6n,s) €t
désignons par ay (st le nombre algébrique (élément de K C K, )

1
Ax,(s,t) = ED&/ (U ..) (s,su)

N A . , n A . L,
ot W7 _ est une notation condensée pour Py, [[;_; Wi ier - Légalité

A D; A
(44) 9710 - <H 9'”011-7575,5> X qjvo,ss’
=1

la formule de Leibniz et le fait que T contienne & (s,t) fixé tous les (s,t’) avec
[t'| < |t| permettent de décrire F avec les équations

V(Sat> € Tv ZPAGA,(s,t) =0.
A

Parmi ces équations, choisissons-en codimF' = dimFE — dim F' linéairement
indépendantes et formons alors la matrice F & dim E' lignes et codim F' colonnes
constituée des ay (st correspondants. De la sorte, F est de rang maximal et les
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vecteurs colonnes C1, . .., Ceodim F de F forment une base de 'orthogonal F Lde F
(pour le produit scalaire usuel). La formule de dualité de Schmidt* h(F) = h(F+)
permet alors de calculer la hauteur de F' au moyen de ces vecteurs colonnes. Les

. .. . —~dim E . -
coordonnées de Pliicker (dans la base canonique de Q " ) des produits extérieurs
C1 A -+ A Ceodim F conduisent a ’égalité

1/2
h(F):[K%Q] > [K,:R]log <Z|detF0|§>

g:K—C Fo
1
—_— K,: 1 det F
+ K : Q] Z[ vt Q) Ogn}lﬁx{l et Folo}
ou Fo parcourt les mineurs maximaux (codim F' X codim F') de la matrice F. Nous
appellerons hoo (F') (resp. h¢(F')) la premiere (resp. la seconde) somme du membre
de droite de cette égalité.
Etant donné une place archimédienne ¢ de K et un tel mineur Fg, I'inégalité de

Hadamard entraine

vtoo

codim F’
[detFolo < ] ICills
i=1
(les colonnes de Fy étant en norme plus petites que celles de F). Comme il y a
(3;2 1€) mineurs maximaux possibles pour F, on obtient
1 dim £
4 hoo(F) < Noo 1.2 s =1 .
(4 (F) < 3 hogallon o) + 5108 (G 7

(s,%)

(la notation h 1,2 signifie que nous n’avons pris que la somme portant sur les places
archimédiennes de K des normes L? des vecteurs (a A (s,6))A). Le lemme fournit
un majorant de chacun des |a)‘7(51t) |o et donc une estimation de la somme ci-dessus.

En ce qui concerne I'estimation du déterminant det Fy en une place ultramétrique
v, nous constatons qu’il n’est pas possible d’utiliser en 1’état la proposition
puisque les coefficients de la matrice Fo ne proviennent pas (a priori) de polynomes
qui s’annulent aux ordres de dérivations précédents. Nous allons donc faire ap-
paraitre de tels polynémes en procédant de la maniere suivante. Considérons
une colonne (s,t) de Fy telle que la longueur de t soit maximale et notons
Ly, ..., Leodim F les lignes du mineur Fy, qui, elles-mémes, correspondent (respec-
tivement) aux lignes A;,, ..., Ai_ 4 » de F. Si nous supprimons la colonne (s,t) de
Fo, les lignes Zj de la matrice restante (j est un entier compris entre 1 et codim F,
et E]- = (a,\ij7(s,t/))t/¢t) sont liées sur Q et il est possible de trouver une relation
de dépendance linéaire entre ces lignes sur K NO, avec au moins un des coeflicients
égal a 1. Pour cela, il suffit de considérer une relation sur Ok puis de diviser par
le coefficient dont la valeur absolue v-adique est minimale (non nulle). Autrement
dit, il existe jo € {1,...,codim F} et (a;);zj, € (K N Oy)dmF—1 tels que

~ codim F' ~
Ljo = Z Oéij .
i=1
J#30

Ainsi, en soustrayant > o QL ala j&me ligne de Fo, nous obtenons une matrice
de méme déterminant que Fy et dont la jgme ligne est composée de zéros sauf a la
position (s,t) ol le coefficient est

Elsit) 7= Aniy (o) — D QA (s0)
J#Jjo

*Voir [29].
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Par conséquent, la valeur absolue v-adique de det Fg est égale a |£(s¢)|, multiplié

par la valeur absolue du déterminant d’un mineur }NWO de taille codim F' — 1 de la
matrice F & laquelle on a retiré la colonne (s,t) et la ligne jo. Soit (ga)a 1’élément
de K4mE défini par Wy, = 1, A, =~y sije{l,...,codimF}\ {jo} et g =0
si Ly n’est pas une ligne de Fy. Le polynéome @ correspondant & ces coordonnées

vérifie
D&: (Z q)\\Pl)}‘0765> (s,su) =0
A

pour tout t' € N4mW de longueur strictement inférieure a [t| (puisque |t| a été
choisi maximal). En particulier 1’égalité @) et la formule de Leibniz entrainent,
pour tout [t'| < [t|, DL Fy v, (s, su) = 0 et

1 Dt

g(s,t) = n D. _Tv

[Ti=1 Ovoies , (s0) P00t
La proposition peut donc s’appliquer a &4y, ce qui fournit une majora-
tion de [{(¢)|v (indépendante de la taille v-adique des coefficients de Q). En

FQu (s, 5u) -

opérant de la méme maniere pour FO, nous déduisons par récurrence immédiate
que | det Fgl, s’écrit comme un produit HfﬁimF |€(s:,) v Ol chacun des &g, ¢, est
borné comme dans la formule ([tI]) de la proposition . La majoration du loga-
rithme de maxg, {| det Fo|,} qui en découle (valable pour toute place ultramétrique
v) et Vinégalité archimédienne ({) entrainent alors la proposition [£13.

(]

4.5. Extrapolation. Etant donné (s,7) € Nx N4™W et P le polynéme construit
au paragraphe précédent, nous disposons d’un coefficient de Taylor tordu

1 D7, .
(46) Hn Ops 10 () D" P (P o eXP(ngG)(ch)) (s,s5u) (voir (@))-
i=1 YV0,%:& :

Pour une raison technique qui apparaitra a la fin de la preuve de la proposition
(p. BU), nous supposerons que ¢; € {0,..., N;} est choisi de telle sorte que

|9U01i75i(8u)|1}0 = Oggl‘%)l{\/i {|9U01i7j(8u)|vo}'

En particulier 6,, ;¢ (su) # 0. D’aprés le lemme .7 et le choix des parameétres
(voir I'inégalité O du lemme [L.1)), il existe un couple (s, T) avec 0 < s < (g +1)S
et |7| < (¢ + 1)T pour lequel le nombre (fif]) est non nul. Parmi ces couples,
choisissons-en un tel que (s, |7|) soit minimal pour 'ordre lexicographique dans
N2, et notons « le terme (@) correspondant. On notera que par construction de
P on a nécessairement s > Sy + 1 et « € K (lemme ) Les propositions
et apportent des estimations de ||, en toutes les places v de K et, par suite,
de la hauteur de Weil de a.

Considérons une place quelconque de K au-dessus de vy, place que nous noterons
encore vg. Nous allons donner ici une majoration de |/, qui dépend de la distance
dy, (u, V) de sorte que si celle-ci est « trop petite », il y aura une contradiction avec
la formule du produit.

Inventée par A. Baker, la démarche consiste & déplacer la question sur une droite
de W. Plus précisément, si @ est un élément de V ® C,, tel que d,,(u,V) =
|l = @]y, 11 revient au méme — modulo un terme d’erreur linéaire en d,,, (u, V') —
de majorer (i) avec (s, st) au lieu de (s,su) (sous réserve, dans le cas p-adique,
d’avoir vérifié que u appartenait bien & 7,,). Le point remarquable est alors le
suivant. La fonction analytique définie dans le disque unité de C,, par

T

o _
f-(2) = — (Po eXP(GoxG)(CUO)) (z, z)
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admet des dérivées (divisées) qui sont elles-mémes des combinaisons linéaires tres
simples des fr/, avec |7/| = |T|+ordre de dérivation, car (1,u) € W ® C,,. Un
lemme d’interpolation permet alors de majorer aisément |f-(s)|,, en fonction des
valeurs | f7 (S0)]v, pour 0 < 59 < Sp et |[7| < 2(g+ 1)T.

Ce schéma de démonstration ne dépend pas vraiment de la nature, archimédienne
ou p-adique, de la place vg. Néanmoins, il me semble préférable dans un souci de
clarté pour la présentation de distinguer ces deux cas.

4.5.1. vy archimédienne. Avant d’énoncer la proposition principale, commengons
par quelques résultats préliminaires usuels dans ce contexte.

Lemme 4.16. Il existe une constante cog > 1 ayant la propriété suivante. Soit
z = (20,...,2n) € tGo(Cuy) B tc(Cug)s A = Moy A1se.oy An) € N x [[1, NVt ¢t
h = (ho,...,hg—) € NUW_ Alors la valeur absolue du coefficient ;D% O*(z) est
magjorée par

h[+|A h
\ \+| \ H”w]HUO max{'h |p( o)( 0)

J=1

}wp{%§jMM1+uamw}

i=1
(voir (B3) pour la définition de O*).

La preuve de ce lemme est essentiellement la méme que celle du lemme en
tenant compte de I'inégalité ([[F).

Soit m € N, h € NImW ot f = Fp,, la fonction associée & P. Soit également
(comme dans l'introduction) @ un vecteur de V ®,, C pour lequel d,,(u,V) =
||w — |y, - Le théoréeme des accroissements finis appliqué & la fonction

1 ~
T — |DhF(m,mu+zm(u—u))

h!
de la variable réelle x € [0, 1] entraine alors immédiatement le

Lemme 4.17. (Comparer avec le lemme 8 de [15]). 1l existe une constante ca7 > 1
ayant la propriété suivante. Avec les notations ci-dessus, la valeur absolue de la
différence

1 1
—DR F(m, mu) — —DB F(m, mu)

h! h!
est majorée par
g—t
T+log(D ;
cap oE0) max {[palu, } LT llewsli ) mdu, (u, V)
j=1
X max{ FP(hO)(m)’} X exp {027 ZDi(l + m|ui|’uo)pi}
i=1

pourvy que dy, (u, V) < 1.

Nous aurons aussi besoin du lemme d’interpolation suivant, dd a Wald-
schmidt [32]. Si z est un nombre réel positif et f une fonction définie sur le disque
fermé D(0,z) = {z € C; |z| < x}, on note |f|, la borne supérieure des |f(2)],
z € D(0,x).

Lemme 4.18. Soit S1,11 des entiers naturels strictement positifs et R > r > 257
des nombres réels. Soit f une fonction analytique (d’une variable complexe) dans
le disque D(0,R). Alors on a

S () s () L5 ()
r=VIRLR Sp osner, |7l

0<m< Sy
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De la sorte, pour m < S et au moyen des inégalités du lemme @, le majorant
du lemme s’écrit plus simplement

m)iiX {IPAlvo } mja,x {1, ijHvo}CQSTeCQSUdvo (u, V)

pour une certaine constante cag > 1 et ol j parcourt I’ensemble {1,...,g — t}.
Le résultat central de ce paragraphe est le suivant.

Proposition 4.19. Supposons que logd,,(u,V) < —C3U. Alors

_ CoT
laly, <e UmgX{lpxlvo}maX{l, lwillogs -5 lwg—tllog} " -
Démonstration. Soit f: C — C la fonction entiere définie par
1 ~
f(z) = ;D:‘,F(zz,zu) .
Soit x := (zg = 1,21,...,24—¢) les coordonnées de (1, %) dans la base w. La hauteur

L2 de w; est projective et quitte & multiplier w; par un entier assez grand* (pour
1 < i < g —t), nous pouvons supposer que |z;| < 1. Pour tout entier ¢ > 0, la
dérivée (4™ de f vérifie la formule

£ N . prH
Doy (") B ke
2! J (r+j)!

jendim W
ll=¢

et donc il existe une constante cag > 1 telle que

f(é)(So) T DJ
A < —w m
(47) 285 {‘ 7 } S e MAX | F(s0, sott)
S0=%0

Si 'on remplace u par u dans le membre de droite de cette inégalité, le terme
obtenu est nul par construction de F'. Par conséquent, le lemme de comparaison
entraine la majoration

(e
max
e<(g+1)T i

s0<5So

2
b= eS8 o (1 s )

De méme, le lemme conduit & la majoration
1

e < ma {pa o, (/S CoPORI) o o {| L o )
A Ao To! 70

(48) Izl <R {

|

valide pour tout nombre réel R € [1,d,,(u,V)™!]. En prenant R := 2e¢(g + 1)S,
nous constatons que le produit des deux dernieres quantités de la premiere ligne
du membre de droite de ({k§) est inférieure & eV, ce qui fournit la majoration plus
simple

x mae [ o } 7

[flr < max {|pxfu, } max {1, lwjllug 3" e

Mentionnons que pour cela nous avons utilisé les inégalités O et [0 du lemme Q
Choisissons T := (g + 1)T, S1 := Sp, r := s et appliquons le lemme d’interpola-
tion J.1§ & ces données et a la fonction f. Il vient

[£(s)] < e max {|px[} max {1, [

*Par exemple, 2max {1, [|z1|], ..., [|zg—¢|]} convient. Cette astuce ne dépend que de la place
v sur k (et non du choix de la place de K au-dessus de vp).
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(rappelons que r/S; = s/So < S/Sy < C), puis, par une seconde application du
lemme de comparaison , nous obtenons

1, c33T
;DWF(S, su) } .

< 27 mauc {|pa]y max {1,y g

La borne pour |al,, se déduit de cette inégalité via la minoration de [0y, 4., (su)]
donnée par I'inégalité (LJ) (p. [Ld) et grace au choix de &;. O

4.5.2. vy ultramétrique. Considérons le nombre algébrique a introduit au début du
paragraphe [L.§. La condition de minimalité sur (s, |7|) implique que a est aussi
égal a

(49) ?_—“;rv <Zp)\\Pi‘010> (s, su)

A

o1, comme dans la démonstration de la proposition [£.15, ¥ UO o désigne

Py, (20 H\I/Wo .

Dans la suite, nous noterons F la somme des Da ‘I’i‘o,o- L’écriture (@) pour « s’avere
plus commode dans le cas ultramétrique car I’on connait un développement en série

de \Ilvo o, qui converge sur le disque ouvert D(0,rp) :
g ai)\ i
VA, 3(ain)i € OF 5 ‘I’vo 0(2) = Py (20) <Z TZ>
iENs
lorsque z = (21, . . ., 24) désigne les coordonnées de z € D(0,1,) dans la base e (rap-

pelons que c’est précisément le choix de cette base qui assure 'intégralité des coef-
ficients a; x, voir § [[.1)). Nous avons conservé Py, (o) intact dans ce développement
pour des raisons pratiques afin de ne pas mélanger les coefficients de Py, (qui n’ap-
partiennent pas nécessairement a O,,) avec les a;x € O,,. Pour tout multiplet
h = (ho,h’) € N x N9 et tout élément (29, 2) € tg,(Cay,) x D(0,7}), nous obtenons
alors

(hO)
Dh P aiﬁ)\ i—h’
(50) ZO; Zp)\ (1 — h/)!z

(i parcourt {(i1,...,iy) € N5 Vj € {1,...,g}, i; > h’;}). Pour j un entier naturel,
notons o,(j) la somme des chiffres de j écrit en base p (le nombre premier p est
la caractéristique résiduelle de vg). On sait que la valuation p-adique de j! est
(j —0op(43))/(p — 1) ce qui entraine |j!|,, > 7, et, plus généralement, pour i € N9,
iy, > rllji‘ si bien que |z'/i!l,, < 1 pour z € D(0,7,). De I'égalité (BO)) et de
I'inégalité ultramétrique se déduit la majoration

Vo }

valide pour tout (z0,2) € tg,(Cy) x D(0,7p). Cette inégalité se généralise
immédiatement & une base quelconque €' = (eg,...,ey) de tgyxc(Cy,) en mul-

P (z0)

(51) ‘—F 20, % h0|

< mgx{IpxluU}H;%X{

Vo

tipliant le membre de droite par J[f_, He;HZg De la méme fagon, estimation

. . i|—1
17— 2| < ||z = 2 [|op max {[|2ug, | [}

conduit au lemme de comparaison suivant.
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Lemme 4.20. Supposons que dy,(u,V) = ||u — ||y, est strictement inférieur a
rp. Alors, pour tout couple (m,h) € N x NIW 16 valeur absolue de la différence

Dh = D ~ o
TEF(m,mu) — 3¢ F(m, mu) est majorée par
P(ho)(m) g-—t
} LT 1wl > dug (u, V)
j=1

Ao
ho!
La condition |u — |y, < 7p équivaut a |[ull,, < 7p (puisque [|ully, < 1) et
assure de la sorte la cohérence de 1’énoncé.
Enfin, comme dans le cas archimédien, nous aurons besoin d’un lemme d’inter-
polation (en une variable), di & Roy [26].

max {[palu, } ng%X{

Lemme 4.21. Soit S1,T1 des entiers > 1 et R > r > 1 des nombres réels. Posons
o= Sl — Up(Sl) + log81
p—1 logp
Soit f : D(0,R) — C,, une fonction analytique. Alors
Si4+1)T)
e~ en fMm)) (1)
r(S1+1)T1 sp max ogi)él h! ’ ﬁ |f|R '

0<h<Ty

Démonstration. 11 s’agit d’un cas tres particulier du corollaire 1.2 de [26] qui avait
été conjecturé par P. Robba en 1978. Avec les notations de cet article, choisis-
sons K = Cp,n=p=1FE =Q ={0,....,5}, L = M = (S + 1)1.
L’énoncé de Roy donne le résultat avec A(FE)6(E) & la place de p~", ou A(E) =
minger [ e py (o [V = Zloo €t 6(E) = mingsyep [y — [y, En observant que

S1—0p(S1) [10g51]

A(E) = |91 = [plog " et 6(E) = |plu,™" 7,
on a A(E)S(E) = ply, =p~" m

Ces préliminaires a ’extrapolation étant acquis, nous allons étre en mesure de
démontrer la

Proposition 4.22. Supposons que logdy,(u,V) < —Cg(1 + (logr, ')/ logt)U.
Alors
_ CoT
o, < e Umgx{lpﬂvo}mj&tx{lvij||vm} .

Démonstration. Elle suit d’assez pres celle de la proposition en comportant
néanmoins quelques variantes liées, en particulier, a la finitude du rayon de conver-
gence de l'exponentielle p-adique. Soit D, = {z € Cp,2u € Z,,} et f: D, — C,
la fonction définie par f(z) = %D@Fv(z,zﬂ). L’hypothese logd,, (u, V) < —C3U
entraine la majoration ||u — @||y, < ||vllv, et done ||ully, = ||@]|ve, ce qui assure
I’analycité de f sur D,. Les dérivées de cette application vérifient la méme for-
mule que dans le cas archimédien et la majoration ([{7) est vraie avec cpg = 1. Le

lemme entraine alors

(52)
£ (s9) P (s0)
o Jnax {’ U smax{[palo,} max ol dy, (u, V)
0<e<(g+1)T vo ho<(g+1)T vo
s0<So
x max {1, [[wiflugs - - s [lwg—tlue 7D
2(g+1)T
< max {[pa g ma {1, e o, Y

x exp {—C3(1+ (logr,')/logr)U} -
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En outre, de I'inégalité (@) et de la remarque qui suit, nous déduisons la majoration
plmo) (20) g—t
by 0 )
: T treslizz
vo Jj=1

valide pour tout R dans l'intervalle [0, # [ En appliquant le lemme d’interpola-

g < max {[palu, } max {

To!
[zo| <R
lvo

tion [t.2] avec Sy := So, Ty := (g+1)T, r:=1 et R:= vr ' ala fonction f :=f. Le
nombre k = (So — 0,(50))/(p — 1) + [log So/log p] de ce lemme est naturellement
majoré par So/(p — 1) + (log Sp)/ logp et le choix des parametres entraine

pret T < (T;I)(QH)TSer < exp {03/2(1 + (log rgl)/logt)U} .

De la sorte, et grace a ’estimation (@), nous obtenons

¢
POEDT s {’f()(So) }
0<sp<Sg 0!
0<0<(g+1)T o

< max{|P>\|v0} mj?lX{l, ||ijv0}2(g+1)Te_CoU .

Et par ailleurs nous avons

LN (So+D)(g+ )T
K(g+1)T (_>
P R

< max {[palv, } max {1, [|w; [,

Le lemme implique alors

[(s)] < Il < mgx{lpxlm}m?x{llel\vo}

|flr

}2(g+1)T€_Cé/2U )

034Te—CS/ZU

et nous concluons avec le lemme [.2(. O

4.6. Fin de la démonstration. Comme nous ’avons vu, le nombre algébrique «
introduit au paragraphe précédent est non nul et satisfait donc a la formule (du
produit) :

[Kv : Qv] [KU : Qv]
(53) Y. Tt loglal, ==Y S loglal, -
v pla’:ﬁ):e K [K : Q] v|vo [K . Q]

D’apres les propositions et (appliquées avec (zo,z) = (s, su)), il existe une
constante css telle que le membre de gauche soit majoré par

(54) C35 <T(XH + i hiz(wi)) + h(P) + Z Dih(spi) + N((PAO))> '

Au passage, il faut noter qu’apparait dans le majorant du membre de gauche de (@)
la quantité

(55) 1 1 !

: 08—
[K:Q] 4~ ‘Ag) (ugie;(su),(1:0:---:0))

ie{1,...,m}

qui, en vertu de la formule du produit, vaut

)
Vo

g 210 A0 e (). (1:0:-:0))
=1

expression qui elle-méme est plus petite que g6 >, Di(h(sp;) + 1) pour une cer-
taine constante czg > 1. La somme (@) ci-dessus est donc bien comprise dans le
majorant (@) Par construction, nous disposons d’une majoration de la somme des
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hyz2(w;) (voir § @) ainsi que de la hauteur de P, donnée par la proposition .
En vertu du lemme Eg}a quantité x g est bornée. Les lemmes @ et @ montrent
alors que la quantité (p4) est majorée par U/(CyD). Quant au membre de droite
de T'égalité (F3), il est minoré par U/D — h(P) — Co 3 ; hi2(w;) > U/(2D) des
lors que log dy, (u, V) < —=C§U (resp. logdy, (u,V) < —C§(1 + (logr,')/logr)U)
si vg est archimédienne (resp. ultramétrique). Nous constatons alors une contradic-
tion avec le majorant U/(CyD). Ce qui conclut la démonstration des théorémes [[.9
et [ (en observant pour ce dernier que le terme 1+ (log ')/ logt est majoré par
cs7log(t + 1)/ logt pour une certaine constante absolue cz7).
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