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Abstract

Two simple equations give the minimal modelisation of the acous-
tical behaviour of woodwind instruments. We discuss the predictions
of these equations on the characteristics of the small oscillations, in
particular their quasisinusoidal character or finite harmonic content,
and stability. We show that, instead of predicting a unique and simple
standard behaviour, they introduce a whole series of possible cases,
depending on the characteristics of the non linearity and of the res-
onator.

1 Introduction: modèle minimal

Le modèle à non linéarités parfaitement localisées est probablement celui qui
permet la description la plus simple d’un instrument à vent. Dans ce dernier
on distingue deux éléments: le résonateur lui même, qui fonctionne en régime
linéaire mais qui, du fait de la propagation des ondes acoustiques en son
sein, introduit des retards; l’excitateur non linéaire qui injecte l’énergie dans
le résonateur. Ce dernier peut être régi par une équation non linéaire com-
pliquée, mais n’introduit aucun retard. Si l’on note p(t) la pression acoustique
dans le résonateur au point où il est couplé à l’excitateur, et f(t) le débit
acoustique en ce point, les équations correspondant à ce “modèle minimal”
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s’écrivent [1], [2], [3], [4]:
{

p(ω) = Z(ω)f(ω)
f(t) = F [p(t)]

(1)

où p(ω) est la transformée de Fourier de p(t), Z(ω) l’impédance acoustique
du résonateur et F la fonction non linéaire donnant le débit en fonction
de la pression. Dans le domaine temporel, la première équation se réécrit
instantanément comme une intégrale de convolution faisant intervenir p(t)
et la transformée de Fourier1 G(t) de Z(ω). Dans l’étude qui suit, nous ne
ferons aucune hypothèse restrictive sur la forme de la fonction F , si ce n’est
qu’elle est suffisamment régulière pour être développable en série de Taylor:

F (po + p) = F0 + Ap + Bp2 + Cp3 + ..... (2)

Ici, p0 est par exemple la pression associée au point de fonctionnement du
système en l’absence d’oscillation (avant que le seuil d’oscillation ne soit
franchi) et F0 = F (p0); cette quantité est obtenue par intersection de la
courbe représentant la fonction F et de la droite d’équation p = Z0f et de
pente 1/Z0 passant par l’origine. Le paramètre A, qui donne la pente de
la courbe, joue le rôle de paramètre de contrôle; s’il est nul, l’excitateur ne
fournit aucun débit acoustique pour de petites variations de la pression in-
terne au résonateur, et donc aucune énergie: il est clair qu’aucune oscillation
ne peut se produire. Que se passe-t-il lorsque l’on fait crôitre ce paramètre?
Il serait naturel de s’attendre à un scénario très simple où, à partir d’une
certaine valeur de seuil pour A, des oscillations infiniment petites et quasi-
sinusöidales apparaissent, pour crôitre ensuite avec A et acquérir des com-
posantes de Fourier de plus en plus significatives. De fait, ce scénario est
tellement naturel que sa validité semble avoir été admise implicitement dans
la littérature. Mais nous allons voir qu’il est loin d’être évident, et que bien
d’autres cas peuvent se produire: par exemple, partant de zéro, le niveau
d’oscillation peut sauter à une valeur finie, et/ou les petites oscillations peu-
vent ne pas être quasi-sinusöidales et avoir un contenu harmonique fini.

Le plan de ce texte est le suivant: en premier lieu, nous étudions mathématiquement
les propriétés des petites oscillations quasi-sinusöidales qui sont solutions du
système (1), ainsi que les déplacements en fréquence associés à ces oscilla-
tions. Nous établissons ensuite les relations entre les coefficients A, B, C,

1G(t) est la réponse impulsionnelle du résonateur.
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etc. du développement de F qui permettent à de telles oscillations d’exister.
Enfin, nous examinons un certain nombre de cas particuliers et nous faisons
le lien avec des études précédentes comme celles de Maganza et coll. de
façon à dégager les lignes générales qui permettent de comprendre quels types
d’oscillations sont prévues par le système (1). Pour des raisons de limitation
d’espace, le présent texte ne fait qu’esquisser le sujet; un article plus détaillé
est en cours de rédaction.

2 Caractéristiques des petites oscillations

Introduisons les coefficients de Fourier xn de p(t) =
∑

xneinωt; le système (1),
avec la fonction non-linéaire (2), peut alors être ré-écrit sous la forme d’une
infinité d’équations[2]:
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∗

1 + x3x
∗

2 + ...]

+3C
[

|x1|
2 x1 + 2 |x2|

2 x1 + 2x0x
∗

1x2 + 2x0x
∗

2x3 + ...
]

+ ...

(A2 − A)x2 = [B + 3Cx0] x
2
1 + 2B [x3x

∗

1 + ...]

+3C
[

2 |x1|
2 x2 + |x2|

2 x2 + 2x0x
∗

1x3 + ...
]

+ ..

(A3 − A)x3 = 2B [x2x1 + ...] + Cx3
1 + 3C [x2

2x
∗

1 + 2x0x1x2 + ...] + ...
... = ...

(3)
Dans ce système, les admittances An sont en général complexes, mais les
coefficients A, B, C, etc. sont réels. Supposons maintenant que x1 soit
un infiniment petit ainsi que tous les autres xn (supposés d’ordre égal ou
supérieur). La première équation montre alors immédiatement que la quantité
(A1 − A) doit nécessairement être également infiniment petite: l’oscillation
ne peut apparâitre que lorsque la pente A est égale à l’admittance A1 du
résonnateur pour la fréquence d’apparition de l’oscillation, qui donne donc
nécessairement à A1 une valeur réelle. Supposons que nous nous trouvions
dans le cas général où, pour cette fréquence, A2 6= A1; la deuxième équation
de ce système implique alors que x2 est d’ordre 2 en x1. De même, d’après la
troisième équation, x3 est d’ordre 3 en x1 si A2 6= A1, et ainsi de suite. Dans
le cas général il existe donc des petites oscillations quasi-sinusöidales, dont le
contenu harmonique décrôit avec l’ordre, mais il nous reste à déterminer le do-
maine de ces petites oscillations. En effectuant une résolution des équations
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jusqu’à l’ordre trois en x1, on constate que seules les deux premières équations
interviennent, et que seuls les termes d’ordres 3 et inférieurs de la fonction
non-linéaire ont un rôle à jouer. Après calcul, il vient:

|x1|
2 =

(A1 − A
′

)(A2 − A
′

)

2 (B′)2 + 3C(A2 − A′)
(4)

avec les notations:

A
′

= A + 2Bx0 + 3Cx2

0 B
′

= B + 3Cx0 (5)

L’équation (4) impose comme condition d’existence des petites oscillations
que le second membre soit réel et positif. Exploitant cette condition, on
peut montrer que les différents types de bifurcations possibles, qui dépendent
des paramètres intervenant dans (4), sont ceux représentés sur la figure 1.
La même condition de réalité permet de calculer la fréquence des petites
oscillations quasi-sinusöidales; supposant que ω est proche d’une valeur de la
fréquence pour laquelle A1 est réel, et appelant Q le facteur de qualité de la
résonance correspondante pour l’impédance, nous posons:

A1 (ω) = A0

1

(

1 + iQ
δω

ω0

)

; A2 = A0

2r
+iA0

2i
; A = A0

1 (1 + δA) ; ω = ω0 (1 + δω)

(6)
et nous aboutissons à l’expression du déplaceemnt de fréquence:

δω

ω0

=
δA

QA0
1

×
2
(

B
′

)2

A0
2i

3C (A0
2i
)
2
+ (A0

2r − A0
1)
(

2 (B′)2 − 3C (A0
2r − A0

1)
) (7)

3 Cas particuliers

3.1 résonateur en peigne parfait

Reprenons le cas particulier de résonateur étudié par Maganza et coll. [6],
où les résonaces d’admittance ou d’impédance forment un peigne parfait et
satisfont, pour une fréquence correspondant à la moitié de celle d’aller et
retour des ondes sonores dans le tube cylindrique:

{

A2n+1 = 1/ǫ
A2n = ǫ

(8)
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Si l’on suppose que les xn sont les coefficients de Fourier d’un signal carré, on
peut alors montrer que toutes les équations (3) se dégénèrent en deux sous
systèmes, l’un pour les harmoniques pairs qui se réduit à l’équation relative
à la fréquence nulle n = 0) et l’autre pour les harmoniques impairs qui se
réduit à une seule équation:

a2 =
ε − A

′

C
(9)

où a représente la demie hauteur crête à crête du signal carré en question.
Suivant le signe de C, les petites oscillations carrées donnent donc lieu à
une bifurcation soit directe (C < 0), soit inverse (C > 0). Nous retrouvons
ainsi les résultats de Maganza et al., obtenus par une autre méthode, qui
montrent que c’est le terme cubique de la fonction non linéaire qui commande
le domaine d’existence des petites oscillations carrées. C’est un premier cas
particulier pour lequel il existe des petites oscillations stables non quasi-
sinusöidales.

3.2 un cas dégénéré

Nous avons étudié deux cas limite: celui où la pente A devient égale, soit à
l’une seule des admittances (A1 en l’occurrence), soit simultanément à toutes
les admittances des harmoniques impairs; le premier est plus général, tandis
que le second suppose des propriétés très particulières du résonateur. Nous
pouvons également étudier un cas intermédiaire où deux admittances, A1 et
A2 par exemple, sont égales (dégénérescence partielle), ce qui permet à A
d’atteindre simultanément les deux valeurs. Dans une telle situation, x1 et
x2 sont des infiniments petits du même ordre, et le calcul du §2 doit être
modifié en conséquence; le calcul doit être poussé plus loin pour inclure les
effets de x3 et de x4 (qui jouent maintenant le rôle précédemment joué par x2)
et l’on obtient une oscillation “quasi bisinusöidale”, stable ou instable selon
le signe d’une quantité qui dépend de C, A3 et A4. De façon analogue, on
trouverait pour des dégénérescences plus élevées du résonateur des régimes en
oscillations “quasi n sinusôidales” jusqu’à la limite n = ∞ où l’on retomberait
sur le cas du §3.1.
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4 Conclusion

Les systèmes d’équations (1) et (3) peuvent être exploités dans bien d’autres
cas; par exemple un cas intéressant est celui où le résonateur est supposé
ne posséder que deux pics d’impédance, les Zn étant tous strictement nuls
à partir du troisième harmonique et au delà. On peut alors non seule-
ment retrouver dans ce cas particulier les résultats plus généraux du §2,
mais aussi étudier les oscillations d’amplitude finie (en supposant toutefois le
résonateur parfaitement harmonique). Ceci permet la construction complète
d’un “diagramme de phase” donnant les caractéristiques des oscillations non
évanescentes.

La dynamique de l’anche permet également d’introduire une généralisation
intéressante. Dans beaucoup de cas, on retombe en fait sur des équations du
même type que (1), en réinterprétant toutefois le sens physique des grandeurs
qui y figurent (en particulier Z(ω) n’est plus l’impédance du résonateur mais
dépend des caractéristiques dynamiques de l’anche); cela permet d’appliquer
directement, presque sans changement, toutes les considérations qui précèdent.
Il existe toutefois des cas où la généralisation est moins triviale. Toutes ces
situations seront discutées en détail dans une publication future[5].
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