N

N

Introduction aux formes modulaires de Hilbert et a leur
propriétés différentielles.

Federico Pellarin

» To cite this version:

Federico Pellarin. Introduction aux formes modulaires de Hilbert et & leur propriétés différentielles..
Séminaires et congres, 2005, 12, pp.215-269. hal-00002264

HAL Id: hal-00002264
https://hal.science/hal-00002264v1
Submitted on 22 Jul 2004

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00002264v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

ccsd-00002264, version 1 - 22 Jul 2004

Introduction aux formes

modulaires de Hilbert et a leur

propriétés différentielles.

Federico Pellarin

Table des matiéres

1

Introduction.

1.1 Motivation et structure de ce texte. . . . . . . . . ..
1.2 Prélude : le cas elliptique. . . . . ... .. ... ...

Groupes modulaires de Hilbert.

2.1 Propriétés de base. . . . . ...
2.2 Une description de Xp. . . . . ... ... ...

Formes et fonctions modulaires de Hilbert.

3.1  Fonctions régulieres aux pointes. . . . . . . . . . ..

3.2 Propriétés de base des formes modulaires de Hilbert.

Exemples de formes modulaires de Hilbert.

4.1 Séries d’'Eisenstein. . . . . . . . .. ...
4.2 Fonctions thétas. . . . . . . . . .. ... ..
4.3 Lecasn=2détaillé. . . . . . . . .. ... ... ...

La forme parabolique O.

5.1 Un domaine fondamental éloigné du bord de H2. . . .
52 Lediviseurde ©. . . . . . ... ...

5.3  Structure d’un certain anneau de formes modulaires.

Propriétés différentielles de formes modulaires de Hilbert.

6.1 Opérateurs multilinéaires. . . . . . .. ... .. ...
6.2 Théoreme de structure pour K = Q(v/5). . . . . . . .
6.3 Polynomes différentiels. . . . . . . ... ... ... ..



6.4 Equations différentielles ayant des solutions modulaires. . . . . 53
6.5 L’anneau des formes modulaires de tout poids pour I', et sa
cloture algébrique. . . . .. ..o oo 59

1 Introduction.

Pour expliquer les motivations de cette série de six exposés, nous décrivons
brievement un théoreme de Nesterenko dans [19] (voir le texte [5] de Bosser
dans ce volume).

Posons ¢ = *™7 avec 7 un nombre complexe de partie imaginaire positive
(ot1 i désigne le nombre complexe v/—1), soient Fy(q), Ex(q), Fs(q) les séries
d’Eisenstein usuelles, de poids 2,4, 6 respectivement.

Théoréme 1 Siq # 0 alors le sous-corps de C engendré par q, Es(q), F4(q),
Es(q) a un degré de transcendance sur Q au moins 3.

La preuve de Nesterenko s’appuye sur la propriété suivante des séries
E,, E,, Es. Lopérateur de dérivation D = a4 fait de 'anneau Q[E,, Ey, Eg]
q

un anneau différentiel. Plus en particulier, nous avons :

1
1
DE, = g(E2E4 — Es) (1)
1
DE6 - §<E2E6 - Ez)
On remarque que :

Q[E27E47E6] = Q[E27DE27D2EQ]' (2)

La forme Fs(e*™7), quasi-modulaire de poids 2, contient donc toutes les
informations qui permettent d’accéder a une preuve du théoreme.

Dans ces exposés, nous voulons faire une introduction a des problemes
analogues, mais en deux ou plusieurs variables complexes.



1.1 Motivation et structure de ce texte.

Nous commencons par décrire les groupes modulaires de Hilbert et leur
action sur les produits de copies de demi-plans supérieurs complexes. Nous
faisons ensuite une courte introduction aux formes modulaires de Hilbert,
qui sont des formes modulaires de plusieurs variables complexes, associées a
des corps de nombres totalement réels : le nombre de variables est égal au
degré du corps. Nous construisons des formes modulaires de Hilbert : des
séries d’Eisenstein, et des séries théta.

Nous regardons ensuite les zéros de certaines formes modulaires de Hilbert,
par analogie avec le discriminant elliptique A = (E3 — E2)/1728 (de Jacobi),
qui est sans zéros pour |¢| < 1. La fonction Fy est égale a la dérivée logarith-
mique DA/A. Grace a (2), ceci permet de retrouver le systeme (1).

En deux ou plusieurs variables, nous observons qu’il n’existe pas de forme
modulaire de Hilbert sans zéros dans son domaine de définition, ce qui cons-
titue une difficulté dans la construction d’une généralisation du systeme (1).

De plus, en deux ou plusieurs variables, il existe une division importante
entre formes modulaires dites de poids paralléle et celles dites de poids non
paralléle, qui n’existe pas en une variable complexe.

Il s’avere que des généralisations partielles de la forme modulaire A de
Jacobi en plusieurs variables existent. Nous donnons un exemple explicite en
deux variables complexes : la forme modulaire ainsi construite permettra de
calculer explicitement un certain anneau de formes modulaires de Hilbert de
deux variables complexes.

En général, les structures d’anneaux (gradués) des formes modulaires
de Hilbert de poids parallele peuvent étre déterminées de plusieurs fagons.
La méthode la plus ancienne consiste a étudier des séries d’Eisenstein de
petit poids (le plus souvent de poids (1,...,1)), pour des sous-groupes de
congruence, tordues par des caracteres de Dirichlet, ou des séries thétas : ¢’est
la méthode introduite par Hecke, avec des contributions de Kloosterman,
Gotzky, Gundlach, Maass, Resnikoff. Les théoremes de structure les plus
précis concernent uniquement le cas des formes modulaires de Hilbert de
deux variables complexes.

Cette méthode a été remplacée ou complétée dans plusieurs cas par l'util-
isation de la géométrie des surfaces lorsque Hirzebruch a découvert comment
construire explicitement un modele désingularisé de compactifications de sur-
faces modulaires de Hilbert. On a alors pu utiliser la théorie de 'intersection
dans les surfaces, et déterminer explicitement des bases d’espaces vectoriels



de formes modulaires (i.e. sections de faisceaux inversibles). Le livre [8] con-
tient les fondations de cette technique.

Dans ces exposés nous proposons une méthode encore différente, qui con-
siste & exploiter les propriétés différentielles des formes modulaires (Jacobi,
Rankin, Resnikoff). En étudiant ces propriétés, nous décrivons completement
la structure de I’anneau des formes modulaires de Hilbert de poids parallele,
associées au corps Q(v/5). Apres avoir construit deux formes modulaires
2, X5 (de poids (2,2) et (5,5)), nous montrons que l'anneau des formes
modulaires de Hilbert de poids parallele

T(T) = @ M (1)

reN

pour le corps @(\/5) est un anneau de type fini, dont on peut déterminer ex-
plicitement la structure, et est engendré par les images de @9, x5 par certains
opérateurs différentiels que nous décrirons.

Par contre, nous montrons que I’anneau des formes modulaires de Hilbert
(de poids quelconque) associé a un corps quadratique réel K quelconque

L) = P M)

reN2

n’est pas un anneau de type fini, et ne peut méme pas étre engendré par les
images d’un ensemble fini de formes modulaires, par des opérateurs différen-
tiels.

Suivant Resnikoff, nous étudions le corps différentiel engendré par les
dérivées partielles d'une seule forme modulaire de Hilbert. Dans le cas de
K = Q(+/5), on verra que I'anneau engendré par toutes les dérivées partielles
de la forme modulaire ¢, est contenu dans un anneau de type fini, que l'on
décrira explicitement.

1.2 Prélude : le cas elliptique.

Une forme modulaire elliptique est par définition une forme modulaire
pour le groupe SLo(Z) (cf. [23] p. 135 ou [18]).

Proposition 1 Soit F' une forme modulaire elliptique non constante de poids
f. Alors :

1. La fonction fF(d*F/dz?) — (f + 1)(dF/dz)?* est une forme modulaire
de poids 2f + 4.



2. Les fonctions F, (dF/dz), (d*F/dz?), (d*F/dz?) sont algébriquement dé-
pendantes sur C.

3. Les fonctions F, (dF/dz), (d*F/dz?) sont algébriquement indépendantes
sur Q(e*™7).

Ceci est la proposition 1.1 p. 2 de [19] : ce résultat est di & Mahler, mais
s’appuie fortement sur des contributions de Hurwitz et Rankin. L’opérateur

FWﬁ(ZWU_Q<fF%;§-—Lf+1)<%§)2>

est une spécialisation des crochets de Rankin-Cohen ainsi définis. Pour deux
formes modulaires F, G de poids respectifs f, g :

1 a AfFn—=1\[(g+n—1 P (e
[F, Gl = (2mi)" Z<_1)< n-—r )< r )F( G,

r=0

ot F") désigne la dérivée r-ieme de F par rapport & la variable complexe z.
La forme modulaire [F, G]y, est de poids f + g+ 2n si elle est non nulle. Par
exemple, on a :

[F, Fla = (f +1)(2ni) > (fFfT}; - (f+1) <Z—Z> ) :

Les crochets de Rankin-Cohen sont étudiés en détail dans [18] et [26].
Il existe des rélations liant ces crochets, lorsqu’ils sont appliqués a une
méme forme modulaire. En voici un exemple :

6f(f+1)
(f +2)(f +3)

D’autres exemples peuvent étre construits avec la remarque du paragraphe
6.3.
Le plus simple des crochets est le crochet de Rankin

[F,[F, Fla]y = F[F, Fl,.

dG dF



Ce crochet est antisymétrique (1), et il peut étre utilisé pour déterminer la
structure d’anneau gradué de toutes les formes modulaires elliptiques : cet an-
neau est isomorphe a ’anneau de polynomes C[ X, X7], en deux indéterminées
Xo, X1 .

On commence par une série d’Eisenstein

1
Ei(z) = Z m,

(m,n)#(0,0)

qui est une forme modulaire elliptique non nulle de poids 4. La proposition
1 points 1, 2, et le fait que 'opérateur différentiel F'+— [F, F']5 est d’ordre 2,
implique que A* = [E}, Ef]s est une forme modulaire non nulle de poids 12.
De plus, £}, A* sont algébriquement indépendantes.

En utilisant le systéme (1), on trouve DA* = FE,A*. Ainsi, A*(e*™#)
ne s’annule pas dans H = {z € C tel que J(z) > 0} (on peut également
appliquer la formule p. 143 de [23] (voir aussi [18]).

On calcule ensuite [E}, A*];. On voit facilement que cette forme modulaire
est non nulle : en effet, si cette forme était nulle on aurait ’existence d’une
constante ¢ € C* et d’entiers z, y non nuls, avec E;* = cA*Y. Or, E} est non
parabolique, et A* est parabolique : donc [E}, A*]; # 0.

La forme modulaire [E}, A*]; est parabolique de poids 18. Ceci veut dire
que la fonction Ef := [E}, A*];/A* est une forme modulaire non nulle de
poids 6, car A*(e?™#) ne s’annule pas dans H. Nous devons maintenant, prou-
ver que Ej, I sont algébriquement indépendantes, mais ceci ne découle pas
de la proposition 1.

Pour ceci, on note qu'il existe une combinaison linéaire AE}® + pEg?
qui est une forme parabolique. C’est donc un multiple cA*. Si cette combi-
naison linéaire n’est pas triviale, la constante de proportionnalité ¢ est non
nulle et £}, Ef sont algébriquement indépendantes car £} et A* le sont, par
la proposition 1. On doit calculer quelques coefficients de Fourier. On note
4, Cg, €12 des nombres complexes non nuls tels que les séries de Fourier de
Ei(q) = c1Bj(2), Bo(q) = coEg(2), Alg) = c12A*(2) (avec ¢ = ™) soient
telles que le coefficient du terme de plus petit degré en ¢ soit égal a 1. On a

!Plus généralement, les crochets [-,-]o,11 sont antisymétriques, et les crochets |-, ]2,
sont symétriques.



donc :
E, = 14240+ ---
A q+---
ATEL AL = (404 )(g+) = 12(g+ ) (2400 + ) (g + -+
= 4(1 —=504q +--+),
d’ou Eg =1—504q + - --. On calcule :

[Es, Bsly = 4(14---)(—=504q+---) = 6(1+---)(240g + - - -)
= —2-1728A.

Ceci implique qu’il n’existe pas de relation Ef = AEJ" avec A € C,n,m € Z,
et la constante de proportionnalité ¢ est non nulle : donc les formes modulaires
E,, Eg sont algébriquement indépendantes (naturellement, on peut aussi voir
ceci en calculant quelques autres coefficients de Fourier, mais notre souci sera
par la suite de généraliser cette démonstration).

On montre maintenant que toute forme modulaire F' s’écrit de maniere
unique comme polynome isobare (*) de C[E}, Eg| : on fait une récurrence sur
le poids k de F'. Si F est parabolique, F'/A est une forme modulaire de poids
k — 12. Si F n’est pas parabolique et est de poids & > 4 alors il existe un
polynome isobare P € C[FEj, Fg] de méme poids que F, tel que F' — P soit
une forme parabolique, et on se ramene au cas précédent.

Il reste a traiter le cas ou F' est de poids 0 ou 2. Si I’ est de poids 0,
alors F' est une constante (cf. [23] p. 143). Si F' a poids 2 et est non nulle,
alors elle ne peut pas étre une forme parabolique (il n’existe pas de formes
modulaires de poids négatif : cf. [23] p. 143). 1l faut de plus que F? = \| Ey
et I3 = X\yFg, avec Mg # 0 (car sinon, on trouve des formes modulaires
de poids négatif qui doivent étre nulles), mais ceci entraine une relation de
dépendance algébrique entre F4 et Eg, qui ne peut pas exister : il n’existe
pas de forme modulaire non nulle de poids 2.

Les autres détails que nous avons omis dans cette démonstration, peuvent
étre facilement trouvés par le lecteur. Nous avons commencé ce raisonnement
avec la série d’Eisenstein £ : on peut voir qu’on peut commencer également
avec B ou A*.

Dans la suite, nous voulons généraliser ces arguments aux formes modu-
laires de Hilbert.

2Un polynéme isobare est un polynéme en des formes modulaires qui est une forme
modulaire.




2 Groupes modulaires de Hilbert.

Nous faisons ici une courte introduction aux groupes modulaires de Hilbert.
Le groupe Bih(H™) des automorphismes biholomorphes de H" est ’extension
de sa composante neutre Bihg(H") par le groupe fini des permutations des
coordonnées z;. D’autre part, Bihg(H™) est le produit direct de n copies de
Bih(H') 2PSLy(R) :

1 — PSLy(R)" — Bih(H") — &,, — 1,

ou G,, désigne le groupe symétrique agissant sur un ensemble fini a n éléments.
Le groupe Bihg(H") agit sur H" de la maniere suivante. Posons z = (z1, .. .,
2p), soit v €Bihg(H") :

. a161 anbn
T Cldl Y Cndn '

a b nen bn
B S T T
C121 +d1 CnZn +dn

Alors :
(7,2) € Bihg(H") x H" — ~(2) == <

Soit K un corps totalement réel de degré n, d’anneau d’entiers Og. Nous

avons n plongements :
o; . K — R.

Posons ¥ = (0y)i=1....n- Le groupe modulaire de Hilbert (associé a Of) est le
sous-groupe 'y = SLy(Ok) de SLy(K) :

'y = {(CLZ) avec a, b, c,d € Ok et ad—bc:l}.
c

Le groupe ' se plonge dans SLy(R)™ par le biais du plongement X. Si

n = 1, on retrouve le groupe modulaire SLy(Z) usuel. Si n = 2, nous noterons
/

o1(p) = et oa(p) = 4.
Si 2 est un idéal non nul de Ok, le noyau I'k(2A) de 'homomorphisme
' — SLy(Of /) est un sous-groupe normal d’indice fini de I'x. On ap-
pelle parfois sous-groupe de congruence principal associé a 2.
Dans toute la suite, lorsque le corps de nombres K sera clairement déter-
miné, nous écrirons I' = ' et ['(A) = [ (A).



2.1 Propriétés de base.

Comme dans le cas n = 1, 'action de I' (ou de I'(2)) possede des bonnes
propriétés topologiques, que nous ne vérifions pas ici (voir [7], chapitre 1).

On montre ainsi que I' agit proprement sur H" (c’est-a-dire que si A est
un compact de H™, alors y(A) N A # () pour au plus une finitude de v € T).

Pour montrer cette propriété, on utilise le fait que I' est discret dans
SLy(R)™ (3), ce qui est garanti par le fait que O est a son tour discret dans
R™ via le plongement Y (voir [7] proposition 1.2 p. 7 et proposition 2.1 p.
21).

Exemple pour n = 2. Si K = Q(v/5), le groupe ' est engendré par les

trois matrices :
11 —
g T 0-—1 U= €0
01 10 0¢€

, qui satisfont

avec € =

U'=TUT,S ' =TSTST. (3)

Pour vérifier ceci, on remarque tout d’abord que Ok = Zle], et donc que le

%
sous-groupe (O ) C I" est engendré par S, U.
*

Soit <a?) eI, avec v # 0. Pour tout v € Ok,

gl
af) (av—-0 « - lv
<v5>__<vv—5 7)' '<01)'

Nous pouvons choisir v avec [n(yv — §)| < |n(v)|, ot n(y) désigne la norme
absolue de 7, et appliquer une hypothese de récurrence sur 'entier |n(7)|
(voir [9] pp. 414-416).

Notation. Dans ces exposés, nous faisons jouer a K = Q(+/5) un role parti-
culier. Dans ce cas, et uniquement dans ce cas, nous écrirons T = SLy(Ok).

Soit 0 un sous-groupe discret de SLy(R)". L’action de Q s'étend de
maniére naturelle en une action sur H , olt

3Un sous-ensemble E C RY est discret si pour tout compact U de RV, U N E est fini.




Définition. On dit que Q a une pointe en co = (ioco,...,ic0) € H si Q
contient un sous-groupe 2, :

oy vV Qpn Up
Qoo:{<(01a111)77(0 OZY_Ll)) aVeCO{Z‘ER>OetI/Z‘ER},

ayant la propriété que lensemble {(v1,...,1,)} C R"™ est un réseau, et
I'ensemble {(aq,...,a,)} C RZ, est un sous-groupe multiplicatif libre de
rang n — 1 sur Z. Par exemple, co € H est une pointe de Q = SLy(Z), et
s est le groupe cyclique engendré par toutes les puissances de la matrice
11

(01)

Soit @ € H'. On dit que Q a une pointe en a s'il existe un élément
A € SLy(R)" tel que A(a) = oo et tel que le groupe A - Q- A1 a une pointe
en oo.

Le sous-groupe €2, s’appelle le stabilisateur de co. Pour K corps de nom-
bres totalement réel de degré n, I'y est isomorphe a un produit semi-direct
de O = Z" par (OF)? = Z" ! : 0o est toujours une pointe des groupes
modulaires de Hilbert I'. Par exemple, Le groupe Y, est engendré par S, U.

On peut étendre ces définitions a un quelconque sous-groupe de I' d’indice
fini, par exemple I'(2(), pour un idéal non nul 2 de Of. Plus I'indice est grand,
plus on trouve dans H' un grand nombre de pointes non équivalentes modulo
l'action de I'(2(). Par un calcul élémentaire, on voit que les pointes de I se
situent dans P;(R).

Le groupe I' peut posséder plusieurs pointes non équivalentes.

Lemme 1 L’ensemble des classes d’équivalence des pointes de H' sous lac-
tion de I est en bijection avec les classes d’idéaux modulo les idéaux princi-
paux de K.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que les éléments de P;(K’) sont
des pointes.
Nous avons déja vu que oo est une pointe. Soit a € K = P (K) — {oo}

et considérons 01
A= ( ) € SLy(K).

—1la

On a A(a) = oo, donc le groupe :

A-T-A1

10



possede une pointe en oo, et I' a une pointe en a. Nous venons de montrer
que Py (K) C {pointes}.

Réciproquement, soit p = (p1,...,ps) € P1(R) une pointe. Par définition
il existe une matrice P de SLy(R) telle que P(p) = oo et telle que le groupe
P -T . P! contient un groupe de translations isomorphe & Q. Toutes ces
translations sont des éléments paraboliques, i.e. de trace réduite 42. Soit

10
t# (0 1) une de ces translations. En vertu de la condition sur la trace, les

équations :
oi(t)(pi) =pipouri=1....n

ont une unique solution p, et de plus, p € ¥(K), donc P;(K) D {pointes}.
Le fait que P;(K)/I" soit en bijection avec le groupe des classes d’idéaux

de K est bien connu et se voit en sachant que tout idéal fractionnaire non

principal Z de K est engendré par deux éléments a,b € K distincts.

2.2  Une description de Xr.

Un ensemble fondamental E C H? pour I est un sous-ensemble tel que
pour tout z € H? il existe v € T avec y(z) € E.

Un domaine fondamental D C H? pour I' est un ensemble fondamental
mesurable pour la mesure de Lebesgue, tel que le sous-ensemble dont les

10
éléments sont les z € D tels que vy(z) € D pour quelques v € I' — { (0 1) }’

ait une mesure nulle.
Le groupe I' étant discret, tout ensemble fondamental qui est mesurable
contient un domaine fondamental (voir [7]).

1. Lespace Xr := (H" UP;(K))/I', muni d’une certaine topologie naturelle
engendrée par des systemes de voisinages de points de H™ et de pointes, est
compact. Nous ne ne donnerons pas de démonstration générale de ce fait,
pour laquelle nous renvoyons a [7], chapitre 1, ou a [8], chapitre 1. Dans
le paragraphe 5.1 nous construirons explicitement un domaine fondamen-
tal dans le cas K = Q(\/g), et cette propriété de compacité peut etre vue
facilement a partir de cette construction.

2. En général, 'espace X1 possede des singularités. Ces singularités ont leur
support dans I’ensemble des pointes et des points elliptiques (points fixes de
transformations d’ordre fini). Voici un exemple explicite de point elliptique

dans le cas K = Q(v/5) : le point ¢ := (s, (2) € H2, avec (5 = €™/°.

11



Ce point est un point elliptique d’ordre 5 pour T, car la matrice ¢ =

— /_1
( 16 0 ), qui est d’ordre 5, satisfait ¢(¢) = ¢.

3. Sin > 1, toutes les pointes déterminent des singularités. Une démonstra-
tion homologique de ce fait se trouve dans [7] p. 30. Les points elliptiques
déterminent parfois des singularités : on peut démontrer que ’orbite du point
¢ défini ci-dessus est un point régulier dans Xv.

"~ Pour simplifier Pexposition, nous supposons dorénavant que l’anneau des
entiers de K est principal. C'est le cas si K = Q ou K = Q(v/5).

3 Formes et fonctions modulaires de Hilbert.

Il existe des formes modulaires pour SLy(Z) sans zéros dans H : la forme
A en est un exemple. Nous introduisons ici les formes modulaires de Hilbert
associées a un corps de nombres totalement réel de degré n, et nous faisons
une étude analytique : il en résultera qu’il n’existe pas de forme modulaire
de Hilbert sans zéros dans H".

Fixons un corps totalement réel K. Soit {2 un sous-groupe d’indice fini de
[' := SLy(Ok) (dans la plupart des exemples, €2 est un sous-groupe de con-
gruence principal), soit £ : 2 — C* un caractere. Nous définissons les formes
modulaires de Hilbert pour €2 avec caractere, de deux manieres différentes,
suivant que K = Q ou K # Q.

Si K = Q, une forme modulaire de Hilbert f de poids n € Z pour 2 avec
caractere & est par définition une forme modulaire pour le groupe Q C SLy(Z)
de poids n, avec caractere £. En particulier, toute forme modulaire de Hilbert
pour K = Q est holomorphe aux pointes de ().

Définition. Si K # Q, une forme modulaire de Hilbert de poids r = (rq, ...,
Tn) € Z" avec caractére & pour € est une fonction holomorphe f : H" — C
satisfaisant :

F(1(2) = € [ [(oi(0)2 + 0u(@) f(2), (4)

=1

b
pour tous z = (21,...,2,) et 7 = (ad> e Q.
c

Si & = 1, on parle plus simplement de formes modulaires de Hilbert (sans
mentionner « avec caractere trivial »).

12



Définition. Une fonction modulaire de Hilbert de poids r = (r1,...,r,) € Z"
pour  est une fonction méromorphe f : H* — C satisfaisant (4) pour tous

b
z=(21,...,2n) et ¥ = (Zd) €, avec £ = 1.

3.1 Fonctions régulieres aux pointes.

Notons t : K — Q la trace de K sur Q. Pour simplifier les notations, nous
étendons cette fonction de la maniere suivante. Si z = (21, ..., 2,) € C", nous
écrivons t(z) = z;+- - -+ 2, ; ainsi par exemple, si v € K, nous écrivons t(vz)
plutot que o1 (v)z1 + - - - + 0, (V) 2.

Les conditions analytiques imposées dans la définition d’une forme mo-
dulaire de Hilbert pour K # Q sont plus faibles que pour K = Q. On
ne demande pas que les formes modulaires de Hilbert soient holomorphes a
I'infini. Nous expliquons ici ce phénomene.

Soit K un corps de nombres totalement réel, de degré n > 1. Le théoreme
des unités de Dirichlet implique :

7
Or =71 x =,
K * 97

Soit ¢ = (¢g,...,¢,) € Z"L.

Définition. Soit M un Z-module complet de K, soit V un sous-groupe
d’indice fini de O tel que nM = M pour tout n € V. L’espace vectoriel
AV, M) des fonctions réguliéres de poids ¢ au voisinage de co est constitué
des séries de Fourier a coefficients complexes, absolument convergentes dans
un sous-ensemble non vide de H" :

f(z) = Z d, exp{2mit(zv)}, (5)

veM*

ou M* désigne le dual de M pour la trace t, avec la condition que

pour tout € € VZ et v € M*.

Si f € A (V, M) ala série de Fourier (5), alors d,, # 0 implique o;(v) > 0
pour tout ¢ = 1,...,n, d’ou le fait que f converge au voisinage de la pointe
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0o. La vérification est laissée en exercice : il faut utiliser ’existence d’unités
e € Of avec

o1(e) > 1,0 < o9(e) < 1,...,0 < g,(e) < 1,

et 'hypothese de convergence. On en déduit le principe de Koecher-Gétzky :

Lemme 2 Les séries (5) qui sont dans A.(V, M) ont leur ensemble d’indices
dans My , U{0}, avec :

My ={v € My avec o4(v) > 0,i=1,...,n}.

De plus, sidy # 0 dans (5), alors ¢ = 0.

Exemple. Pour K = Q(v/5), M = O,V = O, 'ensemble Ay(V, M) est
I’anneau des fonctions f analytiques sur H", bornées au voisinage de oo,
satisfaisant :

f(S(2)) = f(2) et f(U(2) = f(2).

Pour K # Q, toute forme modulaire de Hilbert f de poids (rq,...,7,)
pour € appartient a A.(V, M) pour certains V, M, avec ¢ = (rg —71,...,7n —
r1). On voit que

fz) =Y d,exp{2mit(vz)},

veOy

car f est invariante par les translations de Ok. Puis on applique le principe
de Koecher pour vérifier que 'ensemble des indices a son support dans Oy , U
{0}.

Soit a € K ; on considére une matrice A € SLy(K) telle que A(a) = oo,

uv

on pose A~ = ( ) Par exemple ;

wx

1 a 0 01 .
A= <01)'<Oa—1)'<—1a)’a€K’ﬁeK

convient. La fonction :

n

fla(z) = [ [(ou(w)z + oi(2) 7 f(A7H(2))

i=1

14



est une forme modulaire de poids r pour le groupe A - Q- A~ 1. Ce groupe
a une pointe en oo, et fl4 € AV, M) pour V C O et M un Z-module
complet de K, que I’on peut expliciter en calculant le stabilisateur de oo dans
A-Q- A1 donc f est réquliére en toute pointe. En particulier :

fla(z) = Z d,(A) exp{2mit(vz)}.

VEM* u{0}

Exemples d’autres fonctions réguliéres. Nous ajoutons un appendice a ce
paragraphe, bien qu’il n’y ait pas un lien direct avec les formes modulaires de
Hilbert. On appelle série géométrique de Hecke, la série :

gr(z):= Y exp{t(vz)} € Ay(V, M),

veOy, U{0}

avec V = O et M = Ok.
Les propriétés asymptotiques de cette série ont été étudiées par Hecke dans
[12]. Hecke a aussi étudié la série :

be(z) = 3 explt(ez)} € Ao(V, M),
e€(0f)?

Si K # Q, ces séries sont transcendantes sur Q(expg (21, ..., z)), pour toute fonc-
tion exponentielle expy : C" — G} (C) ayant ses périodes dans ¥(Ox) C C™.
Si K = Q alors gg,bx sont algébriques sur Q(e?™#). On peut montrer que
gK, br ne sont pas des formes modulaires de Hilbert. Ces séries ont des propriétés
arithmétiques tres intéressantes, liées a la théorie de Mahler d’équations fonction-
nelles associées a certaines transformations monomiales.

3.2 Propriétés de base des formes modulaires de Hil-
bert.

Définition (poids paralléle). Soit K un corps de nombres totalement réel
de degré n. Nous dirons qu’'une forme modulaire de Hilbert associée a K est
de poids paralléle r € 7Z, si son poids est (r,...,r) € Z™.

Définition (formes paraboliques). Une forme parabolique pour €2 est une
forme modulaire de Hilbert f : 'H" — C pour le groupe 2 telle que, pour
tout a € P1(K) et tout A € SLy(K) avec A(a) = oo, on ait

fla(z) = Z d,(A) exp{2mit(vz)},

VEM* u{0}
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avec dg(A) = 0.

Pour r € Z", nous notons M,(§2) et S,(£2) respectivement les espaces
vectoriels de formes modulaires de poids r pour €2, et des formes paraboliques
pour §2 de poids r.

Lemme 3 Soitr = (r1,...,1,) € Z". Siri+-- -+, <0, alors M,(2) = {0}.
Siry+---4r, =0, alors M,(Q) C C. En particulier, My(2) = C.

Démonstration. Nous donnons a la fin une deuxieme preuve de 1’égalité
My(Q) = C, mais commencgons avec une remarque importante.

Le groupe SLy(Z) se plonge dans tout groupe modulaire de Hilbert T :
par exemple, son image dans T est engendrée par S,7T. Il existe donc un lien
entre les formes modulaires de Hilbert et les formes modulaires elliptiques
(formes modulaires de Hilbert pour K = Q) : soit

= ={(2...,2) € H"} = H,

soit f une forme modulaire de poids r = (r1,...,r,) pour I'. Alors la restric-
tion g = f|z, est une forme modulaire elliptique de poids 1 + - - - + 7,,.

Soient f € M,(2) et B € SLy(K). La restriction f|g(z,...,2) est une
forme modulaire de poids r; + - - - 4+ 7, pour un sous-groupe d’indice fini de
SL;(Z). Comme la réunion des images de =,, par les éléments B € SLy(K)
est dense dans H™, si f est non nulle, on peut choisir B telle que f|g(z,...,2)
soit non nulle. Pour cela, il faut que ry +--- +r, > 0.

Supposons maintenant que 7, + -+ + 7, = 0. Pour tout B € SLy(K)
la forme modulaire f|g(z, ..., z) est constante, et ceci implique f constante,
car dans ce cas, f est une fonction analytique dans H" telle que sur un
sous-ensemble dense de H", il existe n dérivées directionnelles linéairement
indépendantes annulant f. En particulier, My(2) = C.

Voici maintenant une deuxieme démonstration de ce dernier fait : pour
simplifier, nous supposons que €2 a la seule classe d’équivalence de pointe oo.
Soit f € Mp(§2) : Si f n’est pas une forme parabolique, alors

f—=f(o0)

est une forme parabolique.

D’apres le lemme 2, f peut étre prolongée analytiquement en oo, et en
appliquant des transformations de SLo(K), par continuité en tout élément
de Py(K) : f(Py(K)) = 0.
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La compacité de Xq implique que la fonction continue |f| est bornée sur
Xgq, et le maximum de |f| est atteint dans H". Le principe du maximum
pour les fonctions analytiques de plusieurs variables complexes implique que
f = 0. Dans tous les cas f est constante.

Lemme 4 Supposons que n > 2. Sir = (ry,...,m,) est tel que ri =0 et il
existe un indice i avec r; # 0, alors M,(§2) = {0}.

Démonstration. Soit f une forme modulaire de Hilbert de poids r, comme
dans I’énoncé. D’apres le lemme 2, f est une forme parabolique.

Comme dans la preuve du lemme 3, f se prolonge par continuité sur
Py(K) : f(Py(K)) = 0. La fonction

92) = [f@tyy -y = 1 f(@)ys” -y

est continue, (2-invariante, et se prolonge en fonction continue sur Xq, nulle
aux pointes.
Soit ¢ € H" un élément tel que max g = g(¢). La fonction

2= f(2)ys -y

est analytique sur H, et d’apres le principe du maximum, la fonction :

21 Hf<217<.27---7<n)

est constante.

On vérifie que les seules fonctions g € A.(V, M) telles que dg/0z = 0
sont les fonctions constantes si ¢ = 0, et les fonctions nulles si ¢ # 0 (utiliser
le fait que la projection de X(Of) C R™ sur un facteur quelconque R" ! est
dense). Ici, ¢ = (r9,...,7,) est non nul, donc f est nulle.

Lemme 5 Sir = (ry,...,r,) est tel que r; <0, alors M,(2) = {0}.

Démonstration. Dans le paragraphe 4, nous construirons pour tout r € Z>,
une forme modulaire de Hilbert non nulle de poids 72 (une série d’Eisenstein).
Soit f € M,(£2) de poids non parallele r = (71, ...,r,), et supposons que 1 <
0. Soit F une forme modulaire de Hilbert de poids 2 non nulle. Un certain
produit f®E® pour a, b entiers positifs non nuls, est une forme modulaire de
poids (0, *). Le lemme 4 implique que f*E* =0, et f = 0. Si f est de poids
parallele, ce raisonnement implique seulement que f est une constante. Mais
> ;i =mnrp <0, et le lemme 3 implique que f = 0.
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Nous notons F, (2) 'espace vectoriel des fonctions modulaires f : H* — C
de poids r, et F'(Q2) = Fy(Q2) le corps des fonctions modulaires de poids r = 0.
Voici une autre conséquence du principe de Koecher.

Lemme 6 Si K # Q, il n'existe pas de fonction modulaire non constante
dans F (), sans poles ou sans zéros dans H".

Démonstration. Supposons que f € Fy(2) soit sans poles. Alors f est
holomorphe dans ‘H", d’apres le lemme 2, donc f est une forme modulaire de
poids 0, qui est constante. Si f est sans zéros, alors f~! est sans poles, donc
holomorphe.

Pour K = Q, cette propriété est fausse car la fonction modulaire j est
holomorphe dans H. Nous pouvons étendre ceci aux formes modulaires.

Lemme 7 Si K # Q, il n'existe pas de formes modulaires non constantes
dans M,(2), sans zéros dans H".

Démonstration. Soit f une forme modulaire de poids r, non constante et
sans zéros dans H". Quitte a se ramener a une puissance entiere convenable
de f, on peut supposer que r € (2N()".
Nous verrons plus loin que :
lim dim¢ M,,,(Q2) = oc.
m—0o0
Si m est assez grand, il existe une forme modulaire de Hilbert G, de poids
mr, telle que F™, G soient C-linéairement indépendantes.
Donc G/ F™ est une fonction modulaire de poids 0, non constante, et sans
poles : une contradiction.

Une autre maniere de procéder est d’appliquer les opérateurs « slash »
(composition de formes modulaires avec des transformations de H? associées
a des matrices de GLy(K) : voir p. 251 de Zagier [25]). La propriété du lemme
7 est fausse pour K = Q, car la forme parabolique A de Jacobi ne s’annule
pas dans H.

4 Exemples de formes modulaires de Hilbert.

Les techniques qui permettent de construire des formes modulaires de
Hilbert, et les opérations qui permettent de construire des nouvelles formes
modulaires a partir de certaines formes modulaires données, sont peu nom-
breuses mais puissantes.

18



4.1 Séries d’Eisenstein.

Soit 2 un idéal non nul de Ok, soit r un entier rationnel > 1, soit s un
nombre complexe de partie réelle > 2—r. Notons § un sous-ensemble maximal
de A x 2 ne contenant pas (0,0), avec la propriété que si (mq, (1), (ma,l2) €
S sont deux éléments distincts, alors pour toute unité n de K totalement
positive, on a nmy # my et nly # ls . La série :

Era(z8) = Y H oi(m)zi + o:(1)) 7" (os(m)zi + 03(1))] ¢

(m,l)es =1

converge uniformément dans tout compact de H" et définit une fonction
holomorphe de la variable complexe s, pour z € H" fixé. En effet, pour
z=(21,...,2n) € (C—R)", il existe une constante ¢ > 0 telle que :

[z2 +y|* > c(a® + y7),

pour tout (x,y) € R?. Donc, pour (m,l) € K* :

n

[[(oitm)zi + o:(0) 2| < 7 [ (0i(m)* + o3(1)?) />R,

i=1 i=1

Soit K7 le corps de nombres K (i). Le nombre rationnel [],(c:(m)* + 0:(1)?)
est la valeur absolue de la norme de K; sur Q du nombre mi+ [ € K;. On a
donc majoré la valeur absolue du terme général de notre série E, o(z, s) par
le terme général d’une série extraite de la série définissant la fonction zéta
du corps K7, multipliée par une constante positive, d’ou la convergence.

Soit &’ un autre sous-ensemble maximal de 2 x 2l ayant la méme propriété
que S. 1l est clair que :

= £ Y [Jeim)z+ o) oi(m)z + oi(1)] 7.

(m/ 1)eS! i=1

Le signe + provient de la possible existence d’unités de norme négative.
Pour s fixé dans le domaine de convergence, la fonction E, (-, s) : H" —
C ainsi définie est « automorphe de poids (r + s,...,r + s) »pour I'. Par
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exemple, si r > 3 et s = 0, on construit de cette facon des formes modulaires
ab
de Hilbert de poids (r,...,r). Pour v = <

d) € I' on a de facon plus
c
détaillée :

x Y Haz Vai + 0i(1') "N (0s(m) 2 + o (1)] 7,

(m,n)es =1

oum’ = am+-cl,l' = bm+dl. Mais la transformation définie par ces relations
envoie S en un autre sous-ensemble S’ de A? ayant les mémes propriétés que
S.

Si 7 est impair, E, o est identiquement nulle quand K a une unité de
norme —1. Toutefois, E, o n’est pas en général identiquement nulle.

Pour r > 4 pair, E,(z,0) n’est jamais nulle. Pour le voir, il suffit de
choisir un ordre particulier de sommation dans la série Nous pou-
vons en effet écrire, grace a la convergence absolue :

2= 2t 2

(m,l)esS m=0,lecT meT,leA

(m,n)eS"

ou 7 est un sous-ensemble maximal de 2 ayant la propriété que 0 € 7 et si
ni,ny € T avec ny # no, alors ny /ny n’est pas une unité totalement positive

de K. La série :
Z H oi(m)z; +o;(1)™"

meT ,leAi=1

est nulle en z = co. D’autre part,

Z H oi(m)z +oi(l))”" = Zn(l)_r,

m=0,l€T i=1 leT
est non nul. Donc la série d’Eisenstein E, o(z) = E,9(z,0) est une forme
modulaire de Hilbert de poids (r,...,7), qui n’est pas une forme parabolique

(et n’est pas non plus constante).

Plus r > 3 est petit, plus la série d’Eisenstein E, o(z) = E,a(z,0) con-
verge lentement, plus elle est « intéressante », comme nous le verrons plus
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loin. Hecke ([12] pp. 391-395) a introduit la technique du prolongement analy-
tique des fonctions analytiques d’une variable complexe, pour construire des
fonctions satisfaisant des relations d’automorphie de poids 2 et 1. Il construit
ces fonctions en explicitant d’abord le développement en série de Fourier de
E, a(z,s), pour s fixé. En appliquant la formule de Poisson, il remarque que
les coefficients de Fourier sont des fonctions analytiques de la variable com-
plexe s, et qu’on peut faire un prolongement analytique. Puis il calcule une
limite pour s — 0, et remarque que tres souvent, les zéros des facteurs gamma
éliminent les termes non holomorphes en z Ce procédé est devenu classique,
¢’est pourquoi nous n’en avons donné qu’'une esquisse.
Pour r = 2, on trouve, lorsque R(s) > 0, que la limite :

Eso(z) = lim Z H oi(m)z; + (1) 2| (oi(m)z; + o5(1)]~*

s—0
(m,)eS i=1

existe. Si K # Q, alors Ejg(z) est holomorphe, et c’est donc une forme
modulaire pour I', de poids 2, qui est non nulle.

Si K = Q, Eyz(2) n'est pas holomorphe (mais possede des propriétés
d’automorphie), et

Er(2) = Go(2) " Baz(2) + —<

est holomorphe, mais non modulaire (cf. I'article de Bertrand dans [19],

chapitre 1). Le terme apparait apres avoir fait un prolongement ana-

73(2)
lytique.

Les séries B, g(z) possedent des développements en série de Fourier qui
peuvent étre calculés explicitement : ce calcul est tres utile si A = Og. Soit

Ck(s) la fonction zéta associée a K, écrivons :

Ck(r) " Erog(2) Z d, exp{2mit(zv)}.

ve; u{0}

Pour r pair, les coefficients d, sont des nombres rationnels que 1'on peut
calculer explicitement. En particulier, dy = 1. Les détails de ces calculs sont
décrits dans [8] pp. 19-21 : ils sont classiques, c’est pourquoi nous ne les
reportons pas ici en toute généralité.
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Une recette. Voici une facon de calculer les coefficients de Fourier des séries
E, a(z) dans le cas ou [K : Q] = 2, r pair, nombre de classes d’idéaux 1, et
2A = Ok (nous rendons plus explicites les formules de la proposition 6.4 pp.
19-20 de [8], pour les applications que nous avons en vue). On trouve :

Erop(z) = Ce(r)(1+ Y b(v) exp{2it(vz)}),

veOy

ou
(V) =re > (o)
(W)|vvd

la somme étant étendue aux idéaux entiers () de K (donc principaux) qui
divisent vv/d. Nous avons posé :

o (27.(.)27’\/8
T (=D Cr(r)
et d désigne le discriminant de K.

En particulier, les séries d’Eisenstein £ = F, o, pour K quadratique réel
et r pair satisfont :

E(z,2") = E(¢, 2).
On dit que ce sont des formes modulaires symétriques.

Un calcul explicite. Soit K = Q(\/g) En utilisant les formules décrites
ci-dessus on voit que :

Cx(2) " B0, (2) = (1 + 120(exp{27it(uz)} + exp{2mit('2)}) + - )

1++5

. Comme :

Ey(t) = 1+ 240 exp{2mit} + - - -

on voit que
(k(2) "' Br0x ]z, = Eu.
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4.2 Fonctions thétas.

La nature des séries d’Eisenstein ne permet pas toujours d’obtenir la non
nullité des formes modulaires ainsi construites (exemples : séries de poids
impairs et K a une unité de norme négative, ou séries d’Eisenstein de poids
1 tordues par des caractéres). Les fonctions thétas en revanche, sont toujours
non nulles.

Il convient de faire un détour passant par les groupes symplectiques et
les fonctions théta classiques.

Nous notons H,, C C" le demi-espace supérieur de Siegel constitué des
matrices complexes symétriques Z a n lignes et n colonnes, ayant une partie
imaginaire définie positive. Pour (u, Z,r,s) € C" x H,, x R" x R", posons :

Iu, Zir,s) = Y eXp{27Ti Gtﬂc-z-x+t$-(@+§))}-

TEL" 1

Cette série converge uniformément dans les compacts de C" x H,, et définit
la fonction théta de caractéristique (r,s). Posons :

01
E, = " Lo, (R
= (14 ectam,

ou 1, est la matrice identité d’ordre n. Le groupe symplectique SP,(R) C
GL,, (R) est défini par :

SP,(R) = {T tels que T - E, - 'T = En} )

AB

Il agit sur ‘H,, de la maniere suivante. Si Z € ‘H,, et U = ( oD

) € SP,(R)

avec A, B, C, D matrices carrées d’ordre n, alors on pose :
UZ)=(A-Z+B)-(C-Z+ D)™

Noter que SP;(R) = SLy(R), et SP,,(R) C SLy,(R).

Soit S une matrice a n lignes et n colonnes, notons {S} € C" le vecteur
colonne dont les coefficients sont les éléments de la diagonale de S.

Nous recopions ici un cas particulier d'une proposition tres classique que
'on peut trouver, par exemple, dans [24], proposition 1.3, pp. 676-677, dont
nous omettons la démonstration.
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AB
Proposition 2 Soientr, s des éléments de (Z/2)". Pour tout U = (CD) €
SP,(Z), on a :

90, U(Z);1,s) = Cudet(C - Z + D)Y?*9(0, Z; 7', §),

ou Cy est une racine huitieme de l'unité qui dépend de r,s et U,

()=o) +5(lnm))
En particulier pour tout U = (g g) € SP,(Z)(8) (4) :

9(0,U(Z);r,5) = Cu det(C - Z + D)Y*9(0, Z; 1, 5). (6)

On dit que 9(0,U(Z);r,s) est une forme modulaire de Siegel de poids 1/2,
niveau 8, et systeme multiplicateur cyclotomique d’ordre divisant 8.

Nous revenons a notre corps totalement réel K, et au groupe modulaire
de Hilbert I'. Soit Z un Og-module inversible de rang 1 de K, posons :

OK I_l)

L 7) :=SLy(K
SLy(O & 7) SLy( )H(I(’)K

Soit (1, ..., B,) une base de Z sur Z. Considérons la matrice :

o1(B) - o1(Bn)
B = : :

O-n(ﬁl) e Un(ﬁn)
L’application :
WB(&) = tB ' Diag(zla R ZN) ' Ba

définit une application Wy : H" — H,,. Soit a un élément de K et posons
®(a) = Diag(oi(a),...,o,(a)). Nous avons un homomorphisme de groupes

4Sous-groupe de congruence principal de niveau 8, engendré par toutes les matrices U
de SP,,(Z) congrues & la matrice unité modulo 8May, 2,(Z).
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I : SLy(K) — SP,,(Q) défini par :

1((2) = (0 6) Giymm) (% 5)
()
B-1-®(c)-tB-1 B-1.®(d)- B
On voit facilement que I(SLy(Ox & 7)) C SP,(Z).

P
Soit v € SLy(K), écrivons I(vy) = <R§

compatibilité suivantes, qui peuvent étre vérifiées sans difficulté (voir [24] p.
683, voir aussi [11] pp. 499-506) :

I(M)(Ws(2)) = Ws(v(2)) (7)
R-Wg(z)+S = B (8)
-Diag(o1(c)z1 + 01(d), ..., 04(¢)z + 0,(d)) - B.

). Nous avons les propriétés de

Nous définissons maintenant les fonctions théta sur H™ associées a K.
Soient p,d des éléments de K, considérons des variables complexes (z,t) €
H™ x C™, posons :

0t 2p,0) = 3 exp {Qm ¢ (%@Q Fult+ 5)) } | (9)

veZL+p

Cette série converge uniformément dans les compacts de C" x H". Une
vérification directe nous donne

0(t, z;p,0) = ("B -t,Wp(2); B~ - p,'B - ).

Toutes les propriétés d’automorphie décrites ci-dessus pour les fonctions ¥
se transmettent sur les fonctions 6 via les conditions de compatibilité (7) et
(8). Si par exemple Z = O}, p € O3 /2 et 6 € Ok /2, la fonction :

z— 00,z p,0)

est une forme modulaire de Hilbert de poids (1/2,...,1/2) pour I'*(8), ou

I*(8) = {7 € I' tel que y = <é(1)) mod (8(’)K)} ,

avec caractere cyclotomique d’ordre divisant 8, d’apres la proposition 2, et
les conditions de compatibilité (7) et (8).
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4.3 Le cas n = 2 détaillé.

Ici on pose n = 2, et on s’occupe des caractéristiques (r,s) € (Z/2)%
L’ensemble {UJ(t, Z;7, 5) }(r.5)c(z/2)+ est de cardinal 16. En fixant Z € H,, la
fonction ¢ — (¢, Z;r, s) peut étre une fonction paire ou impaire, comme le
suggere une vérification directe. Plus précisément :

19<_£7 Zv £7 §) == (_1>|(£7§)‘19(£7 Zv Eu §)7

ou |(r,s)| = 4(r1s1 + r2s2) € Z. On en déduit qu’il existe exactement 10
fonctions théta paires, ou de maniere équivalente, 10 caractéristiques paires.
Notons & C (Z/2)* un ensemble complet de classes de congruence distinctes
de (Z/2)* modulo Z*, et £ C K un sous-ensemble complet de représentants
de classes de caractéristiques paires.

Nous considérons une action o de SPy(Z) sur (Z/2)* définie de la maniere

AB
CD) € SPQ(Z) et

o - ()-3(129)

On vérifie que c’est une action de groupe.

suivante (suggérée par la proposition 2). Pour U = <
(r,s) € (Z/2),

Lemme 8 Pour tout U € SPy(Z), Uapplication ay : 8 — R est une bijec-
tion. L’action o agit ausst sur K*.

Démonstration. On peut utiliser le fait que SPy(Z) est engendré par les

matrices :
0 —1, 1, T
et ,
1, 0 01,

avec T = 'T. De plus, I'action se factorise par une action de SPy(F;) = Sg.

En particulier, la fonction :

9(2)= [] 90 %Zr,s)

(r,5)€R*

est une forme modulaire de Siegel de poids 5, avec caractere cyclotomique
d’ordre divisant 8 (lire [14]). On en déduit que :

O z) = ] 90 Wa(2);p.6) =0(Ws(2) (10)

(p,6)eR*
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est une forme modulaire de Hilbert de poids (5,5), avec caractére pour le
groupe SLy(Ox@7). Cette forme modulaire n’est pas nulle en général, comme
expliqué dans [11], p. 507.

5 La forme parabolique ©.

La forme parabolique de Jacobi A : H — C, de poids 12 pour SLy(Z),
peut étre définie par :

A(2%) = 27° (62(2)03(2)0a(2))"

ou les 8; sont les fonctions

1 1
0(0,2;0,0), @ (O,z; 5,0). 0 (O,Z;O, 5) . (11)

Nous cherchons des analogues de A en dimension supérieure.
Dans ce paragraphe, nous construisons explicitement une forme modulaire
O de poids (5,5) pour T = SLy(Ok) (avec K = Q(+/5)), dont le lieu des

zéros est I'image de =, modulo 'action de T, avec multiplicité 1.

Soit p un élément de K™, soit Z un Og-module inversible de rang 1. On
a un isomorphisme

Sp - SL2<OK EBI) — SL2(0K @D (IM)I),

(ca) = (")
v = — :
cd pe d
On a que y(0(p)z) = o(p)s.(7)(2).
Si F'(z1, z) est une forme modulaire de Hilbert de poids r pour I'(Ox ®Z),
et si p € K est tel que > 0et ' >0, alors F(u'2y, ' "125) est une forme

modulaire de Hilbert de poids r pour I'(Ox & (u)Z).
1+ 5
2

Ensuite, on utilise les propriétés de I'application s, ci-dessus, et on vérifie
que :

défini par :

Posons € = . On prend Z = O3 dans (10), puis on compose ©F.



est une forme modulaire de Hilbert de poids (5,5) avec caractere, pour le
groupe modulaire T.

Mais T n’a pas de caractére non trivial (cf. [17] p. 72). Donc la fonction
© est une forme modulaire de Hilbert de poids (5,5) pour T : c’est de plus
une forme parabolique, car certains facteurs du produit (10) le sont (°).

On considere :

8 = {(O&Z,ﬁl),lz 1,,10}:
= {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,€),(0,€), (¢,0), (6,0), (¢, €), (€, €) }

C OKXOK

On a:

_ 11‘0[ Z(—l)t(”ﬁi/\/g)exp{ﬂit((V+%>2\6/—%)}. (12)

i=1 veOg
Une vérification directe que nous laissons au lecteur entraine (°) :
/ /
O(z,2") = —0O(7, 2).

On dit que © est une forme modulaire de Hilbert antisymétrique. Elle s’an-
nule dans =y = {(z,2) avec z = z’}. Nous montrons maintenant que ceci
détermine bien le lieu d’annulation de ©, et que la multiplicité est 1.

5.1 Un domaine fondamental éloigné du bord de H2.

Nous commencons par montrer qu’il existe un domaine fondamental pour
'action de Y sur H? plus convenable que celui que nous avons introduit dans
le paragraphe 2.2. Nous voulons travailler avec un domaine fondamental qui
soit le plus éloigné que possible du bord de H?, et celui que nous avons
construit au paragraphe 2.1, ne 'est pas assez. La construction que nous
donnons est celle de [9], pp. 416-422. On considere les parties 2, B, € de H?
suivantes.

50On peut trouver une démonstration plus directe de ces propriétés dans [10] pp. 231-
237. Notre construction est plus susceptible de généralisation.
6Utiliser le fait que 0% = Og.
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On pose & = {(z,2") € H? tel que |z2/| > 1}. C’est un domaine fondamental
pour I'action du sous-groupe {1,7} C T.

On pose ‘B le sous- ensemble de tous les couples (z, 2’) € H? ayant la propriété
que €? < 3(2)S(2) < €2 C’est un domaine fondamental pour I'action du
sous-groupe UZ = {U" tel que n € Z} C T, ot U est défini dans (3).

Pour définir €, nous allons d’abord décrire I’ensemble €, » dont les éléments
sont les (z,2') € € tels que J(z) = s et §(2') = ¢/, de telle sorte que (union

disjointe) :
U e

s,5’€R~0

Soit Q, ¢ un domaine fondamental de R? pour l'action des translations de
¥ (Ok) ayant la propriété que pour tout (r,7’) € Q, ¢ la quantité :

(r? + ) (1" + %) = |(r +is)(r’ +is)|?

est la plus petite possible. Alors €; o est le translaté de Q; o par (is,is’) dans
C2. Avec cette construction, € est un domaine fondamental pour I’action des
translations de Og.

Lemme 9 L’ensemble G = ANBNE C H? contient un domaine fondamental
pour Uaction de Y sur H?. De plus, si (z,2') € G, alors 3(2)S(2') > 0.54146.

Démonstration. Ici on écrira t; = (4;,t)) et z; = (z;,2}). Il est clair que
B N ¢ est un domaine fondamental pour 'action de Y. sur H2. Montrons
maintenant que pour tout z € H?, il existe v € T tel que y(z) € G.

Soit donc z; € H?. Il existe 11 € Yo tel que t; = 71(z;) € BNE. Si
S(t1)S(t)) > 1 alors |8t} > 1 et t; € G. Sinon |t1t]] < 1 et 2o = (22, 2}) =
T(t;) € A. Observons que :

S(22)3(2) =

(21)S(=2) [ty
> R

(21)3(21)-

Il existe un élément 75 € T tel que t, = Y2(25) € BN E. S F(t2)I(t) > 1
alors t, € G, et nous avons démontré un cas particulier du lemme pour z;.
Sinon, |tath| < 1, et nous pouvons continuer en construisant successivement
§37£37§47 A

R
)
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Nous avons une suite (z;)i—12.. d’éléments de H? équivalents modulo
laction de T, telle que :

F(21)S(2]) < S(22)S(25) < S(23)S(z5) < -+ - .

Si aucun de ces points n’est dans G, alors ils sont tous dans le domaine :

o
{(2,2') € H tel que |22/] < 1,€% < (\\\:(S)) <, 3(2)3(2) > S(2)S(2).
Ce domaine est compact, et ’action de T est propre : nous avons une con-
tradiction, car un sous-ensemble compact de H? ne contient qu’une finitude
d’éléments équivalents modulo Y. Donc, pour tout z € H?2, il existe vy € T

tel que y(z) € G, et G est un ensemble fondamental.

Ensuite, nous allons prouver que si z € AN €, alors (2)¥(2') > 0.54.
Soit a un nombre réel tel que |a| < 1/4/5, soit P(a) le parallélogramme de
R? ayant pour sommets :

(22+ (1 —-a)V5),22-(1+a)V5))

(2= (1 =a)V5), 2+ (14 a)V5))

(-12+ 1 -a)v5),—1(2- (1+a)V5))
(1—a)V5),—12+ (1 +a)V5)).

On voit que P(a) est un domaine fondamental pour 'action des translations

de %(Ok) sur R2. Posons f, o(r,7") = (r? + s2)(r'? + s'%).
Supposons pour commencer que

N 2
1 1
(S;) = 1J—FZ avec |a| < NG (13)

Pour (r,r") € P(a), 'inégalité suivante est un exercice élémentaire que nous
laissons au lecteur :

e N LN

|
=
—~
[\

|

/ 3 ? 9 ! 22
fso(r,r) < 16 —i—gss + s%s™”. (14)

Les inégalités concernant a sont restrictives. Mais pour tout (s, s’) € R?, il

existe n € Z unique, tel que :

ers’ on S l1+a
= € _— =
€ s s 1—a)’
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1
avec |a| < 1/4/5 : il suffit de remarquer que la fonction g(a) = 1+ ¢

est
—a

strictement croissante dans | — 0o, 1], et que g(—1/v/5) = €2, g(1/V5) = €2
Soit (z,2') € €, z = x+1is, 2’ = 2’ +15. Soient n, a comme ci-dessus. Soit
(r,7") € P(a) tel que (x —r,2" —7r') € ¥(Ok). On a :

22| = foz(z,2))

S fs,s/<€n7,7 Em'f’/)

< feenen(r,r')
5\2 9

S (1_6) + g(E—ns)(ensl) + (6—2n$2)(€2n8/2)
5\2 9

< (1_6) + éss' + (s8')%.

Or, si (z,2') € A, alors |z2/| > 1. Donc

2
<136) + %SSI + %52 > 1,

ce qui implique :

58/ 2 2" > 0.54146,

d’ou 'inégalité annoncée, et le lemme est démontré. On peut démontrer que
G est un domaine fondamental pour l'action de Y sur H2, mais nous ne le
ferons pas ici car nous n’aurons pas besoin de ceci : voir les détails dans [9].

-9+ V312
6

5.2 Le diviseur de O.

Lemme 10 Le lieu d’annulation de © est ['tTmage de =5 dans Xy, avec mul-
tiplicité 1.

Démonstration. Notre technique d’étude (due a Gotzky : [9]) est comple-
tement élémentaire. Plus bas, nous mentionnerons des techniques plus élabo-
rées, menant a des résultats plus généraux.

Nous considérons les facteurs du produit (12), et leur comportement dans
le domaine G du lemme 9. Plus précisément, nous établissons des minorations
de valeurs absolues, qui garantissent la non nullité de ces facteurs sur G —=,.
La modularité de © complétera le lemme.
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Soit F un domaine fondamental pour I’action de T sur H? contenu dans
I’ensemble G du lemme 9.
On étudie les 10 fonctions thétas sur F ci-dessus. Posons :

Dap(z) = 3 (=) V9 expy {mt ((y + %)2 %) } ,

veOgk

avec (a, 3) € &, de telle sorte que

10
O(z,2') = H"&‘ai,ﬁi(ez, €2').
i=1
Ces fonctions sont définies sur H x H~, ot H~ = {2z € C tel que ¥(z) < 0}.
Le groupe T agit sur ‘H x H~ de maniere évidente. L’ensemble :
F ={(z,7) avec (z,2) € F}
est un domaine fondamental pour cette action, et pour tout (z,2') € F > on a

—3(2)S(2") > 0.54146. Comme €2 < —3(2)/S(2') < €2, on a $(2), = (2') >
0.454777 dans F. On en déduit des majorations pour |e,|, ot u € K, et :

eu =exp { it (w22 ) |

Soit z € F’. Si = 1, comme
I(z) — I(2') > 2(3(2)[S(2))Y? > 2 - (0.54146)Y/? ~ 1.47167,
on trouve :
leq| = exp{—7/V5(3(2) — 3(2'))} < 0.126482 dans F’. (15)
Naturellement, pour tout z € B” D F” :
lec|, [ea] < 1, (16)
ou B° est défini de maniére évidente. Pour tous p,q € R on a :

(lec” = lee|*) (ea|” = [ea|*) = 0.
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Comme e.es = €1, on en déduit, pour z € F’ :
lec[Plec]? + |ec|ea|” =

= leaf” +lea]” = (Jec” — lec ") (e " = le|?)

< exl? + |es]. (17)

Nous étudions les fonctions 9, g(z) avec (o, 3) € €. Observons que :
Tit (022 _ t(Bv/V5) i =

exp { ——it (a —) } Vap(z) = (—=1) exp {mt (1/(1/ +a)— ) ¢.
{ 4 V5 ’ VEZOK V5

Nous détaillons nos estimations dans le cas a = 0,1. Si « = 0 alors § €
{0,1,¢,¢'}. Si a =1 alors 8 € {0,1}. On trouve :

Mupx) = Y e {mt (W)} x

(n1,n2)€Z2

xegm *n2)2€?1(n1+o¢)enf(n2+a)

€ )

car (e, €') est une base de Og. Donc

e ap(z) — (1 +a)| <

o2

1 —N nin e} na2(n e}
< (14 a)+ g 20l ™ x (e eyt

|€€‘n2 (no+a) ‘66/ ‘nl (n1 +a))

1
< (1) 45 el M e ey
< —(Ha)t D ™ D fal .

en utilisant les inégalités (17). L’inégalité (15) implique :

|6;21/4Q9a7ﬁ(§)| Z 2(1+0[)— Z |€1|m2 Z |61|n(n+a)

> 0.4288.

Donc, si a € {0, 1}, U453 ne s’annule pas dans F°, ce qui donne la non nullité
dans F de six facteurs du produit définissant ©.
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Si o € {¢,¢'} (quatre cas), on voit que ¥ s’annule dans {(z,2)} C H2 La
technique expliquée ci-dessus, opportunément modifiée, implique que pour
zeF:

Ua,5(2) 1
> :
2e!04(1 + (—1)4@B/V5)e,,) 100

donc ne s’annule pas. Nous préférons ne pas détailler ce deuxieme cas, car
les techniques sont les mémes : pour des détails, voir [9]. Ceci implique que
la restriction de © a F s’annule seulement dans =, avec multiplicité 1 : le
lemme est démontré.

La théorie des produits de Borcherds ([3], [4]) permet de retrouver ces
résultats, et bien d’autres propriétés que nous ne pouvons pas décrire ici.
Dans [6] on montre que :

@(z) =064 exp {271'1 <ﬁ —_ i)} H (1 _ e27rit(u§))s(5uu/)a(5uu’)
= \/g \/g Y

v e OF
e — S/UK> 0
ou Yy > ja(n)g™ est la série de Fourier d'une certaine forme modulaire d’une
variable complexe, et s : N — Z est une certaine fonction. Tout ceci est
completement explicite : voir les détails dans [6].

5.3 Structure d’un certain anneau de formes modu-
laires.

Définition. Soit f une forme modulaire de Hilbert de poids parallele r pour
un certain groupe modulaire de Hilbert I'. On dit que f est symétrique (resp.
antisymétrique) si f(z,2') = f(Z,2) (resp. f(z,2") = —f(#, 2)).

L’existence de la fonction © permet de faire une description explicite de
I’anneau de certaines formes modulaires pour T.

Avant de continuer, nous faisons une remarque. Nous voulons décrire en-
core plus en détail la structure des espaces vectoriels de formes modulaires de
Hilbert dans le cas particulier de K = Q(+/5). Nous allons utiliser des nota-
tions particulieres a ce cas. Ainsi, lorsqu’il s’agit de formes modulaires pour
le groupe modulaire de Hilbert associé a ce corps de nombres, et seulement
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dans ce cas, nous posons (7) :

2 = (x(2)'EBroy,

X5 = 275@7
67 5 -1
= — — 6) "E )
Xo = g (e~ C(6) Broy)

Théoreme 2 Toute forme modulaire symétrique de poids paralléle 2r avec
r € N pour Y est un polynéme isobare en les trois formes modulaires pa, X2, X6-

Nous verrons que les formes modulaires s, x5, x¢ sont algébriquement
indépendantes sur C (corollaire 2).

Démonstration. On commence par observer que g est une forme parabo-
lique de poids (6, 6), et donc xg(z, 2) est une forme modulaire pour SLy(Z) de
poids 12, égale a cA(z), pour ¢ € C. Comme Es o, , Eg0, sont symétriques,
X6 est symétrique.

On détermine c¢ en calculant les premiers coefficients de Fourier de xg.
Ceci est possible car les coefficients de Fourier des séries d’Eisenstein sont
explicites (cf. sous-paragraphe 4.1). On trouve :

X6(z,2) = A(2).

On dit que xg est un relevé de A.
Nous avons déja vu que @q(z,2) = E4(z). Comme 'anneau des formes
modulaires de poids divisible par 4 pour le groupe SLo(Z) est égal a :

ClEs(2), A=),

on voit que toute forme modulaire de poids divisible par 4 peut étre relevée
en une forme modulaire symétrique de poids (2r,2r) pour Y. Nous avons
donc un isomorphisme d’anneaux :

v ClEy(2), A(2)] — Clwa(2), x6(2)];

inverse du morphisme de restriction a =, = {(z,2)}, ce qui prouve entre
autres que les formes modulaires ps et yg sont algébriquement indépendantes.

"Ces notations sont pratiquement celles utilisées par Gundlach et Resnikoff, dans leurs
travaux sur ces formes modulaires, a part le fait qu’ils écrivent x5 , et nous x5. On remarque
que 2, X5, X6 ont leur séries de Fourier a coefficients entiers rationnels.
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Soit maintenant F' une forme modulaire symétrique de poids (2r, 2r) pour
T. Si F' € Clps, x] nous n’avons rien a démontrer. Supposons que

H = F — p(F(z,2)) 0.

La forme modulaire H s’annule dans =5 par construction. L’étude de la fonc-
tion x5 = 27°0 que nous avons faite implique que
H
H1 = 3
X5
est une forme modulaire symétrique de poids (2r — 10, 2r — 10). La démons-
tration se complete par récurrence sur r.

6 Propriétés différentielles de formes modu-
laires de Hilbert.

Dans le paragraphe 1.2, nous avons vu comment on détermine, en utilisant
certains crochets de Rankin-Cohen, la structure de 'anneau engendré par
toutes les formes modulaires elliptiques.

On peut étendre la définition de crochet de Rankin-Cohen aux formes
modulaires de Hilbert. Par exemple, ceci est écrit dans [16]. Ainsi on associe,
a deux formes modulaires de Hilbert F, G de poids f,g € N (pour un corps
de nombres totalement réel de degré n sur Q), et & un n-uplet de nombres
entiers positifs s, une forme parabolique [F, G]s de poids f + g+ 2s :

a\ |p ols—rl
F .Gl = X
[ ! ]7 27‘(‘] s| Z TZO . .az:‘zn 8zf1_rl . .azZn*Tn
ﬁ fz_'_sz_l gi+si—1
=1 —Ti Ti ’
ou [(ay,...,a,)|=a1+ -+ ay,.
Pour z € Z, nous écrivons z; = ¥(0,...,0,2,0,...,0) € Z™ avec le co-

efficient = a la i-eme place. Voici 'exemple le plus simple de crochet de
Rankin-Cohen. La fonction :

1 oF oG
[Fa G]l,- = (27ri) <giG8—zi - sza—zz)
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est une forme parabolique de poids f + g + 2; (crochet de Rankin).

Posons :
Ay F = L[Fa Flip,, ILE = ! [F, Fla,.
2fifx (fi+1)
Ces opérateurs différentiels s’écrivent explicitement de la maniére suivante :
2 2
e IR
OPF OF OF

(2mi)? A, F

02,0z, 0z Oz
On vérifie que :

Hi .
Ai,k :

) = Sopsa (D),
<F> - 52i+2i+2k<r>'

S

Voici maintenant un lemme élémentaire qui décrit les propriétés d’annulation
des images des opérateurs différentiels [-, -]y, IT;, A .

Lemme 11 Soient F,G deux formes modulaires de Hilbert de n variables
complexes, non constantes, de poids f et g. Alors :

1. AjpF #0.
2. TLF +# 0.
3. [F,G]i, =0 si et seulement si la fonction F9% /G'i est constante.

Démonstration. (1). On a

L o 0?

i (2mi)2"  0z0z

log F'.

Nous pouvons supposer que ¢ = 1,k = 2. Si A;,F" = 0, alors la fonction
méromorphe H = F~'0F/dz ne dépend pas de la variable z;. On a de plus

H(zo+09(V),..., 20 +0,(v) = H(29,...,2,) pour v € Ok.

Soit m; la projection R® — R™~! obtenue en effacant le premier coefficient.
L’ensemble 7 (X(Of)) est dense dans R"!. En particulier H est constante
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dans £ = mz +R"L. Le plus petit sous-ensemble analytique de H"~! con-
tenant £ est H" ! : donc H est constante dans H" ', non nulle car F' est
non constante. Donc :

or

55
avec A # 0. Mais on voit clairement que ceci est incompatible avec la modu-
larité de F.

\F,

(2). Si II,FF = 0 et F' est non constante, alors on peut écrire F'(z) = (gz; +
h)=Ji o1 g, h sont deux fonctions ne dépendant pas de z;. On vérifie directe-
ment qu’une telle fonction ne peut pas étre une forme modulaire. On peut
aussi utiliser les séries de Fourier du lemme 16.

(3). On a:
1 o) GYi
F = ——F 1 .
[F, Gl 2mi G@zi o8 <F9i)

Si G/i/F9 € C*, alors [F,G];, = 0. Supposons maintenant que [F,G];, = 0 :
on a alors que H := G'i/F9% ne dépend pas de la variable z;. D’autre part,
c’est un quotient de formes modulaires, donc il satisfait :

H(ZQ,...,Zn) = H(ZQ+02(V)7---7Zn+0n(y))7

pour tout v € H" et 2o, ..., 2z, € H, lorsque ces valeurs sont définies. Comme
au point (1), H est constante dans H"! : la démonstration du lemme 11 est
complete. On remarque en particulier que H est une fonction modulaire, et
que les poids de F' et G satisfont f € Q*g.

Exemple 1. Comme il existe toujours une forme modulaire non nulle de
poids (2,...,2) pour I si » > 1, on peut construire dans certains cas des
formes modulaires non nulles de poids non parallele

(t1,...,t,) € (2Z)",

avec t; > 2 pour tout ¢ = 1,...,n. Par exemple, si K est quadratique,
II, E5 o, est une forme parabolique de poids (8,4) qui est non nulle (d’apres
le lemme 11), et constitue un premier specimen de forme parabolique de
poids non parallele.

Exemple 2. Si [K : Q] = 2, alors les opérateurs différentiels A = Ay ; et :

M:F — (ILF)ILF)
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agissent sur 'anneau gradué engendré par les formes modulaires de Hilbert
de poids parallele. Par de simples arguments d’algebre linéaire (basés sur des
calculs des premiers coefficients de Fourier de formes modulaires), on peut
déterminer des relations différentielles entre générateurs, induites par A et
I1. Par exemple, si K = Q(+/5), on trouve :

ASOQ == 24X67
1

Axs = 2—0<p2(902x§—><§), (18)
1

A = 1ox6 (6 — 92x3)

Equations différentielles. On remarque que les formes modulaires yg et x?
peuvent étre construites par application d’opérateurs différentiels, a partir de
9. Grace a ces identités, on peut aussi expliciter des équations aux dérivées
partielles ayant des formes modulaires de Hilbert comme solutions : en voici
un exemple.

On a le systeme différentiel (18), et on sait que Ilps € M(I"). D’apres
le théoreme 4, Ty est un polynome isobare en o, X6 et x2. La résolution
d’un systeme linéaire explicite (dans ce cas, sept équations et sept inconnues)
engageant les coefficients de Fourier de ces formes modulaires implique :

Tpa = 576(9x5 — 5p2x3)- (19)
En éliminant x2 dans (19) et la troisiéme équation de (18), on trouve :
100(A o A)gy + @allpy — dpa(Aipy)? = 0. (20)

Cette équation différentielle a la propriété intéressante suivante (cf. [21]) :
9 est la seule solution de cette équation qui soit une forme modulaire de
Hilbert pour (@(\/5) dont la série de Fourier a les termes indéxés par les plus

petites traces :
€
1+ 120exp< 27wit [ —=% 4+ ..
p{ (JS >}

6.1 Opérateurs multilinéaires.

On peut définir des opérateurs multilinéaires agissant sur certains espaces
de formes modulaires de Hilbert (et méme sur des espaces de polyndémes non
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isobares en des formes modulaires), de la maniére suivante. Soit Z un sous-
ensemble non vide de {1, ..., n} : pour simplifier, choisissons Z = {1, ..., m}.
Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n, soit I' le groupe
modulaire de Hilbert associé.

Définition. On dit qu'une forme modulaire de Hilbert F' pour I' est de poids
T-paralléle, si son poids f = (f1,..., fn) est tel que f; = f pour tout i € Z.
On dit dans ce cas que f est le Z-poids de F.

Ainsi, une forme modulaire de Hilbert de poids parallele f pour I' est une
forme modulaire de Hilbert de poids Z-parallele, avec Z = {1,...,n}.

Lemme 12 Soient Fi, ..., F,,11 des formes modulaires de poids T-paralléeles
T1y...,Tme1. La fonction :
rify orefy o g P
on 9B | OFmi1
0z1 0z1 0z1
oF  oF OFmir
<F17 ceey Fm+1>l = det 0z2 Oza Oz2
oF  OFy OFmir
Ozm O0zm Ozm

est une forme modulaire de Hilbert de poids Z-paralléle ri + - - - 4 rpy1 + 2.

Démonstration. On note &,, le groupe des permutations de Z, €(o) la
signature d’une permutation o € G,,,, on pose :

(Fioeo Pl = Y €(0)[F [For o [Fos Fo )ty - 1o 1oy

0€6m

La preuve est une conséquence immeédiate de la formule suivante :
[Fl, ey Fm—l—l]l = (27Ti)_mq)m<F1, ey Fm+1>l7 (21)

avec
(I)m — (7«2+...+Tm+1)(7‘3~|»---+Tm+1)"'(rm+rm+1)7
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(produit ayant m—1 facteurs) car le terme de gauche dans (21) est clairement
une forme modulaire de Hilbert de poids Z-parallele ry+- - -+7r,,.1+2, d’apres
les propriétés de base du crochet de Rankin.

Par exemple, si Fi, Fy sont des formes modulaires elliptiques de poids
1,79, la formule (21) nous donne tout simplement un crochet de Rankin :

rilfh rolh
[Fl, FQ]; = (27Ti)71 det @ @
621 82’1

Si GG1, Gy, G5 sont des formes modulaires de Hilbert de deux variables com-
plexes, de poids paralleles s1, s9, s3, alors la formule (21) implique :

[G17G27G3h =[G, (G, Gs]1, 1, — (G, [Ga, G, )1,
81G1 82G2 83G3

0G, 0Gy 0G5
= (27Ti)72(82 + 53) det 621 82’1 621 (22)

0G, 0Gy 0Gjs
622 82’2 622

La démonstration de la formule (21) repose sur 1’égalité suivante, dont la
démonstration est élémentaire et laissée au lecteur :

s 0
> (=1 5, F2 o Frgi)ion, = (23)
s=1 Zs
F.
= (ro+ -+ rmy1)det oF: :
aZj z’:i,.lu,qu
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s—1 termes

rofy

OFy
021

0Fy

<F27 SRS Fm+1>l_1s = det 0zs—1

0Fy

OF,
Ozm

On démontre (21) par récurrence sur m. Pour m = 1, I'identité est triviale,
comme nous ’avons déja remarqué. Supposons que m soit plus grand ; comme
il existe une bijection entre &,,, et U ;&% ot &, est 'ensemble des fonctions

aZs+1

r3f3

OF3
0z

O0F3

Ozs—1

0F3

aZs+1

OF;3
Ozm

rm-l—lFm—l—l

8F‘rn«kl
0z1

8F‘rn«kl
aZs—l

8F‘rn«kl
aZs+1

8F‘rn«kl
Ozm

bijectives {2,...,m} — {1,...,s—1,s+1,...,m},ona:

m

[Flv - '7Fm]1 = Z(_1)8+1[F17 Z 6(&)[F27 [ o [FvaM-l—l]la(m) o ']15(2)]137

s=1 eSS,
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(e désigne le prolongement de I'application signature a &’). Donc :

[Fiooo Foly = [FL Y (S0 Faia
s=1
= @2r)"' > (<1 [R (B, Fra)ion), (24)
s=1
= (27T1)mq)/i<_1)s 7’1F1 0 <F2 Fm+1>171
8:1 823 ) Y L s
OF
Sk ) P B},
Zs
OF;
8Zj i
OF;
- 821 <F27 ceey Fm+1>lls)
= (27Ti)mq)m<F1, ey Fm—l—l)la
ou le symbole [Fy, ..., Fyi1]1-1, a une signification évidente, et ® = (r3 +

oo 4 Tg1) o (T Tm1) (en (24) nous avons appliqué 'hypothese de
récurrence, et en (25) nous avons appliqué 1'égalité (23)). La preuve du lemme
est terminée.

Remarque. Les opérateurs [---]; sont définis en combinant entre eux des
crochets de Rankin, et a premiere vue, on est temptés de dire que ce sont des
polynomes différentiels (voir le paragraphe 6.3) d’ordre m dont toutes leurs
propriétés algébriques sont conséquence de la théorie des crochets de Rankin-
Cohen. Cependant, le lemme 12 implique qu’il s’agit en réalité d’opérateurs
différentiels d’ordre 1, en particulier multilinéaires. Nous verrons que cette
péculiarité fait des ces opérateurs des objets intéressants, dont ’étude sera
poursuivie dans des autres travaux.

Dans la suite de ce texte, nous étudions ces opérateurs uniquement dans
le cas ou Z = {1} et dans le cas ou Z = {1,2} et le nombre de variables
complexes est deux, (dans ce dernier cas, les opérateurs sont bien définis
uniquement sur des formes modulaires de Hilbert de poids parallele). Voici
maintenant une proposition qui décrit les propriétés de base dans le cas
7 =1{1,2}.
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Proposition 3 Soit K un corps de nombres quadratique réel, et I le groupe
modulaire de Hilbert associé. Soient F',G, H des formes modulaires de Hilbert
pour T' de poids paralléle f,g,h. La forme modulaire [F,G, H] := [F,G, H];
est de poids parallele f+ g+ h + 2. Si F' est antisymétrique et G, H sont
symétriques, ou si F, G, H sont antisymétriques, alors [F,G, H| est symétri-
que. Si F' est symétrique et G, H sont antisymétriques, ou si F,G, H sont
symétriques, alors [F,G, H| est antisymétrique.
De plus, les deux conditions suivantes sont équivalentes.

1. La forme modulaire [F,G, H] est non nulle.

2. Les fonctions F,G, H sont algébriqguement indépendantes sur C.

Démonstration. D’apres le lemme 12, [F, G, H] est une forme modulaire de
Hilbert de poids f + g+ h + 2, et on a

fF ¢G hH
1 oF oG oH

or oG o

0z 07 07

ou de maniere équivalente :

1
[F,G,H] = (2Wi)2(g+h)(fF(G/\H)+hH(F/\G)—gG(F/\H)),
avec
o0 0
- 0z 07
a (= det %%
0z 07

Soit C : C* — C? la symétrie C(z, ') = (2, z). Pour toute fonction analytique
A, ona:

0 0A 0 0A
&(AOC) = <£> oC et w(AoC) = <§) oC.
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On en déduit :

_ (0a 0B 0a 0B
(anf)eC = (8202 o2 82) °C
(0O« Ox op
= (5ee) (Goee) - (Gooe) (5-c)
8 0 0
= 5y (@oC)4 (506)—5(0406)@(506)-

Cette derniere quantité est égale a —(a A ) si a, f symétriques ou anti-
symétriques, et égale & a A  si a symétrique (resp. antisymétrique) et (3
antisymétrique (resp. symétrique).

Décrivons maintenant les conditions d’annulation de [F, G, H]. On vérifie
directement que si F, G, H sont multiplicativement dépendantes modulo C*,
alors [F,G,H] = 0. Montrons que la condition (1) implique la condition
(2). Si M est non nulle, alors F, G, H sont multiplicativement indépendantes
modulo C*, donc H//F" et HI/G" sont aussi multiplicativement indépen-
dantes modulo C*. On peut appliquer le théoreme 3 p. 253 de [1], et on
trouve que le corps de fonctions

Hf H9\ Hf HY
R = (C (log (ﬁ) ,log (@) ,ﬁ, @)

a degré de transcendance minoré par 2 + u, ou i est le rang de la matrice
jacobienne logarithmique

O g (B 0, (12
e\ 9\ @
90

- (oriy ARG G
07 8\ ) a8\ G

Le crochet [F, G, H] est lié au déterminant de J :

[F,G, H] = #d t(J) G e (26)

Donc p = 2, et le corps R est de degré de transcendance 4. Ainsi, le corps

H! HY
3:1: C (ﬁ,@)
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est de degré de transcendance 2 sur C. Comme une relation de dépendance
algébrique pour F,G, H est toujours déterminée par un polyndéme isobare,
ceci implique que F, G, H sont algébriquement indépendantes.

Montrons ensuite que la condition (2) implique la condition (1). Si F, G, H
sont algébriquement indépendantes, alors le degré de transcendance de ¥ est
2. On peut choisir deux parametres complexes analytiquement indépendants
t1, 19 tels que :

R= C(tl, tQ, etl, 6t2),

donc K a degré de transcendance 4 sur C.

Supposons par I'absurde que M = 0. La formule (26) implique que les
fonctions log(H” /F") et log(H9/G") sont analytiquement dépendantes. Donc
les fonctions HY/F" H9/G" sont aussi analytiquement dépendantes. Mais
deux fonctions modulaires sur ‘H? analytiquement dépendantes sont aussi
algébriquement dépendantes, ce qui donne au degré de transcendance § de K
la majoration § < 3, d’out une contradiction. La proposition 3 est maintenant
entierement démontrée.

Remarque. Grace au lemme 12, la proposition 3 se généralise au cas de n
variables complexes avec n > 3, mais nous n’en donnons pas les détails ici.

6.2 Théoréme de structure pour K = Q(/5).

On peut utiliser les opérateurs différentiels A, II, [+, -, | pour déterminer
explicitement la structure de certains anneaux de formes modulaires. Nous
décrivons explicitement toutes les formes modulaires de Hilbert dans le cas

K =Q(V5).

Lemme 13 A multiplication par un nombre complexe non nul pres, il existe
une unique forme modulaire de Hilbert pour T = SLo(Of), symétrique de
poids (15,15).

Démonstration. Nous construisons la forme modulaire, puis nous démon-
trons son unicité. En appliquant la proposition 3 a F' = x4, G = w9, H = x5,
on voit que

X = [x6: 2, X5]

est symétrique de poids (15,15) et non nulle. La non nullité de y peut aussi
étre vérifiée directement a partir de la définition de M : le coefficient de
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exp{27it(z)} dans la série de Fourier de x est non nul, ce qui implique x # 0.
Ceci termine la preuve de 'existence.

Montrons maintenant 'unicité d’une telle forme modulaire, a une con-
stante multiplicative pres. Soit x une forme modulaire de Hilbert, symétrique
de poids (15, 15).

Calculons x|g,. Nous regardons les premiers coefficients de Fourier de x
(ordonnés par trace croissante) :

X(2) = o + ¢, exp{2mit(vz)} + ¢, exp{27it(V'2)} + 1 exp{27it(2)} + - - -

avec v = ¢/+/5. La forme x étant modulaire de poids impair (ici (15, 15)), on
ax(U(z)) =n(e)®x(z) = —x(2). Ainsi ¢g = —cp et x est parabolique (8).

Donc x|z, est une forme parabolique elliptique de poids 30, donc une
combinaison linéaire xA? Eg+yAE? (noter que p = 15 est le plus petit entier
impair tel que 'espace des formes paraboliques elliptiques de dimension 2p
est de dimension > 2).

De méme, ¢, = —cp2,, ce qui donne ¢, = —c,,. D’autre part, x est
symétrique, et donc ¢, = ¢,. Ainsi ¢, = ¢, = 0. Ceci implique x|z, =
xq? + --+ = 1A?Fg : naturellement, un argument similaire s’applique aux

formes modulaires symétriques de poids parallele impair (cf. plus bas) : on
en déduit que si h est une forme modulaire symétrique de poids impairs, alors
(h|z,)A72E; " est une forme modulaire elliptique.

Il existe une combinaison linéaire ¢ = ay + by ayant sa restriction a =,
nulle. ¢/x2 est une forme modulaire symétrique de poids (5, 5), nulle d’apres
le théoreme 2 : le lemme est démontré. En particulier, x ne s’annule pas dans
=5. Nous démontrons maintenant :

Théoreme 3 L’anneau des formes modulaires de Hilbert pour le groupe T =
SLy(Ok), avec K = Q(v/5) est égal a l'anneau (gradué par les poids) des
polynomes en s, X5, X6, X, quotienté par la relation :

5 2

15 = 50000x5 — 1000@5x6x5 + @35 — 2¢aX6x3 +

+18002xgx3 + ©3x6 — 864x¢. (27)

8Une autre maniere de remarquer ceci est d’écrire Mi5(Y) = (E15) @ S15(Y), car T
n’a qu’une seule classe d’équivalence de pointe. De plus, puisque K a une unité de norme
négative, F15 = 0.
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Démonstration. Comme y? est une forme modulaire symétrique de poids
parallele pair 30, c’est un polynome en 9, X%, x d’apres le théoreme 2. La
relation (27) est uniquement déterminée.

Nous remarquons qu’il suffit de décrire le sous-anneau des formes modu-
laires symétriques. En effet, soit ¢ une forme modulaire de Hilbert de poids
parallele. On peut écrire :

8?) = 5(H(e) + [ 2) + (75 ) — S 2)

= fi+xs5/f,

avec f1, fo deux formes modulaires symétriques.

Soit maintenant f une forme modulaire symétrique de poids (r,r), avec
r impair. On voit que r > 15. La forme modulaire elliptique g = f|=, est de
poids 2r, et s’annule a l'infini avec une multiplicité > 2 (reprendre l'idée de
la démonstration du lemme 13). Ainsi :

g= EGAQP(E47 A)a

pour un certain polynome isobare P. Il existe un polynome isobare () tel que
la forme modulaire de Hilbert symétrique :

h=f—xQ(2, Xs)

s’annule sur Z,. Or, h/x2 est une forme modulaire de poids (r — 10,7 — 10) :
on applique une hypothese de récurrence. On trouve que f = Yk, avec k
forme modulaire symétrique de poids pair (r — 15,7 — 15). Le théoreme est
démontré, mais reste la question du calcul de la relation (27).

Sans passer par la géométrie des surfaces (ce qui oblige a calculer ex-
plicitement une désingularisation de la surface Xy, comme le fait Hirzebruch
dans [13]), la technique la plus avantageuse est encore une fois de passer
par des relations différentielles, et de résoudre explicitement des systemes
linéaires avec peu d’équations et d’inconnues.

En calculant explicitement les coefficients de Fourier de

[9227 ¥2, X5]7 [)z27 Y2, X6]7 [5&27 X5 X6]7
on explicite la relation (27).
Remarque. On montre que

- 28
X = EXL’J’

48



suivant les notations de Resnikoff. On peut comparer notre construction a
celle de Gundlach dans [10] pp. 241-247. Gundlach doit d’abord construire
des séries d’Eisenstein tordues par des caracteres, de poids (1,1) pour des
sous-groupes de congruence, ce qui est difficile en général. Notre construction
est considérablement plus simple, et plus explicite.

6.3 Polynomes différentiels.

Soit p € N". Nous posons :

5 olel
P (Ozq)Pr--- (8zn)pn’

olt [p| :=p1 + -+ + pn.

Définition. Un polynome différentiel D d’ordre < o, agissant sur ’espace des
fonctions holomorphes sur H", est par définition un opérateur de la forme :

DX = azy [[(D,(X))"®, (28)
)

(T,h peZ

ou toutes les sommes et produits sont finis, Z est un sous-ensemble fini de
N™ h une fonction Z — N, la somme sur les (Z, h) porte sur des ensembles 7
tels que pour tout p € Z on a |p| < o, les az;, sont des nombres complexes.

Soit I' un groupe modulaire de Hilbert. Nous nous intéressons ici aux
polynomes différentiels D ayant la propriété que D(M,(I")) C M(I"), pour
r,s € N". Nous commencons par un lemme élémentaire.

Lemme 14 Soit F' € M;(T'), soit p un élément de N" tel que [p| > 1. Alors
il existe un entier s € 7 tel que :

D,F = F*(DF + ®F),
ou D est un polynome différentiel qui est une composition de multiples d’opé-

rateurs différentiels I1;, A ., (X, Y) — [X, Y], avec i,k € {1,...,n} agissant
sur F', et ®F est I"image de F' par un polynome différentiel d’ordre < [p|.
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Démonstration. Nous commencons par écrire :

1 0F
WF = Gophifgz+
2
Al = (2711)217 aiaij o
S+2
[F7 [F’ S [F’ Ai,kF]lks o ']1k2]1k1 - (27Ti1)5+2 Fsazkl . agziazlﬁzj T
F(F. [FILF), .., = (%il)m / ngj L

ol les symboles + - - - désignent la présence de termes qui sont des polynomes
différentiels d’ordre inférieur, évalués en F'. Le lemme 14 est démontré en
explicitant 'expression de D, F' dans les formules ci-dessus.

Remarque. Sin =1et F € M(SLy(Z)), alors en posant :
GlF = [F, [F, F]Q]l et GS(F) = [F, Gs—lF]la
on a que G4(F) est une forme modulaire telle que

ds+2F
pETe 4o

G F = cF**

ou ¢ est une constante dépendant de k et s.

Rankin a montré que tout polynoéme différentiel D tel que
D<MT<SL2<Z))) - Ms<SL2<Z>>7

a la propriété que DF appartient a C(F)|[[F, F|4, G1f, Gaof, ...]. Nous généra-
lisons son résultat, suivant Resnikoff [21].

Lemme 15 Soit F' € M(I') une forme modulaire non nulle. Soit D un
polynéme différentiel non nul, ayant la propriété que DF € M(T'), pour t €
N™. Alors DF' est un polynéme a coefficients dans C(F), en des compositions
de multiples d’opérateurs différentiels X — [X, X]4,, X = (X)2,12,, (X,Y) —
[X,Y]s, agissant sur F.
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Démonstration. On a I'écriture (28) : on peut appliquer le lemme 14. No-
tons D, un opérateur différentiel D obtenu par application de ce lemme,
associ¢ au monome différentiel D,. On a :

DF = ZmHDF

(Z,h) peEZ

= Z az,p H Fe@)( (DpF + CIDBF)h@

(T,h) peZ

- S X bt TT @0 TL (0,0,

S€Z (T k) peJ

ol toutes les sommes et produits sont finies, une somme est indexée sur des
couples (J,k : J — N), les symboles s désignent des fonctions Z — Z, et le

produit Hti est indexé par les p € J tels que |p| > 1, le produit H est indexé
par les p € J tels que |p| = 1. Noter que si |p| = 1, alors il existe j tel que :

OF
D,F=—.
P 8Zj

Les termes monomiaux donnés par les produits £ Hﬁ, sont tous des formes

modulaires, disons de poids d(J, s). On a, pour v = (CLZ) el:
c

(52) 6 - <H< ¥ d»fi) e (L2 re+ () ).

Nous pouvons supposer qu’au moins un parmi les coefficients by, s soit non
nul. D’apres cette identité, on voit que pour J,k,s tels que le coefficient
b ks est non nul :

t=d(T ks)+ Y (k(p)f +2;).

On en déduit que pour z € ‘H" fixé, les fonctions I' — C :

k(p)

Cij + dj

b ‘.
E (LF@) + DEF(z))
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et 1 sont C-linéairement dépendantes. En d’autres termes, I'image de la fonc-
tion R : ' — C" définie par :

a b flcl fncn
’y = — AR )
cd a1z +dy Cn2n + dy,

est contenue dans une sous-variété algébrique propre de C".

Nous montrons maintenant que cela n’est pas possible : ceci nous donnera
que k(p) = 0 pour tout p, et la fin de la démonstration du lemme.

L’image de R est fermée (au sens de Zariski) dans C" si et seulement si

1 1
Zl+§_i’ ’ZN+§_Z yer

I'est (nous avons vu que [[, fi # 0 : lemme 4), c’est-a-dire si et seulement si

i)y

est fermée. Or, on voit sans difficulté que cet ensemble est dense dans R™
pour la topologie euclidienne.

Corollaire 1 Supposons que n = 2. Soit D un polynome différentiel non
nul d’ordre < 2, et de degré minimal avec la propriété que pour une forme
modulaire de Hilbert non constante de poids parallele F' on ait DF = 0.
alors il existe un opérateur différentiel non nul EX € C[X, AX,11.X], tel que
EF =0.

Démonstration. D’apres le lemme 15, DF € C(F)[AF, 11, F, I, F], car l'or-
dre de D étant < 2, il ne peut pas y avoir de terme faisant intervenir les
crochets (X,Y) — [X,Y];, dans toute expression de D. Ecrivons donc :

DF = Yy (AF)Y(ILF)*(ILF),

(z,y,2,t)EZXN3

et supposons F de poids parallele f. Le poids de F*(AF)Y(I[,F)*(Il,F)!
est (fo+ (2f +2)y + 2f(z + t))1 + 412 + 49t. D’apres le lemme 11, tous
les monomes F*(AF)Y(IT; F)*(II, F)* sont non nuls. 11 est alors clair que s’il
existe (z,y, z,t) € Z x N* avec ¢, ., # 0 et z # t, alors une puissance non
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nulle et positive de I} F' (ou de IIoF') divise DF' de telle sorte qu’on puisse
écrire :

DF = (ILF) Y &, F*(AF)/(IIF)" = (ILF) FYEF,

':E7y7z
(@,y,2)€ZXN?

avec EF € C[F, AF,I1F] non nul. Le corollaire est démontré.

6.4 Equations différentielles ayant des solutions mo-
dulaires.

Dans ce sous-paragraphe, nous supposons [K : Q] = 2. Nous commengons
par un lemme technique élémentaire, qui sera utilisé dans la suite.

Lemme 16 Les opérateurs différentiels
X dIX — (AX)?, X [X,I0X]y,, X+— [X,AX],, X+ [X ILX],
avec ¢ € C, n’annulent aucune forme modulaire non constante.

Esquisse de démonstration. Nous faisons seulement une partie des dé-
monstrations. Nous commencons par donner les formules explicites décrivant
I’action de ces opérateurs sur les séries de Fourier. Soient F,G deux formes
modulaires de poids f et g, de séries de Fourier :

F(z) = Z a, exp{2rit(vz)}, G(z)= Z b, exp{2mit(vz)}.

veOy ,U{0} veOy, U{0}
On a:
. #
ILE = Z exp{2mit(rz)} Z al/a,u<fi0'i<:u)2 — (fi + Doi(vp)),
TGO}((,-F v+pu=1
AF = Z exp{2mit(7z)} Z ﬁal,au(n(u) — '),
TGO}((,-F v+pu=1
Inf = Z exp{2mit(7z)} X
T€0% 4
#
XY aaagayas(fia? = (fr+1)Ba)(fr” = (fa + 1)57),
a+B4y+0=T7
. #
(F.G), = Y exp{2mit(rz)} D) (gioi(v) — fioi(w))ab,, (29)
T€O + vH+p=1
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olt les sommes 3. sont indexées par des éléments de O 4 U{0}. Certaines
parties du lemme se démontrent bien en utilisant ces formules. Pour d’autres
parties, c¢’est mieux d’appliquer 'hypothese de modularité.

(1). Pour simplifier, nous supposons que F' est une forme parabolique. Si F’
est non nulle, alors il existe un plus petit entier m > 0 tel que pour quelques
v € Ok, avec t(v) = m on ait a, # 0. On peut supposer que le nombre
réel positif o1(r) soit le plus grand possible avec cette propriété. On trouve
alors que le coefficient de exp{2rit(4vz)} dans la série de Fourier de I1F est
égal a n(v)?a,, # 0, et pour tout p € O, de trace < t(4v), le coefficient de
exp{2mit(uz)} dans la série de Fourier de IIF est nul.

Mais le choix de v implique que le coefficient de exp{27it(2rz)} dans
la série de Fourier de AF, est nul (car égal & a?(n(v) — v/')), et pour tout
p € O, de trace < t(2v), le coefficient de exp{27it(uz)} dans la série de
Fourier de AF est nul. Si ¢ # 0 on en déduit que a, = 0, une contradiction.
Donc ¢ = 0, et nous sommes ramenés au cas (1) du lemme 11.

(2). Commencons par considérer F,G non nulles, telles que [F,G];, = 0.
Supposons pour simplifier qu’elles soient toutes deux paraboliques. Il existe
v, it € Ofy, de trace minimale, oy(v),o1(p) plus grands possibles, avec la
propriété que a, et b, soient non nuls. Pour 7 = v + pu, on trouve que le
coefficient de Fourier de [F, G];, associé a T est égal a (g;0,(v) — fio:(11))a,b,.
Il faut donc que g;0;(v) — fioi(1) = 0.

Posons G = IIF' : nous savons que G # 0. Alors by, = a,‘fl/A‘ est non nul,
et = 4v est de trace minimale avec cette propriété. Donc g; = 4f;, ce qui
est impossible, car G est une forme modulaire de poids g = 4f + 4.

(3). Pour montrer que [F, AF];, ne peut pas s’annuler sur M (T'), il suffit de
0 (AF)i

montrer que a—zl Fohi2

# 0 : on utilise la modularité de F' pour montrer que
c’est le cas.

(4). Les formes modulaires F' et G = II,F' sont non nulles et leur poids f et
g satisfont f & Q*g. D’aprés le lemme 11, (3), la forme modulaire [F, G|y, ne
peut pas étre nulle. Nous laissons au lecteur le soin de compléter les autres
parties de la démonstration du lemme 16.

Proposition 4 Soit F' une forme modulaire de Hilbert symétrique de poids
r, annulant un polynome différentiel non nul d’ordre < 2. Alors la forme
modulaire TF' :

TF = [F,AF),,[F,11F],, — [F, AF].,[F, 11F];, (30)
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est nulle.

Démonstration. Soit [’ une forme modulaire symétrique : son poids r est
parallele. Soit D un opérateur différentiel d’ordre < 2 s’annulant en F. Le
corollaire 1 implique qu’il existe un opérateur différentiel E tel que FX €

C[X, AX,IIX], et

EF = ¢ F"(AF)*(IIF)* =0, (31)

ou la somme est finie, et porte sur des triplets i d’entiers positifs ou nuls.
Naturellement, le polynome E'F est isobare, et on a 417+ (2iy+4i3)(r+1) =
s pour tout . On voit aussi que EX doit avoir tous ses degrés partiels non
nuls. En effet, si £X n’a qu'un seul degré partiel non nul, on rencontre une
contradiction avec le lemme 16.
Si EFX a seulement deux degrés partiels non nuls, on procede de la méme
facon. Si par exemple £ X ne dépend pas de X, alors :

Yo (qiip) —0
G|l —==| =
, (AF)?
et on est ramené a résoudre 'équation différentielle TIF = ¢(AF)? qui n’a
pas de solutions modulaires autres que la solution nulle, d’apres le lemme 16.

Donc EX a tous ses degrés partiels non nuls. On peut reformuler (31)
ainsi : les fonctions

AF . TIF
F(2r+2)/r’ﬁ_ F(4r+4)/r

o =

sont algébriquement dépendantes sur C.

Ceci implique que «, 3 sont analytiquement dépendantes : a A § = 0.
Mais cette condition n’est qu'une réécriture de (30) : on voit que a A f =
(rFE 0/~ 1 ot TF = r F2H, pour une forme modulaire H, d’ou TF = 0
si et seulement si H = 0 si et seulement si « A 3 = 0. La proposition 4 est
démontrée.

On remarque que T'F est antisymétrique et divisible par F2. Pour voir
ceci on utilise les techniques de preuve de la premiere partie de la proposition
3. Pour K = Q(v/5), le théoreme 3 implique que (Tws)py 2 est un multiple
non nul de ysY : on trouve (Tipy)p,2 = 21 .33 . 5. 7 1ysx.
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Corollaire 2 Si f est une forme modulaire symétrique qui n’annule pas
Vopérateur différentiel T défini par (30), alors F, AF, ILF et Iy F' sont algé-
briquement indépendantes sur C, et donc F,AF et IIF sont aussi algébri-
quement indépendantes.

Dans le cas ot K = Q(v/5), un calcul numérique explicite sur la série
de Fourier de ¢, permet de vérifier que ¢y ne satisfait pas (30). Donc ¢
ne satisfait aucune équation différentielle d’ordre < 2, et @9, X6, x5 sont
algébriquement indépendantes. Dans le cas général, nous pouvons utiliser
la proposition suivante.

Proposition 5 Soit F' une forme modulaire symétrique, soit

F(z) =ap+ Z a, exp{27it(vz)}

veOk +

son développement en série de Fourier a linfini. Supposons qu’il existe au
moins deux éléments distincts v,u € O ., de trace minimale avec la pro-
priété que a,,a, # 0. Alors TF, définie par (30), est non nulle.

Démonstration. Supposons pour simplifier que F' n’est pas une forme para-
bolique, et n’est pas constante. On calcule explicitement le développement
en série de Fourier de T'F. Posons G = AF, H = IIF : ce sont des formes
modulaires de poids parallele g et h. Ecrivons les séries de Fourier de G, H
comme suit :

G(z) = Z b, exp{2rit(vz)}, H(z)= Z ¢, exp{2rit(vz)}.

Si on écrit :

(TR = 3 sexpl2nit(vz)},

veOi 4
en utilisant (29) on trouve que
Sy = Z ta,ﬁ,%(gaaaq/bgc(;,
a+B+y+o=v
ou
o1(9) 02(5)) (01(04) U2<’7))
la = gdet + hdet +
soe = 9 (m(a) 7)) T \a(d) a0
o1(6) 02(5))
+ f det .
raes (0 s



Soient p, v comme dans les hypotheses. Soit [ = t(u) = t(r) > 0. Les
hypotheses de la proposition impliquent qu’on peut choisir [ minimal, u, v de
telle sorte que X(u), X(v) soient dans le segment

{X(7) avec t(1) =},

la distance entre ¥(u) et X(v) soit la plus petite possible, et o1 (1) soit le plus
grand possible : on voit alors que pu, v sont Q-linéairement indépendants.
Cette condition de minimalité impose une écriture plus simple pour cer-
tains coefficients s,. En effet, si 3,0 # 0, on vérifie que bg # 0 implique
t(5) >l et ¢s # 0 implique t(J) > 2l (se souvenir que ag # 0).
SiT=2u+vonat=a+f+7v+9 et asa,bgc; # 0 si et seulement si
a=~v=0,=v,0=2u,oua=v=0,8=pu,0=v+pu,et:

s, = 1ad(o1(1)a() — 01 (1)o2(1))(2bscs, — bycyr):
Les coefficients b,, ca,,, by, ¢4, Peuvent se calculer explicitement en fonction
de a,, a, grace a la condition de minimalité de [. On trouve

s, = rim(p)ag(o1(V)oa(p) — o1(@)oa(v)) aya,.
Cette quantité ne peut pas s’annuler si ry # 0, car v, u sont Q-linéairement
indépendants. En particulier si non nulles, les séries E, o satisfont les condi-
tions de la proposition.
La démonstration dans le cas ou f est une forme parabolique est similaire,
nous la laissons au lecteur.

Question. Y a-t-il une forme modulaire non nulle annulant (30) ?

On voit que toute série d’Eisenstein non nulle satisfait les hypotheses de
la proposition 5. On en déduit :

Théoréme 4 L’anneau C[Ey, AEy, TIEs] a un degré de transcendance 3 sur

C.

Comme le degré de transcendance du corps Fy(I') des fonctions modulaires
de poids 0 est 2, on trouve que la cloture algébrique du corps de fractions de

I’anneau
T(T) = M,(I)

des formes modulaires de poids parallele est de degré de transcendance 3.
Ainsi, quatre formes modulaires de Hilbert de poids paralleles sont toujours
algébriquement dépendantes.
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Corollaire 3 Pour tout corps quadratique réel K, il existe trois formes mod-
ulaires de Hilbert pour Uy, symétriques et algébriquement indépendantes, de
potids paralléle 2,6, 10, et une forme modulaire antisymétrique de poids 20.

Démonstration. Si F' est une forme modulaire de Hilbert de poids r =
(Tla TZ))

OF := (IIF — (ry + 1)(rs + 1)(AF)?) F

est une forme modulaire de Hilbert de poids 3r 4+ 4 qui est non nulle d’apres
le lemme 16 (dans I'expression explicite de TIF — (r; + 1)(ry + 1)(AF)?, tous
les termes sont des produits de F et de fonctions holomorphes sur H?). En
particulier, ® F, est une forme modulaire non nulle de poids 10.

D’apres le corollaire 2, les formes modulaires F' = FE,, G = AFE5 et I1FE,
sont algébriquement indépendantes, de poids paralleles 2,6, 12, et sont aussi
clairement symétriques. Donc la forme modulaire H = ®FE5 est symétrique
de poids 10 et F, G, H sont algébriquement indépendantes.

La proposition 3 implique l'existence d’une forme modulaire non nulle
M, de poids 20. Cette forme modulaire est antisymétrique, car F, G, H sont
symétriques.

Remarque. Soit 7y = 7y(I") 'anneau engendré par les formes modulaires de
Hilbert symétriques de poids pair associées a I'; soit P I'idéal de 7, engendré
par toutes les formes modulaires de Hilbert F' telles que F|z, = 0. Si le
discriminant de K est une somme de deux carrés, et si P est principal,
alors 7y est engendré par F, G et un générateur de P (cf. [10]). Ici, nous ne
pouvons pas démontrer que 7y = C[F, G, H], mais seulement que H € P.
En effet, (AFE,)|z, est parabolique de poids 12, donc proportionnelle a A.
De méme, I1; Es|=,, 1o Es|=, sont proportionnelles a A, ce qui implique que
DBy := 11Ey — 9(AE,)? satisfait (®*Ey)|z, = AA? avec X € C. La constante
de proportionnalité A est nulle, car ®*Ey, = Ey®FE,, donc Eyz(PE,)|=, =
AA? mais il n’existe pas de forme parabolique non nulle de poids 10 pour
SLy(Z). Donc H = ®Ey € B.

Le corollaire 3 généralise le théoreme 4.1 p. 507 de [11] : de plus, la
méthode utilisée dans [11] (étude de plongements modulaires d’Tgusa) ne de-
tecte pas de forme modulaire antisymétrique non nulle de poids 20. Noter de

plus qu'en général, M? & C[F, G, H|.
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6.5 L’anneau des formes modulaires de tout poids pour
I', et sa cloture algébrique.

Nous avons explicité un lien entre les propriétés différentielles de formes
modulaires et la structure des anneaux des formes modulaires de poids par-
allele. Nous avons un anneau :

L= @ M, (T'),

et nous nous demandons si les propriétés différentielles des formes modulaires
de poids parallele permettent de décrire sa structure.

Lemme 17 L’anneau L n’est pas de type fini.

Esquisse de démonstration. On représente les espaces vectoriels non-nuls
de formes modulaires de poids (a,b) € Z? comme des points de R? : nous
construisons ainsi un ensemble discret £ contenu dans le premier quadrant.

Si 'anneau L est de type fini, alors £ est contenu dans un cone d’angle
au sommet < 7/2, car il n’y a pas de formes modulaires non nulles, de poids
(0,a) ou (b,0). L’action des opérateurs II; induit des applications & — N2
Aucune de ces applications n’a son image contenue dans un cone d’angle au
sommet < /2 : £ n’est donc pas un anneau de type fini.

On revient aux processus de construction de formes modulaires. Nous
en avons pour construire des formes modulaires de poids parallele ez-novo :
séries d’Eisenstein, fonctions théta.

Pour construire des formes modulaires de poids non parallele, nous ne
connaissons jusqu’a ici que des méthodes différentielles : application des
opérateurs II;, A; x, (X,Y) — [X,Y]y,,... & des formes modulaires de poids
parallele. Les formules de traces de [22] peuvent étre aussi utilisées.

Voici une question liée & ce probleme : posons K = Q(+/5). On voit qu'il
n’y a pas de formes modulaires de Hilbert de poids non parallele (a,b) avec
a+b < 12. Nous avons Mg = (3, x6). Nous voulons construire explicitement
des bases de M) avec a +b = 12 et a # b.

Par exemple, Mg 4) contient IT; F5 qui est non nul, et la dimension de cet
espace est 1 : nous en avons une base.

Les opérateurs différentiels que nous avons introduit ne permettent pas
de calculer des formes modulaires non nulles dans M, avec

(a,0) ¢ {(8,4),(6,6), (4,8)},
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a partir de formes modulaires de poids parallele : a priori la seule chose que
I’on puisse dire est que ces espaces sont de dimension au plus 1.

Nous savons que si f est une forme modulaire non nulle dans un de ces
espaces, elle doit satisfaire une certaine équation différentielle. Dans chaque
cas, on peut construire son développement en série de Fourier, montrer que
sa restriction a =, n’est pas un multiple de A, et finalement démontrer que
pour a+b =12 et (a,b) € {(8,4),(6,6), (4,8)}, alors M, = {0}.

L’anneau L est-il engendré par I'image de 7 par application itérée de tous
les opérateurs différentiels II;, A; 5, (X,Y) — [ X, Y]y,,...7

La réponse a cette question est non. Les formules des traces d’opérateurs
de Hecke permettent de construire des algorithmes de calcul de la dimension
d’espaces de formes modulaires de poids non parallele (cf. [22], et les algo-
rithmes de calcul développés dans [20]). Par exemple, en utilisant la propo-
sition 2.7 de [20], on peut montrer que S49)(Y) est de dimension > 1. Il
est facile de montrer que S(149) ne peut pas contenir I'image d’'un opérateur
différentiel défini sur un espace vectoriel de formes modulaires.

Des bases d’espaces de formes modulaires S, peuvent étre calculées
explicitement par les formules de traces (cf. [20]), mais pas par application
d’opérateurs différentiels sur des formes modulaires de poids parallele.

Posons :

1 0B, 1 0E, 1 0°F, 1 0°E, 1 O0%E,
MO — C E27 = . y ~ . 9 \2 ) \9 2 \2 2
211 0z ' 2mi Oz ' (2m1)% 021029 (27m1)? 027 ' (27mi)? Oz

Cet anneau n’est pas stable pour les opérateurs de dérivation (27i)~1(9/9z)
et (271)71(9/07'), mais les propriétés différentielles des formes modulaires
permettent d’obtenir :

Théoreme 5 La clotire algébrique B du corps des fractions de Mg, munie
des opérateurs de dérivation (2mi)~1(0/0z) et (2mi)~1(0/07Z'), est un corps
différentiel qui est de degré de transcendance 6 sur C. Si K = Q(v/5), alors
l'anneau
M= Molpy ' x5 (02, x50, [0z, Xsla, |

muni des opérateurs de dérwation (2mi)~1(0/0z) et (2mi)~1(0/D7'), est un
anneau differentiel qui est isomorphe a un quotient de [’anneau de polynomes
C[Xy, ..., Xq0] par un idéal premier de hauteur algébrique 4.
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Démonstration. Les propositions 4 et 5 impliquent que les fonctions :

1 OF, 1 OF,
X=FY =——2y =22
2T om0z, % 27 Oz

1 0L, 1 0°E, 1 0L,

- = p - 72 - 7=
(2mi)2 02002, " (2mi)? 022 77 (2mi)? 022
sont algébriquement indépendantes sur C. Donc le degré de transcendance
de B est au moins 6.

Posons :
1 OE, A 1 03K, 1 OFE, 1 ?FE

@2mi)3 025 777 (2mi) 023 ' (2n)3 0220z 0 (2mi)3 02,022

On calcule les formes modulaires [Fs, II; E»]1; pour ¢,j = 1,2, qui sont non
nulles d’apres le lemme 16. On trouve :

(B2, IE], = 4(BeX? = ThY1X + 3Y2(V1Ys — X 7))
= 4B, X%+ B,
4B X% - TYoX +3Y1(YaY) — X Z))
4B X* + B,
[Eo, I By, = 4(6Y) — 6T XY + A1 X?)
= 44, X%+ A
(B2 I E]y, = 4(6Y5 — 6T2XY; + Ay X?)
= 44,X* + A»,

[Ey, T, By 1o

avec A;, B; € C[X, Y1, ..., Ty]. Ces formes modulaires sont de poids (8, 10),
(10,8),(12,6) et (6,12) respectivement. De ces formes modulaires on con-
struit des formes modulaires de poids parallele non nulles :

[E2>H1E2]?2H2E27[E27H2E2]12[E27H1E2]12H1E2 € Su
[E27H1E2]?1(H2E2)37[E27H2E2]§2(H1E2)3 € Ss

On déduit que les fonctions Ay, As, By, By se trouvent chacune dans une
extension quadratique de

T<F)[X7 X717 Y17 R T27 (H1E2)717 (H2E2)71]-
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Mais la cloture algébrique du corps de fractions de cet 'anneau est égale a
la cloture algébrique de C(X,Yy,...,Ty) (). Ceci prouve que Ay, As, By, By
sont algébriques sur C(X,Y;,..., ).

Supposons maintenant que K = Q(+/5), et démontrons les propriétés de
I’anneau M. L’anneau M engendré par toutes les derivées partielles de la
fonction ¢y est différentiellement stable. Cet anneau contient yg et x2, car il
contient My qui contient & son tour xg et x2 d’apres le théoréme 2 (ce sont
des images de s par des opérateurs différentiels d’ordre 2). Donc toutes les
derivées partielles de toutes les formes modulaires symétriques de poids pairs
appartiennent a M.

Comme Y15 est proportionnelle & x5 '[¢2, X2, X6], on trouve aussi que
toutes les derivées partielles de toutes les formes modulaires de poids par-
allele appartiennent & M [xs'] (il suffit d’appliquer le théoreme 3). Donc
toutes les derivées partielles de x5! appartiennent & M [x5'] et il en résulte
que cet anneau est différentiellement stable.

Passons & I'étude de I'anneau M. On a que M D Mo[x; ], et ce dernier
anneau contient toutes les formes modulaires de poids parallele, comme 'on
a déja remarqué.

Montrons maintenant que M;[y;'] € M. Il suffit de démontrer que
Ay, Ay, B1, B, € M : nous montrons ici seulement que A;,B; € M. On
a que [p2, 1)1, [a, X5]3, est une forme parabolique non nulle de poids par-
allele 33, et que [p2, IT102]1, [p2, X5]1, est une forme parabolique non nulle de
poids parallele 17. Comme

[po, ipa)1, = 493A1 + P, [i02, Ilipa]s, = 495By + Q

avec P, () € M, et comme M contient toutes les formes modulaires de poids
parallele, nous obtenons M [y5'] € M. Comme M contient aussi toutes les

9Noter qu’il y a bien plus de rélations. Par exemple :

(B, IaBs), (B2, I Es],, € Sis

(B2, 1 Eo), [E2, T Eo],, € Sis

(B2, Ta By} Ty By, (B2, 111 Es), (B2, T2 Es), (B2, Es),, € Sau
(B2, T By, | [Ea, T Bo)y (T2 E)® € Sso

(B, Iy Fo)y [Ea, Il Es), (I1Ea)? € Sy

Toutes ces relations ci-dessus sont redondantes : il y a donc des relations qui sont satisfaites
par les formes modulaires de poids parallele dans Sg, ('), indépendantes de K.
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derivées partielles de 3 ', x5, [p2, X5]1," et [p2, X5]1,', M est différentiellement
stable.

L’anneau M est clairement un quotient de C[X7, ..., Xjo] par un idéal de
rélations Z. De plus, comme M est un anneau de fonctions méromorphes, il
n’a pas de diviseurs de zéro, et donc Z est un idéal premier. Comme le degré
de transcendance de B est 6, 'idéal Z a hauteur 4 ('°).

La preuve du théoréeme 5 est terminée. On montre aussi que la cloture
algébrique du corps engendré par toutes les dérivées partielles de fonctions
modulaires de poids 0 est de degré de transcendance 6.

Remarque. Connaissant la structure de I’anneau de formes modulaires de
poids parallele pour un certain groupe modulaire de Hilbert I', on peut décrire
les relations algébriques liant les fonctions A;, B;. Naturellement, ces relations
sont en général tres compliquées. Attention : le corps B n’est pas la cloture
algébrique du corps des fractions de I'anneau £ des formes modulaires de
tout poids. On a la proposition qui suit.

Proposition 6 Cing formes modulaires de Hilbert sont toujours algébri-
quement dépendantes. Il existe quatre formes modulaires de Hilbert algébri-
quement indépendantes.

Démonstration. Le théoreme 4 implique qu’il existe trois formes modu-
laires de poids paralleles et algébriquement indépendantes. De plus, on peut
facilement vérifier que si X est une forme modulaire de Hilbert de poids non
parallele non nulle, et si F' est une forme modulaire de Hilbert de poids par-
allele non constante, alors F, X sont algébriquement indépendantes. Dans
ce texte nous avons construit plusieurs formes modulaires de Hilbert non
constantes, de poids non parallele. Ainsi, on peut toujours construire quatre
formes modulaires de Hilbert algébriquement indépendantes.

Soient maintenant F, G, H, X,Y cinq formes modulaires non constantes,
avec F, G, H de poids parallele f,g,h et X,Y de poids non paralleles x,y.
Supposons que F,G, H soient algébriquement indépendantes, et que X,Y
soient aussi algébriquement indépendantes : on a aussi que F,G, H, X sont
algébriquement indépendantes, et que I, G, H,Y sont algébriquement indé-
pendantes. Si z € Q*y, alors il existe deux entiers a, b tels que X/ Y? soit

OPour des applications envisagéables de ce théoréme, il convient de remarquer que
M est un anneau de Cohen-Macaulay, puisque Z est clairement un idéal d’intersection
complete. Les rélations définissant Z peuvent étre explicitées, mais elles sont assez com-
pliquées.
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une fonction modulaire () de poids parallele 0, non constante. Mais () est un
quotient de deux formes modulaires de poids paralleles, donc @ € C(F, G, H),
et F,G,H, XY sont algébriquement dépendantes. Supposons maintenant
que z & Q*y : donc les vecteurs z et y sont Q-linéairement indépendants. 11
existe une combinaison linéaire az+by € (Z—{0})1, avec a,b € Z, et la forme
modulaire X*Y? est une forme modulaire non constante P de poids parallele.
Nous avons déja remarqué que quatre formes modulaires de Hilbert sont
toujours algébriquement dépendantes, donc F, G, H, P sont algébriquement
dépendantes et on a aussi dans ce cas que F, G, H, X, Y sont algébriquement
dépendantes.

Nous laissons au lecteur le soin de compléter la démonstration de cette
proposition dans le cas général ou F, G, H n’ont pas nécessairement de poids
paralleles, en utilisant ce qui precede.
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