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Abstract

Let K be a local field of mixed characteristic not absolutely ramified. Fontaine-
Laffaille theory (see [[LJ]) gives a description of the torsion crystalline Z, representa-
tions of the absolute Galois group of K (p denotes the characteristic of the residual
field). Improving the former works, Breuil introduced new modules and obtained an
integer and torsion thoery for the semi-stable representations (see [J]).

In this paper, we follow Breuil’s works and adapt them to the case where the local
field K can be absolutely ramified. However, we would have a limitation on the index

of absolute ramification.

Rsum

Soit K un corps local de caractristique mixte non absolument ramifi. La thorie
de Fontaine-Laffaille (voir [1J)) permet de dcrire les Z,-reprsentations galoisiennes
cristallines entires de torsion (p dsigne la caractristique du corps rsiduel). Poursuivant
les predents travaux, Breuil a introduit de nouveaux modules et a obtenu une thorie
entire et de torsion pour les reprsentations semi-stables (voir [f]).

Dans cet article, nous reprenons les travaux de Breuil et les adaptons dans le cas o
le corps local K peut tre absolument ramifi. Nous aurons toutefois une contrainte sur
I'indice de ramification absolu.
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1 Introduction

Dans toute la suite de ce papier, p dsigne un nombre premier et k un corps parfait de
caractristique p. On note k une clture algbrique de k, I, le sous-corps premier de k et si
q = p" est une puissance de p, F, 'ensemble des solutions dans k de 'quation 29 = .

On dsigne par W l'anneau des vecteurs de Witt coefficients dans k. On rappelle que
comme k est parfait, cet anneau est un anneau de valuation discrte complet de caractristique
nulle dont p est une uniformisante et dont le corps rsiduel s’identifie canoniquement k. On
dispose en outre d'une application o : W — W appele Frobenius qui induit par passage au
quotient le Frobenius classique sur k, c¢’est--dire I'lvation la puissance p.

On appelle Ky le corps des fractions de W, c’est un corps local de caractristique mixte.
On prend K une extension finie totalement ramifie de K. On note e le degr de I'extension
K/ Ky, c’est I'indice de ramification absolue de K. On appelle Ok 'anneau des entiers de K
et on choisit 7 une uniformisante de cet anneau. On fixe K une clture algbrique de K, on
note Ok 'anneau des entiers de K et G = Gal (f( /K ) le groupe de Galois absolu du corps
K. On note I le groupe d’inertie (c’est un sous-groupe de Gg), I le groupe d’inertie sauvage



et I; = I /I, le groupe d’inertie modre. Enfin, on appelle v la valuation sur K normalise par
v(m) =1 (et donc v (p) = e).

Une Z,-reprsentation (resp. F,-reprsentation, resp. F,-reprsentation, resp. Q,-reprsentation)
de G est une action linaire et continue de Gk sur un Z,-module (resp. un IF,-espace vec-
toriel, resp. un IF-espace vectoriel, resp. un Q,-espace vectoriel). Afin d’tudier ces reprsen-
tations, diverses catgories ont t introduites. Nous allons nous proccuper dans ce papier des
catgories M" introduites par Breuil dans [(], et nous montrerons comment il rsulte de notre
tude le thorme [[.0.]] ci-dessous.

Avant de I'noncer, faisons quelques rappels (pour plus de pr(:181ons voir le paragraphe
1 de [20]). Soient h un entier et ¢ = p”. Notons V = {z € Og /2" = w1z} et V C Ox/p
la rduction modulo p de V. L espace V' est une [F)-reprsentation de Gx. De plus V' hrite
naturellement d’une structure de IF-espace Vectoriel de dimension 1 et fournit un caractre
I — [} qui se factorise par ¢ : I; — F7. On pose 0; = 6r', ce sont les caractres fondamentaux
de niveau h. Toute F-reprsentation irrductible de dimension d du groupe d’inertie modre
s’crit comme un produit de caractres fondamentaux de niveau h (voir la proposition 5 du

paragraphe 1 de [20]).

Thorme 1.0.1. Soit X un schma propre et lisse sur K rduction semi-stable sur l’anneau
des entiers Ok . On fixe v un entier. Les exposants qui dcrivent [’action de ['inertie modre
sur la semi-simplifie modulo p de HY (X, Q,)" (0 X est Uextension des scalaires de X K
et o « x » signifie que l'on prend le dual) sont compris entre O et er.

Ce thorme est rapprocher d’une conjecture formule par Serre dans le paragraphe 1.13
de PO qui prdit le mme rsultat pour la reprsentation H! (Xg,Z/pZ)*. Theure actuelle,
cette conjecture est connue dans le cas r = 1 bonne rduction ([[Id]), le cas non ramifi bonne
rduction ([[[J], [[]]), le cas non ramifi rduction semi-stable ([f]) et le cas r = 1 ([§]). Le
rsultat donn ici ne fait aucune hypothse ni sur e, ni sur r. Remarquons toutefois qu’il est
vide pour er > p — 1.

Soit r un entier vrifiant er < p — 1. Nous prsentons dans le chapitre 2, la catgorie M"
et le foncteur Ty, qui associe tout objet de cette catgorie une Z,-reprsentation de torsion
de Gg. Le chapitre 3 est consacr 1'tude de la catgorie M". En particulier, toujours dans le
cas er < p — 1, on dmontre qu’elle est ablienne et artinienne.

Nous donnons ensuite dans le chapitre 4 une description complte des objets simples de
M lorsque le corps rsiduel k est suppos algbriquement clos. Plus prcisment nous prouvons
le thorme suivant :

Thorme 1.0.2. Supposons k algbriquement clos et er < p — 1. Soit M un objet simple de
M". Alors, il existe une base (eq,...,ep) de S et une suite d’entiers (n;) compris entre 0 et
er, priodique de priode exactement h, le tout tel que :

Fill M =u™e; + ...+ u"e, + Fil?S - M,

or (u™ie;) = eiq1 et N (e;) = 0 pour tout i (considr modulo h).
En outre, ces objets sont tous simples et deur deux non isomorphes.



Par la suite, nous nous intressons vritablement au foncteur 7. On commence par dter-
miner son image sur les objets simples prcdemment calculs. On obtient le thorme :

Thorme 1.0.3. Supposons k algbriquement clos et er < p — 1. Soit M un objet simple de
M" comme dans le thorme [[.0.3. Alors la reprsentation galoisienne Ty (M) est isomorphe

mi Qgms2 mp
6705 ... 0,

o m; est dfini par n; +m; = er et o les 6; sont les caractres fondamentaux de niveau h.
En particulier, pour tout objet M de M" tu par p, les exposants qui dcrivent [’action de
Uinertie modre sur la semi-simplifie modulo p de Ty (M) sont compris entre O et er.

La conclusion des chapitres 5 et 6 est une rponse affirmative une conjecture formule la
fin de [ff], nonc que nous rappelons ici :

Thorme 1.0.4. Supposons er < p — 1, alors le foncteur Ty de la catgorie M" dans la
catgorie des reprsentations linaires de Gk est exvact, pleinement fidle, d’image essentielle
stable par sous-objets et quotients et indpendante du choix de 'uniformisante 7.

Le chapitre 7 tudie les consquences de tout ce travail prliminaire. On commence par
rpondre un cas particulier d’une conjecture formule dans [ (conjecture 2.2.6) :

Thorme 1.0.5. Supposons er < p — 1. Alors le foncteur Ty ralise une anti-quivalence de
catgories entre la catgorie des modules fortement divisibles' et la catgorie des rseaux stables
par Galois dans les Q,-reprsentations semi-stables de G poids de Hodge Tate compris
entre 0 et r.

On donne ensuite une preuve du thorme [.0.1].

Ce travail a t accompli dans le cadre de ma thse de doctorat en mathmatique que je
prpare sous la direction de Christophe Breuil. Je tiens le remercier vivement ici pour les
conseils, les explications et les rponses qu’il a toujours su me fournir, ainsi que pour la
relecture patiente des versions prliminaires de ce texte. Je tiens remercier galement Florian
Herzig pour avoir relu en profondeur cet article, et pour ses commentaires toujours trs
appropris.

2 Prsentation des objets

Les objets introduits dans cette partie ne sont pas nouveaux et dcrits plus en dtail dans
les articles [B] et [H]. La premire de ces rfrences n’tudie que le cas e = 1, et donc ne prsente
les objets que dans ce cas particulier.

On fixe maintenant et jusqu’ la fin de cet article un entier r positif ou nul vrifiant I'ingalit
er < p — 1. Les dfinitions que nous allons donner ont un sens pour tout entier r < p — 1
mais certains thormes ne sont plus vrifis lorsque er > p — 1.

Woir le paragraphe EI pour une dfinition.



2.1 La catgorie M" et ses variantes
L’anneau S

On commence par dfinir un anneau que 'on va munir de structures supplmentaires.
Bien que ces structures dpendent du corps K et de I'uniformisante 7 choisie, nous le notons
simplement S par la suite.

Soit W [u] 'anneau des polynmes en une indtermine u coefficients dans W. Soit E (u) le
polynme minimal de I'lment 7 sur K, ¢’est un polynme d’Eisenstein. On considre I’enveloppe
aux puissances divises de W [u] par rapport 1'idal principal engendr par E (u) compatibles
aux puissances divises canoniques sur pW [u]. On rappelle que cela signifie que I'on ajoute
formellement 1’anneau W [u] les lments @ En tant qu’anneau, S est le complt p-adique
de cette enveloppe aux puissances divises. De faon plus terre terre, S est la sous-W-algbre
de Ky [u] suivante :

il i—oc0

S = {iw,w, w; € Wlu|, lim w; :O}

ou encore :
U
S = w;———, w; € W, lim w; =0
{; q (i)’ =00 }

o ¢ (i) dsigne le reste de la division euclidienne de i par e, e tant 'indice de ramification
absolue de corps K, galement le degr du polynme F (u).

On prolonge le Frobenius 'anneau S en dfinissant ’application ¢ par :

¢ (Z wz$> = Za(wi) qu@,)!.

=0 i=0

Il s’agit d'une application o-semi-linaire.
On munit en outre S de 'application W-linaire N dfinie par :

N wi—— | = — W —— .
; "q (i)! ; "q (i)!
Il s’agit d'une drivation au sens classique mais pas de la drivation classique par rapport wu,
le degr du polynme n’tant pas abaiss.
On munit finalement S d’une filtration : pour tout entier positif ou nul n, on dfinit Fil"S

(E(w))

comme le complt p-adique de l'idal engendr par les Iments “—; i pour ¢ > n. On a donc :

1—00

Fil"S = {Zw,wlﬁ, w; € Wlu], lim w; = 0}.

Il est vident que Fil?S = S, que Fil™S C Fil""'S et que (,cy Fil™S = 0. On vrifie de plus
certaines compatibilits avec les oprateurs dfinis prcdemment : N (Fil™S) C Fil"~1S et, pour
0<n<p—1, ¢(Fil"S) C p"S. Ainsi, si 0 < n < p— 1, on pose ¢, = ]% : Fil"S — 8.
L’lment ¢, (E (u)) est une unit de S, on le notera ¢ par la suite.



Dfinition des catgories
On rappelle que 7 est un entier fix vrifiant er < p — 1. Un objet de la catgorie M" est la
donne :

1. d’'un S-module M isomorphe une somme directe (finie) de S/p™S pour des entiers n
convenables ;

2. d’un sous-module Fil”" M de M contenant Fil"S - M ;
3. d’une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil" M — M vrifiant la condition :

60 (52) =~ 01 (5) 60 ((E () )

pour tout Iment s € Fil"S et tout lment x € M et telle que im ¢, engendre M en
tant que S-module;

4. d’une application W-linaire N : M — M telle que :
— pour tout s € S et tout x € M, N (sz) = N (s)x + sN (x)
— E(u) N (Fil"M) C Fil" M

— le diagramme suivant commute :

Fil" M —2—— M
E(u)N\L lcN
Fil" M —2—— M

Une flche entre deux objets M et M’ de cette catgorie est un morphisme S-linaire de
M dans M’ respectant la filtration et commutant aux applications ¢, et N.

On peut dfinir galement la catgorie M. 1l s’agit de la mme chose sauf que ’on ne fait
pas cas de 'application N, les objets sont donc la donne des trois premiers points exposs
prcdemment.

2.2 Le foncteur vers les reprsentations galoisiennes
L’anneau Agpis

Soit R I’anneau limite projective du diagramme :
Of(/p(/)f( — Of(/p(/)f( — L. Of(/p(/)f( — L

les applications de transition tant chaque fois I'lvation la puissance p. Un lment de R est

une suite ( (k )k>1 d’Iments de O /pOf telle que pour tout entier k, (u(k“))p = u®,

On considre W (R) l'anneau des vecteurs de Witt coefficients dans R et I’application
suivante : )
0 : |74 (R) — O(Cp
(ag, a1y ... Qpy...) Zn>0p Fim

(") est la limite quand m tend vers 'infini d'une

()

o C, dsigne le complt p-adique de K et o 2y,

(@,

suite A(] € Of dsignant un relev quelconque de a;



On montre? que le noyau de 6 est I'idal principal de W (R) engendr par I'lment £ = []_9} —p,
0 [Q] est le reprsentant de Teichmller de p € R dfini par p = (p1,...,Pn,...), les p, formant
un systme compatible de racines p”-imes de p. L’anneau A s’obtient en introduisant des
puissances divises en &, et en compltant p-adiquement :

Acris: {Zazﬁ, a; € W(R), a; —)0}

i>0

L’anneau Ag;s hrite d’'un Frobenius ¢ et d'une action du groupe de Galois G i dfinis via
leur action sur W (R). On munit galement A5 d'une filtration dcroissante dfinie de la faon
suivante :

FﬂnAcris = {20457 a; € W<R>7 a; — 0} - Acris-

i>n

L’anneau Ag

L’anneau Ast s’obtient en compltant p-adiquement la PD-algbre polynomiale Ag.s (X) :

“ X’
Ay = {Zaija a; € Aeyis, @; — 0} .

i>0

On tend le Frobenius et l'action de Galois Ay de la faon suivante. On pose ¢ (X) =
(14 X)" — 1. Soit (m,ma,...,Tp,...) un systme compatible de racines p"-imes de 'uni-
formisante® 7 et soit g € G. Pour tout entier n, il existe €, (¢g) une racine p"-ime de I'unit
telle que g (m,) = &, (¢) m,. La suite [, (¢)] dfinit un lment [g (¢)] € Aeis- L'lment g agit sur
X par ¢(X) = [e(9)] X + [e(g)] — 1. La filtration sur Ay est obtenue en faisant le produit
de convolution de la filtration de A.;s par la filtration naturelle donne par les puissances
divises en X :

N Xt . N
Fil nAst = {Z GZT , a; € Fil nszcris’ a; — 0} C Ast

i>0

avec la convention Fil* A = Agis si k < 0. Pour n <p—1, on a gb(Fil"Ast) C p”Ast et on
_ ¢
pose ¢n = P |Fil? Age
On munit finalement Ay, d’'un oprateur de monodromie /N dfini comme 1'unique drivation
continue A.s-linaire telle que N (X) =1+ X.

L’anneau Ay n’est pas sans lien avec S : dans [[], Breuil prouve que le morphisme

de W-algbres S — Ay, u — % ([x] dsigne le reprsentation de Teichmller de © =

(T1, .., Tn,...) € R, T; tant la rduction modulo p de 7;) identifie S avec I’ensemble ASE des
invariants de Ag sous 'action du groupe de Galois. En outre, ce morphisme fait de Ay un
S-module. Toutefois, Ay ne vrifie pas les proprits ncessaires pour tre un objet de la catgorie

M.

2Pour une preuve simple, voir le paragraphe 11.2.2 de [g]

3Ainsi Panneau Ag dpend a priori du choix de ce systme compatible de racines. Cependant, on prouve
que ce n’est pas le cas.



Le foncteur T

~

On pose flstm = Ay ®w Ko/W. L’action du groupe de Galois, le Frobenius, la filtration
et la monodromie s’tendent Ast,oo car Fil"flst N prflst = p"Fil”Ast. En outre, pour la mme
raison, si 7 < p — 1, I'objet ASLOO hrite de ¢,. Ce n’est toutefois pas un objet de la catgorie
M" . il n’est pas de longueur finie en tant que S-module, et 'image de ¢, n’engendre pas
tout l'espace. Il est quand mme Igitime de considrer I'ensemble des morphismes d’un objet

M de M" dans Ay et on dfinit :
Ts (M) = Hom(M, /Alst,oo)

le Hom predent signifiant que I'on prend les morphismes compatibles au Fil ", au Frobenius et
I'opration de monodromie. Cet ensemble est naturellement une Z,-reprsentation galoisienne
de torsion, tue par la puissance de p qui annule M.

Notre but est principalement d’tudier le foncteur Ty, et pour ce faire, nous allons quasi-
ment toujours procder par dvissage en regardant dans un premier temps les objets tus par
p, que nous tudions dans le paragraphe suivant.

2.3 Les objets tus par p

Les catgories E

L’anneau important ici est k [u] /u’ qui est reli S/pS grce D'application de projection
o :S/pS — k[u] /u dfinie par o (u) = u et o(%) = 0 pour i > p. Sur cet anneau, on dfinit
une filtration par Fil"k [u] /u®? = u®"k [u] /u®’, un Frobenius ¢ par ¢ (> w;u’) = > whu’®
(pour w; € k) et un oprateur de monodromie N comme 1'unique drivation k-linaire vrifiant
N (u) = —u
On dfinit ensuite la catgorie E : les objets sont les donnes des quatre points qui suivent :
1. un k [u] /u®”-module M libre de rang fini;
2. un sous-module Fil" M de M contenant Fil"k [u] /u®? - M = u*" M
3. une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil" M — M telle que 'image de ¢, engendre M en tant
que k [u] /u®P-module ;
4. une application k-linaire N : M — M telle que :
— pour tout A € k[u] /u? et tout z € M, N (Ax) = N (A\)x + AN (x)
— u*N (Fil"M) C Fil"M

— le diagramme suivant commute :

Fil" M —2 M

UEN»L lcﬂN
Pr

FiI'M ———

0 ¢, est la rduction de ¢ dans k [u] /u.



On introduit galement la catgorie MZ dfinie comme E sauf que 1'on oublie la donne
de 'oprateur N.

On peut comparer les objets de M" tus par p et ceux de E Si M est un objet de
M" tu par p, c’est naturellement un S/pS-module (mme libre de rang fini), et on peut
donc considrer le produit tensoriel 7' (M) = M &, k [u] /u® qui hrite d"une filtration, d'un

Frobenius et d’une monodromie et dont on vrifie qu’il est dans E . Cette construction dfinit
un foncteur 7' allant de la sous-catgorie pleine de M" forme des objets tus par p dans la

catgorie E .
Proposition 2.3.1. Le foncteur T dfini prcdemment est une quivalence de catgories.

Dmonstration. Elle est en tout point similaire celle donne pour la proposition 2.2.2.1 de

BI. O

On obtient ainsi une description plus simple des objets de M" tus par p, les objets de
—r
M pouvant tre vus comme des k-espaces vectoriels de dimension finie.

Description du quotient Ast /pflst
Soit M un objet de M" tel que pM = 0. Alors Ty, (M) = Hom(M, Ay /p). Nous allons

~

dans un premier temps dcrire explicitement le quotient Ag /p.

On rappelle que I'on a dfini deux Iments de R qui sont p et . On a le rsultat suivant
(voir paragraphe 3.7 de [[7]) :

Lemme 2.3.2. Avec les notations predentes, Acpis/pAecris $'tdentifie ’enveloppe aux puis-
sances divises RPP de R par rapport idal principal engendr par p. En outre, on peut gale-
ment identifier cet anneau R[X;]/ (]vasz)i>17 isomorphisme envoyant X; sur la p'-ime

(3

p
puissance divise [gi)! € Acris/DAcris-

La premire projection R — Og/p induit un isomorphisme R/p’R ~ O /p. On dduit
du lemme predent que Agis/pAqis s’identifie canoniquement (’)K/p [X;] /X?, i derivant
I'ensemble des entiers strictement positifs. Finalement on voit que Ay /p s’identifie I'anneau
suivant :

Ok [X:(X)) / (0, X7)i51 -

On rappelle que p; est une racine p-ime de p. Via les identifications predentes, et pour
n—i X*

n <p, Fil"(Ag/p) est le sous-Of /p-module de Ay /p engendr par les pf - (pour i < n),

les 2= (pour i > n) et les X; (pour i > 1). On a ¢, (X;) = 0 et ¢1 (X) = % =Y.
La monodromie est l'unique drivation (Aes/pAeis)-linaire et continue N qui envoie % sur

i—1
(1+X) G-



Description du foncteur T

Nous cherchons faire le transport via le foncteur T" pour voir comment le foncteur Ty se
ralise travers la catgorie M . L’objet calculer est le produit tensoriel Ay /p ®s/ps k [u] /u?.
Pour cela, on dfinit A = (Og/p) (X). On a un morphisme de O /p-modules :

pr: Ast/pflst = A

donn, wvia la description predente, par pr(X) = X et pr(X;) = 0 pour tout i. On vrifie que
pr est S/pS-linaire. On dfinit galement Fil"A = pr(Filrflst / pAst) et on vrifie que I'on peut
dfinir une unique application ¢, : Fil'A — A (resp. N : A— fl) vrifiant ¢, o pr = pr o ¢,
(resp. N o pr = pro N). Notons qu'il faut faire attention lorsque I'on veut effectuer des
calculs avec ¢, : avant d’lever la puissance p, il faut toujours relever I'lment dans Fil” Ay.
Par exemple, dans Ais/pAais, on a ¢1 (p1) = X1 — 1 et donc si @ € Ok /p est un multiple
de 7§", on obtient ¢, (z) = (—1)" i—f, avec un signe a priori inattendu.

De plus, on a une inclusion S/pS-linaire :
icku) /u® — A
dfinie par 7 (1) = 1. On peut former le produit :
pr-i: Ay /pAg QRg/ps k [u] /u? — A.
Lemme 2.3.3. L’application prcdente est un isomorphisme qui respecte les structures.

Dmonstration. La surjectivit et le respect des structures sont immdiats. Comme o :
S/pS — k[u] Ju® est surjectif, tout lment de Ay /pAg ®Rs/ps k[u] /u® s'crit x ® 1 avec
x € Ay /pAy. Pour vrifier Iinjectivit, il suffit donc de voir que (ker pr) ®Rs/ps k [u] Ju® =0
mais ceci rsulte directement de :
ep®

s ue?’ ue?’
X,1l=-"1-®1=—1=1®0c — | =0.
(®")! (®")! ((pz)!>

On construit une application :
Hom(M, Ay o) — Hom(T (M), A)

dduite de la tensorisation par k [u] /u® au-dessus de S/pS (et o tous les morphismes doivent
commuter aux structures supplmentaires).

Lemme 2.3.4. L’application prcdente est un isomorphisme de Z,-modules galoisiens.

Dmonstration. Commenons par l'injectivit. Soit ¢ € Hom(/\/l,flstvoo) induisant par ten-
sorisation Iapplication nulle 7' (M) — A. Le diagramme suivant est commutatif :

P N

M Ast,oo

m»—>1®xt lpr

T(M)—>— 4
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d’o im¢ C kerpr. On vrifie facilement que ¢, (kerpr) = 0. Comme 3 commute ¢, et
¢(Fil" M) engendre M, on en dduit ¢ = 0. L’application Hom(M, Ay ) — Hom(T (M), A)

est injective.

Pour la surjectivit, notons 7' (M), I'image de ¢, sur T'(M). La preuve de la proposition
2.2.2.1 de B fournit 'isomorphisme :

M =T (M), @kfur]jusv S/DS.

Soit 1) T (M) — A. D’aprs lisomorphisme predent, elle induit une application S/pS-linaire
M — AQpur)fuer S /DS, et ce dernier module s’envoie de faon naturelle dans Ag; . On vrifie

finalement que I'application compose commute Fil”, ¢, et N et relve 1. O

Description de I’anneau A

Lemme 2.3.5. Soit R un anneau dans lequel tous les entiers premiers p sont inversibles.
Alors on a un isomorphisme :

(RIXT(Y)) / (XP = 1,p) — (R(X)) /p

il il P

envoyant X' sur X +1 et X sur (L*Ulg*l) ,

Dmonstration. D’abord, I'application predente, disons 1, est bien dfinie : on a (1 + X)? =
1+ X? =1 (mod p).

Pour prouver que 1 est un isomorphisme, on remarque que chacun des objets intervenant
est un R/p-module libre et que 1 est R/p-linaire. Une base du module source est donne par
la famille (X n. X . Le module but admet pour base la famille (X—T) . L’image

7"/ 0<i<p=1,320 im0

par ¢ de I'lment X" - % est :

()
XPrit

Le terme dominant de cette dernire expression est et si on note v, la valuation p-adique

plj!
normalise par v, (p) =1, on a :

v (pj +1)) =37+ v, (J!) = vy (p7j')

puisque ¢ < p. Comme les entiers premiers p sont par hypothse inversibles dans R, ’galit
predente assure qu'il existe un lment inversible o € R/p tel que p’j! = o (pj + i)!. Ainsi la
« matrice » reprsentant l’application ¢ dans les bases donnes ci-dessus est triangulaire et
les termes diagonaux sont tous inversibles. Cela prouve que 1 est bijective. U

L’anneau Og vrifie les hypothses du lemme que 1’on vient de prouver; on obtient donc
le corollaire suivant qui donne une nouvelle description relativement explicite de I’anneau

A
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Corollaire 2.3.6. On a un isomorphisme :
A= (Og [X(Y)) /(X7 = 1,p)
En outre loprateur de monodromie s’exprime simplement sur cette description : on a N (X') =

i i—1
X et N (%) = £

Action de Galois sur I’anneau A.

On va dterminer I'action de Galois sur les Iments X’ et Y. Pour X' c’est facile puisque
par dfinition on a g (X') =€ (g) X’ pour tout g € G.

Pour Y, on pourrait tre tent d’crire :

mais on n’a pas le droit de faire ce calcul cause de la division par p. Ce qu’il faut, c¢’est
choisir un relev de Y dans A, calculer I'action de Galois sur ce relev et voir quel lment
correspond dans A.

. e (14X)P—1
Comme relev, on pourrait choisir A+X)7-1

mais on choisit d’abord :

X2 x3 X .
log (14 X) = X — -+ + ...+ (=1)f 17+...eASt

Soit g € Gk. Onaglog (1+ X) =log(g(1+ X)) =log([(g9)] (1 + X)) =g(Y) =Y +1(g)

o

~

t(g) =log([e(9)]) = [e(9)] —

Nous allons dterminer 'image ¢ (g) de ¢ (¢) dans A. Remarquons que comme  (¢) € Aeis,
on a simplement ¢ (g) € O /p. Nous allons prouver qu'’il s’agit d’une racine (p — 1)-ime de

(=p).
Lemme 2.3.7. Avec les notations prcdentes, t (g) est l'image dans Ok /p de :
(elg) - 1)
p
0¢(g) € O est la racine p-ime de l'unit telle que g (m) =€ (g) m.
Dmonstration. Il est plus pratique ici d’crire les choses sous la forme suivante :
D GO (et o o eV
p p

et de dvelopper :
P

X .
Y — = X'+ X+ Hap X
p

12



(-1)'C},
P

avec a; = . En appliquant g, on obtient :
XP . / 2 /2 p—1 p—1
V-9l )=m @] X +a[e (@] X"+ ... +apale(g)) X
d’o dans A :

X (e(g) - 1)
t<g>:g(7)—# (mod X)

Comme on sait que t(g) € Og/p, il suffit pour conclure de prouver que g <%> est nul

modulo X. Mais dans Ast, onag <X7p) = w et donc modulo X, on obtient :

On conclut en remarquant que [e (¢)] — 1 € ker 6. O

™

Lemme 2.3.8. L’lment t(g) est soit nul soit gal dans Og/p la rduction modulo p d’une
racine (p — 1)-ime de (—p) dans Of.

Dmonstration. Supposons ¢ (¢) # 0. Prouvons d’abord que ¢ (¢’ ' = —p (mod p?). D’aprs
le lemme P.3.7, cela revient montrer que :

(e(9) — 1"V = —p (mod pr*h).

Modulo 1+ X + ...+ X?~!, le polynme (X — P! Serit ag + a1 X 4 ... + a,_o XP~2 avec
a; = (1) C,_1 — L. On vrifie que a; est un multiple de p et on pose b; = %. En levant la
puissance p, on obtient :

X =PV =2 (b + b X + ..+ b2 X7 (mod 14 X+ 4 X7
p
d’o
(X = 1)) = g (b + by + ...+ bpos)  (mod 14X + ...+ X771 preh),
I ne reste plus qu’ vrifier que by + by + ...+ b,_o = —1 pour conclure.

Notons 1y, ...,m,—1 € O les racines (p — 1)-imes de (—p). On a :

(t(g9) —m)-..(t(g) —mp-1) =0 (mod p?)

ouencore v (t(g) —m)+...+v (t(g) — np—1) = 2e. ll existe donc i tel que v (¢ (g) — ;) = z%'
De plus pour tout ¢, v (n;) = 5% et pour i # j, v(n; —n;) = 5 car deux racines (p — 1)-

imes de I'unit sont encore distinctes dans le corps rsiduel. Il vient, si j # i, v (¢ (g) — 1)
v ((t(g) —mi) + (i —my)) = 55, puis v (t(g) —m) > (2 — Z%f) e > e. Cela conclut. O

3 Gnralits sur les catgories M’ et E

Outre de nombreuses explicitations, cette partie a pour but de dmontrer les deux rsultats
suivants. D’une part les catgories M" dfinies prcdemment ne dpendent pas du choix d’une
uniformisante 7. D’autre part, ces catgories sont abliennes et mme artiniennes.

13



3.1 Indpendance du choix de 'uniformisante

Considrons 7 et 7’ deux uniformisantes de K. Notons respectivement E (u) et E' (u) les
polynmes minimaux de 7 et 7’

Soit P (u) un polynme coefficients dans W tel que P () = 7’ et P (0) = 0. On dfinit
une application v : S — S en posant v (s) = s o P. C’est un morphisme d’anneaux, bijectif.
Il n’est par contre compatible ni au Frobenius, ni 'oprateur de monodromie, et nous allons
dans un premier temps voir comment v se comporte vis--vis de ces oprateurs.

Plongeons S dans T' = K [u] et prolongeons les optateurs ¢ et N T. Ils vrifient la
relation N¢ = p¢ N. De mme la bijection v s’tend en une bijection de T'. Notons finalement

el

m l'idal maximal de S, c’est 'idal engendr par p, u et “+ pour ¢ > 1.

Lemme 3.1.1. Soit t € m. L’application de T dans T dfinie par :

x Z —N*(z)
7!
=0
est l'unique morphisme d’anneauzr qui envoie u sur uexp (—t).

Dmonstration. Puisque ¢ € m, on n’a aucun souci de convergence dans 7T". En outre, comme
N (u) = —u, il vient N* (u) = (—1)" u et donc u est bien envoy sur uexp (—t).

Il reste vrifier que 'on a bien affaire un morphisme d’anneaux. La stabilit par addition
est immdiate. Soient x et y dans T, calculons :

SN = ST aN@N W
i=0 =0 k=i
ti
= 3 N @) N ()
ke, l>0
= ZEN () | - ZﬁN (v)
k=0 1=0
ce qui conclut la preuve. O

Lemme 3.1.2. Il existe un (unique) Iment t € m tel que l'application v'ogpov:S — S
soit donne par la formule :

xHZFN o¢(x).
i=0

Dmonstration. Faisons les calculs dans T" aprs avoir vrifi que si une suite d’lments de S
admet une limite dans .S, alors elle converge aussi dans 7', et vers la mme limite.

Regardons d’abord le cas o P s’crit uH (u) avec H € 1+ m. Dans ces conditions on
est capable de dfinir log H € T. D’autre part, notons uS (u) I'image rciproque de u par
v. Notons H® le polynme dduit de H en appliquant ¢ chacun de ses coefficients : on a
¢ (H) (u) = H (uP).
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Dans I'anneau 7', on a alors les galits suivantes :

v (l‘) _ Z <_ IOgH <u)>ZNZ ({L‘) ot l/_l ({L‘) _ Z <_ logl"g (u))ZNz (l‘) ]

i=0 ’ i=0

(—log S (u))’

N (6 (@)

et donc en regroupant :

viopov(z)= Z

1,j20

[~ log (H®) (178 (u)"))] (~ log S (w))’

pii! j N (¢ (x))

ce que 'on rduit, grce la formule du binme, en :
i

~log S (u)| N (6 ().

= 1 {—log H® (uPS (u)?)
7!

y’loqﬁoy(:c)zz p

=0

On voit sur cette dernire criture que I’on a trouv un candidat pour ¢. Il se rcrit sous la forme
plus sympatique suivante :

t= —% log [S (w)? H® (u”S (u)?)]

Mais par dfinition de S et de H, on a S (u) H (uS (u)) = 1 et donc en appliquant ¢ et en
regardant modulo p, on trouve S (u)’ H® (uPS (u)?) = 1 (mod p). On en dduit que t € S
et vrifie les conditions du lemme.

Si P n’est pas de la forme predente, on peut toujours dcomposer v : S — S — S o la
premire flche vy est de la forme predente et la seconde un morphisme d’anneaux envoyant
sur [A]u, o [A] est le reprsentant de Teichmller d'un A € k. On vrifie que 'on a le diagramme
commutatif suivant :

R P—
u_ldwzuo_lgbuol l¢ lqﬁ
S 7 S S
On est donc ramen au mme problme avec 1y, dj trait. O

Lemme 3.1.3. II existe un (unique) Iment n € S tel que application v oNov:S — S
soit donne par la formule :
x — nN (z)
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Dmonstration. Rappelons que 'application v tait donne par z — x o P, et que I'on peut
derire N wia la formule N (s) = —us’ o ' dsigne la drive usuelle de s (par rapport u).
On peut alors calculer :

vioNov(z)=v ' [N(zoP)]=v"'[—uP - (2'0P)
D’autre part, on a :
v(N(z))=v(—uz')=—P- (20 P)

d’o:
—uP’ (u)

-1 -1
N = N
v oNov(x)=v < P ) ) (x)
et on a ainsi un candidat pour n. Or v=! (P (u)) = u par dfinition et par v, u s’envoie sur

M) € S et convient. O

un multiple de u : n = 7! ( P(u)

Construction du foncteur

Notons M” (resp. M”,) la catgorie obtenue en choisissant 7 (resp. 7’) comme uni-
formisante de K. On souhaite construire un foncteur (qui va s’avrer tre une quivalence de
catgories) entre les catgories M” et M”,. Notons que si 7 = 0, les catgories M° et M2,
sont identiques. On peut supposer r > 0 et donc p > 2 (puisque er < p — 1).

Soit M un objet de M". L’application v dfinie prcdemment fait de S une S-algbre et
on remarque que si 'on munit les anneaux des filtrations correspondant respectivement au
choix des uniformisantes w et 7/, application v est compatible aux filtrations.

Considrons les constantes ¢ et n fournies par les lemmes et et dfinissons :

M = S(V)(X)M
Fil"M' = S,®Fil"M
/ _ o
o (s@r) = ¢<3>®(;5No¢,<x>)
N'(s@x) = N(s)®@z+s®@nN ()

les deux dernires galits tant dfinies pour tout s € S et respectivement tout z € Fil" M et
tout x € M.

Lemme 3.1.4. Pour tout entier i > 1, le diagramme suivant est commutatif :

Pr

Fil" M M
Filr M —— M
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Dmonstration. On prouve la proprit par rcurrence. Pour ¢ = 1, elle est vraie par hypothse.
Pour I'hrdit, juxtaposons les deux diagrammes :

Fil" M —

Fil" M —2

E(u)Nl \LCN
Fil" M —

Le grand rectangle est commutatif puisque les deux carrs le sont. Soient z € M et s € S.

On a:

(sN)o (S3) (6, () = s [N (") N' (¢ (2)) + N1 (6, (@)
= s'N(s)N'(x) +s TN ().

En appliquant le calcul predent deux fois et en utilisant la commutativit du diagramme, on
obtient, pour tout x € Fil" M :
¢'N () N* (¢, (2)) + ¢TINT (4, (2))

= ¢ |[E () N (B () N (2) + B ()" N* (2)
=6 (N (E () &, (B () N (2)) + 6, (B ()" N* (@)

On sait que ¢ (N (E (u))) = N (¢), ce qui permet de conclure en utilisant une dernire fois
I’hypothse de rcurrence. ]

Lemme 3.1.5. L’application ¢.. est bien dfinie et est ¢p-semi linaire.

Dmonstration. Dans un premier temps, si z € Fil"M, d’aprs le lemme I'lment
LN o ¢, (x) est bien dfini puisqu'gal ¢, <E(Z—1,‘)NZ (a:)) Remarquons que E(Z—qf)N’ (7) est
toujours lment de Fil"M :si i < r < p, c’est vrai car 7! est inversible et si ¢ > r, c’est vrai
par hypothse.

D’autre part, pour ¢ > 0, on a :

6 (E W) <x>> = 24, (E (.“)Z) 6 (B (w) N (0)

7l 7l

et le facteur ¢, (E(;,‘)Z> est multiple de pZZ—TT Comme on a suppos p > 2, la valuation p-adique

de ce dernier tend vers I'infini. Cela prouve que la suite des %N ‘o ¢, (x) converge vers 0 et
donc que la somme de la srie est bien dfinie.

Reste voir quesi s € Set z € Fil"M, on a ¢, (1 ® sz) = ¢, (v (s) ® x). Comme dans le
lemme B.1.1], on prouve :

> GN (@ (se) = (Z EC <s>>> ~ (Z N6, <x>>> -

Le premier facteur vaut v=! o ¢pov (s) d’aprs le lemme B.1.9. Cela conclut, le fait que ¢, est
¢-semi-linaire tant vident. U
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Lemme 3.1.6. L’application N’ est bien dfinie et vrifie la condition de Leibniz.

Dmonstration. Comme prcdemment, il s’agit de vrifier que pour s € S et x € M, on a
N (1®sz) = N'(v(s)®z). Calculons :

N (1®sr)=1®nN (sx) =1@nN (s)z+ 1R nsN (x).

Or d’aprs le lemme B-1.3, on a nN (s) = v "' o Nowv (s) et donc 1@nN (s)x = Nov (s)@x.
D’autre part, on a 1 @ nsN (z) = v (s) ® nN (z). On en dduit que :

N (1®sx)=Nov(s)®z+v(s)@nN (z)
comme on voulait. O

Proposition 3.1.7. L’objet M’ muni de Fil" M’, de ¢.. et de N’ est un objet de la catgorie
M.

Dmonstration. La seule vrification qui pose problme est la commutativit du diagramme
reliant ¢/ N’. Par un simple calcul, on prouve dans un premier temps qu’il existe une
constante ¢’ faisant commuter le diagramme suivant :

Fll T‘MI L MI

V(E(U))N'l lc/N’
¢,
Fil T‘M/ - 5 M/
Comme v (E (u)) s'obtient partir de E’ (u) simplement par la multiplication par une unit de
S, un diagramme quivalent, dans lequel on a remplac v (F (u)) par E’ (u) et dans lequel la

constante ¢’ a t modifi, commute. D’autre part le calcul prouve que la constante ¢’ obtenue
ne dpend pas de M.

Soient n un entier et M = S/p"S - e; muni de Fil" M = M, ¢, (e1) = e; et N (e1) = 0.
Ona (dN)og, (u®ey)=¢lo(E (u)N)(u®e), ce qui donne aprs calcul :

(e — 0 (B ()] ® e1 = 0.
Ainsi p™ divise ¢’pu? — uP¢ (E’ (u)) pour tout n et finalement ¢ = ¢y (£’ (u)). O

On a ainsi dfini un foncteur (la dfinition sur les fiches est vidente) M! — M.

Canonicit et compatibilit

Proposition 3.1.8. Le foncteur dfini prcdemment ne dpend pas du choiz de l'lment P € S.

Dmonstration. Avec les notations predentes, il suffit de prouver que si P = uH est tel que
P (m) = m, alors M et M’ sont canoniquement isomorphes. Notons v : S — S le morphismes
d’anneau tel que v (u) = P (u). La condition implique H (u) — 1 € Fil'S et donc I'lment
log (H (u)) est bien dfini dans S.
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Si M est un objet de M’ on peut dfinir I’application :

S(,,)@M - S '
s®@r o SZMNZ'(@
il
i=0

Comme log (H (u)) € Fil'S, I'lment M est bien dfini. En outre le fait que dans T,

(log Hu—(“))l converge vers 0 et finalement que

exp (log H (u)) = H (u) € S prouve que la suite
I’application est bien dfinie.
Il ne reste plus qu’ voir que c’est un isomorphisme S-linaire et compatible toutes les

structures; c’est donc une fiche dans M’ . O

Corollaire 3.1.9. Le foncteur dfini prcdemment est une quivalence de catgorie.

Si, comme prcdemment, 7 et 7’ sont deux uniformisantes de K, on peut dfinir Ay, et

Ay Pour cela, rappelons que 'on avait besoin de choisir (1, ey Ty .) (vesp. (), ..o 7l ..
un systme compatible de racines p"-imes de 7 (resp. de 7). On dfinit w, en imposant
Tn = wy,T,, obtenant ainsi (w1,...,w,,...) € R puis [w] € Auis (notez que Agis ne dpend

pas du choix d’une uniformisante). A A
L’unique morphisme de As-algbre Ay, — Agn envoyant (1+ X) sur [w] (1 + X) est
un isomorphisme compatible ¢,., N et l'action du groupe de Galois G .

Proposition 3.1.10. Le diagramme suivant est commutatif :

T
M

RepZ (

o la flche horizontale est le foncteur dfini prcdemment.

Dmonstration. L’anneau S s’identifie la fois aux points fixes sous 'action de Galois de
Ay et de Ay... Notons p:S — Agr et PSS — Asm les inclusions correspondantes. Il
existe un unique morphisme de A..s-algbre, v : Asm — ASW faisant commuter le diagramme
suivant :

S : S
| I
A oo - A

En effet, le diagramme impose la valeur de v (%) et on vrifie que 'application ainsi dfinie

convient. En outre, elle est Gg-quivariante et induit une flche v : Aswmr — flst’ooﬂ/ encore
G k-quivariante.

Soit M un objet de M’ et M’ I'objet de M, qui lui est associ par le foncteur predent.
On rappelle qu’en tant que module, on a M’ = S5 (,)® M. Soit f € Ty (M). On lui associe
I’application suivante :

M = Agom
s@r - p(s)vof(@)
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On vrifie qu’elle est S-linaire et compatible aux structures dfinissant ainsi un lment de
Ty (M),

On dfinit ainsi une application Ty, (M) — Ty, (M'). Elle est Z,-linaire et bijective puisque
I’on peut construire I'application rciproque de faon analogue. On vrifie qu’elle est compat-
ible T'action de Galois et donc qu'il s’agit d'un isomorphisme dans la catgorie des Z,-
reprsentations galoisiennes. U

3.2 Description des objets de E

On considre dans ce paragraphe un objet M de M . Il s’agit d’un k [u] /uP-module libre
de rang fini d muni d’une filtration, d’une application ¢, et d’une application N, le tout
vrifiant les proprits donnes predemment.

Bases adaptes

On a dans un premier temps un rsultat bien utile (et classique) qui est le suivant :

Proposition 3.2.1. Il existe une base (eq,...,eq) de M et des entiers ny,...,ng tels que :

d
Fil" M = @u"k [u] /u? - e;.

i=1
Une telle base est par dfinition une base adapte de M.

Dmonstration. Comme M est suppos libre, il existe un k [u]-module libre M’ tel que
M JuP M = M. Autrement dit, il existe une flche f : M’ — M dont le noyau est
exactement u®? M’. Dfinissons Fil" M’ = f~! (Fil"M). C’est un sous-k [u]-module de M.

Puisque k [u] est un anneau principal, d’aprs le thorme de structure, il existe une suite de
polynmes P, ..., P, tels que P; divise P;; pour tout ¢ et une base (é1,...,¢é4) de M’ telle
que (Piéq, ..., Pjéy) soit une base de Fil" M’. D’autre part, u“" M’ C Fil” M’ et donc tous
les polynmes P; sont des diviseurs de u®"; ils sont donc de la forme P; = u™ pour certains
entiers n;.

En posant e; = f(é;), on a bien le rsultat annonc. O

Remarque. Les entiers n; ne dpendent pas permutation prs de la base considre. En effet,
la dimension en tant que k-espace vectoriel du quotient Fil” M/ (uk/\/l N Fil"/\/l) est donne
par la somme des £ — n;, somme tendue tous les ¢ pour lesquels n; < k. On voit facilement
que la connaissance de toutes ces sommes permet de dterminer les n; permutation prs.

Fixons prsent (eq,...,eq) une base adapte de M. Nous allons essayer de dcrire un peu
mieux la fonction ¢, et pour cela nous introduisons la dfinition suivante.

Dfinition 3.2.2. Soit z € M\uM, et soit n le plus petit entier tel que u"xz € Fil" M. On
pose @, (z) = ¢, (u"x).

Soit x; = @, (e;) pour 1 < i < d. On rappelle que la famille des e; est la base adapte que
I'on s’est fixe precdemment.
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Proposition 3.2.3. Avec les notations prcdentes, (1, ...,xq) est une base de M.
D’autre part, si x € M\uM, alors ¢, () € M\uM.

Dmonstration. Pour le premier nonc, il suffit de voir que si x € Fil” M, alors ¢, (z) s’crit
comme une combinaison linaire ( coefficients dans k [u?] /u?) des x;. Comme im ¢, engendre
M comme k [u] /u’-module, il en est de mme de la famille (z1,...,z4). Comme elle est de
bon cardinal, elle en est une base.

Soit x € M\uM. On voit en dcomposant x sur la base des e;, que ¢, (x) s’crit forcment
sous la forme :

or () = Q1(uP)xy + ... + Qa(uP)xy
o au moins 'un des polynmes ); est de valuation nulle. Dans ce cas, on a directement

or () € M\uM. 0

Remarque. La deuxime partie de la proposition precdente permet de dfinir correctement les
itrs de ¢,

L’oprateur de monodromie

Nous allons prsent tudier 'oprateur de monodromie. Pour cela, nous notons My = im ¢,..
Par ce qui prede, M s’identifie au k [u?] /u®’-module engendr par les x;. Nous avons alors :

Proposition 3.2.4. Pour tout i, loprateur ¢! N* induit une application k [u?] /u’-linaire
de My sur lui-mme. Cette application est nulle si 1 > p.

Dmonstration. Le lemme assure que le diagramme suivant :
o br
Fil'"M ———— M

ueiNil lc;]\[l
LY b
FiI'"M ———

commute. Ainsi si  est dans l'image de ¢,, alors il en est de mme de ¢! N'(z), et donc
que ¢ N* induit une application de M, dans lui-mme. D’autre part, N (v’z) = N (u?) x +
uPN (z) = —puPxz + uPN (z) = uPN (z), ce qui prouve bien la linarit annonce.

Pour i > p, I'application u“*N* est nulle et donc il en est de mme de ¢t N°. O

Corollaire 3.2.5. Il existe un Iment x € My non divisible par u tel que N (x) = 0.

Dmonstration. Du fait que 2 N? = 0, il existe 2’ € My, =’ # 0, tel que N (z') = 0.
crivons ' = uP*2” o x” est un lment de M, non divisible par v et 0 k < e. On a alors
N (uPz”) = wP*N (2”) = 0 et donc N (2”) est un multiple de u”. Notons n le plus petit
entier tel que u"z” € Fil" M de telle sorte que 'on ait ¢, (z”) = ¢, (u"z”) = z. On a :

ér (uSN (u"2")) = N (¢ (u™2")) = ¢ N ().

Mais N (u"z") = —nu"z” + u"N (2"). Le premier terme de cette somme est dans Fil” M

puisque u"z” y est. Le second y est galement puisque N (z”) est un multiple de v?. On en

dduit que N (u™z") € Fil"M et donc que ¢, (u°N (u"z”)) = 0. Ainsi N (z) = 0. D’autre
part, on a x = ¢, (z”) et donc d’aprs la proposition B.2.3, = n’est pas divisible par u. Ceci
conclut la preuve du corollaire. O
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Description matricielle

Le but de ce paragraphe est d’crire sous forme matricielle les applications ¢, et N,

explicitations que nous utiliserons dans la suite. On fixe M un objet de E et (e1,...,€eq)
une base adapte de M, les entiers correspondants tant nq, ..., ng.

On note A la matrice diagonale suivante :

unt
U d

Dfinition 3.2.6. La matrice de ¢, dans la base adapte (ey, ..., eq) est la matrice G dfinie
par ’galit suivante :

¢ (u™er) €1 el
= ¢r A =G
¢r (u"leq) €d ed
Remarque. Cette dfinition n’a un sens que si la base (ej,...,eq) est adapte. De plus, la

prsence de la transpose sert rester fidle la dfinition classique de la matrice d’'une application
linaire.

En gardant les notations du paragraphe prcdent, on voit que G est simplement la matrice
de passage de la base (ey,...,eq) labase (z1,...,24). En tant que telle, il s’agit d’une matrice
inversible.

Dfinition 3.2.7. Soit (ay,...,aq) une base de M. La matrice de N dans la base (ay, ..., aq)
est la matrice H dfinie par l’galit suivante :

N(CLl) ay a1

N (CLd) aq aq

On a une formule de changement de base :

Proposition 3.2.8. Soient A = (a1,...,aq) et B = (by,...,by) deuz bases de M, et soit
P la matrice de passage de A B. On note Hy4 (resp. Hg) la matrice de N dans la base A
(resp. dans la base B). On a alors la relation :

Hp =P 'H4P + P 'N(P)
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Dmonstration. Il s’agit d’un simple calcul. On crit :

N (by) by a
: = N[ [=N]|"P-| :
N (ba) by aq
ax ay
= N (tP) . : +'P.N
Qq Qg
by by
— N (tP) tp-1. : +PH P
ba ba

ce qui donne *Hg = N (*P)*P~1 + *PH 4*P~! puis le rsultat annonc en prenant la transpose.
[

Remarque. Un simple calcul prouve que si A et B sont des matrices coefficients dans
k[u] /u?, alors N (AB) = N (A) B+ AN (B). Ceci a pour consquence 'galit P~'N (P) =
—N (P~') P et prouve la cohrence de la formule lorsque I'on passe d'une base A une base
B puis que l'on revient A.

Proposition 3.2.9. Si les n; sont rangs par ordre croissant, la matrice de c; N dans la base
(1, ...,2q) (0 on rappelle que x; = ¢, (u"e;)) est coefficients dans k [uP] /u? et triangulaire
infrieure avec des 0 sur la diagonale.

Dmonstration. La preuve rsulte du diagramme commutatif suivant :

. or
FilI'"M ———M
ueNl lcﬂN
. or
Fil'"M ———
En effet, fixons un entier i et partons de I'lment u™ie;. Par ¢,., il s’envoie sur x; par dfinition.
Puis par ¢, N, il s’envoie sur ¢, N (x;). Par 'autre chemin, on a d’abord :
utN (u"e;) = —nue; + ut" N (e;)

Comme u™e; € Fil" M, le premier terme de la somme prcdente s’envoie sur 0 par ¢, et
ut" N (e;) € Fil" M. Pour le second terme, dcomposons N (e;) = Z;l:l ajej o a; € k[u] /u®
est tel que u*™™ N (e;) € Fil" M (i.e. u*™ia; € u™ik [u] /u?). On a alors :
d
(br (ueN (u"’ez)) — Z ¢ (ue—i-m—njaj) T
j=1
et les ¢ (u“™™"ia;) sont les coefficients de la j-ime colonne de la matrice de ¢, N. Ils sont
donc dj tous bien dans k [uP] /u?.
De plus, si j < 7, on a par hypothse n; < n; et donc e4+n; —n; > e. Ainsi ¢ (u*™™ "a;) =
0 et on a bien dmontr le rsultat annonc. 0

Remarque. Cette dernire proposition redmontre en particulier, en donnant un rsultat plus
prcis, la proposition et le corollaire qui s’ensuit.
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3.3 La catgorie MF'

Dans cette partie, nous introduisons des sous-catgories pleines @T de E qui corre-
spondent aux catgories de Fontaine-Laffaille (voir [[3]) tues par p pour e = 1.

Commenons par donner une proposition qui caractrise les objets de cette sous-catgorie.
T .

Soit M un objet de M,,. Notons M = im ¢, et plus gnralement M, = u' M, pour un entier
i compris entre 0 et p — 1. Les M, sont des k [u”] /u®P-modules libres et :

p—1
i=0
Proposition 3.3.1. Avec les notations predentes, les proprits suivantes sont quivalentes :

p—1

i) Fill M = @ Filr MO M, ;

=0
i) il existe une base adapte de M forme d’lments de My ;
i11) On peut munir M d’un oprateur de monodromie nul sur My et faisant de M un

objet de E

Dmonstration. La proprit ii) implique de faon presque immdiate les deux autres. Nous
allons montrer que iii) implique i) puis que i) implique ii).

Supposons iii). Prouvons dans un premier temps que cela implique que N (Fil"M) C
Fil" M. Soit = € Fil" M. D’aprs le diagramme suivant :

Fil" M —2 M

ueNl lc‘nN
br

Fil'M ——
on a ¢, (u°N (z)) = 0. La proposition implique facilement que ker ¢, = u°Fil" M et
donc il existe y € Fil"M tel que u*N (z) = uy. La diffrence N (z) — y est tue par u°.
Elle s’crit u®~Yz pour un certain z € M. Comme e (p — 1) > er, u*® Yz € Fil"M d’o
N (x) € Fil" M. Ceci prouve la proprit annonce.

Soit y € Fil" M. On cherche construire des y; € Fil" MNM; telsque y = yo+... +yp_1.
On peut dj crire une galit de ce type avec y; € M,;. Appliquons l'oprateur N cette galit
en remarquant que puisque N est suppos nul sur My, on a N (y;) = —iy;. On obtient
successivement, :

To+ Y1+ ...+ Yp—1
Y1+ ... = (P —1)yp
N (y) = yi+...+(p—1) 2y

=
S
I

NPYy) = 4.+ (p—1)" "y

Les coefficients qui apparaissent forment une matrice de Vandermonde inversible. Ainsi on
peut exprimer les y; comme combinaisons linaires coefficients dans F, des N7 (y). Par ce
qui prede, cela entrane y; € Fil" M et donc bien la proprit voulue.
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Supposons i). Fixons (ey,...,e,) une base de My comme k [uP] /uP-module, et notons
M} le sous-k-espace vectoriel de M engendr par les e;. Notons galement M’ = u'Mj,.
Pour tout entier ¢, on a un isomorphisme f; : Mj — M. qui est la multiplication par u’.
Notons F/ = f;* (Fil” M N M.). On obtient une filtration croissante par des sous-k-espaces
vectoriels. Il suffit alors pour rpondre la question de considrer une base (z1, ..., x4) de M
compatible cette filtration. O

Dfinition 3.3.2. On note MF la sous-catgorie pleme de Mo forme des objets satzsfazsant
les proprits de la p'roposztzon predente. On note MF la sous-catgorie pleine de M forme

des objets dont ['tmage dans Mo par le foncteur d’oubli satisfait les proprits de la proposition
predente.

Les lettres MF font rfrence « modules filtrs » car 'on peut donner une nouvelle inter-
prtation de ces objets via des modules filtrs. Avant cela, faisons quelques remarques gnrales :

Proposition 3.3.3. La catgorie E?r est une sous-catgorie ablienne de E stable par sous-
objets et par quotients. De plus, elle est gale M  si et seulement si e =r = 1.

Dmonstration. Nous ne savons pas encore ce stade que E est une catgorie ablienne.
Nous allons 'admettre momentanment pour prouver la premire partie de la proposition. Il
suffit de prouver la stabilit par sommes directes, sous-objets et quotients, un noyau tant un
sous-objet et un conoyau un quotient. Tout cela est immdiat avec la caractrisation iii).

Traitons le cas e = r = 1. Soit M un objet de E] et soit x € Fil" M. On peut crire
r =29+ ...+ x,01 avec z; € M,;. Par hypothse uM C Fil"M, et donc z; € Fil" M
pour ¢ > 1, puis g € Fil”M. On a ainsi vrifi la proprit i). Rciproquement, considrons
M = k[u] /u®Pe; & k[u] /uPeq, FiI"M = (e1,u’es), ¢, (e1) = ea, &, (uer) = €1 + ues.
D’aprs la proposition B.2.9, un oprateur de monodromie sur M doit vrifier N (e; + uey) = 0

et N (e2) = a(e; +uey) pour un certain a € k[uf] /u®. On doit avoir ¢N o ¢, (e1) =
¢, (u°N (e1)), ce qui donne aprs calcul @ = —uP(¢~Y_ 1l existe donc un unique N valable, et
il n’est pas nul sur im ¢,.. Cela conclut. U

Proposition 3.3.4. Tout objet non nul de E) (resp. de E) admet un sous-objet non nul
dans Mg (resp. dans MT pour lequel N est nul sur im o, ).

Dmonstration. La preuve de cette proprit est donne dans le paragraphe [.1 lors de 1'tude
des objets simples. O

Les objets de M\f‘r comme modules filtrs

Il est possible de dcrire la catgorie MF avec de des objets plus proches des objets de
Fontaine-Laffaille du cas e = 1. Soit M un objet de MF Posons My = im ¢, et M; = uz/\/lo,
pour 0 <i<p—1. On a un isomorphisme f; : My — M, qui est la multiplication par u'.
Dfinissons Fj/. = f,1; (Fil”M N M,). On obtient une suite dcroissante de sous-k [u?] /u?-
modules de M, contenant u? M, telle que Fy = M, par hypothse.
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L’application ¢, induit des applications ¢; : F; — M faisant commuter les diagrammes :

Fz‘+é F;
M, LMO

La monodromie, quant elle, dfinit une application ¢, N : My — M qui vrifie ¢(c;) [(¢,N) o @] =
¢i—1 0 (cxN).

Si on remarque pour finir que k [u?] /u®? est isomorphe en tant qu'anneau Ok /p (en
envoyant u® sur 7), on obtient la proposition suivante qui nonce prcisment le pont entre les
catgories M" et celles de Fontaine-Laffaille, du moins dans le cas modulo p :

Proposition 3.3.5. La catgorie E’T est quivalente la catgorie dont les objets sont les
donnes suivantes :

1. un Ok /p-module libre de rang fini M ;

2. une filtration dcroissante (F;) de sous-modules de My contenant mM indexe par les
rationnels de dnominateur e compris entre 0 et r telle que Fy = M ;

3. des applications ¢-semi-linaires ¢; : F; — M vrifiant ¢iIF+; =TQiq1;
4. d’une application linaire c,N : M — M telle que ¢(cx)[(calN) o ¢;] = pi—1 0 (cxN)
pour tout 1

et o les fiches sont les morphismes Ok [p-linaires compatibles toutes les structures.

Remarque. Dans le cas non ramifi (i.e. e = 1 et ¢; = 1), on retrouve exactement la description
des catgories de Fontaine-Laffaille modulo p (voir [[J]). On peut tendre cette remarque toute
une sous-catgorie de M" comme expliqu dans le paragraphe 2.4.1 de [f].

On peut rsumer tout ce qui prede par le diagramme suivant :
ME, > M|

{ T

MF ———— M

Les flches qui montent correspondent aux foncteurs d’oubli vidents. La flche courbe est un

foncteur « N canonique » qui munit un objet de @g du N (ncessairement unique) donn
par le iii) de la proposition B.3.1. On pourrait se demander s'il est possible de prolonger ce

foncteur tout Eo- La rponse est oui dans le cas r = 1 (voir le lemme 5.1.2. de []), et non

dans le cas gnral puisqu’il n’est dj pas vrai que le foncteur d’oubli E — E] est toujours
essentiellement surjectif (reprendre 1’exemple donn dans la dmonstration de la proposition

B33
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3.4 Unmotsurlecasr=1

8

Ce cas est amplement discut dans [§]. Plus exactement, Breuil construit 1 un foncteur

—~1
contravariant entre la catgorie M, et la catgorie des schmas en groupes finis et plats sur
Ok tus par p. Il prouve ensuite, en exhibant en quasi-inverse, que ce foncteur est une anti-
quivalence de catgories.

Il tend par la suite ce foncteur toute la catgorie Mé et atteint tous les schmas en groupes
sur Ok tus par une puissance de p. De cette faon, Breuil retrouve la classification des schmas
en groupes sur O dbute par Raynaud ([I9]) et poursuivie par Fontaine ([[4]) et Conrad
([IQ)), et tend mme cette classification sans restriction sur la ramification.

3.5 Des catgories abliennes et artiniennes

Nous montrons dans ce paragraphe que les catgories E et M" sont abliennes. Nous
rappelons dans un premier temps que ce rsultat est prouv dans [J] lorsque e = 1.

La catgorie E

Notons El) la catgorie M" obtenue en considrant des k [u] /uP-modules libres la place
de k [u] /u®P-modules libres. Un raisonnement rigoureusement identique* celui tabli pour
prouver le corollaire 2.2.3.2 de [{] donne :

Thorme 3.5.1. La catgorie MM(I) est ablienne et artinienne. Plus prcisment soit f : X — Y
un morphisme dans El)’ alors :
i) f(Fil"X)=Fil"Yyn f(X);
ii) Soit IC le noyau de Uapplication k [u] /uP-linaire sous-jacente, Fil"K = Fil"X N I,
¢r » Fil"IC — K la restriction de ¢, : Fil'"X — X et N : K — K la restriction de
N : X — X. Avec ces structures, IC est un objet de El) et donne le noyau de f dans
My
iii) Soit C le conoyau de lapplication k|u] /uP-linaire sous-jacente, Fil"C [l'image de
Fil"Y dans C, ¢, : Fil"C — C lapplication qu’induit ¢, : Fil"Y — Y et N :C — C
le quotient de N :' )Y — Y. Avec ces structures, C est un objet de El) et donne le

conoyau de f dans El)'

Nous allons prsent montrer les proprits analogues pour la catgorie E .

Soit f : X — Y un morphisme de la catgorie E . Notons X (resp. ) la rduction de X
(resp. de V) modulo w?; et py : X — X (resp. py : Y — ) la projection correspondante. On
munit X et Y de Fil”, Frobenius et oprateurs de monodromie en regardant les structures
quotients. On obtient des objets de la catgorie MM(D et la flche f induit un morphisme
f & — Y dans cette catgorie. Finalement, puisque er < p —1, on a :

Fil’X =p3! (FilI"X) et Fil’Y = py' (Fil"Y)

4Seule la relation de commutation des oprations N et ¢, diffre entre la catgorie El) et celle introduite
dans [E], mais I'oprateur N n’intervient pas dans la preuve dont il est question.
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Lemme 3.5.2. L’image (au sens classique) de f est un k [u] /u®?-module libre.

Dmonstration. Comme f commute ¢,, elle induit une application f : ¢, (Fil"X) —
or (Fil"Y) qui est k [uP] /uP-linaire. En recopiant ’argument de la preuve de la proposition
B.2.1, on prouve qu’il existe des Iments ey, . .., eq4, €], .. ., €/ et des entiers ny, ..., ng,nl, ..., nl
tels que nj, > 0 et :

imf = ku/uPer ® ... ku] /uPeq ®uPMk[u] JuPe) & ... Uk [u] JuPel,
Fil'YNim f = u™k[u] /uPe, & ... u"k[u] JuPeq ® uP™rk [u] JuPe) & ... & uP"wk[u] JuPe,

De plus, comme ¢,(Fil”X') doit engendrer X et que f(Fil"X) C Fil"Y, on en dduit que
¢-(Fil"Y Nim f) doit au moins engendrer im f. Mais, puisque er < p — 1, on a forcment
¢, (uPY) C u?PY et par un argument de dimension, le seul moyen de tout concilier est d’avoir
d' =0, ce qui achve la dmonstration. O

Lemme 3.5.3. Le noyau et le conoyau de f sont des k [u] /u®-modules libres.

Dmonstration. En tant que & [u] /u®’-module, 'image de f s’identifie au quotient X /ker f
et le conoyau au quotient ) /im f. Le lemme rsulte du fait que si N C M est des k [u] /u®P-
modules de type fini et si deux modules parmi M, N et M/N sont libres sur k [u] /u?, alors
il en est de mme du troisime. 0

Notons K le noyau de f, C le conoyau de f, K le noyau de f et C le conoyau de f et
considrons le diagramme suivant :

K X
pzct pxl
K X

Lemme 3.5.4. La fiche px (resp. pc) dfinie par le diagramme predent est surjective et de
noyau uPIC (resp. uPC). Autrement dit K s’identifie K/uPKC et C C/uPC.

L.y
f pyji} bc

QA=—"0a

0 0

Dmonstration. Commenons par le noyau et la surjectivit. Soit Z € K. Il se relve en z € X
tel que f(x) = 0 (mod uP). Il existe donc y € Y tel que f(z) = wPy. On a vPy € im f
et, puisque im f est libre sur k[u] /uf, il existe ¢y € im f tel que wPy = uPy' et donc
uPy = f (uPz’) pour un certain 2’ € X. Mais alors x — uPz’ € K s’envoie sur T par px. Ceci
prouve la surjectivit.

Soit maintenant = € I tel que px () = 0. On a py (z) = 0 et donc z est un multiple
de u? dans X. Il l'est aussi dans KC puisque K est un £ [u] /u®P-module libre. Finalement
ker px = uPK.

On utilise des arguments analogues pour le conoyau. O

On dfinit Fil"K = K N Fil" X, un Frobenius ¢, : Fil"K — K et un oprateur de mon-
odromie N : K — K dduits des oprateurs sur X. De mme, on dfinit Fil"C comme I'image
de Fil")Y par la projection )V — C, un Frobenius et un oprateur de monodromie sur C, les
oprateurs sur ) passant au quotient.
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Lemme 3.5.5. Munis des structures prcdentes, les objets K et C sont des objets de la
catgorie M et respectivement un noyau et un conoyau de l’application f.

Dmonstration. Les conditions de compatibilit et le fait que si les objets sont dans la
catgorie, ils sont noyau ou conoyau est vident. Le seul point dlicat est la « surjectivit » des
br.

Modulo P, les objets K et C avec toutes leurs structures se rduisent d’aprs le lemme
B5.4 sur K et C et on sait alors que les ¢, dfinis sur ces objets sont « surjectifs ». Notons
(e1,...,eq) une base adapte de K (qui existe bien) et G la matrice de ¢, dans cette base.
Cette matrice est inversible modulo u? et donc son dterminant est inversible modulo u” puis
modulo u’. La matrice G est donc inversible et im ¢, engendre bien tout . On raisonne
de mme pour C. U

Corollaire 3.5.6. La catgorie E est ablienne et artinienne. Plus prcisment soit f : X — )
un morphisme dans ﬁ, alors :
i) f(Fil"X)=Fil"YNf(X);
ii) Soit K le noyau de Uapplication k [u] /uP-linaire sous-jacente, Fil"IC = Fil"X NI,
or + Fil"IC — K la restriction de ¢, : Fil'"X — X et N : K — K la restriction de

N : X — X. Avec ces structures, IC est un objet de E et donne le noyau de f dans

iii) Soit C le conoyau de Uapplication k [u] /u®-linaire sous-jacente, Fil"C ['image de
Fil"Y dans C, ¢, : Fil"C — C lapplication qu’induit ¢, : Fil"Y — Y et N :C — C le
quotient de N : Y — Y. Avec ces structures, C est un objet de E et donne le conoyau
de f dans E )

Dmonstration. On a dj prouv ii) et iii). Il ne reste en fait plus qu” dmontrer i) car il implique
I'isomorphisme entre image et coimage. On a videmment toujours l'inclusion f (Fil"X') C
Fil"Y N f (X).

Soit y € Fil"Y N f (X). La rduction 3 de y modulo u? est un lment de Fil”) N f(/f)
(en gardant les notations predentes) et d’aprs le thorme B.5., 4 € f (Filré\? ) Il existe
z € Fil" X tel que y = f (z). Notons z un relev de & dans Fil"X. 1l existe un lment t € )
tel que y = f (z) + uPy’. Les lments y et f (z) sont dans im f, il en est donc de mme de
uPy’ et puisque im f est libre sur k [u] /u?, il existe y” € im f tel que uPy’ = uPy”. On crit
y" = f(2”) pour un certain z” € X, et il vient y = f (x + wPz”). Comme v X C Fil"X et
er <p—1,on auPz” € Fil"X et donc x + wPz” € Fil"X. Finalement y € f (Fil"X) et on
peut conclure. O

La catgorie M"

Sir = 0, on vrifie facilement (la proprit i) du corollaire predent est alors vidente) que la
sous-catgorie pleine de M" form des objets tus par p est ablienne et artinienne. On procde
ensuite par dvissage. La preuve est en tout point analogue celle dj connue dans le cas
e = 1 et prsente dans le paragraphe 2.3 de [J]. Les lemmes et les propositions successives
gardent un sens dans ce contexte plus gnral, et sont galement vrais, les preuves tant encore
textuellement les mmes. Nous n’insisterons donc pas davantage et laissons le lecteur se
reporter cette rfrence.
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Remarque. De mme, on prouve que les catgories M, et M et M sont abliennes et artini-
ennes.

4 Classification des objets simples

Nous allons donner une classification complte des objets simples de la catgorie M" lorsque
le corps rsiduel k est algbriquement clos. Nous essaierons galement d’expliquer ce qui se passe
lorsque ce n’est pas le cas. Pour I'instant, on ne fait aucune hypothse supplmentaire sur k.

On considre M un objet simple (donc non nul) de M". 11 est obligatoirement tu par p.
En effet, si ce n'tait pas le cas, le noyau de la multiplication par p dans M fournirait un
sous-objet strict de M (noter que la multiplication par p ne peut pas tre injective car elle
est nilpotente : M est suppos tre tu par une puissance de p). L’objet simple M peut tre vu
dans la catgorie E (du moins si r > 0, mais dans le cas contraire, le rsultat est immdiat
et laiss au lecteur) : c’est un k [u] /u®P-module muni d’un Fil”, d’un ¢, et d’'un oprateur de
monodromie vrifiant les bonnes proprits.

4.1 La monodromie

Si 'on note M, = im ¢,, 'application de monodromie N induit une application linaire
cx N : Mg — M (voir proposition B.2.4) et il existe 1 € Mg\uM, tel que N (x1) = 0 (voir
corollaire B.2.5)). Notons s = ¢, (x1) (voir dfinition B.2.9) puis par rcurrence z;,1 = ¢, (z;),
ce qui est possible d’aprs la deuxime partie de la proposition B.2.3. On a N (z;) = 0 pour
tout entier <.

Notons z; la rduction modulo u” de z;. Les Z; sont des lments non nuls de Mg /u? M
qui est un k-espace vectoriel de dimension finie. Notons n > 1 le plus petit indice tel que
Zn41 puisse s’crire comme combinaison linaire des Z; pour ¢ variant de 1 n. Il existe donc
Ai € k tels que :

Tni1 = MT1+ .. + Ao

et on peut supposer \; # 0 quitte remplacer x; par le plus petit indice ¢ tel que \; # 0.
Comme Z,41 # 0, les \; ne peuvent tre tous simultanment nuls.

Nous allons prsent corriger les xz; pour que cette relation ne soit plus vraie seulement
modulo v”. On procde par approximations successives et on construit une suite indexe par
j d’lments azgj) qui sont tels que z¥) = =z (mod wuP), xl(i)l = @r(x(j)), N(ajgi)l) =0 et
finalement :

x,(fll =02+ + A2 (mod w?)

les \; restant inchangs. On a une solution pour j = 1. Supposons qu’on l'ait pour j et

construisons-en une pour j + 1. On cherche un lment r € M, tel que l'on puisse poser
xgjﬂ) = x§])+ujpr. On dfinirait alors les xl(-]H) via la formule de rcurrence xz(ﬁl) = gor(xz(ﬁl))

et il est facile de vrifier que pour tout 7 > 2, on aurait x§j+1) = xl(j) (mod wY*VP). Ay final,
il suffit de trouver r tel que :

zdl =M (xﬁ” + uj”r> ) 4.+ Az (mod wUHDP)
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mais comme par hypothse, on a xiﬁrl = Alxgj) T W (mod w’P), on a bien 'existence
d’un tel r : il suffit de le prendre tel que w/?\ir = :USJ)F — )\la:gj) - .= )\na:Sf). De plus,
en appliquant N cette dernire galit, on voit que N (u/PA;r) = \u?P?N (r) = 0 et donc que
(j+1))

N (x? H)) = 0 puisque A; est suppos non nul. Ceci implique la nullit de tous les N(z;

Pour j = e, I'galit a lieu modulo u? et donc dans M. Soit K le sous-k [u] /u®’-module
engendr par les xz(e), pour 1 < ¢ < n. La libert sur k£ des Z; assure que K est un module libre
de rang n. Notons M; = u‘im ¢, et Fil"K = Zf;ll M; N K. Par construction, N stabilise IC
et ¢, envoie Fil"K sur L. En outre, encore par construction I'image de la restriction de ¢,
Fil"K engendre K : on voit que 'objet IC est dans la catgorie @r. Comme M est simple,

ce sous-objet est tout M. Ainsi on a prouv la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soit M un objet simple de M". Alors M est dans la catgorie E’T
et Voprateur de monodromie N est nul sur im¢,. De plus M admet une base adapte de la

forme (x1,...,2q) telle que N (z;) =0, x;11 = @, (2;) (voir dfinition [3.2.3) et :
or (Tg) = Mz + ...+ Agg
o les \; sont des Iments de k tels que Ay # 0.

qui admet pour corollaire immdiat la proposition que 'on vient donc de dmontrer.

4.2 Une base adapte simple

Nous allons dans ce paragraphe prciser un peu plus I'nonc de la proposition dans
le cas o le corps rsiduel k est algbriquement clos.

Lemme 4.2.1. Supposons k algbriquement clos. Soit M un objet simple de M". Alors M
est dans M et il existe (eq, . .., eq) une base adapte de M telle que N (e;) =0, e;11 = ¢y (€;),
les indices i tant considrs dans Z./dZ.

Dmonstration. On sait d’aprs la proposition predente qu'il existe une base adapte (21, ..., xq4)
telle que ¢, (x;) = x;41 pour ¢ compris entre 1 et d — 1 et ¢, (z4) = Mz1 + ...+ Agxq O
Ai € ket Ay #0.

Parmi toutes les bases adaptes qui vrifient ces conditions, choisissons-en une pour laquelle
le nombre de A; non nuls est minimal. On crit alors plutt :

Tar1 = @r (Ta) = My, + ..+ Ay,

o tous les \; sont non nuls et les indices 7 sont compris entre 0 et d. De plus, on a i; = 1.
Notons pour tout #, n; le plus petit entier tel que u"z; € Fil" M. Si tous les n;; n’taient pas
gaux, @, (rgqy1) s'crirait comme une combinaison linaire de zo, ..., x4 faisant intervenir
strictement moins de k termes et la famille (xs, ..., z4.1) fournirait une base adapte de M
(en reprenant 1'tude faite de le paragraphe predent). Mais ceci est en contradiction avec la
minimalit considre.

Ainsi tous les n;; sont gaux et donc gaux ng.q. Par rcurrence, on prouve que pour tout
entier fix a, tous les n;;;, sont gaux, les indices i; + a tant considrs modulo d.
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Notons t le plus grand commun diviseur de d et de toutes les diffrences i; — i;,. D’aprs
ce qui prede la suite des n; est priodique de priode (divisant) ¢. On considre alors le sous-
k-espace vectoriel de M engendr par les x4, o n parcourt Z/dZ. L’application ¢! stabilise
ce sous-espace et y est ¢'-semi-linaire. En particulier, puisque k est algbriquement clos, il
existe un lment e; de ce sous-espace tel que ¢ (e;) = Ae; pour un certain A € k*. Quitte
multiplier e; par un Iment de &, on peut supposer A = 1.

On dfinit e;11 = ¢, (¢;). La famille (e, .. ., e;) engendre un espace stable par N et par ¢,
qui est par construction un sous-objet non nul de M. C’est donc tout M. De plus, d’aprs la
proposition [L.1.1, N (e;) = 0 pour tout i. Finalement (ey, ..., e;) est une base adapte vrifiant
les conditions du lemme. Cela conclut. U

4.3 Classification proprement dite

Dfinition 4.3.1. Soit (n;) une suite priodique® d’entiers compris entre 0 et er. On note h
la priode de cette suite. On dfinit l’'objet M (n;) € M de la faon suivante :

1. M(n;) = EB k[u] fu®e; ;

i€Z/hL.
2. Fil"' M (n;) = @ u™k [u] JuPe; ;
i€Z/hT.

3. ¢ (u"ie;) = ej11 pour tout indice i ;

4. N (e;) = 0 pour tout indice i.

Il est facile de vrifier que tous ces objets sont bien dans la catgorie E et on a le thorme
suivant :

Thorme 4.3.2. Supposons k algbriquement clos. Les objets M (n;) sont des objets simples

de la catgorie E De plus, si M est un objet simple de la catgorie E, alors il est isomorphe
un certain M (n;).

Dmonstration. Voyons d’abord la simplicit de M (n;). Soit M un sous-objet non nul de
M (n;). L’image de la restriction de ¢, M NFil" M (n;) est suppose engendrer tout M ; en
particulier elle n’est pas rduite 0 et comprend un lment non divisible par u?, disons z. On
crit © = Aje; + ...+ Apep 0 les \; sont des polynmes coefficients dans & [u?] /u?. On peut
supposer \; € k quitte remplacer x par ¢, o @, ().

Considrons un z pour lequel le nombre de A; non nuls est minimal et crivons :

xr = )\161'1 ++>\k61k

avec ici tous les A; non nuls. En appliquant ¢, ventuellement plusieurs fois, on voit que
tous les n;; doivent tre gaux car sinon, on obtient un nouvel x qui serait combinaison d’un
nombre plus petit de e;. On applique alors ¢, 1’galit precdente et comme predemment, on
prouve que tous les Nj;+1 SONt gaux. Par rcurrence, on voit que pour a fix tous les Nj;4q SONE
gaux. Ainsi, pour que la suite (n;) soit priodique de priode exactement h, il faut que k = 1,

5Par « priodique », on entend dans ce papier « priodique ds le dbut » et pas « priodique partir d’un
certain rang ».
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c’est--dire que x soit multiple de I'un des e;. Mais alors le sous-objet engendr par x est tout
M (n;) et finalement M = M (n;). Ce qui assure la simplicit.

Voyons la rciproque. On applique le lemme [[.2.1] qui donne une description explicite de
I'objet M. Il reste juste dmontrer que la suite (n;) ne peut-tre priodique de priode divisant
strictement h. Mais supposons que ce soit le cas et notons ¢ cette priode. On considre le
sous-objet engendr par I'lment © = ¢; + €9 + ... + e, et on vrifie immdiatement qu’il est
non nul et strictement inclus dans M. C’est une contradiction. O

Remarque. En utilisant la correspondance de [B], on retrouve exactement la classification
donne par Raynaud dans [[9].

tude des endomorphismes

On suppose toujours le corps k algbriquement clos. Soit M un objet simple de E . Soit
(é1,...,ep) une base adapte de M vrifiant les conditions du thorme f.3.3. Nous allons en
fait voir que les e; sont presque uniquement dtermins. Plus prcisment, on a :

Thorme 4.3.3. Supposons k algbriquement clos. Si A € k vrifie M =\, alors lapplication
Y M — M dfinie par ¢ (e;) = N\P'e; est un endomorphisme de M. Ce sont les seuls.

Dmonstration. Dj il est facile de vrifier que les applications dfinies dans I'nonc du thorme
sont bien compatibles au Fil”, au Frobenius et 1’oprateur de monodromie.

Pour la rciproque, nous allons anticiper sur des rsultats ultrieurs donnant une applica-
tion non nulle End (M) — End (T (M)) (la non-nullit se dduit de la fidlit du foncteur
Ty, voir corollaire §.3.4). D’autre part End (M) est un corps a priori non commutatif et
End (Ty (M)) est un corps fini p" lments (cela se dduit de thorme [.2.3). On en dduit
facilement que la flche End (M) — End (Ty (M)) est bijective, ce qui prouve le thorme. [

Corollaire 4.3.4. Les objets simples M (n;) et M (m;) sont isomorphes si et seulement si
la suite (m;) se dduit de la suite (n;) par translation.

Dmonstration. Si deux objets M (n;) et M (m;) sont isomorphes, on peut transporter une
base adapte de M (n;) M (m;) et le thorme predent entrane la conclusion voulue. O
Un autre point de vue

Donnons finalement un point de vue diffrent sur cette classification, peut-tre plus agrable
retenir.

Soit (1;),cy une suite quelconque d’entiers compris entre 0 et p — 1 et soit ¢ le rationnel
dont le dveloppement « dcimal » en base p est :

tzO,n1n2n3n4

On a une proprit classique :

Proprit 4.3.5. Avec les notations predentes, les suites priodiques sont exactement celles
qui correspondent auz rationnels de Zy) N[0, 1] 0 Zg, dsigne le localis de Z en p.
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On peut alors poser la dfinition suivante :

Dfinition 4.3.6. Soit R l'ensemble des classes d’quivalence d’lments de Z ) pour la relation
d’quivalence suivante : a ~ b si et seulement s’il existe un entier n tel que a = p"b (mod Z).

La dernire relation d’quivalence n’est pas mystrieuse : elle correspond simplement un
dcalage des dcimales du nombre. En particulier, cause de la priodicit, les classes d’quivalence
sont toutes finies.

Dans ces conditions, R classifie exactement les objets simples de la catgorie M" (via la
correspondance que l'on a dcrite predemment).

Nous verrons par la suite que le « rationnel classifiant » va rapparatre de faon naturelle.

5 tude du foncteur T

5.1 Un systme prliminaire

Ce paragraphe prsente une version Igrement diffrente de rsultats classiques et par exemple
dj discuts dans [PZ] ou dans le paragraphe 3.3.2 de [J]. On suppose dans ce paragraphe que
le corps rsiduel £ est algbriquement clos.

On considre un entier h strictement postitif. On fixe n® une racine (ph — 1)—ime de
I'uniformisante 7 de K et on appelle K I'extension de K engendre par cette racine. On
rappelle que K ) / K est totalement et modrment ramifie de degr p”—1. On rappelle galement
que la limite inductive de toutes ces extensions est ’extension maximale modrment ramifie
de K. Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas de risque d’ambiguit, on notera 1 la place de n.
On rappelle enfin que 7; dsigne une racine p-ime de 7.

On s’intresse au systme d’quations suivant :

( (x121+481)" . .
Gl < wne
(S): L) T
nh A N p
| ol oy

ow € {—1,1} est un signe, les n; sont des entiers fixs tous compris entre 0 et er, et o les
7; et les ¢; sont des Iments de Og. Les inconnues sont les #; que l'on cherche galement dans
Og. On pose dans la suite m; = er — n,.

Sans coeflicient constant

On s’intresse tout d’abord au cas o toutes les constantes 7; et ¢; sont nulles. Il est alors
possible de rsoudre directement le systme dans Of. En effet, le systme se rcrit simplement :

=™y,
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Par des manipulations simples, on voit que z; doit tre solution de I’'quation :

h
P = @i,

o s; est dfini par la formule :
S1 = mlph_1 + mgph_2 + .o+ Mmp_1p + My,

Cette quation admet p" solutions qui sont 0 et toutes les racines (ph — 1)-imes de whrst.
partir de 2y, on reconstruit les autres Z; et on vrifie qu’ils forment bien une solution du
systme.

On peut prsenter les choses de faon plus homogne en procdant comme suit. On pose
pour tout ¢ € Z/hZ :

h—1 h—2
S; =nyup T M D T Mypp—2D T+ Miyp—1-

Si € est une racine (ph — 1)—ime de w (qui est dj dans K), la famille des z; = wiepinsi est
une solution de (.5). Toutes les solutions s’obtiennent ainsi ’exception de la solution nulle
T1=...=2,=0.

Un lemme la Hensel

On ne suppose plus que les constantes sont nulles et on cherche un lien entre les solutions
de (S) modulo p et les solutions de (S) dans O :

Lemme 5.1.1. Avec les notations predentes, sile systme (S) admet une solution (x4, ..., xp)
modulo p, alors cette solution se relve dans O en une solution (1,...,Zp).

Dmonstration. On construit cette solution par approximations successives. Fixons tout
d’abord une extension finie L de K™ suffisamment grande pour contenir tous les 7;, les ¢ et
pour que tous les x; puissent s’y relever. L’extension L/K " est totalement ramifie (puisque
k est suppos algbriquement clos), disons de degr d. Notons Oy, 'anneau des entiers de L.

On va construire une suite de (xgn),a:g"), e ,:1:2")) de solutions compatibles du systme
(S) modulo n™ dans Oy. 1l suffira par la suite de prendre la limite de cette suite pour avoir
une solution du systme dans Op et donc dans Og.

On a dj, par hypothse, un h-uplet pour n =e (ph — 1). Les suivants se construisent par

rcurrence. On part d’un entier n > e (ph — 1) et d’lments xﬁ"’, e ,:Egl") vrifiant :
P
(W?ixf(‘n) " C) (n)
= = ww,,, +7; (modn")
pour tout indice ¢ pris dans Z/hZ et on cherche construite yq, ..., yn, tels que :

n;, (1) A ng,n P
(771 T, G yi)

T

= wal) + 0"y + 7 (mod n

n+1)
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Un calcul donne :

nio () o nion \P nio(n) 2\
<7T1 r, ' +ct+mtn yz) <7T1 T, + ci> p knipkn p—k
- ICLE S ED

ﬂ-er ﬂ-(iT’ ﬂ-er

. . kng  kn ) nq (7)) 4 5 \p
Soit un entier £ > 1. On a v <%) = k;' + pfﬁl — er. D’autre part, Mr+q) est un

entier, donc de valuation positive et on en dduit que v(ﬂ{“':pz(n) +¢;) 2 <. On obtient :

kn; kn p—k k k.
v =0 A (ﬂ“xgn) + él) z z + G +(p—k) il
mer pr—=1"p p

n n kmy;

= —— 4 (k-1
pr—1 ( )p"—l p

\

Comme par hypothse n > e (ph — 1) et m; < er, il vient :

n ker n r
v; = +ek—1)— — = —e+ek;(1——)
T -1 (F=1) p ph—1 p

Maintenant si k < p, le coefficient binomial C’; est multiple de p et donc :

kni _nk _k
mo'n n; (n \P n T n—+1
U<C’; 17Ter (ﬂll’§)+ci) >>e+vi>ph_1+ek(l—§)>ph_1

la dernire ingalit rsultant du fait que r <er <p — 2.

On en dduit que tous les termes de la somme pour k compris strictement entre 0 et p sont
nuls modulo n™*!. En fait, c’est aussi le cas pour k& = p. En reprenant les galits prcdentes,
on voit que :

vy = phn—l +e(p—1—r)
mais p—1—r > 1 et donc on a galement v, > 1%' Finalement le systme que 'on a rsoudre
se rduit :
er = wx;y + 0"y + 7 (mod n" )
. . . (Wmim(.n)Jréi)p (n) o . n y .
mais on sait que la diffrence ——+—= — wz; | — 7; est un multiple de 1", et donc s’crit
n"q;. 11 suffit ensuite de choisir y; = ¢; pour avoir la solution que 1’on cherchait. O

Rsolution du systme

Une premire consquence du lemme que l'on vient de prouver est la rsolution du systme
(S) modulo p lorsque les constantes 7; et ¢; sont toutes nulles :

Lemme 5.1.2. Supposons que les constantes 7; et ¢; soient nulles. Mise part la solution
nulle, les solutions de (S) dans O /p s'crivent x; = w'eP' 7% o0 e € Ok est une racine
(ph — 1) -ime de w", 7 est la rduction de n dans Og/p et :

h—1 h—2
S; =nyup T M D T Mypp—2D T+ Migpp1-
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Dmonstration. Si ¢ est une racine (ph — 1)—ime de w" et si z; dsigne la rduction modulo p

de wie'n®, le uplet (w1,...,2) est solution du systme dans Og /p. De plus, si € et €’ sont
deux racines (ph — 1)—imes de w" distinctes, on a pour tout entier 4, e?* # ¢7* dans le corps

rsiduel et donc e?' — &' est de valuation nulle. On en dduit, puisque v(n*) = phsil

x; = w'el' n et 2} = w'eP n® sont distincts dans O /p.

On a ainsi trouv p” solutions (S) modulo p. Le lemme f-I.]] assure qu’il y en a au moins
autant dans Og. Mais on a vu qu’il y en a exactement p” dans O, on les a donc toutes. [J

Passons au cas gnral. On reprend le systme (S) mais on ne suppose plus la nullit de 7;
et de ¢;.

Thorme 5.1.3. Supposons que le systme (S) admette une solution dans O, alors il admet
toujours p" solutions dans O et p* solutions dans O /p. De plus lapplication de rduction
modulo p dfinit une bijection entre ces ensembles de solutions.

En outre si (v1,...,2) et (Y1,...,yn) sont deuzx solutions distinctes dans Ok [p, alors il
eziste € une racine (ph — 1) -ime de @ telle que y; = x; +w'eP n* pour tout indice i € Z/hZ.
o s; est dfini par la formule :

h—1 h—2
S =mp" T +mippt T+ o+ Myppop + Mirpa

Dmonstration. Soit (Z1,...,Z;) une solution de (S) dans Og. Si l'on note z; € O /p la
rduction modulo p de #;, le uplet (z1,...,x3) est solution de (S) modulo p. Prenons € une
racine (ph — 1)-ime de @" et posons y; = x; + w'e'n*. Un calcul donne :

- i . \P o . o & —k
(ﬂ“:pi + mtw'eP ntt + ci> = (Mg + &P+ iwle! T g4 E C]LC nigg ke kP pksi (7 g 4 ¢)P

Or les 2; forment une solution de () et donc on a v(m"%; + &) > <. galement, on a

v (%) = phsil > m? Finalement, on obtient :

v (ﬂ_kmwkzgkp nk‘sl (7?Ziz + éi)pik) 2 k& + kﬁ + (p _ k) g =er
p p p

Ainsi tous les termes de la somme sont des multiples de pm¢". Modulo p, il reste :

C A ~ . i _pttl .
(mi@; +¢;)P  whicleP pbsi
+

o P
ng s, n; __i_p*, Si AL —
— (7‘(‘1 T + mtw'e? ¥ 4 c,) = — — (mod p)
wi+15p”177p8i
= WTip + 7+ T (mod p)

On remarque que ps; = S;11 + m; (ph — 1), puis que (yi,...,yn) est solution de (S). On
conclut en reprenant la dmonstration du lemme p.1.9. O

Voici un dernier corollaire qui nous sera utile par la suite :

Corollaire 5.1.4. Soit g un Iment du groupe de Galois Gk qui fize tous les 1; et tous les
¢i. Soit (Zy,...,&p) une solution de (S) dans Og. On note x; la rduction modulo p de ;.
Alors, pour tout i € Z/hZ, g fize T; si et seulement si g fize x;.

37



Dmonstration. 11 suffit de montrer que si g fixe les z; alors (g1, ..., gZp) est aussi solution
de (). En effet, d’aprs le thorme predent, si ces deux solutions sont distinctes dans O,
elles le sont aussi modulo p. Le thorme [.1.3 donne ceci : dans le cas o les deux solutions
sont distinctes, dans O comme dans Oy /p, toutes les « coordonnes » des h-uplets sont
distinctes. Le corollaire en dcoule directement. U

Remarque. Dans le cas o tous les ¢; sont nuls, il existe toujours une solution au systme
dans Of. En effet, en combinant les quations, on aboutit une unique quation polynomiale
coefficients entiers que doit vrifier ;. Comme K est algbriquement clos, cette quation admet
une solution.

5.2 Calcul sur les objets simples

Dans ce paragraphe uniquement, on suppose le corps rsiduel k algbriquement clos. On
suppose galement que 7 est choisi tel que 7 = p, ce qui est toujours possible si 7 > 0 (si
r = 0, les rsultats se dmontrent indpendemment et facilement). Ainsi £ (u) = u® — p et
¢, = —1. Soit M un objet simple de M". Le thorme [.3.9 affirme que M est de la forme
M (n;) pour une certaine suite priodique (n;). Notons h sa priode.

L’image de M par le foncteur T}, s’identifie, comme le prouve le lemme P.3.4, 1’ensemble
Hom(M, fl) Se donner un tel morphisme revient se donner pour tout 4, un lment z; € A,
image de e;, ces lments x; tant soumis certaines relations que nous allons expliciter. On
rappelle que d’aprs le lemme P.3.3, I'anneau A sidentifie (Ox (X)) /p.

Lemme 5.2.1. L’ensemble des x € A tels que N (z) = 0 est O /p.

Dmonstration. Le lemme rsulte directement du fait que N (X) est une unit de A. O

De N (e;) = 0, on dduit N (x;) = 0 et donc d’aprs le lemme predent x; € Og/p.
Intressons-nous maintenant la condition impose par le Frobenius. Sur 'objet M, ¢, est dfini
par ¢, (u™e;) = e;41. Cela impose donc deux choses : I'lment u™z; appartient Fil” (Og (X)) /p
et on a l'galit ¢, (u™ix;) = z;11.

On rappelle que l'on avait appel p; (resp. m1) une racine p-ime de p (resp. de 7) et
comme 7¢ = p, on peut supposer en outre que 7y = p;. D’autre part, si z = Zi>0 aiXi—!i e A
(a; € Og/p), alors x € Fil"A si et seulement si a; est un multiple de ﬁi*i pour tout entier
¢ compris entre 0 et r. Comme, dans A, u = Try: on a umz; € Fil" A si et seulement si
mix; € Fil7 A, Cest--dire 7" divise x; pour tout i € Z/hZ.

Soit #; un relev de z; dans O qui est un multiple de 7{" ™. Par dfinition ¢, (u"x;) est
la rduction modulo p de :

1 7T711i A (—1)r ﬂ'{mi “p 1 1 .
pT gb ((1 + X)nl$ ) pr (1 + X)p 1371 ( ) (1 + )y)p 1 Ter—n; l‘l

Or modulo p, (1+ X)” =1 et finalement ¢, (u"z;) = (—1)" Wefgni.
Ces quations fournissent un systme qui est exactement celui tudi dans le paragraphe p.1]
avec w = (—1)" et ¢ = 7; = 0. En particulier, le lemme .1.3 nous fournit directement les

solutions.

On vient de prouver le thorme dont nous rappelons I'nonc :
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Thorme 5.2.2. Supposons k algbriquement clos et er < p—1. Si l’objet simple M s’identifie
M (n;) pour une suite (n;) priodique de priode h (voir thorme [[.3.3), alors la reprsentation
galoisienne Ty (M) est isomorphe :

mi gmso mp
67105 .. .0,

o m; est dfini par n; +m; = er et o les 6; sont les caractres fondamentaux de niveau h.
En particulier, pour tout objet M de M" tu par p, les exposants qui derivent action de
Uinertie modre sur la semi-simplifie modulo p de Ts (M) sont tous compris entre O et er.

5.3 Exactitude et fidlit
Exactitude

Thorme 5.3.1. Le foncteur Ty, de la catgorie M" dans la catgorie des Z,-reprsentations
galoisiennes de torsion est exact.

Dmonstration. La preuve est en tout point semblable celle donne dans le paragraphe
3.2.1. de [, et dans le paragraphe 2.3.1. de [f]. O

Fidlit
Commenons par le lemme suivant :

Lemme 5.3.2. Supposons k algbriquement clos. L’image par le foncteur Ty d'un objet
simple de M" est une reprsentation irrductible.

Dmonstration. Par le thorme f.2.3, on connat I'image d’un objet simple par le foncteur
Ty. On vrifie directement que cette image est une reprsentation galoisienne irrductible. [J

Corollaire 5.3.3. Supposons k algbriquement clos. St M est un objet de M", on a :
long (M) = long (Ts (M))
Dmonstration. Cela dcoule directement du lemme predent et de 'exactitude. O

Remarque. Ces deux derniers rsultats restent vrais si k n’est pas algbriquement clos (voir

thorme [6.4.4)).

Corollaire 5.3.4. Le foncteur Ty, de la catgorie M" dans la catgorie des Z,-reprsentations
galoisiennes de torsion est fidle.

Dmonstration. Supposons dans un premier temps k algbriquement clos. Soit f : X — Y
un morphisme dans la catgorie M" tel que Ty (f) = 0. On a la suite exacte dans M" :

0——ker f X ! im f 0

En outre I'application im f — ) est injective et donc la fiche dduite Ty (V) — T (im f)
est surjective. On en dduit que Ty (f) = 0. En appliquant le foncteur exact Ty la suite
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exacte crite predemment, on voit que Ty (im f) = 0. D’aprs le corollaire predent, im f = 0,
puis f = 0.

Pour le cas gnral, notons K™ le complt p-adique de I'extension maximale non ramifie de
K. Son corps rsiduel s’identifie une clture algbrique & de k. Dsignons par Sy, 'anneau S
construit partir de K™ et par M la catgorie de modules sur Sy;.

Si M est un objet de M", alors M,,;, = S,y ®s M est un objet de M et 'application :

Ty (M) — Tu(My)
f = [s®@z—sf(x)]

est un isomorphisme commutant ’action de Gal (R' /K “r). De plus, le morphisme ¢y, : M —
M,  — 1 ® x est injectif.

Soit f : X — ) un morphisme dans la catgorie M" tel que T (f) = 0. Il induit un
morphisme fp, : Xy — Y de la catgorie M! et on a Ty (fy) = 0. Par la fidlit dans le cas
algbriquement clos, il vient f,, = 0. La compose ¢y o f: X — Yy, est nulle et comme ¢y est
injectif, f est nulle. Ceci dmontre la fidlit. O

6 Pleine fidlit du foncteur 7;;

Dans cette partie, on suppose nouveau dans un premier temps que le corps rsiduel
k est algbriquement clos. La proprit de pleine fidlit reste valable sans cette hypothse et
nous verrons dans le dernier paragraphe comment le cas gnral se dduit simplement du cas
« algbriquement clos ».

Par un argument classique (voir [[3J]), on se ramne prouver le lemme suivant :

Lemme 6.0.5. Soient M et N deux objets simples de M". Alors la fiche canonique Ext' (M, N) —
Ext' (T (N), Tyt (M) est injective.

6.1 Le module Ag

Pour prouver le lemme [.0.9, on considre M et N deux objets simples, X une extension
dans la catgorie M" de ces deux objets telle que Ty (X) soit isomorphe au produit direct
Ty (M) x Ty (N). 1l nous faut montrer que X est isomorphe M x N.

Les hypothses impliquent que X est tu par p. En effet, Ty (X') est tu par p, ce qui signifie
que la multiplication par p sur Ty (X) est 'application nulle. Par fidlit, on en dduit que la
multiplication par p sur X est galement I'application nulle. Ainsi on peut travailler dans les
catgories E . D’autre part, si » = 0, il y a un unique objet simple isomorphisme prs, ce
qui rgle rapidement ce cas. Ainsi on peut supposer r > 0 et supposer nouveau 7° = p.

Commenons par donner une caractrisation, faisant intervenir explicitement le foncteur
—~
Ty, des objets de M qui sont semi-simples.

On construit un sous-module Ay, de A (ss pour semi-simple). Pour cela, comme dans le
paragraphe [5.1, on fixe, pour tout entier i, ™ une racine (ph — 1)-ime de 'uniformisante
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7. On impose en outre une condition de compatibilit : on demande que lorsque h’ divise h,

on ait :
h_y

(1) =

De cette faon, si s € Z, (le localis de Z en p) on pourra sans ambiguit parler de 7°. En
effet, comme tout nombre premier p admet un multiple de la forme p* — 1, on peut toujours
crire s = zﬁ’ et poser :

La condition de compatibilit dit prcisment que le rsultat ne dpend pas de la fraction choisie
pour reprsenter s. En outre, on a les formules videntes 7% x 7°" = 757 et 7 = (7°)" si s
et s’ sont dans Z,) et si n est un entier.

Reprenons la description donne tout la fin du paragraphe f.3. Choisissons un lment
t € R classifiant un certain objet simple M de la catgorie E . Appelons tq,....t; les
rationnels de Z,) N [0, 1] correspondant ¢. Prcisment si c’est la suite (n;),.,, Jnz, dui classifie
M, on aura :

ti=0,nni1. . Nipn1 M1 Miyp1 - -

er

Si l'on pose v; = o4 —ti, on voit d’aprs le calcul fait dans le paragraphe p.2 que tout lment

de Ty, (M) tombe dans le sous-k [u] /u®’-module de A engendr par les 7% . On pose, pour
tout t € R :

Asst = k [u] Ju® -7 + ku] /u® -7+ ...+ k[u] Ju® - 7o

o lentier h dpend de ¢. La somme prcdente est directe (voir lemme [f.1.9). Il faut faire
attention au fait que les modules k [u] /u? - ¥ ne sont pas libres, car par exemple on a
toujours u?~1xv = 0, sauf dans le cas trs particulier o h = 1 et n; = er. En particulier Ay,
n’est pas isomorphe M.

Dfinition 6.1.1. On pose :
Ass = ZAsst C A

teR

Autrement dit, A, est le sous-k [u] /uP-module engendr par les ' o t' parcourt I'ensemble
des rationnels compris strictement entre 0 et 1 et dont l'criture « dcimale » en base p ne
comporte que des chiffres compris entre O et er.

Lemme 6.1.2. Le morphisme vident :

@ k [u] /uep ) 7Ttl - Ass
t/

est un isomorphisme (o la somme est nouveau tendue aux t' rationnels compris strictement
entre 0 et 1 et dont l'criture « dcimale » en base p ne comporte que des chiffres compris
entre 0 et er).
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Avant de faire la dmonstration, insistons sur le fait que la notation est trompeuse : le module
k (u) Ju® -7 n'est pas libre, il doit tre vu comme un sous-module de A. Le lemme dit donc
que la somme dans A de tous ces sous-modules est directe.

Dmonstration. La surjectivit est une consquence immdiate de la dfinition de Ay. Passons
I'injectivit. Considrons une relation de la forme :

P (u)m 4+ ...+ P, (u)7™ =0

o les v; sont deux deux distincts et o on peut supposer que tous les polynmes P; € k [u] /u?
sont non nuls. I1 faut alors montrer que tous les termes de la somme P; (u) 7% sont nuls, et
ceci va rsulter d’un simple calcul de valuation.

On crit u = m X! o l'on rappelle que X’ = 1 + X vrifie la relation X”? = 1. En
identifiant les coefficients en X', on obtient pour tout j compris entre 0 et p — 1 des galits
de la forme : '

PP (mya + ...+ PY) (z) 7 =0

o les Pl-(j ) sont des polynmes coefficients dans Og/p . On rappelle que I'on dispose d'une
valuation sur O /p et que le fait d’tre nul signifie simplement d’tre de valuation suprieure

e. La valuation de Pfﬁ (7) est un entier. Comme v; € Z,) N [0,1[, et que tous les v; sont

deux deux distincts, les valuations de Pi(j ) (m) ¥ sont aussi deux deux distinctes, et on a :

v <P1(j) (m) 7 + ...+ PY (7) ﬂ””) = minv (Pi(j) (m) ﬂ”i)
En particulier, la somme est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls, ce qui est bien
ce que 'on voulait prouver. O

Soit X un objet de la catgorie E . L’injection Ay — A fournit une flche injective

Hom (X, Ag) — Ty (X).

Lemme 6.1.3. L'objet X est semi-simple si et seulement si la flche predente est surjective
(et donc un isomorphisme).

Dmonstration. Le sens direct est facile : si X est semi-simple et s’crit donc comme la
somme X = M; @...® M, pour certains objets simples M, alors Ty (X) se dcompose lui
aussi comme la somme directe :

Ty (X) =Ty (M1) & ... 0Ty (M,)

et on a dj vu que Ty (M;) = Hom (M, Ag).

Faisons la rciproque. Le lemme 2.3.1.2 de [ affirme que le cardinal de T (X) est p
o rg X dsigne le rang de X en tant que k [u] /uP-module. On prouve par rcurrence sur la
longueur de I'objet X que Card Hom (X, Ag) < p8% et qu’il y a galit si et seulement si X
est semi-simple. Cela entranera bien le rsultat annonc dans le lemme.

Le rsultat est vident si X est simple (de longueur 1). Prenons un objet X de longueur
n + 1. Il existe une suite exacte courte de la forme :

rg X

0 M X N 0
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0 M est un objet simple et N est un objet de E de longueur n. Par application du foncteur
contravariant Hom (-, Ag), on en dduit une suite exacte gauche :

0—— Hom (N, Ay,) — Hom (X, As,) — Hom (M, A)
do:
Card Hom (X, Ag) < Card Hom (N, Ag) - Card Hom (M, Ay) < p&V - peM = pre®

Pour que les deux ingalits prcdentes soient des galits, il faut que la fiche Hom (X, Ay) —
Hom (M, Ag) soit surjective et que Card Hom (N, Ay) = p#V. D’aprs I'hypothse de rcur-
rence, cette dernire condition implique que N est semi-simple.

Exploitons la premire condition. Soit ¢ € Hom (M, Ay), ¥ # 0. Si t dsigne le « rationnel
classifiant » de M, ¥ tombe dans un Ay, qui est un facteur direct de Ag. Par hypothse, ¥
se prolonge tout X. On s’intresse la compose s : X — Ay — Agg 0 la premire flche est ¥
ainsi prolonge et la seconde flche est la projection canonique.

Notons (ey, ..., eq) une base adapte de X pour les entiers nq, ..., n, et notons pour tout
i, f; un relev de s (e;) dans M, qui existe puisque tous les morphismes non nuls M — Ay,
sont surjectifs. Nous allons corriger les f; pour que la flche s : X — M, e; — f; dfinisse un
scindage de :

0 M X N 0.

Les f; sont uniques modulo u°Fil" X" (on peut faire beaucoup mieux en fait, mais ce ne sera
pas utile). En particulier, quelle que soit la faon de les choisir, la flche s obtenue respecte
Fil". D’autre part, on a :

or (u™ ;) fi T
: =G| [+
¢r (u" fa) fa T4
o G dsigne la matrice de ¢, dans la base adapte (e1,...,eq) et o les r; sont des Iments de
fi fi
u’Fil"X. On voit donc que si 'on remplace le vecteur : par le vecteur : +
Ja Ja
T
(G1 : |, on obtient une flche compatible Fil" et ¢,.
T'd

Pour prouver que cette rtraction est galement compatible N, on considre le diagramme

commutatif suivant :
Or

Fil"™ M M
Fil™&x 5 X cN
u®N
. ér
u®N Fil TM M
/ N /
r
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Les faces du cube situes devant, derrire, au-dessus et au-dessous commutent. La face de
gauche commute modulo u°Fil" M et donc ¢, o (u°N) o s = ¢, o so (u°N). Une chasse au
diagramme permet d’obtenir (¢N)oso ¢, = so(cN)o ¢,, ce qui permet de conclure puisque
¢, (Fil"X') engendre tout X O

6.2 Le calcul de Hom(N\, A/Ag)

Rappelons que notre objectif est de prouver le lemme [.0.5. On considre donc X, objet de
M. et extension de deux objets simples M et . On suppose que Ty, (X) > Ty (M) X Ty (N)
et on veut montrer que X est semi-simple. Pour cela d’aprs le lemme [6.1., il suffit de prouver
que tout lment de Ty (X) dfinit un morphisme qui tombe dans Ag. Soit ¢ € Ty (X). On
peut dessiner le diagramme suivant :

0—M—L>x N—=0

v
A
O [er v

~

AJAgs

La compose 9 o f est un morphisme de M dans A, qui tombe dans Ay par simplicit de M
et devient nulle lorsqu’elle est compose avec la projection canonique. Il existe donc une fiche
1; N — A /Ags faisant commuter le diagramme. L’objectif de ce paragraphe est d’tudier
plus en dtail cette flche.

Notons d’abord que le quotient fl/ Ass hrite d’une filtration, d'un Frobenius et d’un
oprateur de monodromie : on dfinit Fil*(A/Ag) = pr(Fil*A) et on vrifie que N (Ag) C Ay
et que ¢;(Ag NFil?A) C Ag. Cela suffit pour transporter les structures.

Comme M est un objet simple, on sait le dcrire prcisment : par le thorme [£.3.3, il existe
un entier h, des Ilments ey, ..., e, qui forment une base de M et des entiers ny,...,n, le
tout tel que Fil"M = u™e; + ... 4+ u ey, ¢ (u™e;) = e;41 et N (e;) = 0, les indices tant
considrs dans Z/hZ. De mme, on a une description de N : il existe un entier 1, des lments
ey, ..., e, et des entiers n}, ..., n;, le tout vrifiant des conditions analogues.

Dans un premier temps, comme ¢ commute N, on a N () (e,)) = 0 pour tout indice
#. On cherche donc les Iments de A dont I'image par N tombe dans Ag. Cest I'objet du

lemme suivant. On rappelle que, par le lemme P.3.3 :

A

A=~ (O [X(Y)) / (X? = 1,p)

, i
I’isomorphisme consistant faire correspondre X’ 1+ X et f—, % (%) :

Lemme 6.2.1. Avec les notations prcdentes, ’ensemble des x € A tels que N (x) € Ay est
Ass + C)f(/p+ (Ass N Of(/p) Y.

Dmonstration. Soit = € A tel que N (z) € Ag. Il s'crit :

Yi
$:ZPJ‘(X/)?

320
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les P; tant des polynmes de degr infrieur p — 1 coefficients dans O /p nuls pour j > 0.
On a: :
N (z) = X'P(X")+ P (X' L
(2) =Y (X'P](X") + P ( ))?-
320
On remarque que via les identifications faites, Ay est entirement inclus dans Oy /p [X'] /(X'P—
1) et donc il suffit de vrifier les conditions :

1. X'PJ(X') + P (X') € A

2. X'Pj(X') + Pj11 (X’) = 0 pour tout j > 1
La deuxime condition entrane P; (X’) = b pour un certain b € Og/p et P; (X’) = 0 pour
tout 5 = 2.

Exploitons maintenant la premire condition. crivons Py (X') = ag+a; X'+.. . +a, 1 XP™*
o a; € Og/p. On obtient :

b4+a X' +2aX?*+ ... 4+ (p—1)a, 1 XP € A,

Par dfinition de Ag et en remarquant que u € Ay correspond m XP7! € A, on voit que tous
les termes de la somme prcdente sont lments de Ag. En particulier on a b € Ag. D’autre
part, les entiers 2,...,p — 1 sont inversibles dans Oy /p et donc tous les a; X", pour i > 1,
sont aussi lments de Ag. Cela prouve finalement que Py (X') € A+ Og /p puis la conclusion
annonce.

Il reste faire la rciproque, mais elle est immdiate au vu du calcul predent. O

6.3 Fin de la preuve

Choisissons des relevs de ¢}, dans X, relevs que I'on appelle encore ¢),. D’aprs le lemme
6.2.]), Papplication ¢ a la forme suivante :
Ve) = x
Y(ey) = ay+ay+bY

oay € Og/p, al, € As, by € As N Of/p, et 0 on connat prcisment la forme des x; d’aprs
le calcul fait dans le paragraphe p.2 : si x; # 0, si 'on note comme dans le paragraphe ] :

ti = 0, nnipr . Nipp1 N1 Magp—1 -
r_ ’o / 77 7
tr = 0, My e My MM g Mg -
. —1 . . . . .
et si on pose v; = -5 — {; et vj = % — t},, il existe deux racines (p" — 1)-imes de l'unit,

e et &, telles que &; = (—1)" ' 7% et 0 x; est la rduction modulo p de &; (resp by ).

De plus, en remarquant qu’il existe z € M tel que u™ e, + z € Fil" X, on obtient des
relations de la forme :

gbr (Un;’ (ai/ + bZ/Y) + Ci’) = Q41 + bi/+1Y + Tir41 (1)

o ¢y et ry sont des Iments de Ag. crivons :

e =+ ut 4 P

Z‘/
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avec c, € A N Of/p. On peut bien arrter la somme p — 1 car u? = 7 et si x € O /p,
on a bien mx € Ay si et seulement si ¥ € Ag. On peut galement supposer ¢,;, = 0 quitte
modifier a;. Dcomposons ,,, (ay + byY') + ¢ de la faon suivante :

u (ay +bsY)+cr = ﬂfi’ai/ + cg/o) + 05,1)7?1 +...+ c(p 2 f_l

- [nélﬂ'?i/ai/+C§/1)7T1—|—...+(p 1)0(? 1) —|—7T1 bzl X

7

X
U-VX (mod 7,2 > 2)

Cette quantit doit appartenir Fil”A. On en dduit que ¢ divise U et 71 ¢ divise V. De
plus, en identifiant les termes constants en Y dans [, on obtlent les relations :

¢ (U) = ajrg1 + 11
qui impliquent 7y € AN Ogk /p. Notons a; € Ok un relev de a; et éf/] ) € Opomn (K™ dsigne
(7)

'extension maximale modrment ramifie de /) des relevs de ¢;;’ et posons :

Cir = c(/o) +c( )7T +...+¢ A(p 1)71'{)71 e K™ [m].

Notons finalement 7 € Ogm: un relev de ry. Intressons-nous au systme (dont les inconnus
sont les #;) donn par les quations :

n’ p
i/ A ~
(7?1 Ty + cl-/>

ﬂ-er

= (=1)" (Zir41 + 7).

On vient de voir que les a; forment une solution modulo p, qui se remonte d’aprs le lemme
F.1.]] en une solution dans Of que 'on note a;. Le corollaire p.1.4 s’applique : un lment du
groupe de Galois G qui fixe les ¢; et les 7, fixe a; si et seulement s’il fixe a;.

D’autre part, on rappelle que par hypothse la suite :
0—= T4 (N) —= Tt (X) —= T (M) —=0

est exacte et que I'on dispose d’une section s : Ty (M) — Ty (X) qui commute D'action de
Galois.

Soit ¢ € Ty (M) derit comme on vient de le voir. Le morphisme s (1)) € Ty (X') prolonge
¥, on I'appellera simplement 1) par la suite. Comme s est compatible Galois, pour tout lment
o stabilisant les z;, on a :

o (ai/ + ¢ + bZ/Y) = oay + ocy + obyt (0’) +obyY = ay +cy +byY

o on rappelle que ¢ (Y) =Y +¢(0). On a vu que ¢ (o) € Ok /p (voir lemme R.3.7) et donc
de I'galit prcdente, on dduit en particulier :

oay + ocy + obpt (o) = ay + ¢y

Sit(c) =0 et sio fixe ¢y, on obtient oay = ay. En particulier, tout o € Gal (K /K™ [m])
vrifie ca;y = ay. Comme de plus tout tel o fixe ¢y et 7, il vient oay = ay puis ay € K™ [m].
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. n’ .
Ds lors, la relation ¢, (7?1 ay + ci,) = ayy1 + ry1 entrane que a; 1 € Ogmre, et ce bien
sr pout tout 7. Ainsi, il existe un entier d tel que 'on puisse crire :

a; = E AT

vel

o I dsigne 'ensemble des rationnels dans [0, 1] et ayant pour dmoninateur (pd — 1) et o
les A\, sont des lments de Ok /p. Soit I I'ensemble des rationnels appartenant [ dont le

dveloppement « dcimal » en base p ne fait intervenir que des chiffres compris entre 0 et er.
Soit I = I'\Isx. On pose :

Ags i = g AT et G = g A,

vE s vElss

Alors ay = ass i + ass,7, Assv € Ags €t on vrifie que :

’

ny
Or Ty Qs ) = Assi/+1-

On sait rsoudre cette quation et ses solutions sont dans Ag. Cela entrane ag,» = 0 pour
tout indice 7. Ainsi a; € Ag.

©) (1)7T1—|—...—|—C(~p71)

n' 0 -1
Reprenons prsent Ulment U = m,"ay +¢; + ¢ v /m . Comme on a vu
que ay € Ag, sa valuation est un Iment de Z,. Ainsi les valuations de termes non nuls
intervenant dans U sont deux deux distinctes. Puisque 7" divise U, on en dduit qu’il divise

chacun de ces termes. En particulier, cela implique :

br1 (V) = dra (7b)

et en regardant la composante sur Y, la relation ([ll) implique :

Gr—1 (Wn;’ bi/> = by

On a dj rsolu plusieurs fois ce systme. En particulier (c’est tout ce dont on aura besoin),
by € A et si by #£ 0, 0on a:
e(r—1)

p

Supposons par ’absurde qu’il existe un indice i’ tel que by # 0. Soit o € Gal (f( /K mr) ne
fixant pas m;. On a oby = by et t(0) # 0. On a dmontr dans le lemme P.3.§ que ¢ (o) tait
congru une racine (p — 1)-ime de (—p). En particulier, il est de valuation -4. On en dduit :

v (bl/) <

e(r—1) e er
bi/t < + =
U( (J)) p—1 p—1 p—1

<e

et donc byt (o) est non nul dans Og /p. Mais on a I'galit :

oa; + ocy + Ubi’t (0') = a; + ¢y
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qui se simplifie ici en byt (o) = 0. C’est une contradiction. Ainsi by = 0 pour tout i.

En conclusion, ’application 1 prend la forme suivante :

Vi) = w
¥(ey) = ap+a,

avec z;, ay et a}, Iments de Ag. On en dduit que 1 tombe dans Ag.

Maintenant, tout Iment de Hom(X, A) s’crit comme une somme d’un Iment de Hom(M, A)
et de Vimage par s d’un lment de Hom(A\, A). Ainsi on a bien prouv que Hom(X,A) =
Hom(X, Ay) et par suite que le foncteur Ty est pleinement fidle, du moins dans le cas o k
est algbriquement clos.

6.4 Recapitulatif et conclusion

Rcapitulons tout ce que 'on vient de voir. On a prouv sans hypothse sur le corps rsiduel
k que le foncteur T est toujours exact et fidle. On a galement prouv, pour 'instant, que si
ce corps rsiduel est algbriquement clos, alors le foncteur Ty tait galement plein. En procdant
comme dans le paragraphe 6.2 de [LJ], on peut dduire le rsultat pour k quelconque du rsultat
pour k algbriquement clos :

Thorme 6.4.1. Le foncteur Ty, de la catgorie M" dans la catgorie des reprsentations Z,-
linaires de torsion du groupe de Galois G est exact et pleinement fidle.

Remarque. L'image essentielle du foncteur T est incluse dans la catgore des Z,-reprsenta-
tions de longueur finie de Gk comme le montre le thorme [.4.4 que nous prouvons par la
suite.

Nous pouvons finalement rpondre compltement la conjecture A.2 formule dans [[]. Mais
avant cela, nous allons noncer et prouver une proprit formelle :

Proprit 6.4.2. Soient A et B deux catgories abliennes et artiniennes. Soit F : A — B un
foncteur additif, exact et pleinement fidle qui est tel que l'image de tout objet simple de A
est encore simple dans B. Alors l'image essentielle de F est stable par sous-objets et par
quotients.

Dmonstration. On se ramne directement au cas o A est une sous-catgorie pleine de B.
L’hypothse dit que les objets simples de A restent simples dans B. En particulier si M est
un objet de A et si :

O=MyCMyC...CM, =M

est une suite de Jordan-Hlder dans A, elle restera une suite de Jordan-Hlder dans B. Il s’agit
de prouver que la catgorie A est stable par sous-objets et par quotients.

Introduisons pour cela A’ la sous-catgorie pleine de A forme des objets dont tous les
quotients de Jordan-Hlder sont dans B. C’est une sous-catgorie ablienne de A qui est stable
par sous-objets et par quotients. Evidemment A est une sous-catgorie de A’, on peut donc
supposer que A’ = B ou si 'on prfre que les objets simples de A’ et ceux de B sont les
mmes.
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Soit M un objet de A et N un sous-objet de M. En considrant des suites de Jordan-Hlder
de N et de M/N, on voit que I'on peut crire une suite de Jordan-Hlder de la forme suivante :

0=MyCM...CMy=NCMy1C...CMyp=M

Le quotient M,,/M,,_1 est un objet simple et donc un objet de A. Par suite le noyau de la
projection M,, — M,,/M,,_1 qui s’identifie M,, ; est galement objet de A. Par rcurrence,
on montre que tous les M; sont objets de A et donc qu’il en est de mme de N. Ceci prouve
la stabilit par sous-objets, la stabilit par quotients se traite de faon totalement identique.
O

Remarque. Cette proprit redmontre en particulier le fait que la sous-catgorie MFE de E

est stable par sous-objets et par quotients, puisque 'on a vu dans la proposition B.3.4 que
—~ ——r

tous les objets simples de M taient dans MF .

On peut dsormais noncer le thorme qui rsout la conjecture mentionne prcdemment :

Thorme 6.4.3. L’ image essentielle du foncteur Ty est stable par sous-objets et par quotients
et indpendante du choix de 'uniformisante m.

Dmonstration. L’indpendance du choix de I'uniformisante est une consquence directe de
la proprit B.1.10.

Supposons k algbriquement clos. On sait, par le lemme [.3.9, que I'image par le foncteur
Ty d’un objet simple de M" est une reprsentation irrductible. Le foncteur T vrifie les
conditions de la proprit prcdente, ce qui conclut.

Pour le cas gnral, notons K™ le complt p-adique de I'extension maximale non ramifie de
K et Er la catgorie E construite partir de K™. Soit M un objet simple de M". 1l est
tu par p et donc peut tre vu comme un objet de E . 1 suffit de prouver que Ty (M) est
une reprsentation irrductible. Notons M, = k ®;, M. L’application :

Tst <M> - st(Mnr>
foe Peor—Af(2)]

(o [\] € W(k) C Of est le reprsentant de Teichmller de A € k) est un isomorphisme
commutant l'action de G = Gal (K/K™).

Supposons par 'absurde qu’il existe V' un sous-Z,-module de Ty (M), strict, non nul et
G'k-quivariant. C’est aussi un sous-Z,-module de Ty (M,,;) G gnr-quivariant et donc d’aprs
le cas predent, on peut crire V' = Ty (Cy,) (galit de reprsentations de Ggnr) 0 Cyy est un
quotient de M, dans la catgorie M! . Soit M’ le noyau de la projection M, — Cy,, c’est
un sous-objet strict et non nul de M,,, dans la catgorie Elr.

Soient 0 € Gal (K™/K) et 6 € Gk un prolongement de o. Soient ¢ € V C Ty (M) et
Yy son image dans Ty (M,,). L'lment & agit sur ¢, de la faon suivante :

a-wnr : Mnr
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De plus, o dfinit un morphisme o : M, — M,, dans la catgorie E(m. On vrifie que le
diagramme suivant commute :

Mnr % Mnr
5’71wnr lwm‘
A A

I

Comme ¢ € V, on a 9pp = 0 et par le diagramme predent, 1 0 = 0.
On obtient un diagramme de la forme :

V Tst(Mnr)
V Tst<Mnr)
qui fournit un isomorphisme Ty (M.,) — Tw(oM.,), se relevant par pleine fidlit en un
isomorphisme o M}, — M. faisant commuter le diagramme suivant :

0

Ta (M)

0 Ta(oMyy) ——0

0 oM. M
0 M, M

On en dduit oM = M., pour tout o € Gal (K™/K).

On pose M' = M, N M = /\;l;rGal(Km/K). On va montrer que M’ est un sous-objet
—~
strict et non nul de M dans la catgorie M , ce qui est une contradiction. Soit (ey,...,eq)
une k [u] /u®’-base de M. Soit y € M’_, y # 0. On peut crire :

y=P (u)er+...+ Py(u)ey

o les P; sont des polynmes coefficients dans ¢ [u] /u®’ pour £ une extension finie de k. D’autre
part, si P € € [u] /u?, on peut dfinir Try/,, (P) en calculant la trace de chacun des coefficients.
En outre, comme (/k est sparable, on peut supposer Tr;, (P1) # 0, quitte multiplier Z par
un Iment non nul de ¢. Posons :

& =Try (P (w)er + ...+ Troyp (Py(u)) eq.

C’est un lment de M et, puisque oM. = M/ pour tout o € Gal (K™ /K), c’est aussi un
Iment de M. Comme on a suppos Try, (P (u)) # 0, on a x # 0, puis M’ # 0 comme on
voulait.

On pose Fil" M’ = M’ N Fil" M/ . L’oprateur ¢, : Fil"M! — M/ (resp. N : M/ —
M) induit une application ¢, : Fil" M’ — M’ (resp. N : M’ — M/’). Ces applications
vrifient les bonnes conditions pour dfinir un objet de E . Le seul point dlicat est le fait que
or (Fil" M') engendre M’ en tant que k [u] /u®’-module. Soit © € M’. On sait qu’il existe
i € k[u] Ju? et y; € Fil" M/ tels que :

T = Al(br(yl) +.oo+ An¢r<yn)
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De plus, quitte rentrer les constantes l'intrieur des ¢,, on peut supposer que \; = u® pour
certains entiers s;. Soit (eq, ..., eq) une k [u] /u’-base de M. crivons :

yj = Pl,j (u) €1 + ...+ Pd,j (u) €dq

o Py € k[u] Ju. Soit ¢ une extension finie de k contenant tous les coefficients des polynmes
P, ; dfinis ci-dessus. Comme prcdemment, on peut dfinir Try/, (P) pour P € £ [u] /u. Soit
a € ¢ un lment tel que Tr/, () = 1. On pose :

x; = Trop (P (w)er + ... 4 Trow (aPyj (u)) eq.
On a alors x; € Fil" M’ et :
r=ut¢, (1) + ... + u ¢, (x,)
ce qui prouve bien que ¢, (Fil” M’) engendre M’ en tant que S-module. U

Remarque. Comme consquence du thorme prcdent et de la pleine fidlit de Ty, un objet
M e M" est semi-simple si et seulement si Ty (M) est une reprsentation semi-simple.

Il rsulte de la dmonstration prcedente et de I'exactitude du foncteur Ty le thorme suivant :

Thorme 6.4.4. Si M est un objet de M", on a :
long (M) = long (Ts; (M))

Proposition 6.4.5. Soit M un objet de M" isomorphe en tant que S-module S/p™S @
... @ S/p™S pour certains entiers n,;. Alors en tant que Z,-module, Ty (M) est isomorphe
Zp|D" Ly @ ... D Ly DLy

Dmonstration. Le lemme 2.3.1.2 de [{] dit que si M est un objet de M, alors Ty, (M) est
un F,-espace vectoriel de dimension rg X. On en dduit par exactitude du foncteur Ty que :

long 5 (M) = long z, (Ty (M))

o les longueurs sont calcules respectivement dans la catgorie des S-modules et dans celle des
Z,-modules.

Soit M un objet de M" isomorphe en tant que S-module S/p™S @ ...d S/p™S. La
reprsentation galoisienne Ty (M) est un Z,-module de longueur finie et donc est isomorphe
en tant que Z,-modules Z,/ pm Zpy®...BLy,/ p”;lZp pour certains entiers n.. Soit n un entier.
Le noyau de la multiplication par p™ sur M s’envoie par le foncteur exact Ty sur le conoyau
de la multiplication par p" sur Ty (M). On en dduit en regardant les longueurs que :

d d
Z min (n;,n) = Z min (n},n).
i=1 i=1

Cela permet de conclure. O

51



7 Consquences

7.1 Modules filtrs et modules fortement divisibles
Dfinitions

On reprend dans ce paragraphe les dfinitions et proprits du paragraphe 4.1.1 de [{].

On rappelle que Ky dsigne le corps des fractions de W, anneau des vecteurs de Witt
coefficients dans k. On dfinit Sk, = S @w Kj. C’est 'ensemble suivant :

1—00

Sk, = {Zwi%, w; € Ko [u], lim w; = 0} )
i=0 ’

On munit Sk, d'une filtration en posant Fil" Sk, = Fil"S @ K, ou encore :

Fil"Sk, = {sz <E§'u)> , w; € Kolul, le)lcr}ow, = O} )
On prolonge de manire vidente le Frobenius et 'oprateur de monodromie dfinis sur S tout
Sk,-

On dfinit un module fortement divisible (resp. un module filtr sur Sk,) comme la donne
suivante :

1. un S-module (resp. un Sk,-module) M libre de rang fini;

2. un sous-S-module (resp. un sous-Sk,-module) de M, not Fil” M contenant Fil"S - M
(resp. contenant Fil"Sk, - M) et tel que M /Fil" M soit sans p-torsion (cette dernire
condition est automatique pour les modules filtrs sur Sk, ) ;

3. d’une flche ¢-semi-linaire ¢, : Fil" M — M vrifiant la condition :

60 (57) =~ 01 (5) 60 ((E () )

et ce pour tout lment s € Fil"S (resp. tout lment s € Fil"Sk,) et tout lment x € M
telle que im ¢, engendre M en tant que S-module (resp. en tant que Sg,-module);

4. une application W-linaire (resp. une application Ky-linaire) N : M — M vrifiant les
trois conditions :
— pour tout s € S (resp. pour tout s € Sk, ) et tout x € M, N (sz) = N (s) x+sN (z)
— E(u) N (FiI"M) C Fil" M

— le diagramme suivant commute :

Fil" M —2 M

Pr

FiI'M ———
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Suivant toujours [J], on dfinit de manire vidente la catgorie des modules filtrs sur Sk, et
celle des modules fortement divisibles. Elles sont quipes d’un foncteur vers les reprsentations
galoisiennes. Prcisment, si M est un module filtr sur Sk, on pose Ty (M) = Hom(M, BY)
o par dfinition B;: = Ast Qw Ky muni des structures induites et o Hom est compatible
toutes les structures; on obtient une Q,-reprsentation de Gx. De mme si M est un module
fortement divisible, on dfinit Ty, (M) = Hom(M, A), le Hom tant encore compatible toutes
les structures. On obtient une Z,-reprsentation libre de Gx. Les rangs des reprsentations
obtenues concident avec les rangs des objets M.

Si M est un module fortement divisible, on vrifie immdiatement que M ®y Ky est un
module filtr sur Sk, et que pour tout entier n > 1, M/p"M est un objet de la catgorie
M". De plus, on montre que M s’identifie la limite projective de M /p" M, puis que
Ty (M) s’identifie la limite projective de Ty, (M /p™M). On dduit de la pleine fidlit prouve
prcdemment le corollaire suivant :

Thorme 7.1.1. Le foncteur Ty de la catgorie des modules fortement divisibles dans la
catgories des Z,-reprsentations (libres) de G est pleinement fidle.

7.2 Modules fortement divisibles et foncteur T

Nous dmontrons dans ce paragraphe le thorme [[.0.5. En fait, nous dmontrons la formu-
lation quivalente mais Igrement diffrente suivante :

Thorme 7.2.1. On suppose er < p — 1. Soit M un module fortement divisible sur S, et
soit V' la reprsentation galoisienne associe via le foncteur Ty Mg, = M Q@w Ko qui est un
module filtr sur Sk,. Le foncteur Ty ralise une anti-quivalence de catgories entre la catgorie
des sous-modules fortement divisibles de My, et celle des sous-Z,-rseauzx de V' stables par

Gk.

Dmonstration. Nous suivons pas pas la preuve de la proposition 3 de [}, qui n’utilise
essentiellement que la pleine fidlit du foncteur T et un quivalent du thorme f.4.3

Dans un premier temps, la pleine fidlit du foncteur Ty considre dans I'nonc du thorme
se dduit directement du thorme [7.1.1].

Reste I'essentielle surjectivit. Soit 7" un Z,-rseau de V stable par Gx. Il existe un entier
ng tel que :
p™T C Ty (M) C (1/p™) T

On en dduit que pour n = ng, p"°T /p™T est un sous-objet de Ty (M) /p"T, ce dernier tant
un quotient de Ty (M /p" " M). Le thorme assure alors que p™°T/p"T s'crit Ty (M.,,)
pour M,, un certain objet de M".

La pleine fidlit de Ty assure l'existence d’une unique flche M,, — M, 1 relevant la
projection p™ T /p" 1T — p"™T/p"T, et la limite inductive de ce systme s’identifie Mo ®z,
Q,/Z, pour un certain module fortement divisible M, qui rpond la question. O

Remarque. Noter que si M est un Sk,-module filtr « faiblement admissible », alors il contient
toujours un module fortement divisible par [fj].
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7.3 Variante d’une conjecture de Serre

Dans ce paragraphe, on se propose d’expliquer comment le thorme donn dans l'intro-
duction et que nous rappelons ci-dessous est consquence de la thorie prsente prcdemment.
Noter qu’ici, on ne suppose a priort plus rien ni sur e, ni sur 7.

Thorme 7.3.1. Soit X un schma propre et lisse sur K et rduction semi-stable sur l’anneau
des entiers Og. On fixe v un entier. Les exposants qui dcrivent 'action de ['inertie modre
sur la semi-simplifie modulo p de HY (X, Q,)" (0o X est Uextension des scalaires de X K
et o « x » signifie que l'on prend le dual) sont tous compris entre 0 et er.

Dmonstration. Dans un premier temps, il est clair que l'on peut supposer er < p — 1,
le thorme tant trivialement vrifi dans le cas contraire. On peut donc utiliser les rsultats
predents.

D’aprs les rsultats de 2] et du paragraphe 2.2 de [, la Q,-reprsentation V = H! (X, Q,)"
(le dual tant cette fois-ci le Q,-dual) provient via le foncteur Ty d'un module filtr Mg, sur

Sk,, et d’aprs les rsultats de [d], ce module admet un sous-module fortement divisible M.

D’autre part, la Z,-reprsentation 1" est un rseau de V' stable par Galois, et donc d’aprs
le thorme [:2]], il existe un module fortement divisible inclus dans M, dont I'image par
T, est isomorphe T'. Appelons M un tel module.

La reprsentation quotient 7'/p correspond via le foncteur Ty, M /p qui est un objet de
M . La semi-simplifie de T'/p est la somme directe de ses quotients de Jordan-Hlder, et

chacun de ces quotients correspond un objet simple de E . Le thorme p.2.3 permet de
conclure. 0

Remarque. Si l'on prfre, on peut ne pas utiliser le thorme [7.:2.1], mais dire la place que si
T et T" sont deux Z,-rseaux de V stables par Galois, alors les semi-simplifies des rductions
modulo p de ces deux reprsentations sont isomorphes. On aurait donc pu garder le premier
module fortement divisible M.
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