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Résumé

On s’intéresse a des probléemes mixtes pour des systemes symétriques hy-
perboliques multidimensionnels semilinéaires perturbés par une petite visco-
sité. La description a la limite non visqueuse recquiert des développements
du type BKW mettant en évidence une couche limite caractéristique (CLC)
et une couche limite non caractéristique (CLNC). Ce théme traité dans [12]
est ici enrichi de trois améliorations :

e I’étude inclut des développements ayant peu de termes (comme un seul
terme),

e on étudie aussi bien la propagation que le probleme de Cauchy et les condi-
tions de compatibilité des données,

e ’étude de l'interaction CLC-CLNC est approfondie.

Abstract

In this article, we consider boundary problem for semilinear symmetric
hyperbolic systems in several space dimensions perturbated by a small vis-
cosity. This theme is tackled in [12] and the inviscid limit is described by
WXKB-like asymptotic expansions. The latter involve characteristic and non
characteristic boundary layers. Here, we give three improvements:

e we consider expansions with a few terms (for example with one term),

e we also look at the initial boundary value problem and at compatibilities
between initial and boundaries data,

e the interaction between the non characteristic boundary layer and the
characteristic one is pushed further.

1 Introduction

De nombreux systémes hyperboliques sont obtenus dans le cadre d’une modé-
lisation négligeant un petit parametre de viscosité. (mécanique des fluides [7] [6],



micromagnétisme [4]) Aussi, une question intéressante est celle du comportement
a la limite non visqueuse.

Plus précisément, ’objet de cette article est ’étude de systemes symétriques hy-
perboliques multidimensionnels semilinéaires perturbés par une petite viscosité.
On considere donc un opérateur

M= Ag(t, )0+ Y Aj(t,2)9; + B(t,z)
1<j<n
symétrique hyperbolique, un opérateur
E = Z 8iEi,j(t,x)8j
1<i,j<n
uniformément elliptique et I’équation
(1) LU =0

N

ou

L0 = Hu— (F(t,z,u) + f(t,z) + e€u)

et € est un coeflicient positif destiné a tendre vers 0. Les matrices A;, F; ; et B
sont de taille L x L, C* de leurs arguments, constantes hors d’un compact de
R 1. Les fonctions f et I sont & valeurs dans R” et F dépend de facon C> de
ses arguments . On suppose que pour tout (t,z) dans R'*" F(¢ x,0) = 0. Les
matrices E; ; vérifient, pour tout (¢,z) dans R et ¢ € S"~L, on S"~1 désigne
la sphere euclidienne unité de R", ZZ ; GCil;j = Idge.

Pour chaque ¢ € [0, 1], les solutions u® que 'on considére sont des fonctions a
valeurs dans R” régulieres par rapport & leur argument (¢, ) et locales en temps,
une non linéarité pouvant entrainer une explosion en temps fini. Les théories clas-
siques des problemes paraboliques et hyperboliques multidimensionnels mettent
en avant le pertinence des espaces de Sobolev H® construits sur L?.

Nous étudierons le cas modele du demi-espace et prescrirons une condition de
Dirichlet homogene pour les perturbations visqueuses. Pour un fluide, ceci cor-
respond a la condition naturelle d’adhérence & une paroi rigide. Les résultats
s’étendent de maniere classique au cas d’'un domaine spatial situé d’un seul coté
de son bord C*°.([4],[19]) Notant = = (y, zy), et pour T > 0, les domaines

Qr .= {(t,z) e R /0 <t < T,z, > 0},

Iy = {(t,y,0) e R /0 < t < T},

le probleme peut s’écrire, pour tout € €]0, 1], Pb*(T) :
(2) Lfu® =0 quand (t,x) € Qp,
(3) u® =0 quand (t,z) € I'p.

Suivant [24], on fait ’hypothese :



Hypothése 1.1 La dimension de ker A, (t,y,0) est indépendante de (t,y,0) dans
I's.

Notons que lorsque le bord I'y, est non carctéristique, c’est a dire lorsque la
matrice A, (t,y,0) est inversible pour tout (¢,y,0) € I's, ceci constitue un cas
particulier de 'hypothese 1.1.

Ce probleme a été étudié dans [12] ou il est montré que lorsque les u® sont
nuls dans le passé, la famille des solutions (u®). admettent, dans le futur, un
développement en couches limites de type BKW.

Dans cet article on s’intéresse de maniere plus précise a I'existence et a la stabilité
de solutions admettant un développement BKW de la forme

)+ Ve T r(t, @)

N
(4) us(t, @) = jzo\/gﬂ’ Wit z, @ 7@

ou
U (t,o, =2 =2) = UI(t U (t o, =) + UL (t 2, =2).
(,xa 6’\/5) a(’x)+ b(’x,\/g)+ c(axa 6)

Le terme U, est la partie réguliere ou intérieur du profil, Uy est un terme de couche
limite caractéristique (CLC), U, un terme de couche limite non caractéristique
(CLNC) et r. joue le role de reste. En particulier, u® := U9 est solution du
probleme hyperbolique limite Pb°(T) :

(5) L% =0 quand (t,z) € Qr,
(6) I;u° =0 quand (t,z) € T'p,

ou IT; est le projecteur spectral associé au sous-espace stable dans la décomposi-
tion spectrale de (E;, ), Ap)|z,—o- Les conditions au bord (6) sont dites résiduelles.

Plus généralement, on identifiera pour les profils (U47)o< 0<j<N une cascade d’équa-
tions (S7(T))ogj<n et de conditions aux limites (S7,(T))ogj<nv naturellement
associées aux profils (U7)ogj<n (section 5.5).

Pour la famille des restes (r:):>0, on introduira (cf section 3.1.2) des ensembles
adaptés T"(T).

Pour illustrer notre propos, on donne dés maintenant un premier énoncé concer-
nant la propagation de développements BKW.

Théoréme 1.1 Soit 0 < Ty < T, N € N. Si l'on dispose d’une famille de
solutions (u®). des problemes (Pb°(Tp))e>0 de la forme (4) ou les U )ogj<n
vérifient les problémes (S7(T))o<j<n-(S%(T))o<i<n €t (re)eso € T™(T), alors



il existe T' €]Ty,T] et des prolongements de (u)e>q, (re)es0 € T™(T") et des
(U7 )ogj<n vérifiant les problemes (S7(T"))o<j<n-(S7(T"))ogj<n telles que (2),
(3) et (4) soient valides sur (0,T").

On renvoie & la section 3 pour un exposé plus complet des résultats de Darticle,
et plus précisemment a la fin de la section 3.2.3 pour un retour sur le résultat du
théoréme 1.1.

Signalons ici seulement trois améliorations par rapport aux travaux antérieurs
de [12] :

e Dans le théoréme 1.1, on ne fait pas d’hypothese sur 'entier N. Lorsque N = 0,
on obtient un résultat de propagation de développements a un seul terme. Lorsque
N > 1, on peut prendre 7" = T (voir section 3.2.2). Cela améliore les résultats
de [12] qui ne montraient que la propagation de développements ayant un grand
nombre de termes.

L’étude concerne aussi des développements de la forme (4) mais avec un “reste”
non négligeablle devant les profils. La méthode de démonstration fait apparaitre
un seuil de €7 dans L? en deca duquel on ne sait plus controler le “reste”. La
preuve repose sur des estimations e-conormales faisant intervenir des normes -
conormales a parametres originales adaptées aux problemes de couches limites
(voir théoreme 3.1).

e On traite le probléeme de Cauchy pour lequel, dans le cas général, des conditions
de compatibilité entre données initiales et données au bord sont nécessaires. On
analyse des conditions de compatibilité et on montre que ’on peut construire des
données compatibles. Les travaux antérieurs ne concernent que le cas d’une solu-
tion nulle dans le passé sous 'effet d’un terme source s’allumant & un temps initial.

e L’analyse de [12] fait intervenir un terme Uy(t, x, =, m—\/%) qui traduit un cou-
plage entre la CLNC et la CLC. En raison de la différence de taille des couches
limites, il est possible de supprimer le terme U/; de 'analyse : le couplage entre les
couches respectivement décrites par U et U, se fait par les conditions aux limites
par I'intermédiaire de U, et se traduit par la présence de termes U, pour tous les
7 et non seulement pour les j pairs comme ce serait le cas avec un probleme a

bord non caractéristique ([18]).

La méthode de démonstration est composée de deux grandes étapes. Dans la
premere étape, on résoud la cascade d’équations de profils de la méthode BKW.
Dans la deuxieme étape, on établit un théoreme de stabilité de solutions e-
conormales pour un probleme parabolique dans le demi-espace. Dans ce dernier,
les estimations L™ sont obtenues par un plongement de Sobolev.



Les analogies avec 'optique géométrique a une seule phase sont nombreuses ([14],
[11]).
Rappelons que dans le cas d'un bord non caractéristique, I’analyse des couches

limites a été poussée au cas quasilinéaire et a des conditions aux limites plus
générales [8], [19], [18].
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2 Historique

Dans le cas ou ’équation (1) est posée dans tout 1’espace, pour chaque
e € [0,1], la prescription d’une donnée initiale réguliere uf & ¢ = 0 assure 'exis-
tence et 'unicité d’une solution réguliere u® de (1) sur un intervalle de temps
(0,T:) ou T. > 0. Une premieére analyse consiste & considérer une famille de
données initiales (uf). ne dépendant pas de € € [0,1]. On se pose alors les ques-
tions suivantes :

Q 1 Euziste t-il un réel T > 0 tel que pour tout € dans [0,1], T. > T7

Q 2 Dans quels espaces et si out a quelle vitesse, u® converge t-elle vers la solu-
tion u® du probléme hyperbolique limite

(7) £%° =0

La réponse & Q2 est oui et u® converge a la vitesse ¢ vers u® dans H*((0,T) x R"})
pour tout s > 0. De plus, on peut prendre pour 7, le temps d’existence Ty de u?,
ce qui traduit le fait que toute la nonlinéarité est attrapée par le probléme hyper-
bolique limite. L’estimation de la vitesse de convergence obtenue est optimale.
Ces résultats sont dues a [15] en ce qui concerne le systeme de la mécanique des

fluides et & [16] dans le cadre des systémes hyperboliques quasilinéaires.

On peut aussi décrire, moyennant régularité, des termes correctifs c’est-a-dire
des développements BKW de la forme Z;VZO e UI(t,x) + O(ENT), pour tout
N. Ces résultat s’étendent de la facon suivante a une famille non constante de
données initiales :

Si (u§)e est une famille de données initiales régulicres telle que u§ — u) — 0
quand € — 0 dans H® pour s = § 4+ 1, alors il existe Ty > 0 et (u®). famille de
solutions solutions de (1) associées & (uf)-, out Ty est le temps d’existence de u’.
De plus, u® — uj quand € — 0 dans H*.

Si (u§)e est une famille de données initiales telle que uf = u3+O(1), alors il existe
T > 0 et (u®). famille de solutions de (1) associées & (uf)e, o 0 < T' < Tj et Tj est
le temps d’existence de u®. Si T' < Ty alors lim sup,_,o+ ||u® — u°|| e R x(0,8)) —
400 quand t — T

En présence d’un bord, le probleme est plus délicat. Dans le cas linéaire
(ie F' linéaire en wu), [1] identifie les conditions au bord pour le probléme hy-
perbolique limite. Afin qu’il soit bien posé dans L2, [24] dégage I'hypothese 1.1.
Les conditions aux limites obtenues sont maximales dissipatives et méme stric-
tement dissipatives au sens des problemes caractéristiques. Ceci est 1ié au choix
d’une viscosité uniformément elliptique. Un exemple de probleme mixte hyper-
bolique strictement dissipatif est donné par le systéeme de Maxwell avec condition



d’onde entrante ([5]). Cependant, il faut noter que des exemples naturelles de
conditions aux limites conservatives (problémes de transmission, équations d’Eu-
ler linéarisées avec condition de glissement au bord) échappent a cette étude. [3]
obtient également la convergence de uf vers u° dans H® pour s < %

Dans le cadre des solutions régulieres de problemes mixtes, toute donnée ini-
tiale n’est pas admissible : certaines conditions de compatibilité au “coin” :
{t=0; =z, =0} doivent étre vérifiées. Aussi une simplification agréable consiste
a considérer le cas d’'une donnée initiale uy compatible pour tout € € [0, 1]. C’est
le cas (physique) d’une solution nulle dans le passé s’allumant en t = 0 sous leffet
d’un terme source.

Dans ce cadre et avec une régularité C*°, O. Gues ([12]) s’attaque au probleme
semilinéaire . Les résultats de [9] assurant 'existence d’un temps Ty et d’une
unique solution u® de Pb%(Tp), il met en évidence la présence d’une couche limite
qui fait obstruction a la convergence dans H 3 et L qui est liée a la perte de
conditions aux limites. Pour e petit, (Id — I )u® varie rapidement preés du bord,
s’éloignent de (Id — IT, )u". On observe ainsi la discrépance :

lim lim »® # lim lim u®.

e—=0zn—0 Tn—0e—0
0. Gues dégage deux sortes de couches limites : les CLNC de taille € auxquelles

on associe la variable rapide “= et les CLC de taille Ve auxquelles on associe
la variable intermédiaire % Les tailles respectives des couches limites résultent

typiquement de la mise en équilibre de 9, et €92 dans le cas non caractéristique
et de 9; et €02 dans le cas caractéristique. Il introduit enfin des développements

BKW de la forme ‘

> VEW b )

Jj=0
ot U (t,x, 2,0) = Ul (t, z) + Z/Ig(t, 2,0) + U (t, 2, 2) + Ué(t, x,2,0).
Les termes Uy peuvent sembler superflus : par un développement de Taylor, on
peut écrire Uy(t,z, z,0) = Uy(t,x,z,0) + HUZ(t,x,z,H). Puisque 6 correspond a
% et z a “=, on peut remplacer formellement ¢ par \/ez. De plus, si L{Z est a
décroissance rapide en z, ZUZ I’est encore. Réitérant 1’idée, on voit qu’on peut
substituer formellement un développement de la forme .-, VE ULt @, ) A
Ug. (cf proposition 5.1)
Une autre conséquence importante de la différence de taille des couches limites
est effet de la semilinéarité : le comportement de la CLNC est linéaire alors que
celui de la CLC ne l’est pas.

O. Gués obtient sur un intervalle de temps (0,7) avec 0 < T < Tp existence
d’un entier naturel Ny tel que pour tout N > N, il existe des profils (U7 Jo<i<N



tels que u® soit défini sur (0,7") et que

Tp Tp
e’ ye
soit petit dans un sens a préciser. Il en déduit que r%; est petit pour tout IV entier
naturel et obtient la convergence de uf — u dans H*((0,T) x R) pour s < %

N o
ry(tx) == u(t,x) — Z Ve U (t, x,

j=0

)

et montre que (u®). est bornée dans H 2 et L. Ces estimations sont optimales
au sens ou (uf). peut ne pas converger dans Hz et L. La cause peut en étre
une CLC ou une CLNC ou ... les deux. L’argument présente des défauts car il
nécessite la construction d’un tres grand nombre de profils, ce qui nécessite une
tres grande régularité et d’autre part s’appuie sur 'existence tacite des profils en
temps négatif.

3 Les principaux résultats

3.1 Notations

La lettre H est utilisée pour désigner les espaces de Sobolev construits sur L?
et S lespace des fonctions a décroissance rapide. On note H* l'intersection des
H?. On note R”} := R"! xR, et on utilisera, sauf mention du contraire, T' pour
désigner un temps strictement positif générique.

La forme de (1) montre qu'une dérivée en temps vaut deux dérivées en espace.
On introduit, suivant [18], les espaces de Sobolev anisotropiques suivants :

Définition 3.1 Pour s € Z et s > —1, on note H*(0,T) l'espace des fonc-
tions u € L*((0,T); H*(R™)) telles que pour tout entier naturel j < =, dlu €
L?((0,T); H"%(R%)). En particulier, H™ := L*((0,T), H '(R7%)) et H® :=
L%((0,T) x R™). On note

HUHHS(O,T) = Z ‘lagu"LQ((O,T);HS*QJ'(Ri))-
i<t

Les deux paragraphes suivants introduisent les espaces de profils et les familles
de reste sous-jacents a la technique de développements asymptotiques BKW qui
va eétre mise en jeu. La philosophie de ces développements est que la viscosité
joue pres du bord et dans la direction normale un role a différentes échelles. On
est ainsi amené a introduire deux variables rapides.

3.1.1 Espace de profils

Introduisons 'espace de profils
PQr) = {U(t,x,2,0) =Uy(t,x) + Up(t,z,0) + Uc(t,z,2z) on
U, € H(Qr), Uy € H(Qr, SRY)) et U, € HX(Qr, S(RI))}.



On abrége en

P(Qr) == H®(Qr) ® H*(Qr,S(R))) @ H®(Qr, S(RY)).

z

U, est la partie réguliere ou intérieur du profil, U est un terme de couche limite
caractéristique et U, un terme de couche limite non caractéristique. On verra que
la décroissance en z des U, peut étre précisée (proposition 5.4).

On considére un espace analogue pour les conditions initiales :

Pinit := H(RY) & H*(RY, S(R})) & H(RY. S(RY)).

z

3.1.2 Familles &4 un parameétre

On note Jy := Oy, pour 0 < ¢t < n—1, Z; := 0; et Z, := h(x,)0, ou h est
une fonction C*° bornée sur Ry, a valeurs dans R , telle que h(x,) = x, quand
0 <z, <1. Z:=(Z;)o<icn est une famille génératrice de l'algebre des champs
de vecteurs C* tangents & {z,, = 0}. On note Z' := (Z;)1<i<n-

On définit pour s € N et ¢y €]0, 1], les normes
ull s, &) == Z !\Z/jUHL2(R¢),
J<s
lll7s, 0.7 = Z H81577“’L2((o,T);H;;?f(Ri))7
J<EH
et les ensembles

A(T) i= {(u)eepo ) € (H(0, 1)1/

k—2111 9k
sup (|[uf[l2s,0m) + D " 21108 |lyger . 1y) < 00}
€€]0,1] 1

Adit = {(u§)ecpo € (H*(R}))ON/

S
k—1119k
sup (|[u§ |, ) + 9 ¢ 2 105U e n ) < 00}
€€]0,1] 1 +

Remarquons que A*(T") est un ensemble de familles de fonctions (a un pa-
rametre) adapté au probleme puisque si U € P(Qr) alors la famille (uf).¢jo 1
définie par

Tp Tn
e +/e
est pour tout s € N dans A*(7T). Insistons notamment sur le fait qu’un profil de

CLNC est un O(+/g) dans L? alors quun profil de CLC est un O(E%).

(8) u®(t,z) == U(t, z, )



Ainsi si 'on dispose d’un développement

Tn Tn

c 7%)7

N o
9) we(t, z) = Z VE W (t,x,

j=0

on peut écrire, pour 0 < N' < N,

N/
(10) 1mm:2ﬂwM%%wﬁ“%m>
j=0

avec 1. € A*(T), pour tout s € N.

On se servira également de normes adaptées aux estimations e-conormales construites
sur L. Soient

AT = {(a2)econ) € W™™(Qr)/ V2j+k+1<m

sup H(a@n)kZ'laguaHLoo(QT) < o0}
€€]0,1]

Notons que si U € P(Qr) alors la famille (a®).¢jo,1) définie par

(11) at(t,x) == U(t,x,?,%)

est dans A™(T) pour tout m € N.

Enfin, on définit pour s € N, ’ensemble
H(T) = {(u)ejo,y) € (H(0, 7)1/

S
k|1 a9k
sup (Z& ||anu6||H§;k(o,T)) < oo}
e€]0,1] 2,

3.2 Enoncés

On notera dans la suite m :=2s + 2 > %

3.2.1 Théoréme d’approximation

La philosophie du prochain théoreme est la suivante : on suppose connue
une famille de solutions approchées des problemes (Pb*(T))., pour T' > 0, et
on s’intéresse au prolongement d’une famille de solutions exactes, proche, sur
(0,7p);0 < Ty < T, de cette famille de solutions approchées. Il faut bien com-
prendre que ’écart entre les deux familles, approchées et exactes, est mesuré de
deux fagons : directement et par I'intermédiaire du résidu produit dans I’équation

10



par la substitution de la solution approchée a la solution exacte. Les normes uti-
lisées sont respectivement celles de A™ et H™. Elles mettent en évidence une
direction singuliere : x,, pour laquelle une dérivation cofite, au pire, % On parle
d’estimations e-conormales. Cette approche présente certains aspects communs
avec [10]. Il s’agit cependant ici d’un probléme dans le demi espace, avec une vis-
cosité € et contrairement au cas des oscillations, les couches limites sont petites
dans L2. Par ailleurs, si les théorémes de [10] utilisent des estimations L>, dans
ce qui suit le controle uniforme en ¢ de la norme L™ se fera au cours de lla
preuve a l'aide d'un plongement Sobolev, au prix de la perte d’un facteur 4.
L’exemple donné apres la proposition 6.4 montre que I'on ne peut espérer mieux
par cette méthode.

Théoréme 3.1 Soit M un réel tel que M > % et 0 < Ty < T. Soit (a)zg)0] €
A™(T) et (°)ccjo,1) € A" (To) tels que la famille (u®).cpo,1) définie par

(12) uf(t,x) = af(t,x) + eMr.(t,2) quand (t,z) € Qr,
soient solutions des problémes (Pb*(1y))eejo] €t que (e M L%a%). € H™(T) et
a® =0 quand (t,x) € I'p.

Alors il existe g9 €]0,1] et un temps T' dans [Ty, T| tel que pour tout € €]0, 0],
u® se prolonge de maniére unique en une solution réguliére de Pb*(T") qui s’écrit
encore sous la forme (12) avec (r°)ccjo1) € A™(T"). Si M > 1, on peut prendre
T =T.

La preuve de ce résultat est donnée dans la section 6.

3.2.2 Propagation de développements de couche limite

Dans la suite, on va s’intéresser aux cas ot la famille (a%).¢jo 1) est donnée par
un développement de la forme

N
1 € — J 743 In Tn
(13 ) = 3 VEW T
ot les profils U7 sont dans P(Q27). On identifiera, a la section 5.5, une cascade
d’équations (S7(T')) et de conditions aux limites (57 (7)) naturellement associées
aux profils 4’. On prouvera notamment, pour cette suite de probleme, le résultat
de propagation suivant :

Théoreme 3.2 Soit N un entier naturel, 0 < Ty < T'. Supposons que les profils
U7 )ogj<n soient dans P(Qur,), vérifient les problémes (S7(1p))-(S%(Tv)), pour
0 < j < N. Alors il existe un temps T' dans |Ty, T) et des prolongements des
profils (U7)ogj<n en des fonctions de P(Q2v) vérifiant les problémes (S?(T"))-
(S%(T")), pour 0 < j < N.
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Ce théoreme est assorti du principe d’explosion suivant :

Théoréme 3.3 Soit T* := sup{T’ dans Ty, T| tel qu’ils existent des prolon-
gements des profils (U7 )o<j<n en des fonctions de P(Qv) vérifiant (S7(T"))-
(S9,(T")), pour 0 < j < N }. SiT* < T alors on a ||Z/{2||Loo(gt)—i—||ul?||Loo(thR+) —
400 quand t — T*.

Une propriété essentielle des problemes (S7(Ty))-(S%(Tp)) est résumée dans
le théoreme suivant :

Théoréme 3.4 Soit N € N et T > 0. Soit (U7)ogj<n une famille de profils
dans P(Qr)N T vérifiant les problémes (S7(T))o<j<n et (S%(T))ogj<n- Alors la
famille (a%)cgj0,1) définie par (13) vérifie

(14) £7a° = eV R. quand (t,x) € Qrp
(15) a® =0 quand (t,z) € I'p

ot R. € H™(T'), pour tout entier naturel m.

Signalons également la réciproque partielle suivante, qui met en évidence la per-
tinence des équations (S7(T'))ogj<n :

Théoréme 3.5 Soit N € N et T > 0. Soit (U7 )o<j<n une famille de profils dans
P(Qp)N T telle que la famille (a%).cjo1) définie par (13) vérifie (14). Alors les
U7 )o<j<n vérifient les équations (S7(T))o<j<n -

Preuve. Le théoréme découle facilement de la proposition 5.1 et du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit N € N, T un temps strictement positif et des profils (Uj)ogjgN €
P(Q7)NHL. Notons (uf). la famille définie par

N
P Tn T
u(t,x) == E VE U (tz, =, =),
= e \/e

Si u® est identiquement nulle alors chacun des profils est nul. [

Pour des raisons techniques, on a pas de réciproque aussi simple en ce qui concerne
les conditions aux limites (S7,(T))o<;j<n - (cf section 5.5) Le théoréme 3.4, qui sera
lui prouver dans la section 5, permet d’appliquer le théoréme d’approximation 3.1
a la stabilité de familles (u®) de solutions des problemes Pb*(Tj) de la forme (12)
avec a® admettant une écriture de la forme (13) et (r).¢jo,1) € A™(Zp). Plusieurs
cas sont a distinguer selon le nombre de profils (U7)ogj<n et la taille du reste

M.

e Supposons % <M< % Il existe g €]0,1] et un temps 7" dans |Tp, T tel que

pour tout € €]0, g, u® se prolonge de maniere unique en une solution réguliere de
PV (T") qui s’écrit encore sous la forme (12) avec a® de la forme (13), ot les profils
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(U7)o<j<n ont été prolongés en des fonctions de P(Q7v), et (r€).cjo.1) € A™(T).
De plus, si M > %, on peut prendre 7" =T.

e Supposons que 0 < % < M alors la famille (u®) se prolonge en une famille

de solutions des problemes Pb°(T) de la forme
ut(t,x) = a(t,z) + e re(t, z)

avec a® de la forme (13), olt les profils (U?)o<j<n ont été prolongés en des fonc-

tions de P(Qr), et (r°).cj01 € A™(T).

e Tournons maintenant notre attention vers les développements a un seul terme.
Dans le cas général : N =0, M > %, on peut conclure qu'il existe g9 €]0, 1] et
un temps 7" dans |7, T tel que pour tout & €]0, g, u® se prolonge de maniére
unique en une solution réguliere de Pb*(T") qui s’écrit encore sous la forme

Wt z) = U0t 2, 2 ) o ed (8 @),
g

NG

olt le profil U est prolongé en une fonction de P(Q), et (r€).cj0.1) € A™(T7).

Dans les deux cas extrémes dy = 0 (bord non caractéristique) et dy = L (bord
totalement caractéristique), on peut apporter certaines précisions. En premier
lieu, la famille (u®). peut s’écrire

ut(t,x) = a®(t,z) + gmin(M.3) re(t, z)

avec (1°).¢)o,1) € A™(T"). Ensuite, dans le cas ot M > 1, on peut prendre 7" = 7.
Ces résultats découlent du raffinement suivant du théoreme 3.4 pour la construc-
tion d’un seul profil (cf section 5).

Théoréeme 3.6 Si U’ € P(Qr) vérifiant (SU(T)) et (SY(T)) alors la famille
(a%)egpo,1) définie par a®(t,v) = Ud(t, x, o x—\/%) vérifie
L7a° =ci R, quand (t,z) € Qr
a® =0 quand (t,x) € I'p

et R. € H™(T), pour tout m entier naturel.
Dans le cas ot dy vaut 0 ou L, on a que la famille (5_%]%5)5 e H™(T).

Notons que dans le cas ou dy = 0, la méthode de [18] fait recours & la construction
de U}, ce que l'on ne fait pas ici. Cela se fait au prix d’un manque d’information
sur la taille du reste. On verra a la section suivante comment la construction
de profils supplémentaires peut préciser ce point dans les cas 0 < % < M et
N=0M > %. Constatons que les cas les plus délicats sont ceux ou il y a a
la fois une CLC et une CLNC. La difficulté provient de leur interaction et plus
particulierement du terme de CLNC d’amplitude O(+/¢) (dans L°).
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3.2.3 Existence de développements de couche limite

On s’intéressera pour une famille de données initiales (u§)cco,1) & la famille
de problemes mixtes paraboliques :

Lfu® =0 quand (t,z) € Qp
PV ivie(T): < u® =0 quand (¢t,z) € I'p
u®=wuj quand t=0

Dans la suite et jusqu’au théoréme 3.8, € €]0, 1] est fixé.

Pour qu’il soit possible d’obtenir une solution réguliere, des relations de com-
patibilité entre données initiales et au bord doivent étre vérifiées. A Iordre 0,
cela donne

(Rg) : ugle,=0 = 0.

De plus, notant A(t,z,0:) := 31 ¢j<, 4j(t )9, (1) peut se réecrire
(16) Apopu® = —(A—e&)u + F(t,z,u°) + f(t,x)

Oyuf, et par conséquent aussi les dérivées temporelles d’ordres supérieurs, peuvent
ainsi se réexprimer en fonction des dérivées spatiales. Ainsi si a la donnée initiale
u§ correspond une solution réguliere u de (16), les 87 u|;—o sont déterminés uni-
voquement en fonction de ug et des données du systeme. On peut donc introduire
a priori sans ambiguité les valeurs u; attendues pour & uf|i—p. On définit alors
la relation de compatibilité a ’ordre j

(R5):  U5|z,=0 =0.

Pour que cette derniere ait un sens, on doit se pencher sur la régularité des uj

Pour cela, on note pour j > 1, f; := (Bgf)\tzo et on introduit les fonctions F;
telles que pour tout u(t, z)

(agF(t,x,u))t:o = -}-j(x,UO, -'-auj)

olt u; = &} ul—o. Les F; sont des fonctions de la forme
k
fj(ﬂ?,UQ,...,Uj) :Z Z cl (x,u())(ujw“-aujk)
k=1j1+...+jr=J

ou la somme ne porte que sur des ji, ..., ji = 1.
La proposition suivante, dont la démonstration repose essentiellement sur les
propriétés multiplicatives des espaces de Sobolev, assure que les uj possedent

une régularité suffisante pour qu'un certain nombre de relations (R?)j (que le
théoréme 3.7 révelera suffisant) aient un sens :
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Proposition 3.1 Si la donnée initiale u§ € H*TH(R) et f € H*$(0,+00) avec
2s > 5, les formules

Apli=ou] = —(A — €€)|t=oug + F(0,z,up) + f(0,z),
et pour j = 2,

Aoli—ous = —(8] " Ag)r—ous — (8] (A — €€))l1—ouf
—(A — 65)|t:0u§_1 + fj*l + .7:]',1(56, ug, ey u?_l)

définit par récurrence u5 € H%H=2ZI(RY) pour j < s.

Par la théorie variationnelle, on a (voir [18] pour une démonstration dans le
cas de coefficients constants) :

Théoréme 3.7 Soit e €]0,1]. Siuf € H* T (R) et f € H*(0,00) avec 2s > 2,

alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction ug vérifie les relations (R5);<s

2. Il existe T, > 0 et u® unique solution de Pbyize(T:) dans H™(0,T;)
De plus, lorsque 2 est vérifiée avec un T, maximal, on a si T, < 0o que

lim ||u®|| 00 = +00.
foT. || ||L (92¢)
Dans le cas linéaire , T, = +o0.

Le théoreme n’est jamais vide puisque :

Proposition 3.2 Pour tout € €]0,1] et f € H?*(0,00) avec 2s > 2, il eiste

ug € H25+1(]R1) vérifiant (RY)r<s. De plus, ug peut étre construit explicitement.

Preuve. 11 existe des fonctions (H;);>1 dépendantes de facon C*° de leurs
arguments tels que (16) impose, pour tout z € R,

u§(2) = & (Ag " Enn)’ (0,2)03 uj(x) + M, 2, (0°u5(2))jal <250, £2)

On construit une suite (a5);<2s € L?(R™1) telle que, pour tout y € R,

ag(y) =0 et pour j>1,
5j (AalEn,n)j(oy Y, O)agj (y) + Hj (87 Y, Oa (60/ ain (y))\a|<2j;an7é2j) =0

ol a := (a/, av,)). Lapplication linéaire continue surjective
1 .
9 - H2s+1(Rn) N H25_0H25+§f] (Rnfl)
J_
2
uo = (Uolz,=0, - 95 U0z, =0)

admet un inverse & droite linéaire continue R explicite ([13]). On pose uf :=
R(ag, ai, ..., a5,). La fonction ug vérifie les relations de compatibilité (R);<s. U
La démonstration précédente assure le résultat de caractérisation des données

initiales compatibles suivant :
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Proposition 3.3 Iis existent des fonctions (Cj);j<2s, de classe C™, telles que
pour tout € €]0,1], pour toute donné initiale uy € H™(R'), les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. La fonction ug vérifie les relations de compatibilité (R5)k<s,

2. La fonction ug vérifie

u8|xn=0 =0 et pour j=>1,
(02 ue) =0 = Ci(e,y, ((05U5) |en=0)acr,);
ou I; :={a e N": |a| < 2§, o, # 2j}.

Il est possible d’obtenir a partir des théoremes précédents des résultats uni-
forme en e en utilisant le changement d’échelle (¢',2) = (et,ex) (voir [18]). Ce-
pendant cette méthode ne conduit pas a des estimations optimales car elle ne
tient pas compte du fait que la singularité est seulement selon la direction nor-
male.

Le théoreme suivant montre que ’on peut résoudre la famille de problemes mixtes
PbS ;16> sur un intervalle de temps non trivial, commun a toute une gamme de
€ petits, pour une famille de données initiales sous la forme d’un développement

de couche limite “ bien préparée”.

Théoréme 3.8 Soit N un entier naturel, M un réel vérifiant M > %, (Z/{gnit)()gjgj\[
une famille de profils initiauz dans (Pini)V Tt et (7e)eeo,1) une famille de restes

initiauz A ... On note pour € dans 10,1] et x dans R'},

(17) Z \/_ ant \/g) t+e 7“5(.%')

Il existe Pinit,N C (Pmit)N T1 tel que les assertions suivantes soient équivalentes :
1. La famille de données initiales est bien préparée au sens suivant :

(2). (UL ;)o<i<N € Pinit,N

(¢1). Pour tout € €]0,1], la donnée initiale uf vérifie les relations de compatibilité
(R} )k<s

2. Il existe gg €]0,1] et un temps T > 0 tel que, pour tout £ €]0,e], le probleme

mizte Pb; ;.. (T) admet une unique solution u® de la forme

(18) Zf Wt j@ + M r(t, )

ot les profils (U7)o<j<n sont dans P (7)), vérifient les problemes (S7 (T))—(Sﬁl(T))
et le reste (re)ecjo,1) est dans A™(T).

Notons que dans le cas ou M > %, on peut déduire du théoreme 3.5 le

fait que, dans le point 2, les profils (U7)ogj<n satisfont automatiquement les
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équations (S7(T)). Le sous-ensemble Pjn; N est caractérisé par deux types de
relations de compatibilité : d’'une part une compatibilité au coin {t = =, = 0}
et d’autre part une compatibilité a la polarisation. Un cas analogue est traité
dans [28]. La proposition suivante établit I'existence de données initiales bien
préparées. En fait, le résultat est méme un peu plus précis.

Proposition 3.4 1. Pour tout N entier naturel, [’ensemble Pinis N est non vide.
2. Si la famille (ordonnée) (uijm,g)ogjgNH est dans Pinit, N+1, alors la sous-famille
(uz‘]nit)0<j<N est dans Pinit,N -

3. 81 (U )ogi<n est dans Pipi N, alors il existe Ui]ngl € Pinit tel que
(Ugmt)ogjgjv_i_l est dans Pinit, N4+1-

4. Pour tout N entier naturel, pour tout réel M > %, quelque soit la famille
(uijnit)0<j<N de profils initiaur dans (Pi)N 11, il existe une famille de restes
initiauz (r:)e dans NpmenALL, tel que pour tout € €]0,1], la donnée initiale ug

définie par (17) vérifie les relations de compatibilité (R )gen-

La preuve de la proposition 3.4 fait ’objet de la section 7.

Notons que c’est par paresse que l'on considére des profils de régularité H°.
Une étude similaire avec des profils de régularité finie en les variables “lentes” est
tout a fait possible...mais laborieuse.

Remarque 3.1 Sin=L =1, H =0, F(t,v,u) =u? et £ := 92, U°

a,init =0
0 L

et ub,z‘m‘t assez grand est un exemple de données initiales pour lesquelles le temps

d’ezistence de Uy est inférieur a celui de UL. Il serait intéressant de savoir si un

tel exemple est possible lorsqu’on part de données initiales nulles.

e Revenons au cas déja envisagé plus haut ou N =0 et M > %. On ne fait pas
ici d’hypothese supplémentaire sur la multiplicité dg. Supposons que 1’on dispose
d’une famille (u®) de solutions des problemes Pb*(Ty) de la forme (12) avec a® de
la forme

€ ._2/0 In Tn
at(t,x) :=U"(t,x, — %)
Les résultats précédents nous permettent de construire des profils supplémentaires.
Rappelons cependant qu’en général, construire un profil consomme de la régularité.
Ainsi si on s’autorise & construire !, on peut alors appliquer le théoréme 3.1,
prendre 7" = T et lon est assuré de l'existence de prolongements (uf). en des
solutions des Pb*(T') de la forme

u(t,z) = a°(t,x) + gmin(M.3) re(t, ).

Si I'on s’autorise & construire U, ..., UN avec % > M alors on est assuré que les
(u®). sont de la forme

uf (t, ) = af(t, ) + M7 (t, ).
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e De méme dans le cas 0 < % < M, on peut construire YNt . UF avec % > M,
de fagon a étre assuré que les (u®). soient de la forme

u (t,x) = af(t,z) + eMor.(t, z).

Détaillons un peu plus ce cas : 'assertion 2 implique 1 du théoréme 3.8 assure
que (U, )o<i<N € Pinit,n, oft, pour 0 < j < N,

init

u

init *

=U|;.

Par application répétée du point 3 de la proposition 3.4, on peut construire L{ij; L
., UE - telle que U )o<j<k € Pinitk- On définit alors

init

k
Fe(t, ) i=re(t,2) + e M. Z \/Ejuj(t7x7m_” x")

il
j=N+1 e Ve

et on applique 'assertion 1 implique 2 du théoreme 3.8. Le théoreme 3.3 dit que
les profils supplémentaires ainsi construits vivent jusqu’au temps 7. Le reste est
suffisamment petit pour que 1’'on soit assuré de la persistence du développement
jusqu’au temps 7.

3.2.4 Condition aux limites résiduelles

La proposition suivante fait le lien entre 240 et le probleme hyperbolique limite
avec condition aux limites résiduelles.

Proposition 3.5 La fonction U vérifie Pb°(Ty). On notera u® := UD.

Dans la suite, on utilise la notation . pour désigner la restriction & I' d’une fonc-
tion définie sur €. Le probleme hyperbolique limite Pb’ est bien posé en vertu
des résultats suivants sur une classe plus vaste de problemes. On considere le
probléme :

19 Hu = F(t,z,u) + f(t,x) quand (t,z) € Qp
(19) M(t,y)u =g(t,y) quand (t,z) € T'p

ou les matrices M(t,y) sont des matrices de taille L x r, dépendantes de fagon
C* de (t,y), de rang constant égal & r, ou 0 < r < L. La fonction g est supposée
H® sur I'r et a valeurs dans R”. On fait, en plus de 'hypothese 1.1, I’hypothese :

Hypotheése 3.1 La condition auz limites est maximale dissipative ie la forme
quadratique < A,.,. > est négative sur ker M et ker M est mazximale pour cette
propriété. La notation A, désigne la trace de la matrice A, sur le bord I'p.
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Notons qu’une conséquence de cette hypothese est que ker An C ker M. Remar-
quons également que tous les sous-espaces vectoriels sur lesquels la forme qua-
dratique < An, > est négative ou nulle, et maximaux pour cette popriété ont
le méme dimension, & savoir N — 7.

Remarque 3.2 Des travauz de [21], [27], [26], [20] s’intéressent au cas ou I'hy-
pothese 1.1 est violée. L’auteur ignore dans quelle mesure la théorie de couche
limite développée précédemment peut se maintenir.

Le théoreme suivant concerne le prolongement des solutions de (19) :

Théoréme 3.9 Si T est strictement positif et u € H>®(Qr) est solution de (19)
alors il existe Ty > T et un unique prolongement de u (en une fonction encore
noté u) dans H>®(Qr,) solution de

(20) Hu = F(t,z,u) + f(t,z) quand (¢,z) € Qr,
M(t,y)u=g(t,y) quand (t,z) € I'y,
De plus, si T* := sup{Ty > T/ il existe un prolongement de u en une fonction

encore notée u solution de (20)} est fini, alors lim_~
le cas linéaire , T* = oo.

|| oo () = +00. Dans

Le théoreme (3.9) est un cas particulier des résultats de [12]. On donne en ap-
pendice une esquisse de preuve adaptée au cas semilinéaire envisagé ici. De plus,
le caractere semilinéaire permet de préciser la condition d’explosion, qui ne porte
ici. que sur la norme L°°.

On peut déduire du théoreme 3.9 'existence d’une solution réguliere au probleme
mixte :

Hu = F(t,z,u) + f(t,z) quand (t,z) € Qp
(21) Mt yyu = g(t,y) auand (t,z) € Ty
u=a quandt=20

Il est nécessaire pour cela d’imposer certaines conditions de compatibilité
entre données initiales et données au bord. En effet, si u est une solution régulie-
re de (21) avec T' > 0, on déduit de I’équation l'existence de fonctions (Hy)gen
de classe C* telles que

(22) (0Fu)le—o = Hi(x, (97 a)jai<k),

ou « est un n-uplet a := (aq,...,ay,) € N, |a la longueur |a| := a3 + ... + ay, et
0% = 07...05". Comme par ailleurs, ils existent des fonctions (Gj)ren de classe
C° telles que

OF (Mu) = G(t,y, (0] u)j<),
on a sur {t = z,, = 0} les relations

(Rk) : Gk(()? Y, (Hj (y7 07 (a:?a)\tﬂgj))jgk) = 859(07 y)
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Théoréme 3.10 Soit a € H®(R"! x R") . Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) La fonction a vérifie les relations (Ry)ken

(2) 1l existe T > 0 et u solution réguliére de (21).

Remarque 3.3 Enoncer un théoréme analogue dans un cadre de régularité finie
est loin d’étre évident. Une condition suffisante a été donnée dans [9] et une
condition nécessaire et suffisante dans [20].

Le théoréme précédent est non vide :
Proposition 3.6 Il existe a € H®(R"~! x Rt) qui vérifie les relations (Ry)ren

’ N .
Preuve. Dans cette preuve, on notera dy = 0i 9y ot a = (', ). Ils existent

des fonctions (]:Ik)keN* et (ék)keN* de classe C*° telles que pour tout k € N*
Hy(z, (0 a)ajcn) = (=1)*(An)*0na+ Hy(w, (97 a) o)<k anzh)
Gi(t,y, (A u)igiar) = MOFu+ Gr(t,y, (8] u)jcr-1).
Ainsi les relations (Rg)gen+ se réecrivent :
(—D)*"M(An) OFals,—0 = (0 9)|i=0 — MHy(y,0, (02 als,=0) o/ <k ansk)
= Gr(0,y, (H;(z, (07 alz,=0)ja1<j))i<k—1)-
On a le lemme algébrique suivant :
Lemme 3.2 Pour tout entier naturel k, on a ImM(A,)* =R,

Preuve. Pour tout k € N*, ker(A,)* = ker A,, C ker M, et donc ImM(A,)* =
ImM = RY. En effet, comme (A,)* est symétrique, tout vecteur = de R se
décompose en © = xg + 1 ot xg € ker A¥ C ker M et z; C ImAE. Un vecteur
quelconque y de R" s’écrit donc y = Mx = Mz, avec x1 C ImAfL. O

On obtient I'existence d’une suite (aj)ren de fonctions de H*(R"~1) telle que
Magy = g et, pour tout k € N*,

M(An)Fay, = —(=1)* M Hy(y,0, (05 aay lon—0)|a|<k.anstk)
~G(0,y, (H;(@, (95 aa,)jai<jansi))ick—1)
On conclut par une variante du théoréme de Borel (prouvée en appendice).
Lemme 3.3 Il existe une application
B (HER™) — HE(RY)

(bk)ken +— b
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telle que

e Pour tout k € N, 0%b|,,, —o = by,

o [l existe un réel C > 0 tel que pour tout m € N, il existe C,, > 0 tel que pour
toute famille (by)reny € (H® (RPN,

0<k<m
La preuve de la proposition (3.6) assure le résultat suivant :

Proposition 3.7 Il existe des fonctions (Ag)ren de classe C™ telle que, pour
a € H*®(R?), les assertions suivantes sont équivalentes :

(1). La fonction a vérifie les relations (Ry)ken-

(2). Pour tout k € N, pour tout y € R"1,

(85a)(y,0) = Ax(z, (97 a)(y, 0))) +ker M.
Nous utiliserons ce théoreme avec M (t,y) = I (¢,y).

Lemme 3.4 La condition aux limites 1L, (t,y)UY = 0 est maximale dissipative
pour Ay.

Preuve. 11 suffit de montrer que
v(t7 y) S (07 T) X Rn_la H+(t7 y) = P—‘r(ta y)R(t7 y)

En fait, si R est telle que ‘RR = E,,,, et en notant Ap :=' R4, R " et P, r
la projection associée au sous-espace stable alors II, = P, gpR. Ceci découle de
ce que Ap = RE;}LAnR_l. O

Le théoreme 3.10 sera utilisé dans la suite avec des termes sources f et g fonc-
tions des profils. Aussi notons que pour tout entier naturel k la relation (Ry) fait

intervenir les restrictions & t = 0 des (0} f)i<k—1, (qul))lgk_l et (9!g)i<k-

Le théoreéme suivant établit des estimations de la différence (u® —u?). La qualité
de I'approximation dépendant des composantes, on introduit :

Ei(t,y) := Z ker(ﬁ,j}bffn(t, y) — Md), Eo(t,y) :=ker A, (t,y),
A>0

E_(t,y) =Y ker(E,} An(t,y) — Ad).
A<0

A ces trois sous-espaces on associe, pour tout (¢,y), leur dimension respective d,
do et d_ et les projecteurs 11, IIp et II_ associés a la décomposition de I’espace
des états REen RE=E, @ By E_ .

On introduit également les normes

R
lallgme@ey = > 10FZ270ull 20y
i+j+2k<m;i<s

qui différentient régularités normale et conormale.
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Théoréme 3.11 Siu® est une solution dans H*>®(Qg,)) de PbO(Tp) alors il existe
T €]0,To], €0 €]0,1] et (u¥)zcjo,e0) s0lutions de (Pb*(T)).cjo,c,] avec

T4 (1 = u)| oy < eve o |I(Zd =L (uf — )| ry < e
s 3

[T (" =) | zme () < csmVE(L+€573) Vs €[0, 3],
1_s 1

|| To(u® — UO)HHm,s(QT) <cesmed 2 Vse|0, 5],
1

M- (0 = )l rmsar) < come? ™ Vs € [0, 5],
Les estimations ci-dessus conduisent aux faits suivants :
I, (v —u’) -0 dans H™*(Qr) Vselo, g[,
(Id =TI )(uf —u®) - 0 dans H™*(Qr) Vsel0, %[,
et la famille ((IT; (u® — %), (Id — I )(u® — u?))). est bornée dans
H™3(Qr) x H™ Q7).

Le théoreme 3.11 est une conséquence de la démonstration des théoremes
précédents ou sont établies les proprietés de polarisation suivantes (voir en par-
ticulier la proposition 5.4) :

(Id — o)) = (Id — T = (Id — T} = 0.

4 Preuve du théoréme 3.8

La démonstration du théoreme 3.8 se compose de deux grandes étapes. La
premiere concerne la construction de solutions approchées.

Théoréme 4.1 Soit N € N. Il existe un sous-ensemble Pipit.n de (Pinit) N1
tel que pour toute famille (uijnit)ogjgN € Pi],\i;?l,
équivalentes :

1. La famille (U, ;,)o<j<n est dans Pinit N

2. 11 existe un temps T > 0 et une unique famille (U7 )ogj<n dans P(Qp)NH1

vérifiant (Sgl(T))ogjgN; (S9(T))ogj<n et tel que

les assertions suivantes sont

U |—g = Ugﬁit pour 0 < j < N.

La preuve des théoremes 3.2, 3.3 et 4.1 fait I'objet de la section suivante. Le
théoreme suivant affirme ’existence de solutions exactes au probleme mixte ad-
mettant un développement asymptotique dont la partie principale est une solution

approchée de Pb°(T'). Il découle des théorémes 3.1 et 3.7.
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Théoréme 4.2 Soit T un temps strictement positif et M > 1. Si (a%)zcp01] €
A™(T) est une solution approchée de Pb°(T) au sens ou

Lfaf = Mg, quand (t,z) € Qp
a® =0 quand (t,x) € I'p

avec (9:)ee)o,1) € H™(T) alors pour toute famille de données initiales (ug)-cjo,1]
vérifiant les relations (R} )rp<s et telle que

ug — aelt:() AM
——rDeclo] € At

(

3

il exizte 0 < T" < T tel que le probléme mixte Pbs . . (T') admette, pour e €]0, &g,

maxte
avec €y €)0,1] une unique solution u® telle que

u® —a® m
(7)5610,1] e A™(T").

5 Preuve du théoréme 4.1

5.1 Composition non linéaire des profils

Définition 5.1 On dira qu’une famille de fonctions réguliéres (uf). satisfait

1 . X X
u ~ Z\/Ej U (t,z, = —=)
730 e Ve

pour une suite donnée de profils U de P(Qr) si pour tout M entier naturel, il
existe 9 > 0 tel que la famille (r5;): définie par
M .
ro (¢, o) = ut(t,x) — SU(t, e, 2, 2
hlta) = lt) - VP W 2 T2
est dans A™(T).

P(27) est un espace de Fréchet, ce n’est pas une algébre mais est préservé par
composition non linéaire au sens suivant :

Proposition 5.1 Soit (u®)e~o une famille de fonctions de H>(Qr) satisfaisant

1 . X X
us ~ Z VE U (b, =2, 2L
>0 A

pour une suite donnée de profils U := U +UY + U de P(Qr) et F(t,x,u) une
fonction de C=(Qr x RV, RE) telle que F(t,x,0) = 0. Alors
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1. Pour tout ¢ > 0, la fonction F(t,z,us(t,x)) est dans H>®(Qr) et il existe
des profils (V7)o dans P(Qr) tels que

F(t, 0 (t, x)) ~ TVI(t, g, 20
(42,0 (0,2)) ~ S0 VB Vit 22,

2. Le profil VO se décompose en V° = VO + VP + V0 avec

Vg = F(t,:c,l/{g),
VI? = F(t,x,US—!—UI?)—F(t,x,L{S),
VO = Pz, U0 + U +UY) — F(t, 2, U0 +UY).

Lorsque u € H®(Qr,S(RY)), @ désigne la trace de u en 6 = 0.

3. Pour tout j > 1, il existe (Q4, j Q])]eN C™> de leurs arguments tels que V7

se décompose en VI = Vi+ V] + VJ avec

VIio= Fl(t,2,UN) U+ QI x, U k<i1),
V] = FL(tx, U+ UL).UL +UD) — FL(t e, UD) U+ Q)(t,z, UE U r<j—1),
VI o= QU z, U UN k<, (OUE)ivr<s)-

De plus Q} = Qé =0.

L’esprit de la proposition est le suivant : notre analyse fait intervenir des
développements avec des profils et un reste. Aussi, la propriété d’algebre n’est
pas essentielle si I’erreur commise peut étre incluse dans le reste. La stratégie de
la démonstration se résume ainsi : on introduit une algebre de profils plus vaste
contenant P(Qr) ol sont autorisés des profils dépendants a la fois de *» et de
%. C’est un développement avec de tels profils que I'on obtient a priori par com-
position non linéaire. On redéveloppe les profils couplés en un développement de
CLNC en controlant 'erreur a tout ordre.

Preuve. Considérons
P(Qr) = H®(Qr) @ H®(Qr,S(R))) @ H*®(Qr, S(RY x RF))

et étendons la définition 5.1 a de tels profils. 75(QT) est 'espace considéré par
O.Gues dans [12]. C’est la plus petite algebre contenant P(2r).
On a, pour (U”);>0 dans P(Qr),

(23) F(t,, Y VEu)~ 3" e vi

Jj=0 Jj=20
o V0 := F(t,x,U°) et pour j > 1, V7 : ‘(t x, (uk)0<k<]) avec, pour tout
(t,z, (uM)igy) € Qr x (RF)TH,

~ 1
V](taxa (’LL 0<k<] Z Z EDZF(L,%"’LLO)(’U,IQ, ---7ukn)77
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la somme portant sur des k; # 0, pour i compris entre 1 et n. '
Les V7 sont dans P(Qr) et se décomposent en V/ := V) + Vg + V! avec

Vi = Vj(t z, (U ocks;),
Vo= V(U U)ok

k<) — vV (t, z, U o<k<))s
(24) Vio= V(t,z, Uoag) — v’

(t, 2, (U + U oskss)-

Nous allons maintenant redévelopper les termes Vi en développements de CLNC.
Avant cela, on réalise une manipulation préliminaire qui sera importante pour
asurer la décroissance rapide des profils du développement obtenu. Elle consiste
essentiellement a factoriser par des termes de CLNC. Effectuant un dévelop-
pement de Taylor en 6, on a 'existence de matrices de taille L x L réguliéres
(Vj’k’b)ogkgj telles que pour tout (t,x) € Qp, pour tout u := (ug)ogrg; €t v =
(vk)oskgj vecteurs de (RE)IFL,

) J )
V7 (t, 2,4+ v) — twu :Z twun)
k=0

Ainsi, notant 4 := (Ud Jo<k<;, ou d désigne a, b ou ¢, on a

(2, Uy + Sy, 11 UE

M“

k=0

Or pour tout 0 < k < 7, le profil L{b admet pour développement de Taylor :

Zz>0 i all/lk Le profil V/ admet donc également un développement de Taylor de
la forme 3,5, O WP avec

J
= SV (b, + Sy 1) Y
k=0

et, pour j > 1,

Z ., ZD“ijb(t z, U + Ly, 80) UE 10 uF
! k=0

Dans l’expression précédente, la somme porte sur ’ensemble des indices n :=
(no, ...,nz) € NF et des indices (kL) /n, >0 € N* tels que S kL =4.0n
a désigné par Dy le produit de dérivées Dy := Djo... Dy ou, pour 0<I<L,Dy

est la dérivée d’ordre n; par rapport & la variable u! de v ( x, (u)ogi<j Ye)-

kil _ aeub
- n -

(e 2 . . 1,k! \
Cette dérivée est évaluée en ul := (ul’kl, e w ) ou
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Par suite, on a VY ~ >0 VE Wit avee WHi := 2l Wi dans H>®(Qr,S(R))).

Notant V! := f/cjl, VZ = f/g et VI = Zi—i—k:j Whi et VI = VI + VZ + VI
on a que VI € P(Q), quil existe QY tel que

Vii=Qit, z, 2, (U, U o<k, (OUE)ivn<s)
et que Y.~ VE U ~ >j>0 VEVi.O

5.2 L’ansatz de résolution

Un développement de Taylor au premier ordre assure ’existence de AEL et E,bw
tels que A, = A, + anEL et By, = Eofnm + anfw ot A, (resp Enm) désigne la
trace de A, (resp Ep ) en x, = 0.

La substitution du développement

P Ty X
Z \/EJ u](t7x7 _n7 _n)
= e /e
a la place de u® dans (1) donne, par la proposition précédente un développement
(lansatz de résolution)

> VE Fltr, 2
j>—2 e Ve

ot les profils F/ sont dans P(Qr) et se décomposent de la maniere suivante :

.7:_2 = f;2 =0, fc_z = Anazug - E"vnazzuco

a

Fobo= 0, Fl=A400U) F'=A0.U — E,,0..UL,
o HUg—F(t,x,L{g)—f(t,x),
FP AnOplht + HUY + A 006U — By, nOpolhy — F(t, 2, U° +U) + F(t,x,UY),

fo = 14071322/{02 - En,nazzug + q27

!
I

et, pour j > 1,

Fl = MU — F(tz,Ug) U] + a,
Fl = AU+ MU + A2000U — B, 0p0U]

— FL(t U + UD).UE + U) + FL(t, o, UD) U + g
FI = A 0.Ut% — By n0.U01% + ¢,

C
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ou 'on a regroupé un certain nombre de termes de la fagon suivante :

g0 1= (H — EU — P(t,x,U + U + UP) + FUY + Up),

qé =0, qg = —&,I/Il?,
gt = (H — EU} — QL(t,x, 2, (UE UM<t (OUF)i k<),

et pour j > 2

@ = —EUSTP = Qh(t,m, (U k<i—1),
g = —&UT = EUTE - Qlt, x, (U U <),
@ = (H—EJUI — EUI — QUt, w, 2, (U UY )y (OUE )i k)

On note &, et &, les opérateurs
&y = Z 8Z(Em39) + 8.9(Emal),
i=1

Eor =Y 0i(Eind..) + 0-(Enid;.).

=1
On a noté pour alléger ¢ , qg (pour j € N*) et ¢/ (pour j € N) au lieu de

qg(t7 z, uc?7 2/0{197 u& at@“?a 8Z8J:ug)a
ql} (tv z, (35392/{{?),3:071),
ai(t,m, 2, UE U et (ORUE)i i<t Oaldl, (8:00U) p=01),

et, pour j = 2,

@t , (00U g=1,2, UL k1)
@ (. (U Uy ko, (D700 ) 0., (DU )=1.2),
Gl (b, 2, (UG UL ks (OUE )ik Oralh?, (0:00UT) g0 1, (0lhl ™) =1 ).

On note 9, la collection des (0;)i=1,....n, Oy la collection des (0;)i—1,....n et de
Op et Oz la collection des (0;)i=o,... n-
On a alors que, pour j > 1, q{) dépend de

(t, 2, (UE U Yosjr, D2 U U ™2) 50,0).
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5.3 Changement de variables

Nous allons procéder a un changement d’inconnue dont le but est de trivialiser
les coefficients devant les dérivées secondes en les variables rapides introduites
par la viscosité. Le fait remarquable est que 'on peut conserver le caractere
symétrique.

o 1
Introduisons les champs réguliers de matrices L x L : R(t,y) := E3in(t,y),
At,y) :== R7'A,R™!, et les champs réguliers de sous-espaces vectoriels de R” :

E (t,y) = Zker(A(t,y) — Md), Ey(t,y) = ker A(t,y),
E_(t,y) = Z ker(A(t,y) — AId).
A<0

A ces trois sous-espaces, on associe, pour tout (¢,y), leur dimension respective
dy, dg et d_ ; des bases orthogonales respectives d’éléments propres ((Aj,75))jer, ,
((Ajs75))jero et ((Nj,75))jer_ et les projecteurs orthogonaux respectifs P, Py et

Introduisons U = RUI et multiplions les équations précédentes par R 3
gauche. Notant 7/ := R™'FJ, H := RTVHR™', F(U) := R'F(), A° :=
RT'AV R,

q(c)(t, x, Ug, (719, US, 8t,1'Uc05 azang) = R_lqg(t, l“,ug,zf?z?,ug, 3t,mu£, azamug)

q% (t’ z, (aga@Ul?)ﬁ:Ql) = Ril‘]l} (t’ z, (85692/{19)5:071),

QL(tox, 2, (UL U j<r, (5UF)itk<1, 002U, (0,000 ) g—g1) =

R_lqi (t’ €T, z, (ug’ug)kéla (8éué€)i+k<1’ 8t,$uc1’ (82851/{2)5:0,1)’

et pour 5 > 2

qg(ﬂ T, (8£U£_2)5=1,27 (Utf)kgjfl) = R_lqg(tv z, (afug_Q),@ZL% (u(f)kgjflh
Atz (U, U ki1, 05U UL %) p=01) =
R q) (b, (U, U iy 1, (00U U] ) 5=0,1),
@t x, 2, (UY Uy, (UL ixnss OraUZ, (000U p—o,1, (05UL %) g=1,2) 1=
Rt 2,2, (UF, U<y, (04U} )ivji 0raUZ, (0:00U7) p—0.1, (0aUL %) p=1,2)

on a :
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F2 = F=0 F.2=M00.U00-0..U07,

Fbo= 0 Fl=Aa00U0 F.'=A0.U!-0,.U.,

F) = HU? - F(t,z,UY) — f(t, ),

F) AU} + HUYL + N°00,UY — 8geUp — F(t,2,U° + UP) + F(t, 2, UY),
Fo = AOUZ - 0:.U2 + 4]

et, pour j > 1,

Fi = HUJ - F(t,z,U9).U] + g,
F) = AU + U] + N60pU] — dosUy .

Fl(t, 2, U2 + UP).(U + U]) + EL(t, 2, U).U + G,
FI = AOUIT2—9,UI"2 4 .

5.4 Probleme hyperbolique-parabolique

Dans ce paragraphe, nous donnons des résultats concernant le probleme mixte
et le probleme de prolongement pour un certain type d’équation dite hyperbolique-
parabolique ([12]). Ces résultats seront utilisés par la suite dans l'analyse de la
CLC. Considérons Ty > 0 et notons K := PyA’Py, H := PyHP, + K09y. H
est un opérateur symétrique hyperbolique sur ’espace des fonctions telles que
(Id — Py)W = 0 pour lequel {z,, = 0} est totalement caractéristique. Introdui-
sons l'espace N (T') := H®(Qr,S(R,)) et le probleme

(25) (Id— Py)W =0, quand (t,z) € Qr x Ry,
(26) (=0 + M)W = Py f(t,z,p, W) quand (¢,7) € Qr x R},
(27) Wlp—o =b quand (¢,x) € Qr
(28) W =a quandt =20
ou f(t,z,p,W) € C®, p(t,z,0) € N(Tp), b € H®(Qr).

Examinons la compatibilité des données : si W est une solution réguliere de
(25) — (26) — (28) avec T' > 0 alors il existe des fonctions (Ix)gen de classe C*°
telles que

(29) (OFW) im0 = Ty, 0, (9:050), s ).

Si, de plus, W vérifie (27), on a nécessairement sur le coin {t = 6 = 0} les
relations de compatibilité

(Ry): In(,0,(9,050),, 1 ) = (01'D)]i=o.

2

La réciproque est contenue dans le théoreme suivant
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Théoréme 5.1 Soit a € HX(R"},S(Ry)) . Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1). La fonction a vérifie les relations (Ry,),

(2). Il eziste T €]0,Tp] et W € N(T) solution réguliere de (25)—(26)—(27)—(28).

La relation (R}) dépend des termes sources par l'intermédiaire des (9} f);<x_1,
! 1
(A ick1, (fév))lgk—l et (9Fb)i<k-

De méme que pour le probleme mixte hyperbolique , on a le résultat d’existence
de données compatibles a tout ordre suivant :

Proposition 5.2 11 existe a € H®(R"},S(R.)) vérifiant les relations (R},)ken-

Preuve. On commence par remarquer qu’ils existent des fonctions (1: k)keN de
classe C'*° telles que

(30)  Ii(w,0,(0i0%a),, s o) = 05" a + Ii(x, 0, (0505 a)

i i+%<k,j<2k)'

On obtient ainsi I'existence de fonctions (ax)reny € H*(R") telles que

apg — b, Ik(m, 9, (6;aj)i+%<k) = (dfb)’t:o Vk = 1.

On conduit en utilisant la variante suivante du lemme 3.3 :

Lemme 5.1 Soient (ar)gen une suite de fonctions de H*(R). Il existe une
fonction a € H*(R'},S(R4.)) telle que, pour tout entier naturel k, 65@]9:0 = qag.

La démonstration suit celle du lemme 3.3, a la différence prés qu’on considere ici
une variable suppléméntaire. On exige aussi une décroissance plus rapide a l'in-
fini, mais le procédé démonstratif conduit a une fonction C*° a support compact
en 6§, ce qui assure I'appartenance & H*° (R} ,S(R,)). O

La preuve précédente assure le résultat suivant :

Proposition 5.3 Il existe des fonctions (A} )ren de classe C™ telle que, pour
a € H®(RY x Ry), les assertions suivantes sont équivalentes :

(1). La fonction a vérifie les relations (Ry)ken.

(2). Pour tout k € N, pour tout y € R"~1,

(83’%)(36, 0) = Ak(x7 ((33;55@(957 O))i+%7j<2k))'

On en déduit le théoréeme de prolongement suivant pour le probléme :

(Id — Py)W =0
Wlo—=o =b quand (¢t,z) € Qr

quand (¢, z,0) € Qp x Ry,
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Théoréme 5.2 Si W € N(T) est solution de (31) avec T €]0,Ty] alors il existe
un temps Ty €|T,Ty] et un unique prolongement de W en une fonction encore
notée W de N (T1) solution de

(Id — Py)W =0
(32) ¢ (=0 + H)W = Pof(t,z,p, W)
Wlo—o =0 quand (t,z) € Qp,

quand (t,,0) € Qp, x Ry,

De plus, soit T* := sup{Ty €]0,Ty]/ il existe un prolongement de W en une fonc-
tion encore notée W € N (1) solution de (32)}. SiT* < T, on a HWHLOO(QMR;) —
400 quand t — T*. Dans le cas linéaire, T* = Ty.

5.5 Le tableau de la cascade

On introduit le probleme

(5 1y): { Ttlpmmo =0 auand (1,2) €77,
o= ) (Id — L) (U e, —0 + U lo—0 + UZ|.=0) =0 quand (t,z) € Qp

Le caracteére un peu artificiel de ces conditions aux limites provient de ce qu’on a
voulu garder une dépendance en x, au niveau des profils de couche limite. Voila
pourquoi il est nécessaire de faire “baver” les conditions aux limites sur certaines
composantes pour les couches limites afin de preserver une certaine unicité. La
motivation de la présence du x,, réside en la possibilité de généraliser ces résultats
au cas d’'un domaine situé localement du méme c6té de son bord C°°. Dans ce
cas, il apparait comme plus satisfaisant de définir les profils de couche limite en
tous les points de ’espace.

On définit, pour tout j > 0 et T > 0, le probleme
(S(T)) - FP=0, (Id-P)F] " =0, Fi=RF =0
quand (t,z,0,2) € Qr x R} x R},

L’équivalence entre I'annulation des profils (]}3 )j>—2 et la suite de problemes
(87)>0 est mise en lumiere par le tableau suivant :

(S°) (s (5?)
F2 F2
FUo(Id—PR)F " Ft o )
FOo RFF (Id-P)F 2o
F! RFr FL (Id— PR} Fl

Chaque terme de la premiere colonne est la somme de la ligne correspondante.
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De plus, lors de la résolution successive (pour j croissant) des problémes (S7) j>0,
seul le profil inconnu U7 intervient : les profils correspondant & des indices k stric-
tement inférieurs & j ont alors déja été déterminés et les profils correspondant a
des indices k strictement supérieurs ont été effacés.

Lorsque les problemes (S7(T))ogj<n sont vérifiés, les premiers termes non nuls
que 'on a au niveau de ’ansatz de résolution sont

VEVTLEN T e (1 - PR + D).

On a ainsi un reste de la forme /" R. avec (R.). € H*(T). Ceci permet notam-
ment de montrer le théoreme 3.4.

Dans le cas d'un développement & un seul terme, on ne résout que (S°(T)). On
a alors un reste de la forme

(Id — Po)F} + Ve(PoFy + Fp)

(il n’y a pas de U} donc pas non plus de .7-"cl) Ainsi, on a un reste 6iR€ avec
(R:): € H*(T). Dans les cas extrémes dy = 0 ou dy = L, on a méme un reste
3R, avec (R:). € H*(T). Cela découle de ce que dans les deux cas, PyU} et, par
suite, PpF}, est nul. L’analyse des problemes (S7(T)) et (SZI(T)) infra montre
que dans ce cas, on a que U}, est nul et par suite .7:"; I'est aussi. Ces remarques
permettent de démontrer le théoreme 3.6.

Pour les conditions aux limites, on a I’équivalence suivante : &7 vérifie (S7(T))
si et seulement si

P U, —g—2—0 =0 quand (t,z) € '
(Id — P+)(U£|mn=0 + Ug|6:0 + ch|z:0) =0 quand (¢,z) € Qp
5.6 (SU(T) et (Su(T))

Définissons les problemes :

(33) HU? = F(t,z,U%) + f(t,z) quand (t,z) € Qr
P,U? =0 quand (t,z) € T'r
(1> Po)Up =0 o ~ } quand
(34) (_83 +H)UI? = PO(F(tvxa UC(L] + Ul?) - F(t,.%', US))
(t,x,@) € Qp x Rg
UPlp=o = —PyU?  quand (¢,z) € Q.
et
(35) —02U% + AD,U? =0 quand (t,x,2) € Qr x R},
U, = —P_U? quand (t,z) € Q7.
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On note (R% 2JkeN et (Rg, JJken les relations de compatibilité respectivement as-
sociées aux problemes (33) et (34) par les théorémes 3.10 et 5.2. Les (R )ken
ne dépendent que des données du probleme alors que pour tout k € N, (Rg b)
dépend aussi des (0!U)1<k|i=0-

On note (RY,) la relation obtenue en substituant aux (8/U?);<k|i=o les expres-
sions en les restrictions des dérivées spatiales (9LU2);<k|t—o0 données par (22).

Résoudre (S°(T)) et (S%(T)) revient a résoudre le probléeme limite (33) puis
dans l'ordre que l'on veut (34) et (35), ce que I'on notera Eggg En effet, tenant

compte des polarisations (Id — Py)Up = 0 et (Id— P-)U? = 0, les conditions aux
limites se scindent en

P+U2:0, U£|6:O+P0Ua0:0 et U£|z:O+P7U3:O.

Aux ordres supérieurs, les différents types de termes composant les profils
sont couplés par les conditions aux limites. La résolution des problemes (S7(T))
et (S7,(T)) s’en trouve compliquée.

5.7 (SU(T)-(SW(T)); 5> 1

Pour chaque j > 1, lors de la résolution (S7(7)), on est confronté au probléme
suivant :

(36) HUJ = @) quand (t,z) € Qr
(37) Ady(Id — P)U} = @], quand (t,2,0) € Qr x R
(38) (—0F + H)PyU} = ®], quand (t,2,0) € Qp x Ry

—9%U) + NO.U? = ®)  quand (t,z,2) € Qp x R

ol
‘1% = in(t’x’ Uc?)Uc{ - qga
®) ) = —(Id— Po)((H + A},005 — Opp) U}~
— E(t2, UL+ U .U + U + Bt x, UV + ),
Oy = Po(H(Id— Py)Uj + Fy(t,x,Ug + U (UL + UY) — F(t, 2, UD).UJ — @),
o = =g

®; € H®(Qr), @] |, ¥}, € H(Qr, S(RY)) et B € HX(Qr, S(RY)).
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Pour chaque j > 1, définissons les équations :
(39) (Id — P_)(—9% + AD,)U! = (Id — P_)®?
quand (¢,z,2) € Qp x R

les problemes :

(40) HU = @) quand (¢,z) € Qr
PLU) = =Py (U} |4, =0=0 + Ul|z,=2=0) quand (t,z) € Tp ’

(1) (_53 + H)POUg = CI?{;,Q guand (t,x,0) € Qp x R3_7
PyUj|o=0 = —Po(UZ + UZ|.=0) quand (t,z) € Qr

(42) P_(—02 + A0,)UZ = P_®! quand (t,7,2) € Qp x RY,
P_Ul|.—0 = —P_(Uj + Ul|9o=0) quand (t,z) € Qp

Les équations (37) et (39) jouent un role crucial dans la résolution des problemes
(S9(T)) et (Sgl(T)). En effet, on a dit que la difficulté provenait du couplage in-
duit par les équations aux limites. Or les équations (37) et (39) déterminent
univoquement (Id — PO)Ug et (Id — P_)UZ. Les traces au bord du domaine de
ces éléments sont donc imposées par I’équation et ne peuvent pas étre prescrites.

On note (Ri JJkeN et (ng »)ken les relations de compatibilité respectivement as-
sociées a (40) et a (41) par les théoremes 3.10 et 5.2. (R%a) dépend par l'in-
termédiaire des termes sources des

(01U ick—1imj—1] =0
et des

(DU =0=0 + Um0 icre0-

On note (R, ) la relation obtenue en réexprimant d’abord les
(01U} 2y =6=0 + Ul |n=2=0) )ik li=0
par (37) et (39) au moyen des
(OH(U;" =00 + U™ =2=0) ichsmj—1 li=o0
et, par récurrence et avec (30), au moyen des restrictions & ¢ = 0 des

(0802 (U + U™ ickmej—1
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De méme, on définit (Ri;,b)'

Résoudre (S7(T)) et (Sgl(T )) revient a résoudre successivement 88 puis (40)
(41)

(43)
Dans notre analyse, le couplage entre CLC et CLNC se fait donc par I'intermédiaire
de la partie réguliere du profil.

et enfin

5.8 Analyse de la couche limite non caractéristique

La proposition suivante détaille les profils de couche limite non caractéristique.
On précise en particulier leur décroissance et on note la polarisation des profils
d’ordre O et 1.

Proposition 5.4 Si pour N > 0 et unT > 0, la famille (Uj)0<]<N satisfait
(S9(T))ogj<n et (5%(T))ogj<n alors pour tout 0 < j < N, le profil Ul est de la
forme suivante :

N .
= Z O[Ii(t, x, Z)Tk(t? x)
k=1

avec pour k € I1_
At x,z) = Cf’o(t,x)eA’“(t’y)z

t x,2) ZC’” t,2)2' e Y?  quand j > 1

et pour k € IgU I

j(ta: z):=0 quand j=0,1

tﬂ:z: ZZC’]ltx ioMi(ty)z quand j > 2
lel_ i=0

5.9 Résolution des équations de profils avec donnée polarisée

Le résultat suivant montre que la prescription d’une partie seulement des
profils (la partie réguliere et la partie polarisée de la couche limite caractéristique)
suffit a la détermination univoque d’'un développement solution des problemes
(S9(T))j>0 et (S2(T))j=0 pour un T > 0.

Théoréme 5.3 Soit N un entier et des fonctions

PNJrl

J J
(U Uznzt ,a + Uzmt b)0<]<N € init

zmt
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telles que, pour 0 < j < N, (Id — Py)U?

init,b

= 0, le profil U

relations de compatibilité (R] JJkeN et Uzmtb les relations (Rk p)ken. 1l existe

mzta vérifie les

T > 0 et une unique famille (Uj)ogjgN dans (73(QT))NJrl telle que les problemes
(Sj( ))0<3<N7 (SZI(T))0<]<N soient vérifiées et telle que, pour 0 < j < N,
Ua|t 0= POU lt=0 = De plus, T ne dépend que de UQ + Ub

zmt a’ mzt ,b°

Preuve. On introduit les notations suivantes : on note

HU? = F(t,z,UY) quand (t,z) € Qr
(43) P.UY=0 quand (t,7) € T'r
U =0uY quand t =0

a,init

(Id— Py)U) =0 .
(_862 + MUY = Pyf(t,z,p,UY) quand (t,z) € Qp x Ry,
UPlp—o = —PyU?  quand (t,z) € Qr
UO U, quand t =0

b,init

(44)

et pour chaque 5 > 1, les problemes :

HU = @) quand (¢,z) € Qp
(45) P Us = =Py (Uj|z,=0=0 + UZ|z,=-=0) quand (t,z) € '
Ul =U?

a,init

quand t =0

(—82 + H)PU} = @, quand (t,z,0) € Qr x RY,
(46) RU} |o—o = —Po(U + Ul|s,—.—0) quand (¢,z) € Qp
U] U/

b,init

quand t =0

Le théoreme 3.10 assure l'existence d’'un temps Ty > 0 et d’une solution
de (43). Le théoreme 5.1 assure alors l'existence d’un temps 1" €]0,Tp] et d’une
solution & (44). Les versions linéaires des théoremes 3.10 et 5.1 assurent ’existence
(37) (45)

(39) puis (43) et enfin (46)

de solutions a la suite de problemes , pour j =

1,..,00. 0O

5.10 Données de Cauchy compatibles

On remarque que Jy est un automorphisme de H* (€, S(RS)) et on note
9, ! son inverse. On note, pour k € N* et u € (P(Q7))*, u := (u1, ..., up), Up :=
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(U, Upg) ou, pour 1 <@ < k, u; := Uq; + Up; + Uc;. On définit aussi, pour
tout k € N*  'opérateur :

Ty : (P(Q1)* — (P(Qr))*)?
u— (u, Ub,ﬁglUb)

Nous appellerons O I'ensemble des opérateurs F de P(Qr)* dans P(Qr) qui
s’écrivent pour une famille d’indices entiers ki, ..., k, : F = F, 0T}, o0...0F 10T}, ou
les F; sont des fonctions C*° de R3% dans R¥i+1. On note 9; la collection des
(0)i=o0,...,n €t de 00y.

Le théoreme suivant met en évidence des conditions nécessairement vérifiées par
les dérivées temporelles des profils.

Théoréeme 5.4 Il existe trois familles (Fj1)jen+ ken, (Gj)jen et (Hjp)jen nens

d’éléments de O telles que si la famille (U7)ogj<n vérifient la suite de problémes
(S (T))ogj<n, (Su(T))osjen alors

(Id — Py)UY =0,
pour j=1,...N etk €N
O (Id — Po)Uj = Fj(t,x,0,0,"(UP + PoUP),0 < p<j—1,
et pour j =0,... N
Ul = Gyt a, 2,00 (UL + RUP),0 < p < 4,0 < By + p < ),
pour j =0,...,N et h € N¥,
MU + PoUJ + P_UJ) = Hy p(t,2,0,0)" (U? + PUP),0 < p < j,
0<B+p<j+h).

Preuve. Les propriétés de polarisation de la couche limite caractéristique sont
tres analogues a celles mises en évidence lors de 1’étude de la propagation d’os-
cillations & une seule phase. ([11]) La présence d’une couche non caractéristique
vient cependant compliquer les choses. Aussi nous commencgons par un lemme
obtenu par 'analyse de la cascade et la proposition 5.4.

Lemme 5.2 [l existe une famille de fonctions (Sj)jeN de classe C'*° de leurs
arguments telle que

U% = Sy(t,z,U2), UL=Si(t,z,UL),
ch = g]’(t, xT, z, (Uclf, Uck)kgj_g, (8ébf)i+k<j_2, at,chj_Q, Ug, Ug) quand ] = 2, 3

Ug = ](t7 Zz,z, (Uc]f7 Uf)kgjf% (aéUég)lJrng*Q’ at7$Ug727 (65(]&774):6:172’ UC‘Z’ Ug)
quand j > 4.
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Une simple récurrence permet alors d’obtenir :

Lemme 5.3 ] existe une famille de fonctions (Sj)jen C* de leurs arguments
telle que

Ug = Sj(t’ z,z, (a}r(U(f’ Ulf))z—l—kg])

Le théoreme 5.4 résulte par récurrence sur j du lemme suivant :

Lemme 5.4 Il existe deux familles de fonctions (R;k)jen+ ken €t (Sj.h)jeN+ hens
d’éléments de O telles que pour k € N, h € N*

OF (Id — Po)U} = Rjy(t,x,0,00 (Ul + RoUY),02 (U, UP);

(47) 0<p<j—1,0<a<k+2),
Op (U] + RUY) = S u(t,, 0,05 (U] +Po 1), 08Up,Up);
(48) 0<p<j—-1,0<a<h0<B<h+1).

Preuve : on va montrer que ce lemme est vrai pour h = k+1 pour tout k € N,
par récurrence sur k. Commencons par le cas k = 0 : par (37), on a lexistence
de Rjo € O tel que

(Id — Po)Uj = Rjo(t,=,0,0% (Ul + Pon) X (UP + POUp,
(49) (Id— P)UP);0<p<j—1,0<a<?)

puis 8,U7 est déterminé par (36). (38) assure alors 'existence de F € O tel que
PU} = F(t, 2,0, (03 PoUY Jazo,1, (92 (UL + PoUY, (Id — Py)UP)) s<2)

Utilisant (49), on obtient alors (48) pour h = 1. On montre ensuite 'hérédité en
dérivant par rapport au temps. [

Remarque 5.1 Lors de l’étude de loptique géomeétrique a une seule phase, on
considere des développements de la forme

> s, 42

j=20

ot les profils U7 sont dans H>®(Q7 x SY). La résolution de la cascade d’équations
BKW fait intemem’r un opérateur de projection moyenne &p.
Notant U := 02” U(z,0)d0 la moyenne de U et U* := U — U la fluctuation,

on a les analogzes suivantes :
EU « UL + PUY
(Id — E)U, < (Id — Py)UY
U* Uy
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Le théoréme suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes que doivent
vérifier des conditions initiales pour que I'on puisse construire le développement

correspondant. Soient pour j > 0 et Uzjmt € Pinit, (S1..): Ulleo = fmt
Théoréme 5.5 Soient (Ugnl-t)ogjgj\[ € PN On définit les assertions sui-
vantes :

(1). Les fonctions (Umzt)0<J<N vérifient les relations (Rj)ogj<n 0U :

0/ UO GO(O z,z, 8 (Uznzta +P0Uzmt b))

init,c

et pour j > 1,

(Id_ PO)Uz]nztb F1]'70(0,.%',(9,({9707[p(Ugnta +P0Umzt b) <p < -7 - 1’
(B { 0<ap+20p- ) <K)

Uz]mtc - G (0 €T,z aﬁp(Uz];nta +P0Uzmtb) < p < 370 g ﬁp +p < j)
(1"). Pour 0 < j < N, Ulmm vérifie les relations (R, )ken €t POUmzt p VErifient

les relations (Rk b kEN
(2). Il existe T > 0 et une unique famille (UMogjcn € PQr)NTL vérifient
(7(T))ogi<ns (SHDNogien et (Shidosi<-

Alors (1) et (1') sont équivalents a (2). De plus, si (2) est vérifiée, T ne dépend
que de U2 + UY.

Preuve. Les relations sont nécessaires d’apres le théoreme 5.4. Réciproque-
ment, si les assertions (1) et (1’) du théoréme 5.5 sont vérifiées, le théoréme 5.3
appliqué a la famille

o

mzt

J J
Ulmt a + POUmzt Ulmt c) <IN

assure l'existence de T strictement positif et d'une unique famille (U7)ogj<n de
profils dans P(Qr) tels que pour 0 < j < N, les problemes (S7(T)), (S%(T))
soient vérifiées et

(UJ + POU] + Uzmt c)‘t 0= 0]

init’

Les profils (U7)ogj<n vérifient les conditions nécessaires du théoréme 5.4. En
particulier,

(Id — Py)UP|i=0 = 0
et, pour 5 > 1,
(Id — Po)Uj |10 = F}0(0, 2,8y (U? + P,UY),0 <j—1,
0\04p+2( —]) < k).

39



Jointes aux relations (R;), cela donne :
(Id — Po)U|i=0 = (Id = P)U} sy O

On définit Pjpit, v comme 'ensemble des données (Uijnit)ogjgjv € (Pinat) V11
vérifiant les points 1 et 1’ du théoréme 5.5. Le théoréme 4.1 découle alors du

théoreme précédent.

6 Preuve du théoréme 3.1

On va se concentrer ici sur le cas M > i, indiquant brievement en fin de
démonstration les modifications nécessaires a apporter dans le cas critique M = %.
Notons w; := e~ M (u—a®) € A™(T}) et introduisons le probleme de prolongement
parabolique :

H —e&)w. = G(t,z,a°, eMw)w. +g. quand (¢, ) € Qr
PR(T) we =0 quand (¢,x) € I'p
w. =w, quand t € (0,7p)

ou G est telle que F(t,z,u +v) — F(t,z,u) = G(t,x,u,v).v.
we vérifie PE(Tp).

Une remarque essentielle est que si le probleme est non linéaire, les non linéarités
sont multipliées par des €, ce qui assure I’existence de solutions jusqu’en 7', et cela
pour toute une gamme de € petits. On peut parler de “c-non linéarité”. Il résulte
du théoreme 3.7 que pour tout £ €]0, 1], il existe w. solution de PF(T.) ot1 T. > 0.
Compte-tenu de la condition d’explosion, on pourrait travailler directement sur la
solution et dériver une estimation & priori en ||.||s qui assure l'existence jusqu’en
T. C’est la démarche retenue dans [18]. Fidele a [11] et [10], on préfere ici revenir
a un schéma itératif dont on montre la convergence, uniformément en ¢, sur (0,7).

On commence par établir des estimations conormales pour le probleme linéaire :

(—e€+H)w. = f quand (t,z) € Qp
we: =0 quand (t,z) € T'p
we =w, quand t € (0,7p)

On notera pour A > 1, |ulo 1 := He*’\tuHLg(QT) et

[l =Y XTI 2Rl 1.
2j+k<m

Proposition 6.1 Soit m un entier. Il existe A\, > 1 tel que pour X = A\, et pout
tout € €]0,1] :

(50) €’v$wH%L,)\,T + )\\wH?n,,\,T < A_lAm(\fH?n,,\,T + \MH?n,,\,TO)-
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Preuve : Pour m = 0, I'inégalité d’énergie classique donne :
(51)  elVawllgnr + Awllfar <A No(l < fw >0 7 +uwll§ A7)

pour A plus grand qu’un Ag. On déduit alors (50) en appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

On procede ensuite par récurrence sur m. Supposons (50) vérifié pour 0, ...,m —1.
Appliquons pour 2j + k < m, 8] Z'* & I'équation. Utilisant (51), il vient

e 0] 2w o 1) + ANER 0] 2wl ) 1) <
)\,1>\0(>\2(m—(2j+k))| < f, %Z/kw >oanT | + |w||3n,)\,T0)

ot fi=&Z"%f + [H,d ZMw + [¢€, 8] ZFw.
Voyons comment traiter le terme )\Q(m*@j*k))\ < f, 8gZ'k'w >0NT |-
e Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme
)\2(m7(2j+k))’ < Q{Z'kf, szlkw >oAT
est majoré, en valeur absolue, par
(A EERIO] 2 flloar) N BTN 2wl o
soit encore par

A Les =GR OT 2 £ o am + AN IR [ 5\ 7.

(2j+k

Pour ¢ assez petit, le terme AON™~ Jwlloar est “absorbée” dans le membre

de gauche.
e Voyons comment majorer les “pires” termes de
N2m=Qi+R) | < (e 0] 7% w), 8] Z™w > a7 |
c’est-a~dire ceux qui contiennent deux dérivées normales et sont de la forme :
N2m=Qi+R)| < £ A9, BO,CO 7w, 0 2w > |
avec 25’ + k' < m — 1. Intégrant par parties, on est ramené & controler
eX2= QIR |5 50 7% o 5 11000 Z™ w)|oar
que 'on majore par

66>\m—(2j+k) |anagzlkw| |g,)\,T + €C(S>\m_(2j+k) |anag/Z/k’w| |(2),>\,T
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ou ¢ est pris suffisamment petit pour que le second terme soit absorbé dans le
membre de gauche. Le premier terme est controlé par I’hypothese de récurrence.

o Tl reste & controler A2~ IH0)| < [H, 8] Z*w, 8 2w >o 1 |.
Pour cela, écrivons A,, = An + CCnAI;L et H=H" + finﬁn ou

n—1
W= AZi+ A, Z,.
=0

On doit donc controler des termes de la forme

(52) N2m=IHR) | < [A; 75,8 Z™Fw, & Z™w >0 |,
(53) N2m=IHR)| < (A2 7, ] Z"%\w, 8] 2w >o 0 |,
(54) N2m=IHR) | < (4,0, 8 Z™w, & Z™"w > |.

Les termes (52) et (53) peuvent étre majorés par
cte)\m*@j““)\82{Z'kaa)\7T

et sont absorbés dans le membre de gauche de (50).
Pour (54), on remarque que 'on a par ’équation :

Ao w = f — How + eEw
ce qui nous ramene a des cas précédents. [

On utilise le shéma itératif (w”),>o défini par

w® :=w, quand t € (0,Tp)
0)

w’ = w.(Ty) quand t € (Tp, T)
et

(—e€ + H)w' ™ = G(t, z,a, eMw”)w’ ™ 4+ g.  quand (t,z) € Qp
w’™ =0 quand (t,z) € I'p
w'tt = w. quand t € (0,7p)

On notera dans la suite |[.|| au lieu de |[[.||fo )

Proposition 6.2 Soit > 0 fizé. Il existe Ay > 0 tel que si e™||w”||oo < p alors

elVow 7w + M G wr S AT el [Foa s + 12l

(55) (Wl + M ool lmar)?)-
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Preuve : Il s’agit d’estimer en norme |.||2 |  des termes de la forme
(56) Aol zo (G @ a, Mt )ywr

ou |a| < m. Lorsqu’on développe (56), on obtient deux types de termes :

e ceux oul w” n'est pas dérivé. Ils sont contrélés par ctelw”™!||?, | ;. et pour A
assez grand sont absorbés dans le membre de gauche de (55). h

e ceux ol w” est dérivé. Ils sont de la forme

Alelgs (4 1) 2%, 25 az (M w?)... 275 (eMw”) 20w
ou ®°(t, z) est uniformément borné dans L™ et
Bu] A+ oo+ 1B+ Il 4 o+ sl +10] < .

On doit donc majorer en |.||2 | ;- des termes de la forme

(57) Amlel g ( Moy | 275 (eMaw¥) 20w L.
On utilise les inégalités de Moser suivantes [12] :

Lemme 6.1 Soient m entier naturel, ay,...,a; dans H™(Qr) et o := (o, ...qp)
dans N" L |a| := |aq| + ... + |oq| < m. Alors pour tout A > 1

x| z2ar ZRailloar < e (Migsllailloo)|aj|lmar
i

La constante c étant indépendante des a;.
Le terme (57) se majore alors par
cte([w” Hlmar + M0 oo [0” 1)
ce qui acheve la preuve. [
Le plongement Sobolev qui suit est démontré dans [12].
Proposition 6.3 Il existe p > 0 tel que pour tout w dans E™7T,
|l < PTe)\T(‘me)\,T + |0p 0|2 1)
On en déduit par un simple changement de variable

Proposition 6.4 Il existe p > 0 tel que, pour tout w € E™T, pour tout ¢ dans
[0,1],

1
ei|lwlloo < pTM ([wllmr + VEIORWwl A T)-
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Notons que ce plongement est optimal. Prenons par exemple le cas ou n = 1.
On consideére une famille de fonctions (uf). ou le graphe de u® est un pic de

largeur /¢ et de hauteur e 1 e

u (z):=0 si |z|> g,

ut(x) = et — 25_%\35] si|z| < %

On a aiHuEHLoo = 0(1), ||u]|z2 = O(1) et Ve||u®||r2 = O(1). Aussi, si I'on veut
améliorer les estimations L établies dans ce travail, il faut nécessairement se
servir de ’équation (ce qui est fait dans le cas non caractéristique dans [18]) ou
réduire 'espace fonctionnel ambiant.

Fixons un réel p > 0 arbitraire, un réel A\; donné par la proposition 6.2, A > 2)\;
et h = supgecci (|9ellmaz + [w°]lm,x7). On choisit alors 0 < & < 1 assez petit

pour que 6M7ihpTe>‘T < min(p, 1).
Proposition 6.5 La suite (w"), satisfait
vweN, eMwlo <p, (W llmar <.

Preuve : On raisonne par récurrence sur v. La proposition est vraie pour v = 0.
Supposons la vraie pour v quelconque. Alors par la proposition 6.2, on a

elVow 7w r + Mw Ty r S AT (R + (0 o +

el ]o0)?)
On utilise la proposition 6.4 pour controler [w”™!||,. Ainsi
elVaw” o s r F A HZ o < AT (R?
(Ml + M ThT (0 + VEG i a)?)
donc

E‘waVJrlH%n,,\,T + AW”“H%,A,T <A (R

+(2|wy+1||m,)\,T + \/g|anwy+1||m,)\,T)2)
et, par suite,

E‘waVJrlH%n,,\,T + AW”“H%,A,T <A (R

+8Jw 7w + 2¢|0pw” T, \ p)
d’ou

1 _
el Ve G + A G S AT+ 8w [T,y )
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ainsi [ a7 < § et VE[Vow T mar < § dot

aM\rw“+1\!oo<sM7pTe”h po O

On obtient alors classiquement une solution réguliere de P¥(T") qui vérifie par
passage a la limite eM||w”|| = O(1) et ||[w”|[mrr = O(1). Les dérivées nor-
males itérées sont estimées ensuite, par récurrence, par 1’équation. [

Dans le cas critique M = 4, la démonstration est similaire & la précédente sauf
dans le controle ||.||o : on joue sur le temps ne disposant plus assez de e. [

7 Preuve de la proposition 3.4

e On commence par montrer le point 1 : pour cela on note que par les propo-
sitions 3.6 et 3.3, on peut construire une famille (Uzjmt = Ufmt ot Uzmt b)0<J< N
vérifiant les points 1 et 2 du théoreme 5.3.

e Le point 2 découle de la définition tandis que le point 3 se montre comme
le point 1.

e Pour le point 4, on procede comme suit. Grace au point 3, on construit, si besoin

est, des profils (Uznzt)N+1<_]<N/ tels que & > M et que la famille (Umzt)0<J<N’

soit dans Prip 7.

On applique le théoréme 4.1 puis le théoreme 3.4 de facon a obtenir un réel
T > 0 et une famille de profils (U7)o<j<ns dans 73(QT)NI+1 tels que

Ul—p = pour 0 < j < N’

U
zmt
et tels que la famille (a.). définie par
Tp @
Z VEUW (b, 2, )
J=0 Ve
vérifie
£eaf =M R, quand (t,z) € Qp
a® =0 quand (¢t,z) € T'p
ou R, € H™(T).

On en déduit, pour tout entier naturel j, pour tout z € R,

(8]{@6)&:0(1’) - 5j(A51En,n) (O x)ar%] znzt( )+Hj(€,1’, (6aa§nit(x))a61j)
(58) + MR(x)
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ol [j :={a € N/ |a| < 2j;an # 25}, a5, := acli=o et RS := (0] Re)|i=o-

.+ eMype , Vvérifie

On cherche (r{,,,) tel que v ini

init — a’fni
{7 (Ag " Bun)? (0,2).87 (uf30) () + H;(e, 2, (0% uGnip)act;) =0 = 0.

Tenant compte de (58), cela revient a des identités de la forme

{9 (AgEnp) (0, 2).0%97¢ ., ()

n 'init

+3 M (e, 2, eM (0775, (2))aer, » (070550 (2))ac, )- 0T it (2) Haw—0 = R5(y,0)

ou les fonctions H?’a sont de classe C°.

On montre par récurrence que l’on peut construire une famille de fonctions
(7%)eel0,1[,0<j<m dans H>(R" 1) tel que, pour tout y € R* 1,

roy) =0 et, pourj>1,
&l (AalEn,n)J (07 Y, 0)3,?7“8(3/) + H] (87 Yy, 0, (6au(€](y))a\61j) =0

»

k

_1
sup ||T8||HS(R"—1) + Ze 2||T]f;||Hs—k(]Rn—1) < 00.

€€]0,1] =1

Les rj peuvent étre définis par récurrence sur j, en imposant que les 7"§ , pour les
indices de j impairs, soient identiquement nuls. On vérifie, pour tout j, que

J
_1
sup 75|z -1y + > €21l primk gn-1) <o,
€€]0,1] =1

grace a des inégalités de type Moser/ Gagliardo-Nirenberg.

On conclut avec le lemme 3.3. O

A Preuve du théoréme 3.9

Nous allons esquisser une preuve du théoreme 3.9 qui est un cas particulier
du théoréme de [9]. Le point important est le caractére semilinéaire du cas étudié
ici qui permet de préciser la condition d’explosion. C’est ce que met en évidence
les lignes qui suivent. Une solution de régularité finie est obtenue au moyen d’un
schéma itératif dans lequel le controle en |||/« est déterminant.

On va utiliser des espaces de type Sobolev pour lesquels une dérivée normale
vaut deux dérivées conormales.
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Définition A.1 Soit H*™(Q7) := {u € L?(Qr)/ VI<k/ Zwe L*(Qr)} et
E™T = {u € H™(Qp)/0%u € HO™2*(Qr) V0 < 2k <m)

muni de la famille de normes a poids :

’u‘EL,)\,T = Z )\m_k_ﬂ\’e_ktzkaiﬂ”m(m)-
0<k+2l<m

Théoréme A.1 Soit T est un temps strictement positif, une fonction f € E™T
et u € E™T solution de (19). Alors il existe un temps Ty > T et un unique
prolongement de u (en une fonction encore noté u) dans E™T0 solution de

{ Hu = F(t,z,u) + f(t,z) quand (t,x) € Qp,

(59) M(t,y)u = g(t,y) quand (¢t,z) € 'y,

De plus, si T* := sup{Ty > T/ il existe un prolongement de u en une fonction de
E™T0 encore notée u solution de (59)} est fini, alors lim;_p- u|| oo () = +00.
Dans le cas linéaire , T* = oo.

Remarque A.1 Siles espaces E™T sont satisfaisants pour le probléme de pro-
pagation, on attire 'attention du lecteur sur le fait qu’il n’en est rien pour le
probléeme de Cauchy. En particulier, la régularité en temps peut étre mesurée en
norme L.

Preuve : on va se concentrer sur I'existence. L’unicité et la caractérisation de
I’explosion se déduisent de maniere classique. On se raméne au cas ou u est nulle
pour t € (0,T).

Suivant [24], on peut supposer sans perte de généralité que

Ids, 0 0
An(t,y,0)= | 0 —Idy of, M= [Idg+ 8]
0 0 0

- v _ .
On écrit u = [w] avec v € RE=% ¢t p € R%, On commence par le probleme
linéaire :

Théoréme A.2 Le probleme linéaire

(60) Hu = f quand (t,x) € Qp,
(61) Mu =0 quand (t,z) € 'y,
(62) u=0 quandte€ (0,7)

admet une unique solution régquliére . Celle-ci vérifie les estimations

A
YmeN I,/ YA Ap, ‘u’ﬁ,A,TO < )\_‘f‘gb,)\,To'
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Preuve : il s’agit d’estimer pour 2k + |I| < m le terme

XN Zhu| 5y -

Estimation L?
C’est un cas particulier de [24].

k=0

Z' vérifie (60)- (61)- (62) avec f := Z'f + [H, Zf]u en lieu et place de f. L’es-
timation de ce dernier commutateur assure que f € L? et avec I'estimation L2
que

C
—2k—1 )l
A2kl 7 u‘OE,A,TO < X’f’ﬁ,A,Tg'

k#0
On estime séparément les dérivées de v et celles de w. En écrivant les matrices
par blocs, (60) se réécrit :

Z Aj’[l]Zjv + Z Aj’ijw + BWy + By 4+ €d,0 = fI1,
7=0 =0

Z Aj’[?’}Zjv + Z Aj’[‘quw + BBly 4+ By = f121,
j=0 J=0

ot € est la matrice de taille (L—dg) x (L—dp), diagonale € = diag(Idy, ,Idg_,04,).
On abrégera I'écriture précédente en

(63) AN zy 4+ AP Zw + BWy + BRIy + 9,0 = fIU
(64) A[S}Z’U—FAMZU)—FBB}U_|_B[4]w — f[Z]

v:-ona |anv|ﬁf2,,\,T(J S %Wn”ﬁfl,,\,%
De plus, [9,v% | | 17, beut étre estimé grace a (63).

w : notons X := AMZ + BM. X est un opérateur symétrique hyperbolique pour
lequel le bord {z,, = 0} est totalement caractéristique. Alors (64) se réécrit

Xw = f[2] — ABl zy — BBy
ainsi
(65) lanxwlfm—Q,A,To < (’u‘ﬁ,)\,TO + ‘f‘ﬁ,)\,TO)'

Ensuite, on a que X0FZlw vérifie X0k Zlw = f on f := 0FZ'Xw + [X, 0k Z"w.
Ecrivant k = k' + 1, on a

f = (0,)F 210, Xw) + [X, 9F Zw.
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Le premier terme est controlé par (65) (2k’ +1 < m — 2). Pour le second, on écrit
(X, 082 \w = [AM Z, 0F 7' \w + [BY, 8 Zw.

Voyons comment controler le premier terme qui est le “pire” (il contient une
dérivée supplémentaire). [AYZ, 0% Zw est une somme de terme de types

((9n)1 21 AW (00) 2 2" Z)w

avec ky + ko =k, I3 + 1o =l et 0 < 2k; + |I1| < m. L’estimation L? appliquée &
X donne alors 'existence de A, tel que

C
YAZ A [(00)F ZMwls < X(‘u’ﬁ)\,% + ‘f‘EL,)\,TO) U
On utilise le shéma itératif :

Hu' T = F(t,z,u”) + f quand (t,z) € Qr,
Mu*t™ =0 quand (t,z) € '
u’™ =0 quandt e (0,7)
initialisé par u® := 0.
Soit R un réel positif. Les deux lemmes suivants sont démontrés dans [9].

Lemme A.1 I existe un réel | > 0 tel que, pour tout A > 1, si |u|lcc < R on a
E E
[F (@ u) [y < Ul

Lemme A.2 Il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout u dans E™7T0 |u|s <

cTOeAT°|u|EL)\TO.

On considere \ tel que ﬁl < %, w=2|f|E et Tp tel que ¢Tper® < R.

m,\,00

Lemme A.3 La suite (u”), vérifie , pour tout v € N, [u”]oc < R et |u”|E | 1 <
W

. : 4 : v v|E
Preuve : on raisonne par récurrence. Si [u”|o < R et |u mAT, < p alors par
le théoreme A.2, on a

A

1\E E E

[ gy < U gy + 1 ) < 1
d’ott par le lemme A.2, [u* |y < cTpeMop < RO
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B Preuve de la proposition 3.3

Soit x une fonction C*° & support dans | —1, 1[ et telle que x(z) = 1si [z < 1.
Soit (M;);en une suite de réels positifs tels que, pour tout j, pour tout z, > 0
et tout m entier naturel tel que 0 <m < j — 1,

: 1
(66) |0 (2 x (Mjjwn)) |- 1105 rs (1) < 55+

Une telle suite peut étre construite de la maniere suivante : si M 7=1 est construit,
on remarque que 0 (x7,x(M;xz,) est une conbinaison de facteurs de la forme
(67) o Mx® (M)
avec k+l=m<j— 1
On a que x¥)(M;z,) = 0 si |z,| > -
J
Notant [; := max0<k<j||x(k)||Loo(R), le terme (67) est donc majoré, en valeur
1.
absolue, par W

J
Si M; > 1, on a donc, pour une constante c¢; adéquate, pour tout x,, > 0,

, L.
|05 (@ x (Mjzn)| < ¢

J

I suffit ainsi de choisir M; suffisamment grand. On définit, pour tout j entier
naturel, la fonction

b; (Y, zn) == x?@'X(ijn)'bj (y).

Ces fonctions b; sont C° sur R’} et vérifient, pour tout m entier naturel,

Sup G j(xn) <00 ol
72020
am,j(€n) = 10505 (., 2n)|| m ey

En effet, pour tout m entier naturel, la fonction

Im(Tn) 1= Z SUp ()
0<j<m "1 20

est bornée uniformément sur R’} par une constante Ci,. Scindant la somme selon
que j <mou j = m+ 1, on obtient

Sup amj(zn) < Cp+ Z SUP G j(Tn)-

j>0 n>0 jzm+1 %20

Or, pour tout j > m + 1, on a, avec (66),

m m j 1
g (2n) < 107705 ( 2l s -1y = 107" (@t x (Man)) 165 15 en1y < 55
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Ainsi

1

Zsup amj(xn) < Cp+ Z —

720 n>0 jema1
< 0.

Le théoreme de différentiation terme a terme assure alors que la fonction

b(y7 .%'n) = Z bj(y7 .%'n)

J20

est bien définie et appartient a H*°(R"}). De plus, pour tout k entier naturel,

Opbla,—0 =Y Objle,—0 =bx O
>0
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