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INSTABILITE SPECTRALE SEMICLASSIQUE
POUR DES OPERATEURS
NON-AUTOADJOINTS I: UN MODELE

par

Mildred Hager

Résumé. — Dans ce travail, nous considérons un opérateur différentiel
simple ainsi que des perturbations. Alors que le spectre de 'opérateur
non-perturbé est confiné a une droite a l'intérieur du pseudospectre,
nous montrons pour les opérateurs perturbés que les valeurs propres se
distribuent a U'intérieur du pseudospectre d’apres une loi de Weyl.

Abstract. — In this work, we consider a simple differential operator as
well as perturbations. While the spectrum of the unperturbed operator is
confined to a line inside the pseudospectrum, we show for the perturbed
operators that the eigenvalues are distributed inside the pseudospectrum
according to a bidimensional Weyl law.
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Introduction

Il est bien connu que pour des opérateurs non-autoadjoints, la norme
de la résolvante peut étre tres grande méme loin du spectre. Par exemple,
dans la théorie des opérateurs elliptiques non-autoadjoints, ceci constitue
une difficulté théorique importante (voir par exemple [1]). Le sujet a
regagné de l'actualité avec des travaux sur les résonances d'une part, et
d’autre part par des contributions dans les mathématiques appliquées et
I'introduction par N. Trefethen de la notion de pseudospectre [15]. Parmi
les nombreuses autres contributions, on peut citer S. Reddy, P. Schmid
et D. Hennningson [7] qui ont appliqué cette notion a l'opérateur d’Orr-
Sommerfeld, et ont mis en évidence numériquement ’'instabilité spectrale.

E.B. Davies a étudié des opérateurs de Schrodinger a potentiel com-
plexe ([3]), et a construit des quasimodes prouvant que le pseudospectre
est dans ce cas beaucoup plus grand que le spectre. M. Zworski ([18])
a observé que la condition d’existence de ces solutions locales asympto-
tiques s’interprete comme une condition de commutateur de Hormander.
Ceci a servi comme point de départ pour généraliser ce résultat a des
opérateurs pseudodifférentiels (dans le cadre semiclassique) et a plusieurs
dimensions par N. Dencker, J. Sjostrand et M. Zworski ([11]). Voir aussi
le travail récent de L. Trefethen ([17]).

De maniere équivalente, le pseudospectre peut s’introduire comme une
région d’ « instabilité spectrale » (voir [4]). Ceci explique I'importance
de cette notion pour des calculs numériques involvant des matrices non-
normales. Notamment pour des matrices de Toeplitz, intervenant lors de
discrétisations d’opérateurs différentiels, le pseudospectre semble pou-
voir jouer un role important dans I'étude de la stabilité du probleme
d’évolution discret correspondant ([16]). Davies ([5]) propose une ap-
proche directe des problemes d’évolution utilisant le pseudospectre, et les
travaux antérieurs de Tang-Zworski ([13]) et de Burg-Zworski ([2]) illus-
trent bien les difficultés pseudospectrales pour les problemes d’évolution.
M.Zworski observe aussi que lors du calcul numérique des valeurs propres
de certains opérateurs différentiels dans le cadre semiclassique, il semble
y avoir un phénomene de migration des valeurs propres vers le bord du
pseudospectre, dans la limite semiclassique([19]). Ce phénomene nous
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a motivé d’entreprendre une étude des perturbations d’opérateurs non-
autoadjoints.

Nous allons examiner ici le comportement spectral d'un opérateur-
exemple sous des perturbations a noyau oscillant, et nous allons trou-
ver une asymptotique de Weyl pour le nombre de valeurs propres de
I'opérateur perturbé dans un domaine a l'intérieur du pseudospectre;
pour ce genre de perturbations il n’y aurait donc dans notre cas pas
forcément de migration des valeurs propres vers le bord.

De plus, nous étudions dans le théoreme 1 I’étendue maximale de la
zone sans valeurs propres de 'opérateur perturbé par une perturbation
ayant un seul noyau oscillatoire.

Considérons I'opérateur non-formellement-autoadjoint dans L?(S!)

10

P =hD, L he(0,1],D, ==-—.
+9@), he(0,1] D, =~

(0.1)
Nous supposons :

Hypothése 1. — g(x) est un potentiel analytique (a valeurs dans C)
tel que
Img" #0, (0.2)
sauf en deux points critiques a,b € S', avec
Img(a) < Img(x) < Img(b),Vo € S* .
Nous introduisons le symbole semiclassique

p(x,6) =& +g(2), (2,6) € TH(S") . (0.3)

Définition 1. — Le pseudospectre semiclassique X C C de P est défini
par

Y= p(T*(S1)). (0.4)
Ici ce sera la bande
Y ={Img(a) <Imz<Img(b)} , (0.5)

et le spectre se situe a l'intérieur de ¥ (ce que nous allons montrer dans
le paragraphe suivant).
Nous dénotons par o(A) le spectre de A.

Pour 2z € X, nous introduisons les points pi(z2) = (v4,&y) € T*(S1)
donnés par

px(2) € p7H(2); Flmg'(zs) > 0. (0.6)
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(o]
Pour I' C ¥ un ensemble nous définissons

P (T) :=A{(p-(2), p1(2)); z €T} (0.7)
qui est homéomorphe a I'.

Si I est un ouvert, alors I'_ (I') est une sous-variété symplectique de
T*(S") x T*(S") pour la forme symplectique d§ Adz —dnAdy (voir (4.2)),
et nous notons |['_, | le volume symplectique correspondant.

Nous introduisons la projection

Mgy : TH(SY) x T*(SY) — St x ST, (0.8)
(z,&,y,m) = (z,y) .
Théoreme 1. — Soit v C X une courbe de la forme

Rez = f(Imz),Imz € [d' V], Img(a) < da' <V < Img(b) (0.9)

ou f est analytique.

Alors il existe un voisinage U C S'x ST de 7 =TI (5,4)(T—4+(7)), € > 0,
Co > 0, une fonction ¢ analytique dans U (et independante de z) avec
Imep >0, et x € CX(U) (indépendant de z), x = 1 prés de 7 tels que :

SiQ: L*(SY) — L*(SY) a le noyau intégral

k(z,y) = x(z,y)er?@Y (0.10)

et si 6 =e "7, pour 0 < € < €y, alors pour h assez petit en fonction de €
on a :

o(P+éQ)NV. =0, (0.11)
ou V. ={z¢€¥; dist(z,7) < Cig}

Ensuite nous considérons une perturbation 6@, oun @ = Q(e),
0 <e<e¢ << 1 est lasomme de plusieurs termes oscillants :

Hypotheése 2. — Soit

Q= ZQj L L2(SY) — L*(SY) (0.12)

avec ,
ka,(w,y) = ax(z — z;)x(y — y;)et
le noyau intégral de Q;, ot x € CX((—m,m)), x = 1 sur [-5,5], est
indépendant de h. La phase est de la forme
2

oj(w,y) = &§(r —2;5) + %(fﬁ — ;) =iy —yy) + %(y — )",
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avee (25,&;) # (2, &), (5,m5) # (k). V5 # k, et o est tel que
1Q;Il = 1 (domec o ~ (zh)"2). Iei N = N( € N,
(z;,&), (y;,m;) € R? dépendent de € mais pas de h, alors que x, «
ne dépendent pas de €.

Hypotheése 4. — Soit I' CC X un ouvert simplement connexe de bord
v =0I" € C*. Nous supposons alors que pour 0 < € < €,
\/E
reoe U B((@shmang)

1<<N(e)

ou, C' devra étre choisi assez grand. De maniéere générale B(xo,1) désigne
la boule ouverte de centre xq et de rayon r.

Finalement nous supposons pour chaque € > 0 une hypothese 3 (dans
la section 7) remplie de maniere générique que nous allons énoncer.

Théoréme 2. — Nous supposons que P remplit [’hypothese 1, que la
perturbation Q remplit les hypothéses 2, 3, 4 et que 6 = e~ avec € > 0
assez petit indépendant de h . Alors le nombre de wvaleurs propres de
P +6Q dans T vérifie

#o(P0Q) D) = L@+ oY) (013)

pour h assez petit en fonction de €. Ici |[I'_(T")| désigne l'aire symplec-
tique de T'_(T") pour la forme d§ A dxz — dn A dy.

Pour prouver ces deux résultats, nous allons procéder de la maniere
suivante :

Nous commencons par prouver l'existence de solutions locales de
(P —2)u =0 pres de xy, et de I’équation adjointe pres de z_. Ceci nous
permettra de formuler un probleme de Grushin. Nous allons d’abord
montrer I'inversibilité pour les problemes de Grushin locaux pres de x.
Ensuite nous allons construire un inverse exact global.

Ceci nous permettra alors de relier le spectre de P aux zéros de 1’ha-
miltonien effectif, qui sera ici une fonction C — C.

Nous considérons ensuite 'opérateur perturbé par une perturbation
0Q, @ étant borné, et montrons que le probleme de Grushin reste bien-
posé. Nous pourrons faire un développement perturbatif de I'hamiltonien
effectif, et nous allons expliciter le terme de premier ordre.

Nous construisons ensuite la perturbation du théoreme 1.
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Apres nous considérons une perturbation remplissant les hypotheéses
2, 3, 4 qui nous permettront, a I’aide de la méthode de la phase station-
naire analytique, de prouver la domination du terme de premier ordre
perturbatif.

Pour terminer la preuve du théoreme 2, nous allons construire des
fonctions qui rendront holomorphe I’hamiltonien effectif non-perturbé,
respectivement perturbé. Ceci nous permettra, avec les estimations
précédentes, de relier ses zéros aux zéros d’une fonction holomorphe
bornée par un poids sousharmonique, et 'atteignant presque en certains
points. Le nombre de zéros pourra alors étre exprimé en fonction de
I'intégrale du laplacien du poids correspondant.

Nous terminons par la preuve du théoreme 1.

Dans un prochain travail nous généralisons le théoreme 2 en prenant un
opérateur non-perturbé plus général et des perturbations « aléatoires ».

Remerciements : Ce travail fait partie de la these de I'auteur préparée
sous la direction de J. Sjostrand.

1. Pseudospectre et solutions BKW

1.1. Définitions et Hypothéses. — Toutes les normes non-indexées
seront par défaut des normes L?(S') respectivement L(L?). Soit
g : S* — C une fonction analytique, et soit P donné par (0.1).

P admet comme domaine naturel I’espace de Sobolev semiclassique

H,,(8") = {u € L*(S"); Jullmy, = lull + [|hDoul| < oo} . (1.1)
Le spectre de P est
1 2m
o= {z=(g)+nhine 7}, (g) = %/ o)z . (12)
0

Ceci se voit de la maniére suivante : soit T' la bijection sur HY donnée
par

Tu(x) = e_%fz(g(y)_@))dyu(:p) (1.3)
(qui est bornée pour h € (0, 1] fixé).
Alors
T-'PT = hD, + (g), (1.4)

qui a le spectre ci-dessus.
Nous rappelons :



INSTABILITE SPECTRALE SEMICLASSIQUE 7

Hypothése 1. — g(x) est un potentiel analytique tel que
Img #0, (1.5)
sauf en deux points critiques a,b € St, avec
Img(a) < Img(x) < Img(b),Vo € S* .

Dans la suite nous identifierons souvent a et b avec les points dans R tels
que a < b < a-+2m a laide de lapplication naturelle S* = R /277 — R.

Le crochet de Poisson {p,p} de p,p est donné par

1 1 B _
Z{p,p} = g(pgpw — PaPe) = Im (pep,) - (1.6)

Dans notre cas zii{p,]_a} = —Im ¢'(z) et 'hypothese 1 implique que
o _ 1 _
V2 e X, pmi(2) = {p(2), p-(2)}, avec + ;{p,p}(Pi) >0, (1.7)

car Im(g(z) — 2) a, pour chaque valeur de z, exactement deux zéros non
dégénérés x ., x_ avec

Im (g(z4) — 2) =0, Flmg'(z+) > 0, (1.8)
et nous pouvons poser
p+ = (7+,&x), &+ = Rez — Reg(zy). (1.9)

Nous allons restreindre la variable spectrale z a un domaine simplement

connexe {2 CC X (donc avec dist (2,0%) > 0 afin de séparer les points
x4 dans 'espace).

1.2. Solutions locales. — Nous allons montrer que grace a I'hy-
pothese 1 il est possible de construire des solutions « BKW » locales des
équations (P — z)u = 0, (P* —Z)v = 0 dont la norme L? est concentrée
pres de z, et pres de x_ respectivement.

Nous cherchons une solution locale de la forme

u(z, z;h) = e(z; h)e%“"(m’z), c>0. (1.10)

Le formalisme BKW n’est pas nécessaire dans notre cas, mais utile pour
indiquer une généralisation a des opérateurs plus généraux.

Pour obtenir une solution non-triviale de (P — z)u = 0, la phase doit
remplir 1"équation eitkonale

'(z) + g(z) = plz,¢'(z)) = 2 . (1.11)
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En imposant p(x,) = 0, et avec ¢'(z4) = £, € R, la partie imaginaire
de la phase (qui détermine la croissance de u) est fixée par sa deuxieme
dérivée :

Do 1 _ r 1, _
Im " = —Im (p_g) = ———Tm (p.J) = W;@.{p,p}, (1.12)

en dérivant 1’équation eikonale pour la premiere égalité.
Soit I, un intervalle ouvert indépendant de z avec x(2) € I, z_(z) ¢
I, Vz € Q. Considérons sur [

er(x) == cp(z; h)e_%f’a(g(i)_z)dj =cper?t . (1.13)

La partie imaginaire de la phase décroit (localement de maniere quadra-
tique) en s’éloignant de z et il est possible de choisir

co(zh) ~ h73(2(2) + het (2) +..) > 0 (1.14)

tel que |leq | p2,) = 1.
En effet, la méthode de la phase stationnaire implique que

¢ = (w)% . (1.15)

™

Lemme 1.1. — e, € H.(I,) est la solution « BKW » normalisée
(dans L*(1,)) a (P —2)ey =0 sur I, .

Etant donné que +{p,p}(p-) = —3{p,B}(p-) > 0, il est possible de
construire une solution BKW normalisée a (P*—Z)u = 0 sur un intervalle
ouvert I_ avec z_(2) € I_, x,(2) ¢ I_, Vz € (2, de la forme

e_(x) == c_(z h)eii.f;f IO _ o i el >0 . (1.16)

La partie imaginaire de la phase est positive sur I_, et —Im ¢” est donnée
par (1.12). ¢® vérifie 'analogue de (1.15).

Lemme 1.2. e. € H(I.) est la solution « BKW » normalisée
(dans L*(I_)) a (P* —Z)e_ =0 sur I_ .

Nous avons
e_ € Df{((P - 2) Cgo([f))l, (1.17)
ol R et MM désignent 'image et le noyau d’un opérateur. Nous allons

utiliser ces deux solutions dans le paragraphe suivant pour la posée d’un
probléme de Grushin.
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2. Enoncé et résolution du probleme de Grushin

2.1. Probleme de Grushin. — La question d’inversibilité de P — z
peut étre reformulée grace a un probleme de Grushin associé. Soit
P:(P_z R_>:H;C><C—>L2><(D (2.1)
Ry 0

un opérateur borné. Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 2.1. — Supposons que P admet un inverse borné
_( E E;
=(7 £.)
PE = ]-L2><(D et EP = 1Hslc><®'

Alors P — z admet un inverse ssi E_, : C — C est inversible.

Démonstration. — Nous avons :
RiE=0; RiE, = 1¢,
EFER_=0; F_R_=1¢,
(P—2)Ey =—-R.E ,; E(P—z2)=-E R,
(P—2)E+R_E_=1;2; E(P—2)+ E{Ry =1 .
Si E_, est inversible, alors la troisieme ligne nous permet d’exprimer

R, en fonction de P — z. En insérant ceci dans la quatrieme ligne nous
obtenons

(P—2)(E—E.E"'E_) =1
(E—E.E\E)(P—z2) =1

ce qui donne un inverse explicite de P — z. Inversement pour P — z
inversible la troisieme ligne donne F. en fonction de F_,. En utilisant
RiF, =1et E_R_ =1 nous avons :

—~(R.(P-2)"'R)E_, =—-FE_ (R (P—2)"'R.) = 1¢.
O

En montrant que P est inversible nous aurons donc réduit le probleme
spectral a déterminer le domaine d’inversibilité de £ .
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2.2. Décomposition en problemes locaux. — Nous allons
décomposer le probleme de Grushin en deux problemes locaux pour
lesquels un inverse a droite va étre construit.

Soient J; C (b,a+ 27), J_ C (a,b) des intervalles ouverts tels que

{z1(2);2 € Q} C Jy . (2.2)

Soit x+ € C°(1+) avec x+ = 1sur Jo, tels que supp (x4 )Nsupp (x_) = 0.
Nous fixons Iy = S\ J..

2.2.1. Résolution sur I,. —

Lemme 2.1. — Pourv e L*(1,) , v, € C le probléme

{ (P—2)u=v (2.3)

Riu=vy
avec
Rewi= (uxses) = [ ulo)(o)eso)ds (2.4)
It
admet la solution unique
w=Fv+ Fov, € H.(I,) (2.5)
et
17 < md oW,  (26)
L1 < —, 1 = . .
La(Iy)—Hi (I+) Vh FIC—H(I4)
Démonstration. — Le probleme
(P—2)u=0
[P .
admet la solution unique
1
u=Fv, = vieq, (2.8)
(€4, X+€4)
tandis que le probleme
(P—2u=v
(1o "
admet la solution unique
uw=Fv:=(1—F.R,)Fu, (2.10)

ot F' sera defini par la suite.
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En supposant x, = 0 et z = 0 pour alléger les notations, la solution
générale a Pu = v s’écrit

0

B %/ ekl 9@ v(y)dy + Dieq
0

= Fo(z) + e, .
F admet le noyau intégral

Loi T @)di Lo i [T g(7)dE
k(x,y) = 7 e Jy 9@ Lo<y<a} 7 eh Jy o1 La<y<oy

donc, par le lemme de Schur ([6], tome 3, p.74) sa norme L? est majorée

par
(s [ 16600 (s [1e i) 2

Grace au fait que x, est supposé étre un zéro non-dégénéré de Im g,
nous obtenons

1 Im g(z)
—<-—LZ <
C x =
ce qui implique (il suffit de considérer z > 0)
L [®1m g(3)dz
|k, y)| = e fu @y (2.12)

_ 1 T &% _ 1 _
<eon Wy S e TR T gy,

donc

T 1 x ) . .
/ |k(z,y)|ldy < —/ e~ 20n @ Y ) gy
0 h J,

<

De maniere analogue pour = <0 :

0 ]. 0 1 2 2 ‘x‘ 1 2 2
/ |2, y)|dy < %/ e 2o (" ) dy — %/ e dy | (2.13)
T T 0
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ce qui donne la méme estimation.
Nous avons donc que

’ C
su klz,y)ldy < — . 2.14
sup [ k(e iy < - 214

De maniere analogue (avec la convention que g — z est nul en dehors de
I, ) nous avons pour 0 < y < V/h, avec dI, = {c,d} , c < d,

¢ 1
Sup/ ‘k<x7y>|dl’§ﬁ/ ehffImg dxdl’

y<vhJy
< l/C>o e~ 7on (@ = (V) gy
=)

e [ 9
< ~2cR®
< /0 e x
_1 . [Crh _ C
—e — < —
~h 2~ Vho
et pour y > vh
2Ch e
sup |k z,y)|dz < sup —ezn?’ [——e 2%”}
y>vh/y y>vh Yy T=y
2C < 2C .

Pour y < 0 on obtient les mémes estimations.
Donc

- C
1F | 2(r)—r2y) < 7

ce qui implique, en utilisant lidentité PFv = v ,

1P|l 220,y 10y = | Ell + [|RDF||
<[+ 111 = g(x
C

)F|
C
(1+7) N
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Finalement

1l 2t -y < (U4 1P Ryl - i) 1 22—y
_C
g \/E b

ol nous avons utilisé que

1
IFs Bl —men < g—=—s eeleaplledlm,
et
Dy = (et x+e4) =1— |C+|2/ (1= xy)e #mer@dy =1 4+ O(e77n),
Iy
(2.15)
car sur supp(l — x;) lexposant est strictement négatif, et
_c
o =1+0(e 7). O
2.2.2. Résolution sur I_. — Pres de x_ la situation est analogue pour
(P* — Z) que pres de z; pour (P — z).
Lemme 2.2. — Pourv e L2, (I_), le probléme
(P—2u+Ru_=v (2.16)
ou
Ru =u_xe ,u €C,
admet une solution unique (u,u_) € Hl, ,ppp(1-) X C :
u = G, (2.17)
u_ = G_v, (2.18)
et, en tant qu’opérateur L2, (1_) — H}, .omp(1-)
C
Gllpep < — 2.19
IGllizmn, < = 2.19)
ainsi que, en tant qu’opérateur L2, (I_) — C :
IG_[le = O(1) (2.20)
Démonstration. — Pour x < x_ nous avons l'unique solution a
(P—zu=19,v¢€LZ,,,(I-) qui s’annule pres de inf(I_) :
wiw) =7 [ F B0y — Gty 221
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alors que pour x > x_ nous avons l'unique solution qui s’annule pres de
sup(/_) :

mu%=%/<’%gwﬂﬂﬁmwwpﬁéﬂ@m (2.22)

les parties réelles des deux exposants étant négatives dans le support de
0.
Afin d’obtenir une solution continue a support compact dans I_, il faut

imposer que

[e.e]

0= o) ~usle) = 3 [ e HETUO g )ay

(B,e_)

h ~ he_(h)
(bien défini car v € L2, (1)), ce qui donne, en introduisant
1 1
u_. =G_v:= m@}, €_> = D—<U,€_> s (223)

une solution continue

u=Guv=G(I—-R_G_)v,

u_ =G_v,

otl G est donné par les expressions (2.21), (2.22). En observant que G a
le noyau intégral

Loi [T (i) Lo i @)di
ke, y) = he O oy = e B IO

h
qui est semblable au noyau intégral de ’adjoint de F' (en remarquant que
Img'(xy) ~ —Img'(z_)), nous pouvons utiliser les estimations du para-
graphe précédent pour trouver que la norme L2 de G en tant qu’opérateur
agissant sur C2°(1_) vérifie

~ C
G| < —, 2.24
1G] < 7 (2.24)
ainsi que
C c’
Gl < —=, [Gllze—ny, < — (2.25)

Vh

En remarquant que

T

ce qui reste valable pour son extension a L?

comp*
supp (Gv) € ch ({z_} U supp (v)) (2.26)
ou ch désigne I'enveloppe convexe, nous avons
G : L?Omp(l—) - Hslc,comp(‘[—) ° (2'27)
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O

2.3. Inverse global. — Nous allons construire un inverse a droite a
I'aide des inverses locaux sur 1.

Nous paramétrisons S' en identifiant a a l'origine de 1'axe réel et en
choisissant le sens positif de parcours. Nous choisissons une partition de
I'unité ¢y € C°(11), Py + - =1, telle que x4+ < ¥4, ol ¢ < ¢ signifie

supp (¢) Nsupp (1 — @) =10 . (2.28)

Nous commencons par résoudre le probleme

{ (P = 2)u = thyv

Riu=uvy
sur 1, :

uy o= (1= x-)Fpyv+ (1 = x-)Frog
Riuy = (ui, xv€4) = vy
(P - Z)ul =Piv — [P7 X—]Fw-l-v - [P7 X_]F+'l}+ )
(en utilisant x; < (1 — x_) et by < (1 —x_) car x_ < ¢_).
Avec (2.26), nous pouvons « corriger U'erreur » sur /_ en y résolvant
le probleme
(P = z)uz + Rou = ¢ v+ [P x_[Fv+ [P x-]FLo, .

Nous avons la solution

uy = G(p-v + [P, x| Fprv + [P x-|Fyvy)
u- = G_(Y-v+ [P x-|Fpv+ [P x-]Fivy) ,

et R uy = 0 car supp (ug) Nsupp (x4 ) = 0.

Proposition 2.2. — P est inversible dinverse

_( £ Ey
=(e £ )
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donné par :

h 1
E = _+—=X_F 1—x_)F El2em =0(—),
6 (V- + TP ) + (1= F e B, = O(72)
h
Eo=(0—-x)F+ G;XLF+7 1E+]| =0(1),

h
B =G (6 +=xPdy), ||| =0(),

h h

By =G P = —prp(epen). |- = O(),

Démonstration. — Avec x' < 1_ il est clair que £ est un inverse a
droite.

On montre facilement que P est un opérateur de Fredholm d’indice 0
et donc &£ est aussi un inverse a gauche. O

E_ sera composé de deux intégrales dans lesquelles X’ est non-nulle,
et en étant attentifs lors de l'identification des intervalles sur 1’axe réel
et sur S' nous obtenons :

B, - _ .hc+c_ </ o et I 0@ ~4 7, 0@z g
DD \Jr,nr_

+ / X e
Iin(I-+2m)
hey? (Jffj (9@)=2)dz _ ~f [I T (g(@)—2)dz )

'LD+D_

LT @)= 2)dE o~ [T (9(@)-2)dE dx)

9

étant donné que lintégrale sur x’ donne —1 sur I, N 1_ et 1 sur
I, N (I_ 4 2m). Le préfacteur est O(v/h) car e = O(h™7).

Notons que E_, est exponentiellement petit dans X, mais les zéros de
E_ se situent exactement en z € o(P) et sont donnés par une condition
de quantification de type Bohr-Sommerfeld :

T_427
% (9(x) — z)de =2whn, neZ, (2.29)

équivalente a (1.2).
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3. Perturbation

Considérons une perturbation 6Q, ou @ est borné dans L(L?),
|Q|l < C indépendant de h, et § > 0 est un parametre de perturbation
assez petit. Nous commencons par montrer que le probleme de Grushin
reste bien posé.

Soit

P _ ( P+46Q R- )
R+ O ’

Nous écrivons P°E =1+ K,

[ QE SQE.
K= ( 0 0 : (3.1)
Pour Jh
h
§ < o avec C' assez grand, (a)
nous avons || K| < C/fﬁQ” < 1. Nous obtenons la série de Neumann
E=EQ+K)"' =€ (-K (3.2)
7=0
avec A -
: IQE) (JQE)(6QFE .
Nous avons alors la
Proposition 3.1. — Soit QQ uniformément borné en h, et & vérifiant

(a), alors P° admet un inverse

s B ES
£ = E° E°,

0 (6QEY (EOQY E
= +; ( _(5QEY E((SQE)j‘l(ébEﬁ)

de norme O(ﬁ)

Nous avons immédiatement le

Corollaire 3.1. —
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Nous écrivons

B =Y §EY, (3.5)

J=0

h ~ , A
B =G X' Fy, BV, = (1Y E_(QEY'QE,, j> 1.

Alternativement nous pouvons partir de I'estimation ”a priori” pour
la solution du probléeme de Grushin non-perturbé

Vllull g, + lu-| < C(lo]l + Vhoi])

pour obtenir pour la solution du probléme perturbé Pu = v + (P° — P)u
que

Vhlullm, +lu-| < C(Jv]| + Vhlvs| + 61Q 2l -

4. Propriétés analytiques de E_ |

Nous allons d’abord trouver une fonction poids [ qui nous permettra
de construire une fonction holomorphe ayant les mémes zéros que E? -
Nous partons de I'identité

9:(P°E%) =0
(étant donné que P°E® = 11 «¢) et avons

65Ei+ == (56(85736)56)22
= — (E°(0:R-) + (0:Ry)E}) B,

= -k ()E, |

car P¢, = P — z + §Q est holomorphe et Pyy = 0.

E? 4 n'est donc pas analytique mais en cherchant une solution dans €2
a
Lo s 5
La(z) = k()

6 z

nous obtenons une fonction holomorphe e%Ef 4 qui aura les mémes
zéros que Ef+.
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)

4.1. Propriétés analytiques de E(_O+. — Rappelons que

heyco (i (g@)-2)di  —Li [T (g(@)—2)di
EO = & (ehfz_ (9@)-=)dz _ —5 [;7"7( )
~tiD_Dy

En choisissant
Ty
w2) =i [ (o(@) - 2)da (4.1)

nous avons

ou le dernier facteur est holomorphe en z.
Soit
Vhe e
(2) i=1lo(2) — hln ~——— =y + O(h
(2) :==lo(2) = hin DD, LT (h)
qui est bien défini car Dy =1+ O(e~@n) et cx > 0.
Nous obtenons une fonction holomorphe
°¢ o Vh

e h E(_O+ —,(1 o 67%(<g>fz))
1

. , 0
ayant les mémes zéros que E(,J)r

Lemme 4.1. — Rely(z) est strictement sous-harmonique et nous avons
ARely(z)dRez NdImz = d&_ Ndx_ — déy Ndz, (4.2)

ot dé_ Ndx_ — dé, Ndxy est la forme symplectique d§ N\ dx — dn A dy
restreinte a I'_ .

Démonstration. —
T4
Rely(z) = / Im (¢(%) — 2)d7 ,

donc (avec Im (g(z+) — 2z) = 0)

O-Rely(z) = l(J:Jr —z_)

21
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et
ARely(z) = 40,0:Rely(z) = %(@m — 0,x_) (4.3)
= _<almzx+ - almzxf)
1 1

=g " Tmgley)
> 0.

Ici on utilise (1.8) qui entraine doy = = (lBi g/ oy Am 2.

En utilisant &4 = Re (2 — g(24)) nous obtenons

dés Ndxy = (dRe z A dlm z) (4.4)

Im g'(z4)
ce qui implique (4.2). O

Nous avons aussi prouvé que I'_, est symplectique pour la forme sym-
plectique d€ N dx — dn N dy.

4.2. Propriétés analytiques de Ef+. — Nous imposons
§ << h?, (b)

ce qui implique (a) pour h assez petit.
L’équation 0z pour E? + donne, en insérant la série de Neumann

K(2) = B2 (:R_) + (&R+)E5 (4.5)
— k(= Z T (SQE) Dox-e) + (E°9QY EY, 0:xye4)) |

ce qui implique

K (2) 2)| < Z ) (loze— [ + 1]0:e )

j>1

05 o

Une solution de .
Eaglé(Z) = k:‘s(z) (4.6)

dans un voisinage @ CC ¥ de Q est donné par I = [° 4 (1° — %) avec

6 _ 1.0 o
(1° = 19(2) = @/QWMJZ'), (4.7)

T — 72
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ou L£(dz) désigne la mesure de Lebesgue sur C. Nous obtenons une fonc-
tion holomorphe

5
eT B, (4.8)
avec

1 =z
10 =1°] < h|[K® — ko”L“’(Q)”ZX(E)HLl =0(—) , (4.9)

0
Vh

six € CX(C), x(z2) =1presde z=0et R >> 1.

5. Analyse de Ef+

Nous allons reprendre le développpement perturbatif (3.5) de la fonc-

5
tion holomorphe (en §) ew ES 4, et montrer que le terme de premier ordre
est rendu holomorphe par la fonction poids du probleme non-perturbé.

Lemme 5.1. — Sous les hypotheses (c) et (d), nous avons

1 62

en B, =h3(=deru(z) + O(eh =) | (5.1)
2
ou
elfou(z) = elfo(Q(l - X,)e%“’*, lp,e%”‘> (5.2)
est holomorphe en z.
Démonstration. — Avec les inégalités de Cauchy pour une fonction ho-

lomorphe en ¢ dans un disque de rayon O(%) centré en 0, nous avons

52
B =E% +s5Y 1 0(°2) . 5.3
—+ —+ —+ (\/E) ( )

Puisque E(_OJ)r = O(e‘ﬁ), ce terme s’absorbe dans le terme de reste si
on suppose que

e =0(~). (©
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De plus, il existe D > 0 indépendant de h tel que

L) I
—ern B, =er E_QFEy (5.4)
P P P - ) G sl
= € _ — — _ — (& e_
0 c_ i i 0 1
= e 51‘;_ (Q(1 — x_)eh#s,p_eh®-) + e O(e 7r)

l !
= h’%efou(z) + eTOO(e’ﬁ) .
Le premier terme est holomorphe, car () est indépendant de z.

Nous supposons

e = 0<%> | (@)

En développant finalement

150 1)
e n =1+0(=) (5.5)
nous avons
s 0 )
enES, =en B0 (1+ 0(-5) (5.6)
= R 6EY + o0t o( %))
= v NG 3
1 lo lo 52
= h"2(=du(z)er +O(enr ?)),
car e F " = O(1), ce qui termine la preuve. O

6. Construction de la perturbation du
théoreme 1

Soit U < S' x S' un ouvert. Considérons un opérateur
Q : L?(S') — L*(S') ayant un noyau intégral de la forme

k(z,y) = (@, y)er s (6.1)

ou x € CX(U) est indépendant de z, ¢ est analytique dans U et

indépendant de z avec Im ¢ > 0; alors, d’apres le lemme de Schur, () est
borné uniformément en A et nous avons

u(z; h) = // a(z, y)er $EW == @) e+ (0:2) dody | (6.2)
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ou a(z,y) = x(z,y)v-(z)(1 — x-)(y)-
Proposition 6.1. — Soit v C 3 une courbe de la forme
Rez = f(Imz),Imz € [d',V], Img(a) < da' <b < Img(D) (6.3)

ou f est analytique. Alors il existe une phase @ définie dans un voisinage
de ) (T—4 (7)) = 7, analytique, telle que la phase totale o(x,y) —
P (z,2)+pi(y, z) ait un point critique non-dégénéré dans 7, pour z € .

Démonstration. — Soit
[ V] >t=Tmz— 3(t) = (x_(t),z.(t)) . (6.4)

C’est une courbe injective a différentielle non-nulle. De plus, la forme de
7 nous permet de paramétriser

[0, 0] 5t (§(1), =€+ (1)) = (€= (f(t) +it), =&+ (f(t) +it)) . (6.5)

Il s’agit alors de construire une phase ¢ analytique telle que

vt = ( 50 ) (66
Soit .
s =veon+ [ (G ) voa. 6
Soit 4 une extension analytique (3 partie imaginaire > 0). Soit

p=9v+g. (6.8)

Nous voulons construire une fonction analytique g telle que 95 = 0 et
que

votio) = (( ) ) -veeon-me 69

ou n désigne un choix de vecteur unitaire normal a 7.
Pour ceci, nous nous plagons dans des coordonnées géodésiques (ana-
lytiques)
vois(%) 3 (z,y) — (w1, x2) . (6.10)
Pour s une paramétrisation par longueur d’arc de ¥ et II; la projection
orthogonale sur 7, les coordonnées géodésiques sont données par :

x1 = s(Il5(z,y)), |xa] = dist ((,y),7) (6.11)
et le signe de x5 est déterminé par la condition % =1
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Dans ces coordonnées, nous cherchons alors g réel (ou a partie imagi-
naire positive), analytique avec g(z1,0) =0 et

Vg(,0) = ( U&) ) , (6.12)

ou v(xy) est déterminé en exprimant (6.9) en coordonnées géodésiques.
Par exemple

g(x1,22) = v(x1)x2 (6.13)
et on peut rajouter des termes d’ordre supérieur quelconque en x5, no-

tamment 7(z2)%. En revenant dans les coordonnés standard nous obtenons
alors une phase analytique avec les propriétés voulues. O

De maniere générale, pour que la phase totale ait un point critique la
variété lagrangienne associée a ¢

Cp = {(2, 0oy, —¥),)} (6.14)

doit intersecter I'_,. Or, d’apres (4.2), celle-ci est symplectique, donc si

leur intersection est une variété, elle sera au maximum unidimensionelle,
ce qui est le cas du lemme précédant.

7. Perturbation par une somme de noyaux oscillants

Dans cette section on se place dans le cadre du théoreme 2. L’idée est
de considérer une somme de noyaux oscillants dont les lagrangiennes se
rapprochent « suffisamment souvent » de I'_, :

Hypotheése 2. — Soit

Q= ZQj . L2(SY) — L*(SY) (7.1)

avec |
ko, (x,y) = ax(x — x;)x(y — y;)enei@y)

le noyau intégral de Q;, ou x € CX((—m,m)), x = 1 sur [—g,g], est

indépendant de h. La phase est de la forme

] 1

2

avec (xjafj) 3& (xkafk); (yjanj) 3& (ykank)’ Vj 7£ k’ el a est tel que
1Q;Il = 1 (donec o ~ (wh)"2). Iei N = N() € N,

oj(x,y) = &(r —25) + %(af — ) =iy —y;) + sy —y)?
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(z;,&), (y;,m;) € R? dépendent de € mais pas de h, alors que X, «
ne dépendent pas de €.

Lemme 7.1. — Il existe q indépendant de € tel que |Q|| < g pour h
assez petit.

Preuve :
Nous omettons les troncatures en sous-entendant que nous intégrons uni-
quement sur leur support.

Considérons le noyau intégral de Q7Qy sans les troncatures sur R (I'er-

reur commise est O(e~r)) :

/EQ]. (2, x)kg, (', y)da'

_ |a|6%(77j(m*yj)JF%(x*yj)Q)6%(*77k(y*yk)+%(y*yk)2)6%(£k+£j)Tk6*ﬁ|Pj*Pk‘2 )

Le lemme de Schur implique donc avec la normalisation que (toujours
avec des erreurs O(e’ﬁ))

|Q;Qul|> < Coearles—rF (7.2)
et de maniere analogue
1Q;Qil1? < Coemanlanl® (7.3)

Avec
cj(e)
STIQQuE S IQIQuE < 1+ N(e)e™ 7, ¢5(e) >0 (7.4)
k k

et
cj(e)
Ghe :=sup(l+ N(e)e &
J

) <4, (7.5)
h assez petit en fonction de €, le lemme de Cotlar-Stein ([9]) implique

QI < q- (7.6)
UJ
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. . I .
Afin de trouver les estimations sur e® E? 4+ qui nous permettront de
terminer la preuve du théoreme 2, il s’agit d’évaluer

=2_ul) (7.7)
- Z // ax(z — 2;)x(y — y;) (1 — x_)()o_ (x)en s @v2) dedy

ou

wj(xayaz) = _a—(l‘az) +S0j(xay) +S0+(yvz) (78)
= F((l’,y), (p,<2), p+<2>)7 (pj7 yj))u
avec p; = (x,&;), v; := (y;,m;) € T*(S1); F est analytique en toutes

les variables avec Im F' ~ d((z,y), (z_,24))* + d((z,v), (zj,y;))?, et si
dist (_4(2), (p,v)) > w > 0, alors

Im '+ [F{, )| > ¢(w) >0, (7.9)
donc par déformation de contour |u;(z)| = O(e —oR).
Il suffit donc de considérer les u; avec dist (I'_(2), (p;, v;)) assez petit.

Lemme 7.2. — (Phase stationnaire)

Si dist(I'_4(2), (pj,v;)) est assez petit, alors V;(x,y,2) a un point cri-
tique X. = (z,y.) dans un voisinage compleze de X; = (x;,y;). Nous
avons alors

u;(2) = haet® @ (a;(z) + O(h)) | (7.10)

ou ;(2) = (2, zc, ye), €t elfouj, Q;(2)—ily(2) et aj(z) sont holomorphes
en z.

Soit
f(p,<2),p+(2), Ps V) = [mF<XC7p7<z>7p+(z)7 Ps V) ) (711>
ce qui est analytique en (p,v) et (p_(2), p+(2)).
Alors
Fp=(2), p1(2), p,v) ~ (dist(T—s(2), (p, ) (7.12)
donc z — f(p_(2), p+(2), p, ) admet un minimum non-dégénéré en un
point Z(p,v), et (p,v) — Z(p,v) est une submersion. Ceci implique pour
Im®;(2) = f(p(2),p+(2), p3, ) que

Im®,(2) ~ (dist(T_+(2), (p;, 1})))? . (7.13)
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et cette fonction admet un minimum non-dégénéré en z; = Z(p;,v;), et
Uamplitude a; y est elliptique.

Démonstration. — L’holomorphie découle de (cf. (7.8), (1.13), (1.16),
(4.1)) :

by —ily = / "(6(8) = 2)dF + 31, 9) (7.14)

ce qui est manifestement holomorphe en z, et ceci est préservé dans la
méthode de la phase stationnaire.

Afin de simplifier les notations, nous introduisons les nouvelles va-
riables

X:(l‘,y); a:F_+(2);B:(p,I/) . (715)

Nous étendons F' de maniere naturelle & o € T*(S') x T*(S') en
considérant py(z) et p_(z) comme des variables indépendantes dans
(7.8), avec ¢4 dépendant de py.

Soient By = (p;,v;) et X0 = (xj,y;). Pour « = [ = [,
X — F(X, bo, Bo) a un point critique non-dégénéré réel X, :

F;((Xc,(hﬁOu 60) =0 )
Im F(X, ﬁo,ﬁo) ~ (X — Xc,0)2 .

D’apres le théoreme des fonctions implicites, pour («, ) dans un voisi-
nage de (0o, Bo), F' aura un unique point critique non-dégénéré X.(a, 3)
(qui dépendra de maniere analytique de («, 3)) ; nous posons a = I'_ (2).

Nous avons alors le développement de la phase stationnaire analytique
([10]), ce qui donne (7.10).

Pour montrer (7.13), nous partons de 'inégalité fondamentale

Im F(X.(«, ), a, ) > inf Im F(X, o, B) + %|ImXc(a,ﬁ)|2

Xevoisr(Xe,0)

(7.16)
(voir [10]). Dans notre cas, il existe un C' > 0 tel que
1 1
Im F(X,a,3) > 5((){ —ax)*+ (X = Bx)H) > 5(%{ —Bx)?* (7.17)
en désignant par ax la projection de a sur la composante X. De plus,
Im X, (a, 3)| > inf Fyl. 7.18
X0 > it |y (718)

Pour minorer |F%|, soit Y («, 3) I'unique point dans un voisinage réel de
X tel que X — Im F(X, o, B) y atteint son minimum.
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C’est un point critique non-dégénéré de Im F', et donc

Im F (X, o, B)| ~ | X = Y(a, B)] . (7.19)
Ensuite, pour ax = x nous avons
Re Fy(ax,a, ) = az — (= (7.20)

et donc
Re Fy (X, a, ) = az — Bz + O(|lax — fx|) + O(|X =Y (o, B)]) . (7.21)
Nous avons au total
1
P4 P(X0,8) 2 [Im FL (X, 0, 6) + ZIRe F (X, a.)
1

1 -
> 5|045 - 55‘2 — Clax — ﬁx|2 + C’”‘X - Y(Oéaﬁ)‘z
ce qui implique
1 -
Im X (av, B)|* > 5|045 — B> = Clax — Bx|?, (7.22)

donc d’apres (7.16), (7.17),

fla ) =T F(X(0 B),0,0) > Zla— B (123)

qui est la minoration dans (7.13).
D’autre part, puisque Im F(X.(«, ), o, 3) est une fonction positive
analytique s’annulant pour o = (3, nous avons

f(B,a) = Im F(X.(, 8), @, ) < Cla — §|* . (7.24)
O
Considérons I'application
IT : voisgs(g1yxre(s1)(T—4(2)) = I'_ () (7.25)
(p,v) = T (Z(p,v))

C’est une submersion idempotente.
Fixons un voisinage W C T*(S1) x T*(S') de T'_, (Q2). Soit

J(W,e) ={J;(pj,vj) e W} . (7.26)
D’apres l'observation précédant le lemme 7.2, on a
> =een (7.27)
3¢ (Wee)

pour h assez petit en fonction de €, ou C' est indépendante de .
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Hypothése 3. — Nous supposons que ¥j, k € J(W,e€)

zi# 2 sij#k (7.28)
(ce qui implique que les minima des Im®; sont distincts).

De maniere équivalente, I(p;,v;) # H(pg, vx), pour j. k € J(W,e),
J# k.

Remarquons que pour e fixé, 'ensemble des (p;,v;), 7 = 1,..., N(e),
ne vérifiant pas cette hypothese est une réunion de sous-variétés analy-
tiques de codimension 2 de (T*(S') x T*(S'))N©, ce qui implique que
I’hypothese est vérifiée génériquement.

Hypothese 4. — Soit I' CC X un ouvert simplement connexe de bord
v =0I" € C*. Nous supposons alors que pour 0 < € < ¢,

Ve
reme U (o))
1<j<N(e)
ou, C' devra étre choisi assez grand. De maniéere générale B(xo,1) désigne

la boule ouverte de centre xq et de rayon .

Avec (7.13) et pour tous les j tels que dist (I'_ (), (pj, v;)) < %, nous
avons

Im @, (z;) < i (7.29)
et dist (z;,7) < V€, si C est assez grand.
Hypothése 5. — Soit § = e~ 7 avec
€< é indépendant de h, (7.30)

ou C est assez grande pour que les conditions (c¢), (d) soient remplies.

Pour hy assez petit (c’est a dire ho(4 ln(hio)jtln (") <€), les conditions
(a) et (b) sont remplies pout tout h € (0, hg].
En rassemblant les estimations, nous avons

Lemme 7.3. — Pour h assez petit,

Relg

n,ze Q. (7.31)

§
|6%Ei+| <e

1l existe C' > 0 et un recouvrement

v B, Vo), |J]=0(

jed

) (7.32)

S
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tel que
I 5 ~ Relg—2¢ .
ler E° |(%;) > e VjelJ (7.33)
pour h assez petit.
Démonstration. — D’apres les lemmes (5.1), (7.1) nous avons
19 ) lo )
en B’ | < —len|(Ju(z)| + O(— 7.34
| + \/E| (lu(z)[+0( %)) (7.34)
e ) 52 e
<e ' (gl =+0() <

Vh
Ensuite soit J C {1, ..., N(¢)} un ensemble tel que :
1

VCJLEJJD(Z]"C\E)’ /1] :()(%), (7.35)
et c
Im ®;(z;) < 1 ,jed. (7.36)

Soit J; I'ensemble des k tels que ¢(z;) est bien-définie par le lemme
7.2, et soit

Ji={k € J;Im®y(z;) < -} . (7.37)

Alors dans tout voisinage de z;, il existe un Z; et il existe un k; € J;
tels que

NI e )

En fait, les Im ®; sont analytiques avec des minima distincts, donc sur
tout ouvert (non-vide) Im (®;, — ®;) ne peut étre constant si j # k.
Choisissant Z; assez pres de z;, nous avons le recouvrement (7.32) et

Tm By, () < % VjieJ. (7.39)
Nous avons donc, d’apres le lemme 7.2,
1
u(Z5)] = un, (2)[(1 — e”7O7)
> Vhe

pour € assez petit, puis h assez petit en fonction de e.
Au total nous avons alors, d’apres le lemme 5.1,

|6%E§+|(§j) > %QR‘;IO_SZ(:[ _ e_ﬁ_h@ln};-}thnC)) < eRf;lO

% (7.40)

pour h assez petit ce qui termine la preuve. O
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8. Zéros de E° + et fin de la preuve du théoréme 2

Soit f une fonction holomorphe dans une domaine 2 CC C et I' un
domaine de bord v = 0I' € C'°. Si v n’intersecte pas de zéros de f, alors
le nombre de zéros de f dans I' est donné par

1 1
NT, f)=— | = . 1
=5 [ 5 (31)
Proposition 8.1. — Soient I', v et ) comme ci-dessus.
Soit
¢ € C*(QLR), (8.2)

soit f une fonction holomorphe dans €2 avec

|[f(zh)] <e 5 , V2 e, (8.3)

et nous supposons qu’il existe z; € Q, 0 < rj,e; K1, 7 =1,...,N tels
que

B(z;,3r;) CQ ety C UB(Zj,Tj) (8.4)
J
avec
£ (25 )| > ex@E=a) (8:5)
Alors nous avons
1 7’ + €
N f) = 5 h/Agb[,dz +Zo Ly (8.6)
Démonstration. — Si f(z;h) a des zéros sur -, on peut toujours pertur-

ber f arbitrairement peu ( et essentiellement sans changer (8.3), (8.5) )
pour envoyer ces zéros vers l'intérieur de I', ou vers l'extérieur. Il suffit
alors de montrer (8.6) dans le cas ou f n’a pas de zéros sur 7.

Nous décomposons ~y en des courbes disjointes vy, avec v; C B(zj,71;)
et travaillons pour chaque j avec z € B(z;, 3r;).

Soit
ipj(2) == d(z5) +20.0(2)(z — ;) (8.7)
qui est manifestement holomorphe en z.
Alors
¢(2) = Reip;(z) + R;(2) (8.8)

avec R;(z) = O(|z — z*) .
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De plus

B(2) = Depi(2) = 20-6(5) = 20:0(2) +Or) . (89)

Soit ensuite
vi(z;h) := f(z;h)e 1% (8.10)
qui est manifestement holomorphe. Les hypotheses du théoreme de-
viennent
Cr?
vi(zh)] < e,

2
—€j er

lvj(2j;h)] > e 7

La formule de Jensen (voir par exemple [14]) nous donne une borne du
nombre de zéros dans le disque de rayon % d’une fonction g holomorphe
dans le disque de rayon R :

R 1 2m )
N(D(0,5),9)n2 < %/ In|g(Re®)|d6 —In|g(0)] . (8.11)
0
Ceci nous donne alors (avec R = 3r;)
C(r? +e.
N(D(z, grj),m < y . (8.12)

Nous effectuons un changement de coordonnées holomorphe (en omettant
les indices)
zZ— 2z
w = L (8.13)
"y

et soit o(w) = v(z). Nous décomposons ¢ dans D(0, 2) :

o(w) =g(w) ] (w—wy), (8.14)

1<k<N

ot wy, sont les zéros de @ dans D(0, 2) et g est une fonction holomorphe

12
dans D(0, 3).

Nous allons montrer qu’il existe un r € (%, %] tel que, pour |w| = r
nous avons

N
[T w—wil = e (8.15)
k=1
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Avec le principe du maximum et (8.12), pour |w| < r ceci implique

C(TJ2+ej)

lg(w)| < [B(w)|eNC < e m

— 2
C(rj +e

19(0)| > [3(0)[2N > e &

3)

Pour montrer (8.15) (d’apres [12]), nous avons

jw — wy| = [[w] = |wg|] - (8.16)
Soit alors, pour z, 7 € R, F(z) := =3,y In[z — a4|. Avec
3 15
—/ In|z — ag|de < —2/ Intdt < C (8.17)
4 0
3
nous avons
3
/‘F@ngN@ (8.18)
4
3

et donc 3z € (3,32) tel que F(z) < NC, ce qui prouve I'affirmation.
Comme ¢ est holomorphe et non-nulle, In |g| est une fonction harmo-
nique.

r2+te;
De plus, il ’h+ ) _ In|g| > 0 donc les inégalités de Harnack nous
donnent sur un disque au rayon diminué (on pourra choisir 7 = 2)
C'(r? +¢; C(ri+e;
_¥ <lIn|g| < % i (8.19)

Comme Inl|g| est harmonique, on trouve apres avoir diminué r
légerement :

C(T‘JQ- +¢€;)

<
Vingl(w) < —

Jw| < 1. (8.20)
Ceci implique que (étant donné que g est holomorphe et non-nulle)

(909)7 _ dulgl?
lg]? lg]?

7“32»+ej)
)

Owng(w) = = 20,In|g| = O( (8.21)
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Avec |y;| = O(r;) nous avons, avec 7; désignant I'image de ~; dans le
plan des w,
1 [ f 1
— | =d 2)dz + — —Jd
omi ), 17 2xh Ty / :
1 2
=— [ = d
2mh Zﬁng(z) -
2
- J
+ / Ow In g(w Z Ow In(w — wy,) dw+0(h)
1<k<N

Pour estimer la contribution des derniers termes, nous remarquons
d’abord que nous pouvons prendre la partie réelle étant donné que N
est réel. Nous avons donc

Re—/ O In(w — wy,)dw :—/ dlm In(w — wg) (8.22)

2mi
= var args,(w — wy) .

Etant donné que 7; est tres proche d'une droite, cette variation sera
bornée par 27 et donc

2 + €
Z / Ounw — wy)dw < O(N) < O(Z %) (32
b ShenN
Nous avons alors au total, en utilisant aussi (8.21) :

1

NI, f) = Reﬂ ang dz+ZO

T +ej

<. (8.24)

Nous appliquons le théoreme de Stokes au premier terme (avec la conven-
tion d’orientation standard 2%d?/\ dz = L(dz) la mesure de Lebesgue sur
R?) et obtenons

r +e]

N, f) = ﬂRe /A¢/: (dz) + ZO =) (8.25)
ce qui prouve la proposition. ]

5
Preuve du théoreme 2. — Appliquons la proposition a f = e EL pour
laquelle le lemme 7.3 donne les estimations requises avec TJQ» = Ce, €5 = 2,
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et N(e) ~ O(%), et nous utilisons aussi (4.2) :

1 Y+ €

N(T,E® ) = —— / ARel,(2)£(d2) + Y0 T)  (320)

-~ 27h
= )+ o).

9. Preuve du théoréme 1

Nous terminons par prouver le théoreme 1 a l'aide de la proposition
6.1 et du lemme 7.2.

Nous supposons de nouveau (c) et (d).

En utilisant le lemme 5.1, nous avons :

1 1ok 1o 07
len B | >h 25\ehu(z)\—C|eh\ﬁ : (9.1)
On voit que le lemme 7.2 s’applique dans la nouvelle situation et nous
obtenons, avec C, définie dans (6.14) :

‘Q%EEJJ > 56;13‘;10 (ﬁedeiSt(F—+(Z)yc¢)2 _ e*i*i%lnh;hlnc) , (92)

ce qui est strictement positif pour
1
e — C'dist (T_1(2),C,)* > h(InC + 3h1n ﬁ) : (9.3)
donc dans V.. O
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