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Chapitre 0

Introduction

Je me dois de prévenir le lecteur que ce qui est exposé dans ce mémoire n’est qu’une tentative de
généralisation de la notion de catégorie. Une tentativeet rien de plus. Sur bien des points, cet essai
n’est pas tout à fait finalisé mais les principaux objectifs que nous nous étions donnée ont été à peu
près atteints.
Depuis très longtemps, différentes extensions de la notion de catégorie ont été envisagées. Une des
premières a l’avoir été fut la notion bien connue de graphe. Cette structure fut et est encore très
étudier pour ses propriétés combinatoires et son utilisation possible dès que l’on souhaite étudier
des choses qui ont une origine et une fin. En effet un graphe est tout simplement un ensemble muni
de deux applications qui indiquent la source et le but de chaque élément. De part leur simplicité
ont les rencontre souvent dans des applications pratiques (informatique et économie). Mais c’est
une extension qui présente le défaut de ne pas avoir de composition. Pour résoudre ce problème on
s’intéresse souvent à la catégorie libre engendrée parle graphe.
D’autres extensions ont été étudiée. Leur point communest un affaiblissement de la composition.
Pour être plus précis, on s’intéresse ici à un graphe (G; s; t) muni d’une opération binaire partielle-
ment définie (i.e. ◦ : G1 → G, où G1 est un sous-ensemble deG × G) soumise aux conditions
suivantes : sig ◦ f existe alorss(g) = t( f ), s(g ◦ f ) = s( f ) et t(g ◦ f ) = t(g). Si on suppose de
plus que les compositionst( f ) ◦ f , f ◦ s( f ) existent toujours et sont égales àf alors on obtient
un graphe multiplicatif fortement identitaire que CharlesEhresmann [1] a plus simplement appelé
graphe multiplicatif ou néocatégorie. Lurtz Schöder etHorst Herrlich [5] ont quand à eux affaibli
la condition précédente en n’imposant pas l’existence det( f ) ◦ f et f ◦ s( f ) mais en les obligeant
à être égales àf si elles existent. Ils parlent alors de graphe multiplicatif faiblement identitaire.
En supposant que la composition est aussi associative, ils aboutissent à la notion de semicatégorie.
Paulo Mateus, Amilcar Sernadas et Cristina Sernadas [4] ontutilisé les précatégories (en même
temps néocatégorie et semicatégorie) pour étudier la combinaison des automates probabilistes (in-
formatique).
Aussi intéressantes soient-ils, tous ces cas présententle défaut d’imposer le fait que les éléments
sources et buts sont nécessairement des identités à partir du moment où ils sont composables. Cette
condition s’avère un obstacle très difficile (voir impossible à lever) quand on souhaite généraliser
certaine construction géométrique. Par exemple, Mikhail Kapranov et Vladimir Voevodsky [2] ont
échoué dans leur tentative de généralisation des espaces de lacets de Moore en dimension supérieur
car leur construction ne satisfait pas les conditions sur les identités. Il semblait par conséquent
intéressant de voir ce qui pouvait se passer si on supprimait ces conditions identitaires.
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Le premier chapitre est consacré à quelques rappels simples sur les pullbacks et les univers de
Grothendieck. Bien que ces derniers ne fournissent pas une base ensembliste très satisfaisante,
nous nous en contenterons.
Le second chapitre est juste une mise en forme la propre possible d’une manière classique de définir
les catégories. On peut par exemple ce référer au le livrede Saunders MacLane [3]. Ordinairement
une catégorie est composé d’un ensemble d’objets, d’une famille d’ensembles indexée par les
couples d’objets dont les éléments forment les morphismes de la catégorie et d’une composition des
morphismes vérifiant les axiomes d’identité et l’associativité. En fait tout cela peut être simplifier
en ne s’intéressant qu’à l’ensemble des morphismes muni de deux applications, source et but, et
d’une composition satisfaisant certains axiomes. Cette construction classique pour les catégories
est beaucoup plus difficile à trouver dans la littérature pour les foncteurs et les transformations
naturelles. Bien que n’apportant rien de bien nouveau, ce travail est intéressant car il fournit des
idées importantes pour toute la suite.
Le chapitre trois est le coeur du mémoire. Ici on définit la notion de groupement qui est tout sim-
plement la généralisation souhaitée. Nous y avons aussidéfini les morphismes de groupements que
nous avons appelés g-morphismes. L’absence d’identitésrend très difficiles la définition adéquate
d’une notion de transformations entre g-morphismes. L’un des principaux obstacles est la difficulté
de construire des applications source et but sur l’ensemblede telles transformations et donc de
parler de composition. Nous avons abordé cette question àla fin du chapitre dans le but de montrer
où se situait les obstacles principaux.
Le quatrième chapitre est né de la volonté de trouver un exemple non trivial de groupement. Or
l’espace des chemins de Moore d’un espace topologique est trivialement muni d’une composi-
tion. Il suffit de juxtaposer les chemins. Cette dernière est bien associative mais ne vérifie pas
les conditions identitaires habituellement imposé à unecatégorie. Puisque dès le départ nous les
avons supprimé de notre théorie, les groupements fournissent un cadre naturel pour l’étude des
chemins de Moore. Bien sûr s’il n’y avait que cela, l’intérêt serait limité. Mais il se trouve qu’il est
extrêmement facile de généraliser cette construction en dimension supérieure. C’est ce que nous
avons fait avec les surfaces et plus généralement lesI -espaces de Moore.
Le cinquième chapitre est une tentative pour fournir un cadre assez général pour définir des trans-
formations entre g-morphismes. Ce chapitre n’est pas tout `a fait satisfaisant mais je l’espère peut
fournir quelques idées intéressantes.
Le dernier chapitre a pour unique but de donner quelques exemples d’ensembles possèdant deux
structures différentes de groupements et d’en tirer une définition de 2-groupements.
Je tiens à remercier Bertrand Toen pour m’avoir proposé unsujet portant sur les bicatégories. Bien
que ce mémoire semble en être éloigné, il en est la conséquence directe. En effet c’est en essayant
de donner une définition dans laquelle on ne ferait plus référence à un ensemble de 0-cellules et
à un ensemble de 1-cellules, mais simplement à un unique ensemble de cellules que nous avons
été amené à définir catégories, foncteurs et transformations naturelles sans utiliser d’objets. En se
faisant, nous avons constater qu’une grande partie de la th´eorie pouvait être faite sans les conditions
identitaires. Et l’exemple des surfaces de Moore et leurs g´enéralisations possibles en dimensions
supérieures nous ont convaincus que ce point de vue méritait d’être exposé.
Les mots me manquent pour remercier Carlos Simpson pour le soutien et l’aide qu’il a su m’ap-
porter. Rien n’aurait pu être fait sans ses remarques pertinentes, sa gentillesse et sa patience.
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Chapitre 1

Préliminaires ensemblistes

Le seul but de ce chapitre est de rappeler quelques propriétés des pullbacks et surtout de préciser
nos notations et le cadre ensembliste dans lequel nous travaillerons.

1.1 Une propriété intéressante des ensembles : le pullback

1.1.1 D́efinitions et premières propriétés

Les ensembles ont la propriété que si deux applicationsf1 : A1 → B et f2 : A2 → B ont le même
but B alors il existe deux applicationsg1 : C→ A1 et g2 : C→ A2 telles que

1. f1g1 = f2g2

2. et sih1 : D → A1 et h2 : D → A2 sont deux applications vérifiantf1h1 = f2h2 alors il existe
une unique applicationh : D→ C satisfaisanth1 = g1h eth2 = g2h.

Remarque 1.1.1
Nous utiliserons toujours la notationf g pour parler de la composition des applicationsf et g.
Lorsque nous rencontrerons des compositions différentes de la composition naturelle d’applica-
tions d’ensembles nous utiliserons toujours d’autres notations.

Remarque 1.1.2
Une construction peut être donnée en prenantC = {(x1; x2) ∈ A1 × A2 | f (x1) = f2 (x2)} et g1, g2

les restrictions des projections canoniques.

Dans le langage des catégories cela signifie que la« catégorie» des ensembles possède despull-
backsou encore que, ci-dessous, le diagramme de gauche peut êtrecompléter pour que le carré de
droite soit cartésien.

A1

f1
��

A2 f2
// B

C
g1

//

g2

��

A1

f1
��

A2 f2
// B

En fait le pullback n’est pasC comme on le dit bien souvent mais le couple d’application(g1; g2).
On notera(g1; g2) = PB( f1; f2) et C = A1 ×B A2. Pour l’instant cette notation veut simplement
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dire que(g1; g2) estun pullback de( f1; f2). En effet il n’est pas unique au sens fort du terme, mais
unique à une bijection près comme cela va être expliqué dans le lemme ci-dessous.

Proposition 1.1.1
Soient f1 : A1→ B, f2 : A2 → B et f3 : A3 → B trois applications d’ensembles ayant le même but.

1. Si(g1; g2) = PB( f1; f2) alors (g2; g1) = PB( f2; f1) ;

2. Si(g1; g2) = PB( f1; f2) et (h1; h2) = PB( f1; f2) alors il existe une unique bijection l telle que
h1 = g1l et h2 = g2l.

3. Si(g1; g2) = PB( f1; f2), (g3; g4) = PB( f2; f3), (h1; h2) = PB( f1g1; f3) et
(h3; h4) = PB( f1; f2g3), alors il existe une unique bijection

ϕ : A1 ×B (A2 ×B A3)→ (A1 ×B A2) ×B A3

telle que
(g1h1)ϕ = h3, (g2h1)ϕ = g3h4 et h2ϕ = g4h4

Démonstration

1. Évident d’après la définition.

2. D’après la première condition sur les pullbacks,f1h1 = f2h2. Donc la seconde, implique
l’existence de l’applicationl. De la même façon, il existe une unique applicationl′ telle que
g1 = h1l′ et g2 = h2l′. On en déduit quell ′ est une application satisfaisanth1 = h1(ll ′)
et h2 = h2(ll ′). D’après la deuxième propriété des pullbacks, une seule application peut
satisfaire ces égalités. C’est l’identité. Doncll ′ = Id. De mêmel′l = Id. Ce qui signifie quel
est une bijection.

3. Puisque(g1; g2) = PB( f1; f2) et f1h3 = f2 (g3h4), il existe une unique applicationϕ1 pour
laquelleg1ϕ1 = h3 et g2ϕ1 = g3h4. D’où

( f1g1)ϕ1 = f1 (g1ϕ1) = f1h3 = f2 (g3h4) = ( f2g3) h4 = ( f3g4) h4 = f3 (g4h4)

Or, par hypothèse,(h1; h2) = PB( f1g1; f3). Ainsi il existe une unique applicationϕ satis-
faisantϕ1 = h1ϕ et g4h4 = h2ϕ. Si nous remontons le raisonnement nous voyons queϕ est la
seule application vérifiant les égalités(g1h1)ϕ = h3, (g2h1)ϕ = g3h4 et h2ϕ = g4h4.
De même il existe une unique applicationϕ′ qui vérifie h3ϕ

′
= g1h1, (g3h4)ϕ′ = g2h1 et

g4h4ϕ
′
= h2. Des différentes égalités que nous venons de trouver on déduit

h3
(

ϕ′ϕ
)

= (g1h1)ϕ = h3, g3
(

h4
(

ϕ′ϕ
))

= (g2h1)ϕ = g3h4 et g4
(

h4
(

ϕ′ϕ
))

= h2ϕ = g4h4

Comme(g3; g4) = PB( f2; f3), on trouve

h3
(

ϕ′ϕ
)

= h3 et h4
(

ϕ′ϕ
)

= h4

Et finalementϕ′ϕ = Id car (h3; h4) = PB( f1; f2g3). De la même façonϕϕ′ = Id. Ce qui
montre bien queϕ est une bijection. ❏

Par la suite nous considérerons toujours que dans la notation (g1; g2) = PB( f1; f2) les applications
g1 et g2 sont construites comme décrites dans la remarque 1.1.2.
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1.1.2 Quelques ŕesultats techniques

Considérons deux applications d’ensembless, t : A → B. Posons
(

πt
s; π

s
t

)

= PB(s; t) et notons
A×B A le domaine commun àπt

s etπs
t .

Remarque 1.1.3
Il peut parfois être commode de voirA ×B A comme l’ensemble des couples (x; y) ∈ A vérifiant
s(x) = t(y). Et πt

s (x; y) = x, πs
t (x; y) = y

Étant donné(s1, t1 : A1 → B1) et (s2, t2 : A2 → B2) deux couples d’applications d’ensembles, si
f , g : A1→ A2 sont deux applications d’ensembles telles que
– s2 fπt1

s1 = t2gπ
s1
t1 alors il est évident qu’il existe une unique application

f ×c g : A1 ×B1 A1→ A2 ×B2 A2

satisfaisant
πt2

s2
( f ×c g) = fπt1

s1
etπs2

t2 ( f ×c g) = gπs1
t1

– s2 f = t2g alors il existe une unique application

〈 f ; g〉 : A1 → A2 ×B2 A2

vérifiant
f = πt2

s2
〈 f ; g〉 et g = πs2

t2 〈 f ; g〉

Remarque 1.1.4
Avec la construction du pullback vue dans la section précédente, on a

f ×c g (x; y) = ( f (x); g(y)) et 〈 f ; g〉 (x) = ( f (x); g(y))

Proposition 1.1.2
On considère(s1, t1 : A1→ B1), (s2, t2 : A2 → B2) et (s3, t3 : A3→ B3) trois couples d’applications
d’ensembles.

1. Soient f, g : A1→ A2 et f′, g′ : A2→ A3 quatre applications d’ensembles telles que

s2 fπt1
s1
= t2gπ

s1
t1 et s3 f ′πt2

s2
= t3g

′π
s2
21

Alors f ×c g, f ′ ×c g′ et ( f ′ f ) ×c (g′g) existent et on a de plus

(

f ′ f
)

×c
(

g′g
)

=
(

f ′ ×c g′
)

( f ×c g)

2. Soient f, g : A1→ A2 et f′, g′ : A2→ A3 quatre applications d’ensembles telles que

s2 f = t2g et s3 f ′πt2
s2
= t3g

′π
s2
21

Alors 〈 f ; g〉, f ′ ×c g′ et 〈 f ′ f ; g′g〉 existent et

〈 f ′ f ; g′g〉 =
(

f ′ ×c g′
)

〈 f ; g〉
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3. Soient f: A1→ A2 et g, h : A2 → A3 trois applications d’ensembles telles que

s3g = t3h

Alors 〈g; h〉 et 〈g f ; h f〉 existent avec

〈g f ; h f〉 = 〈g; h〉 f

Démonstration Dans chacun des cas, les hypothèses impliquent l’existence de toutes les applica-
tions sauf de la dernière.

1. s3 ( f ′ f ) πt1
s1 = s3 f ′

(

fπt1
s1

)

= s3 f ′πt2
s2 ( f ×c g) = t3g′π

s2
t2 ( f ×c g) = t3g′

(

gπs1
t1

)

= t3 (g′g) πs1
t1

D’où l’existence de( f ′ f ) ×c (g′g). Par définition c’est la seule application qui vérifie

f ′ fπt1
s1
= πt3

s3

((

f ′ f
)

×c
(

g′g
))

et g′gπs1
t1 = π

s3
t3

((

f ′ f
)

×c
(

g′g
))

Or
πt3

s3

(

f ′ ×c g′
)

( f ×c g) = f ′πt2
s2

( f ×c g) = f ′ fπt1
s1

et
π

s3
t3

(

f ′ ×c g′
)

( f ×c g) = g′πs2
t2 ( f ×c g) = g′gπs1

t1

D’où l’égalité recherchée.

2. L’existence de〈 f ′ f ; g′g〉 est donnée par le calcul

s3 f ′ f = s3 f ′πt2
s2
〈 f ; g〉 = t3g

′π
s2
t2 〈 f ; g〉 = t3g

′g

Comme
πt3

s3

(

f ′ ×c g′
)

〈 f ; g〉 = f ′πt2
s2
〈 f ; g〉 = f ′ f

π
s3
t3

(

f ′ ×c g′
)

〈 f ; g〉 = g′πs2
t2 〈 f ; g〉 = g′g

et que, par définition,〈 f ′ f ; g′g〉 est la seule application à vérifier ces égalités, on trouve bien
le résultat annoncé.

3. Évident. ❏

Proposition 1.1.3
Considérons s, t : A→ B deux applications ayant même source et même but.

1. A fin de simplifier nos notations, posons
– (gs; gt) = PB(s; t),
– ( fs; ft) = PB(sgt; t) et
– (hs; ht) = PB(s; tgs)
Alors il existe une unique bijection

ω : (A×B A) ×B A→ A×B (A×B A)

qui vérifie les égalités ci-dessous

hsω = gs fs, gshtω = gt fs et gthtω = ft
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2. De plus, si h1, h2, h3 : C→ A sont trois applications d’ensembles telles que

sh1 = th2 et sh2 = th3

alors on peut bien évidemment construire les applications

〈h1; h2〉 : C→ A×B A, 〈h2; h3〉 : C→ A×B A

et il existe une unique application

〈〈h1; h2〉 ; h3〉 : C→ (A×B A) ×B A

telle que

gs fs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h1, gt fs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h2, ft 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h3

ainsi qu’une unique application

〈h1; 〈h2; h3〉〉 : C→ A×B (A×B A)

vérifiant

hs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h1, gsht 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h2, gtht 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h3

De plus on a la relation
ω 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = 〈h1; 〈h2; h3〉〉

3. Si A= B, alors les applications〈Id; s〉 ×c Id et Id×c 〈t; Id〉 sont bien définies et

ω (〈Id; s〉 ×c Id) = Id×c 〈t; Id〉

Démonstration
1. Puisque(gs; gt) = PB(s; t) et ques(gt fs) = t ft (ou encore(sgt) fs = t ft), il existe une unique

applicationω1 pour laquelle

gsω1 = gt fs et gtω1 = ft

On a alors
(tgs)ω1 = t (gsω1) = t (gt fs) = (tgt) fs = (sgs) fs = s(gs fs)

Comme(hs; ht) = PB(s; tgs), on trouve bien l’unique applicationω vérifiant

hsω = gs fs et htω = ω1

c’est-à-dire
hsω = gs fs, gshtω = gt fs et gthtω = ft

De la même manière, on trouve une unique applicationω′ telle que

ftω
′
= gtht, gt fsω

′
= gsht et gs fsω

′
= hs

Par conséquentω′ω est la seule application à satisfaire les égalités

ft
(

ω′ω
)

= ft, gt fs
(

ω′ω
)

= gt fs, gs fs
(

ω′ω
)

= gs fs

etωω′ la seule à satisfaire

hs
(

ωω′
)

= hs, gsht
(

ωω′
)

= gsht, gtht
(

ωω′
)

= gtht

Ce qui impliqueω′ω = Id etωω′ = Id.
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2. Rappelons que〈h1; h2〉 est l’unique application telle que

gs 〈h1; h2〉 = h1 et gt 〈h1; h2〉 = h2

Commesgt 〈h1; h2〉 = sh2 = th3, il existe bien une unique application

〈〈h1; h2〉 ; h3〉 : C→ (A×B A) ×B A

vérifiant
fs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = 〈h1; h2〉 et ft 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h3

D’où l’existence et l’unicité annoncées. De même pour

〈h1; 〈h2; h3〉〉

Or on a
hsω 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = gs fs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h1

gshtω 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = gt fs 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h2

gthtω 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = ft 〈〈h1; h2〉 ; h3〉 = h3

Par unicité, on obtient la relation voulue.

3. On a
sId = ts, sgt 〈Id; s〉gs = ssgs = sgs = tgt = t Id gt

D’où l’existence de〈Id; s〉 ×c Id. On montre aussi facilement l’existence de Id×c 〈t; Id〉.
Le reste est immédiat d’après les calculs ci-dessous et l’unicité.

hsω (〈Id; s〉 ×c Id) = gs fs (〈Id; s〉 ×c Id) = gs 〈Id; s〉gs = Id gs = gs

gshtω (〈Id; s〉 ×c Id) = gt ft (〈Id; s〉 ×c Id) = gt 〈Id; s〉gs = sgs = tgt

gthtω (〈Id; s〉 ×c Id) = ft (〈Id; s〉 ×c Id) = Id gt = gt

et
hs (Id×c 〈t; Id〉) = Id gs = gs

gsht (Id×c 〈t; Id〉) = gs 〈t; Id〉gt = tgt

gtht (Id×c 〈t; Id〉) = gt 〈t; Id〉 gt = Id gt = gt

❏

Remarque 1.1.5
Cette proposition est en fait évidente si on pense à(A×c A) ×c A comme étant l’ensemble

{((x; y); z) | s(x) = t(y), s(y) = t(z)}

et àA×c (A×c A) comme étant

{(x; (y; z)) | s(x) = t(y), s(y) = t(z)}

On a alorsω ((x; y) ; z) = (x; (y; z)).

Remarque 1.1.6
Bien que l’ensemble(A1 ×B A2) ×B A3 de la proposition 1.1.1 et l’ensemble(A×B A) ×B A de la
proposition 1.1.3 semblent avoir des notations qui peuventporter à confusion, cela n’est pas le cas
car elles ne s’appliquent pas dans les mêmes cas.
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1.2 Les univers de Grothendieck

Afin de pouvoir parler de catégorie des ensembles, de catégories des catégories, de catégorie de
foncteurs, nous sommes obligé de travailler avec des ensembles« suffisamment petits» mais qui
se comportent bien vis-à-vis des opérations usuelles de la théorie des ensembles. C’est ainsi que la
notion d’univers a été introduite par Grothendieck.

1.2.1 D́efinition et premières propriétés

Pour être plus précis, ununiversest un ensembleU vérifiant les axiomes suivants

(U 1) si x ∈ U et y ∈ x, alorsy ∈ U ;

(U 2) si x ∈ U et y ∈ U, alors{x; y} ∈ U ;

(U 3) si I ∈ U et si, pour chaquei ∈ I , xi ∈ U, alors
⋃

i∈I xi ∈ U ;

(U 4) si x ∈ U, alorsP(x) ∈ U oùP(x) est l’ensemble des sous-ensembles dex ;

(U 5) ω ∈ U oùω n’est autre que l’ensemble des ordinaux finis.

Ces axiomes impliquent les propriétés de stabilité ci-dessous.

Proposition 1.2.1
1. Si x∈ U, alors {x} ∈ U.

2. Si x∈ U et y∈ U, alors (x; y) ∈ U.

3. Si x∈ U et y∈ U, alors x× y ∈ U.

4. Si x∈ U et y⊆ x, alors y∈ U.

5. Si x∈ U et y∈ U, alors xy ∈ U où xy est l’ensemble des applications de y dans x.

6. Si I ∈ U et si, pour chaque i∈ I, xi ∈ U, alors
⊔

i∈I xi ∈ U.

7. Si I ∈ U et si, pour chaque i∈ I, xi ∈ U, alors
∏

i∈I xi ∈ U.

8. Si x∈ U, alors x⊆ U.

Démonstration

1. C’est un cas particulier de l’axiome (U 1).

2. On sait que(x; y) = {x; {x; y}}. Il suffit d’appliquer deux fois l’axiome (U 2).

3. Soiti ∈ x. Pour toutj ∈ y, on vient de voir que(i; j) ∈ U. Il s’en suit que{(i; j)} ∈ U. Comme
y ∈ U, l’axiome (U 3) nous donne

⋃

j∈y {(i; j)} ∈ U. De même, on obtient
⋃

i∈x
⋃

j∈y {(i; j)} ∈
U. Or par définition

⋃

i∈x
⋃

j∈y {(i; j)} = x× y.

4. Il suffit de remarquer quey ∈P(x) ∈ U et d’utiliser l’axiome (U 1).

5. Une application dey dansx peut être vue comme un sous-ensemble particulier dey× x. Par
conséquentxy ⊆ P (x×). D’après ce que l’on vient de voir, l’ensemble de droite appartient
àU. Le résultat se déduit alors de la propriété précédente.

6. Posons ¯xi = x× {i}. Les propriétés ci-dessus nous permettent d’affirmer que ¯xi ∈ U. D’après
l’axiome (U 3),

⋃

i∈I x̄i ∈ U. Or par définition,
⋃

i∈I x̄i =
⊔

i∈I xi.
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7. On peut définir(ui)i∈I avecui ∈ xi comme une application deI dans
⊔

i∈I xi telle que l’im-
age dei soit dansxi. Ainsi

∏

i∈I xi peut être vu comme un sous-ensemble de(
⊔

i∈I xi)
I . Les

propriétés 4, 5 et 6, nous donne le résultat.

8. D’après l’axiome (U 1), tout élément dex est un élément deU. Par conséquent,x est une
partie de l’univers,x ⊆ U. ❏

D’après l’axiome (U 5) et toutes les propriétés de stabilité vérifiées par un univers, toutes les con-
structions mathématiques usuelles peuvent être faites dans un univers. En particuliers les notions
d’ensembles quotients, de nombres réels, de limites inductives et projectives peuvent être définies
à l’intérieur d’un univers.

1.2.2 Un nouvel axiome

C’est un euphémisme de dire qu’il est très difficile d’exhiber un univers en utilisant uniquement les
axiomes de la théorie des ensembles ZFC. Donc afin de pouvoirtravailler avec les univers, nous
sommes amener à faire l’hypothèse que

(⋆) « tout ensemble appartient à un univers.»

Ceci fixé, nous pouvons maintenant donner quelques propri´etés supplémentaires.

Proposition 1.2.2
Toute intersection d’univers est un univers.

Démonstration Soit (Ui)i∈I une famille d’univers. PosonsU =
⋂

i∈I Ui. Montrons l’axiome (U 1).
Soit i ∈ I . Commex ∈ U, on ax ∈ Ui ety ∈ x.Ui étant un univers, on en déduity ∈ Ui. Puisque c’est
vrai pour touti ∈ I , on ay ∈ U. Les démonstrations des quatre autres axiomes sont semblables. ❏

Proposition 1.2.3
SiU est un univers alors il existe un plus petit univers, que nousnoteronsU+, contenantU.

DémonstrationConséquence immédiate de la proposition précédente etde l’axiome (⋆). ❏

Si U est un univers, nous appelleronsU-ensemblesles sous-ensembles deU et petitsU-ensembles
ses éléments.
Pour la suite, choisissons un universU et appellons respectivement ensembles et petits ensembles
lesU-ensembles et petitsU-ensembles.
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Chapitre 2

Les cat́egories sans objets

2.1 Idées directrices

Classiquement, une catégorieC est composée d’un ensemble d’objets Ob(C), d’un ensemble de
morphismes Mor(C), d’une application sources : Mor(C) → Ob(C), d’une application butt :
Mor(C) → Ob(C) (le t vient de l’anglaistarget), d’une application identité Id : Ob(C) → Mor(C)
et d’une composition # : Mor(C) ×O Mor(C) → Mor(C) qui à tous morphismesf : X → Y et
f ′ : X′ → Y′ tels queX′ = s( f ′) = t( f ) = Y′ associe un nouveau morphismef ′ # f : X → Y. Ici
nous avons utilisé la représentation usuelle d’un morphisme f par une flèchef : X → Y quand
s( f ) = X et t( f ) = Y. De plus, pour que ces ensembles et applications forment bien une catégorie,
ils doivent satisfaire les axiomes suivants :

(associativit́e) Pour tous morphismesf , g et h vérifiants(h) = t(g) et s(g) = t( f ), on a

h#(g#h) = (h#g) # f

(identit é) Pour tout objetX, s(IdX) = X et t(IdX) = X. De plus pour tout morphismef , on a

f # Ids( f ) = f et Idt( f ) # f = f

Il est a remarqué qu’à chaque objet est associé une uniqueidentité et réciproquement qu’à chaque
identité est associée un unique objet. Cette remarque nous amènera, dans la prochaine section, à
définir les catégories en supprimant l’ensemble des objets.
Il est évident que les applications source et but se comportent les une par rapport aux autres de la
manière suivante :

s(Id s) = s ; s(Id t) = t ; t(Id t) = t ; t(Id s) = s

Ces égalités et l’identification des objets et identitésnous donnerons l’axiome (CAT 1).
En regardant la définition de la composition, on voit que sif et f ′ sont des morphismes compos-
ables alors

s( f ′ # f ) = s( f ) et t( f ′ # f ) = t( f ′)

D’où l’axiome (CAT 2).
Les deux derniers axiomes (CAT 3) et (CAT 4) ne sont respectivement que les axiomes d’identité
et d’associativité.
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Usuellement un foncteurF entre la catégorieC1 et la catégorieC2 est une paire d’applications
FOb : Ob(C1) → Ob(C2) et FMor : Mor(C1) → Mor(C2) telles queFMor(IdX) = IdFOb(X) et
FMor( f ′ #1 f ) = FMor( f ′) #2 FMor( f ) pour tout objetX et tout couple (f ′; f ) ∈ C1 ×O C1 de mor-
phismes composables. Puisque nous allons identifier objetset identités, nous ne conserverons que
l’application des morphismes et les deux conditions préc´edentes nous donnerons respectivement
les axiomes (FONC 1) et (FONC 2).
Le cas des transformations naturelles est plus complexe. C’est même en fait le point de départ de
notre travail. Habituellement une transformation naturelle η entre deux foncteursF1, F2 : C1 → C2

est une famille de morphismesηX : FOb
1 (X)→ FOb

2 (X) indexée par les objets Ob(C1) de la catégorie
sourceC1 pour laquelle le carré

FOb
1 (X)

ηX
//

FMor
1 ( f )

��

FOb
2 (X)

FMor
2 ( f )

��

FOb
1 (Y)

ηY
// FOb

2 (Y)

est commutatif pour tout morphismef deC1.
Nos catégories n’ayant pas d’objets, nos transformationsnaturelles ne peuvent pas être définies
de cette façon. Nous serons obligé de les définir comme desapplications de l’ensemble des mor-
phismes de la catégorie source dans l’ensemble des morphismes de la catégorie but. Mais puisque
nos objets sont identifiés avec les identités et que, nous le montrerons dans la dernière section de
ce chapitre, l’ensemble de ces dernières n’est autre que l’image de l’application sources, nous
leur imposerons l’axiome (NAT 2). De plus en regardant les sources et buts des morphismes de
la famille composant la transformation naturelle, nous somme amené à définir l’axiome (NAT 1).
Le dernier axiome (NAT 3) n’étant rien d’autre que la traduction de la commutativité du carré
ci-dessus.
Cette section n’était qu’une introduction sommaire à ce chapitre. Une étude plus approfondie de
la correspondance entre le point de vue classique et le pointde vue sans objets sera faite dans la
dernière section.

2.2 Les cat́egories

Partant du principe que les objets peuvent être identifiésavec leurs identités, nous sommes amené
à définir unecatégorie(sans objets)(B; s, t, #) comme la donnée
– d’un ensembleB
– de deux applicationss : B→ B, la sourceet t : B→ B, le but,
– et d’une application # :B ×c B→ B, la composition,
vérifiant les axiomes suivants

(CAT 1) ss= s, st= t, tt = t et ts= s

(CAT 2) s# = sπs
t : B ×c B→ B et t# = tπt

s : B ×c B→ B

(CAT 3) # 〈IdB; s〉 = IdB, # 〈t; IdB〉 = IdB
(CAT 4) Avecω : (B ×c B) ×c B→ B ×c (B ×c B) la bijection de la proposition 1.1.3, on a

#(#×c IdB) = #(IdB ×c#)ω : (B ×c B) ×c B→ B
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Dans cette définition nous parlons des applications〈IdB; s〉, 〈t; IdB〉, IdB ×c# et #×c IdB sans en
avoir vérifié l’existence. Ce qui est immédiat d’après les calculs suivants

ts= s= sIdB, st= t = t IdB

t (#ht) = tgsht = shs = s(Id hs) , s(# fs) = sgt fs = t ft = t (Id ft)

où nous avons utilisé les notations de la proposition 1.1.3 (gs = π
t
s et gt = π

s
t ).

Remarque 2.2.1
Tout ensemble peut être muni d’une structure de catégorie. En effet siX est un ensemble, il suffit
de prendres= t = # = IdX. Cette dernière étant possible car(Id; Id) = PB(Id; Id).

Remarque 2.2.2
Pour être plus rigoureux, nous aurions dû parler deU-catégorie plutôt que simplement de catégorie.

Unepetite catégorie(B; s; t; #) est une catégorie dont l’ensemble de baseB est un petit ensemble.

Lemme 2.2.1
Une petite catégorie est un élément de l’univers.

DémonstrationLa démonstration est basée sur la proposition 1.2.1. Supposons que(B; s; t; #) soit
une petitU-catégorie. CommeB estU-petit,B × B est petit (propriété 3) et donc aussis, t et #
(propriété 5). Il s’ensuit que le quadrulet(B; s; t; #) est un élément deU (propriété 7 et axiomes (U
1) et (U 5)). ❏

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition.

Lemme 2.2.2
Si (B; s; t; #) est une catégorie alors si x est un élément deB tel que s(x) = x ou t(x) = x alors
s(x) = t(x) = x et pour tous y et z dansB vérifiant s(y) = t(x) et s(x) = t(z), on a

y# x = y et x#z= z

On dit que l’élément x est uneidentité.

Démonstration Si s(x) = x, alorsts(x) = t(x). Or ts(x) = s(x) d’après l’axiome (CAT 1). Donc
s(x) = t(x) = x. De même sit(x) = x.
De plus commes(y) = t(x) et s(x) = t(z), on a, d’après l’axiome (CAT 3),

y# x = y# t(x) = y# s(y) = y et x#z= s(x) #z= t(z) #z= z

❏

2.3 Les foncteurs

Un foncteur f : (B1; s1; t1; #1) → (B2; s2; t2; #2), souvent notéf : B1 → B2, est un triplet
( f ; (B1; s1; t1; #1); (B2; s2; t2; #2)) où f : B1 → B2 est une application d’ensembles vérifiant les
axiomes ci-dessous

(FONC 1) f s1 = s2 f et f t1 = t2 f
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(FONC 2) f #1 = #2 ( f ×c f ) : B1 ×c B1→ B2

L’application f ×c f existe car s2

(

fπt1
s1

)

= f s1π
t1
s1 = f t1π

s1
t1 = t2

(

fπs1
t1

)

Remarque 2.3.1
Il est immédiat que toute application d’ensemblesf : X→ Y est un foncteur

f : (X; IdX; IdX; IdX)→ (Y; IdY; IdY; IdY)

entre les ensemblesX et Y munis des structures de catégories vues à la remarque 2.2.1.

Donnons une première conséquence, très classique ,de cette définition.

Lemme 2.3.1
Si f : B1 → B2 est un foncteur de catégories, alors f(s1(x)) et f(t1(x)) sont des identités pour tout
x ∈ B1.

DémonstrationL’axiome (FONC 1) implique

f (s1(x)) = s2 f (x) et f (t1(x)) = t2 f (x)

Or s2s2 = s2 et t2t2 = t2. Le résultat découle alors directement du lemme 2.2.2. ❏

Proposition 2.3.2
– Si(B; s; t) est un catégorie, l’application identitéIdB définit un foncteur aussi notéIdB.
– Si f1 : (B1; s1; t1) → (B2; s2; t2) et f2 : (B2; s2; t2) → (B3; s3; t3) sont deux foncteurs alors la

fonction d’ensembles f2 f1 définit elle aussi un foncteur

f2 • f1 : (B1; s1; t1)→ (B3; s3; t3)

Démonstration
– Évident.
– En effet on a

( f2 f1) s1 = f2s2 f1 = s3 ( f2 f1) , ( f2 f1) t1 = f2t2 f1 = t3 ( f2 f1)

et
( f2 f1) #1 = f2#2 ( f1 ×c f1) = #3 ( f2 ×c f2) ( f1 ×c f1) = #3 (( f2 f1) ×c ( f2 f1))

d’après la proposition 1.1.2. ❏

Lemme 2.3.3
Si f : B1 → B2 est unU-foncteur entre les petitesU-catégoriesB1 etB2 alors c’est un élément de
l’universU.

DémonstrationLa démonstration est semblable à celle du lemme 2.2.1. ❏

Posons
– Fonc l’ensemble despetits foncteurs(foncteurs entre petites catégories),
– s : Fonc→ Fonc, s( f : B1→ B2) = IdB1

t : Fonc→ Fonc, t ( f : B1 → B2) = IdB2

– • : Fonc×c Fonc→ Fonc, • ( f2; f1) = f2 • f1
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Théorème 2.3.4
(Fonc; s; t; •) est une catégorie.

Démonstration Les trois premiers axiomes sont évidents et (CAT 4) se déduit immédiatement de
l’associativité des applications d’ensembles. ❏

2.4 Les transformations naturelles

Unetransformation naturelleη : ( f1 : B1 → B2){ ( f2 : B1→ B2) est un triplet

(η : B1→ B2; ( f1 : B1 → B2); ( f2 : B1 → B2))

oùη : B1→ B2 est une application d’ensembles telle que

(NAT 1) s2ηs1 = s2 f1 et t2ηs1 = s2 f2

(NAT 2) η = ηs1

(NAT 3) #2 〈 f2; ηs1〉 = #2 〈ηt1; f1〉

Pour simplifier, nous noterons souventη : f1{ f2.

Lemme 2.4.1
L’axiome (NAT 1) est équivalent à l’axiome suivant

(NAT 1’) s2ηt1 = t2 f1 et t2ηt1 = t2 f2

DémonstrationSupposons que l’axiome (NAT 1) soit vrai. D’après les axiomes (CAT 1) et (FONC
1), on a

s2ηt1 = s2ηs1t1 = s2 f1t1 = s2t2 f1 = t2 f1 et t2ηt1 = t2ηs1t1 = s2 f2t1 = s2t2 f2 = t2 f2

La même démonstration marche dans l’autre sens. ❏

Ce lemme implique que les applications〈 f2; ηs1〉 et 〈ηt1; f1〉 existent puisque c’est équivalent à dire

s2 f2 = t2(ηs1) et s2(ηt1) = t2 f2

Remarque 2.4.1
Si nous observons cette preuve, nous avons juste utilisé lacondition (NAT 1). En fait (NAT 2)
est utile pour assurer une certaine forme d’unicité qui sera nécessaire plus tard pour définir une
composition des transformations naturelles (voir la proposition 2.4.3).

Proposition 2.4.2
Si f : B1 → B2 est un foncteur, alors f s1 est une transformation naturelle de f dans lui-même.

Démonstration

(NAT 1) s2 ( f s1) s1 = s2s2 f s1 = s2 ( f s1) et t2 ( f s1) s1 = t2s2 f s1 = s2 ( f s1)

(NAT 2) ( f s1) s1 = f s1

(NAT 3) #2 〈 f ; ( f s1) s1〉 = #2 〈 f ; f s1〉 = #2
〈

IdB2 f ; s2 f
〉

= #2
〈

IdB2; s2
〉

f = IdB2 f = f
et #2 〈( f s1) t1; f 〉 = #2 〈 f t1; f 〉 = #2

〈

t2 f ; IdB2 f
〉

= #2
〈

t2; IdB2

〉

f = IdB2 f = f ❏

17



Proposition 2.4.3
Si

η1 : ( f1 : (B1; s1; t1; #1)→ (B2; s2; t2; #2)){ ( f2 : (B1; s1; t1; #1)→ (B2; s2; t2; #2))

et
η2 : ( f2 : (B1; s1; t1; #1)→ (B2; s2; t2; #2)){ ( f3 : (B1; s1; t1; #1)→ (B2; s2; t2; #2))

sont deux transformations naturelles, alors l’application d’ensembles〈η2; η1〉 existe et l’applica-
tion #2 〈η2; η1〉 définit une transformation naturelle de f1 dans f3.

Démonstration
– Pour démontrer l’existence de〈η2; η1〉, il suffit de prouver ques2η2 = t2η1. Ce qui est fait ci-

dessous en utilisant l’axiome (NAT 2).

s2η2 = s2η2s1 = s2 f2 et t2η1 = t2η1s1 = s2 f2

– Il nous reste à prouver que #2 〈η2; η1〉 est une application naturelle def1 vers

(NAT 1) s2#2 〈η2; η1〉 s1 = s2π
s2
t2 〈η2; η1〉 s1 = s2η1s1 = s2 f1

et t2#2 〈η2; η1〉 s1 = t2π
t2
s2 〈η2; η1〉 s1 = t2η2s1 = s2 f3

(NAT 2) #2 〈η2; η1〉 s1 = #2 〈η2s1; η1s1〉 = #2 〈η2; η1〉

(NAT 3) Conséquence des calculs suivants

#2 〈 f3; #2 〈η2; η1〉 s1〉 = #2 〈 f3; #2 〈η2s1; η1s1〉〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

〈 f3; 〈η2s1; η1s1〉〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

ω−1 〈 f3; 〈η2s1; η1s1〉〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

〈〈 f3; η2s1〉 ; η1s1〉

= #2 〈#2 〈 f3; η2s1〉 ; η1s1〉

= #2 〈#2 〈η2t1; f2〉 ; η1s1〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

〈〈η2t1; f2〉 ; η1s1〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

ω 〈〈η2t1; f2〉 ; η1s1〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

〈η2t1; 〈 f2; η1s1〉〉

= #2 〈η2t1; #2 〈 f2; η1s1〉〉

= #2 〈η2t1; #2 〈η1t1; f1〉〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

〈η2t1; 〈η1t1; f1〉〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

ω−1 〈η2t1; 〈η1t1; f1〉〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

〈〈η2t1; η1t1〉 ; f1〉

= #2 〈#2 〈η2t1; η1t1〉 ; f1〉

= #2 〈#2 〈η2; η1〉 t1; f1〉

❏

Lemme 2.4.4
Unepetite transformation naturelle(transformation naturelle entre petits foncteurs) est un ´elément
de l’univers.
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DémonstrationLa démonstration est semblable à celle du lemme 2.2.1. ❏

On peut donc considérer
– Nat l’ensemble despetites transformations naturelles,
– s : Nat→ Nat, s(η : f1{ f2) = f1s1

t : Nat→ Nat, t (η : f1{ f2) = f2s1

– ⋆ : Nat×c Nat→ Nat, ⋆ (η2, η1) = η2 ⋆ η1 = #2 〈η2; η1〉

oùNat×c Nat = {(η2; η1) ∈ Nat×Nat | sη2 = tη1}.

Théorème 2.4.5
(Nat; s; t;⋆) est une catégorie.

Démonstration

(CAT 1) ss(η) = s( f1s1) = f1s1 = s(η) , st(η) = s( f2s1) = f2s1 = t (η)
tt (η) = t ( f2s1) = f2s1 = t (η) , ts(η) = s( f1s1) = f1s1 = s(η)

(CAT 2) s⋆ (η2; η1) = s#2 〈η2; η1〉 = f1s1 = s(η1) = sπs
t (η2; η1)

t ⋆ (η2; η1) = t#2 〈η2; η1〉 = f3s1 = t (η2) = tπt
s (η2; η1)

(CAT 3) On a

⋆
〈

IdB2; s
〉

(η) = ⋆ (η; sη) = #2 〈η; sη〉

= #2 〈η; f1s1〉

= #2 〈η; s2 f1〉

= #2 〈η; s2ηs1〉 = #2 〈η; s2η〉 = #2
〈

IdB2; s2
〉

(η) = η

et de même⋆
〈

t; IdB2

〉

(η) = η.

(CAT 4) Finalement

⋆ (⋆ ×c IdNat) ((η3; η2) ; η1) = ⋆ (⋆ (η3; η2) ; η1)

= #2 〈#2 〈η3; η2〉 ; η1〉

= #2
(

#2 ×c IdB2

)

〈〈η3; η2〉 ; η1〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

ω 〈〈η3; η2〉 ; η1〉

= #2
(

IdB2 ×c#2
)

〈η3; 〈η2; η1〉〉

= #2 〈η3; #2 〈η2; η1〉〉

= ⋆ (η3;⋆ (η2; η1))

= ⋆ (IdNat ×c⋆) (η3; (η2; η1))

= ⋆ (IdNat ×c⋆)ω ((η3; η2) ; η1)

❏

La proposition suivante montre l’un des intérêts du pointde vue que nous avons adopté.

Proposition 2.4.6
Soientη : ( f1 : B1 → B2){ ( f2 : B1 → B2) une application naturelle et g: (A; s; t; #)→ (B1; s1; t1; #1),
h : (B2; s2; t2; #2) → (C; s′; t′; #′) deux foncteurs. L’application d’ensembles hηg : A → C est en
fait une transformation naturelle du foncteur h• f1 • g vers le foncteur h• f2 • g.

19



DémonstrationVérifions les trois axiomes

(NAT 1) On a
s′ (hηg) s= hs2ηs1g = hs2 f1g = s′ (h • f1 • g)

t′ (hηg) s= ht2ηs1g = hs2 f2g = s′ (h • f2 • g)

(NAT 2) (hηg) s= hηs1g = hηg

(NAT 3) On a

#′ 〈h • f2 • g; hηgs〉 = #′ 〈h f2g; hηs1g〉

= #′ (h×c h) 〈 f2; ηs1〉 g

= h#2 〈 f2; ηs1〉 g

= h#2 〈ηt1; f1〉 g

= #′ (h×c h) 〈ηt1; f1〉 g

= #′ 〈hηt1g; h f1g〉

= #′ 〈hηgt; h f1g〉

= #′ 〈hηgt; h• f1 • g〉

❏

2.5 Relation avec les notions habituelles

2.5.1 Cat́egorie« classique» assocíeeà une cat́egorie« sans objets»

Soit (B; s; t) une catégorie« sans objet». Parmi les éléments deB, certains jouent un rôle partic-
ulier : les identités.
Par définition,x ∈ B est une identité si pour tous élémentsy et z deB tels ques(y) = t (x) et
s(x) = t (z), on ay#x = y et x#z= z. Notons Id(B) l’ensemble des identités deB.
Bien que nous n’en ayons besoin que plus tard, nous pouvons maintenant définir la notion d’éléments
inversible. On dit quex ∈ B est inversible quand il existey ∈ B tel quex#y ∈ Id (B) ety#x ∈ Id (B).

Lemme 2.5.1
Si pour toute application f: B→ B, on pose

Im ( f ) = {x ∈ B | ∃y ∈ B, f (y) = x} et Fix( f ) = {x ∈ B | f (x) = x}

alors on a
Id (B) = Im (s) = Im (t) = Fix (s) = Fix (t)

DémonstrationCommest= t et ts= s, on a Im(t) ⊆ Im (s) et Im(s) ⊆ Im (t).
Il est clair que Fix(s) ⊆ Im (s) et Fix(t) ⊆ Im (t).
Soit x ∈ Im (s). On peut écrirex = s(y) avecy ∈ B. On a ainsis(x) = ss(y) = s(y) = x. Donc
Im (s) ⊆ Fix (s) et de même Im(t) ⊆ Fix (t).
Il ne nous reste plus qu’à prouver Id(B) = Fix (s).
Si x ∈ Id (B), alorsx#s(x) = s(x). Or d’après l’axiome (CAT 3), on ax#s(x) = x. D’où s(x) = x.
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C’est-à-dire Id(B) ⊆ Fix (s).
De plus on vient de voir que six appartient à Fix(s), alorsx = s(x) = t (x). Donc d’après l’axiome
(CAT 3), x est une identité. ❏

Nous pouvons maintenant définir une catégorie au sens classique du terme en prenant les données
suivantes :
– Ob= Id (B),
– Pour tout(x; y) ∈ Ob2,

MorB (x; y) = { f ∈ B | s( f ) = x, t ( f ) = y}

– Pour chaquex ∈ Ob,
Idx = x ∈ MorB (x; x)

– Pour tout triplet(x; y; z) ∈ Ob3,

◦ : MorB (y; z) ×MorB (x; y) −→ MorB (x; z)

( f ; g) 7−→ f ◦ g = f #g

Cette dernière est bien définie cars( f ) = x = t (g)
En effet les axiomes sont satisfaits

(identit é) Si f : x→ y pour tout(x; y) ∈ Ob2, alors

f ◦ Idx = f #x = f et Idy ◦ f = y# f = f

d’après la définition même de Id(B).

(associativit́e) Si f : z→ y, g : y→ x et h : x→ v sont trois morphismes quelconques, alors

( f ◦ g) ◦ h = #(#×c IdB) (( f ; g) ; h)

= #(IdB ×c#)ω (( f ; g) ; h)

= #(IdB ×c#) ( f ; (g; h))

= f ◦ (g ◦ h)

2.5.2 Cat́egorie« sans objets» assocíeeà une cat́egorie« classique»

Soit C une catégorie classique dont la composition est notée◦. On définit une catégorie« sans
objets» (B; s; t; #) en prenant
– B =

⋃

(x;y)∈Ob(C)2 MorC (x; y)
– s : B→ B, s( f : x→ y) = Idx

t : B→ B, t ( f : x→ y) = Idy

– # :B ×c B→ B, #( f ; g) = f ◦ g
où f ◦ g est bien définie car Idy = s( f : y→ z) = t (g : x→ y′) = Idy′ , i.e.y = y′.

Les axiomes sont satisfaits

(CAT 1) Évident.

(CAT 2) Si ( f : z→ y; g : x→ y) ∈ B ×c B alors

s#( f ; g) = s( f ◦ g) = x et sπt
s ( f ; g) = s(g) = x

t#( f ; g) = t ( f ◦ g) = z et tπs
t ( f ; g) = t ( f ) = z
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(CAT 3) Soit f : x→ y ∈ B.

#〈IdB; s〉 ( f ) = #( f ; Idx) = f ◦ Idx = f = IdB( f )

# 〈t; IdB〉 ( f ) = #(Idy; f ) = Idy ◦ f = f = IdB( f )

(CAT 4) Soit (( f ; g) ; h) ∈ (B ×c B) ×c B. On a

#(#×c Id) (( f ; g) ; h) = ( f ◦ g) ◦ h

et
#(Id×c#)ω (( f ; g) ; h) = #(Id×c#) ( f ; (g; h)) = f ◦ (g ◦ h)

or ( f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

2.5.3 Les foncteurs

Soit f : (B1; s1; t1; #1) → (B2; s2; t2; #2) un foncteur de catégories« sans objets». Les données
suivantes
– pour chaquex ∈ Ob1 = Id (B1),

F (x) = f (x) ∈ Ob2 = Id (B2)

C’est bien défini carf (x) = f (s1 (s(x))) = s2 f (x) ∈ Im (s2) = Ob2.
– pour chaqueu ∈ MorB1 (x; y),

F (u) = f (u) ∈ MorB2 (F(x); F(y))

car s2 ( f (u)) = f (s1 (u)) = f (x) et t2 ( f (u)) = f (t1 (u)) = f (y).
définissent bien un foncteur car
– pour toutx ∈ Ob1,

F (Idx) = f (x) = Id f (x) = IdF(x)

– et pour tous morphismesu : y→ z, v : x→ y,

F (u ◦1 v) = f (u#1v) = f (u) #2 f (v) = F (u) ◦2 F (v)

Soit F : C1 → C2 un foncteur de catégories« classiques». La fonction d’ensemblesf : B1 → B2

donnée par
f (u) = F (u) ∈ MorC1 (F(x); F(y)) ⊆ B2

pour toutu ∈ MorC1 (x; y), est un foncteur de catégories« sans objets».

(FONC 1) pouru ∈ MorC1 (x; y),

f (s1 (u)) = f (Idx) = F (Idx) = IdF(x) = s2 (F (u)) = s2 f (u)

De mêmef (t1 (u)) = t2 ( f (u)).

(FONC 2) pour(u; v) ∈ MorC1 (y; z) ×MorC1 (x; y),

#2 ( f ×c f ) (u; v) = #2 ( f (u); f (v)) = F(u) ◦2 F(v) = F (u ◦1 v) = f #1 (u; v)
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2.5.4 Les transformations naturelles

Les calculs étant toujours les mêmes, nous nous contenterons ici de donner les constructions.
Soit η : ( f1 : B1→ B2) { ( f1 : B1→ B2) une transformation naturelle (de catégories« sans ob-
jets»). On obtient une transformation naturelleΞ : F1{ F2 en prenant pour tout objetx ∈ Ob1

Ξx = η (x) ∈ MorC2 (F1(x); F2(x))

Et siΞ : (F1 : C1→ C2){ (F2 : C1→ C2) est une transformation naturelle (de catégories« clas-
siques»), alors la fonction d’ensemblesη : f1→ f2 donnée par

η (u) = Ξ (x) ∈ MorC2 (F1(x); F2(x)) ⊆ B2

pouru ∈ MorC1 (x; y) ⊆ B1, est une transformation naturelle.
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Chapitre 3

Les groupements

3.1 Les origines

En lisant le chapitre précédent, une première évidences’impose : L’utilisation du pull-back com-
plique la théorie. Quitte à perdre sur l’unicité, rien nenous empêche d’étendre la composition # à
l’ensemble produitB×B. Ce qui nous donne les définitions suivantes pour les catégories, foncteurs
et transformations naturelles :
– Une catégorie(B; s; t; #) est un ensembleBmuni de trois applications

– s : B→ B,
– t : B→ B,
– et # :B × B→ B,
telles que les axiomes suivants soient satisfaits :

(CAT 1) ss= s, st= t, tt = t, ts= s;

(CAT 2) Si x et y sont deux éléments deB satisfaisants(x) = t(y) alors

s(x#y) = s(y) et t (x#y) = t(x)

(CAT 3) pour toutx ∈ B alorsx# s(x) = x et t(x) # x = x ;

(CAT 4) si x, y, z sont trois éléments deB tels ques(x) = t(y) et s(y) = t(z), alors

(x#y) #z= x#(y#z)

– Un foncteurf entre la catégorie(B1; s1; t1; #1) et la catégorie(B2; s2; t2; #2) est un triplet((B1; s1; t1; #1); (B2; s2; t2
souvent notéf : (B1; s1; t1; #1) −→ (B2; s2; t2; #2), où f est une application d’ensemblesf :
B1 → B2 vérifiant les axiomes

(FONC 1) f s1 = s2 f , f t1 = t2 f ;

(FONC 2) si x et y sont deux éléments deB1 tels ques(x) = t(y), alors

f (x#1 y) = f (x) #2 f (y)

– Une application naturelleη : f1{ f2 entre le foncteurf1 et le foncteurf2 est un triplet(η; f1; f2)
oùη : B1 → B2 une application d’ensembles satisfaisant les trois axiomes ci-dessous
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(NAT 1) s2ηs1 = f1s1, t2ηs1 = f2s1 ;

(NAT 2) η = ηs1.

(NAT 3) pour toutx dansB1, on a f2(x) #2 η (s1(x)) = η (t1(x)) #2 f1(x) ;

D’après la remarque 2.4.1, l’axiome (NAT 2) ne semble par très naturelle. Pour être plus précis
il n’a été utilisé que pour assurer l’existence de la composition #〈η1; η2〉 et assurer la véracité de
l’axiome (CAT 3) pour la catégorieNat.
En fait comme nous l’avons déjà dit, l’axiome (NAT 2) permet de réduire le nombre de transforma-
tions naturelles en identifiant celles qui nous semblent avoir les mêmes propriétés. Un moment de
réflexion, nous amène à penser que l’axiome (CAT 3) des catégories joue un rôle très semblable.
Il nous sert à identifier les objets et les identités. C’est-à-dire à identifier les catégories qui ont les
mêmes identités. C’est la supression de ces deux axiomes qui nous pousse à introduire la notion de
groupement.

3.2 Définition d’un groupement

On définit ungroupement(B; s; t; #) comme étant un ensembleBmuni de trois applications
– s : B→ B, la source,
– t : B→ B, le but,
– et # :B × B→ B, la composition,
telles que les axiomes suivants soient satisfaits :

(GR 1) ss= s, st= t, tt = t, ts= s;

(GR 2) Si x et y sont deux éléments deB satisfaisants(x) = t(y) alors

s(x#y) = s(y) et t (x#y) = t(x)

(GR 3) si x, y, z sont trois éléments deB tels ques(x) = t(y) et s(y) = t(z), alors

(x#y) #z= x (y#z)

Exemple 3.2.1
Étant donné que notre objectif est de généraliser légèrement la théorie de catégories, il est normal
que celle-ci soient des groupements. Les axiomes (CAT 1), (CAT 2) et (CAT 4) sont mot pour mot
les trois axiomes (GR1), (GR2) et (GR3).

Exemple 3.2.2
Soit (M; •) un monoı̈de non vide. Choisissons un élémentc quelconque dansM et notons ˘c l’appli-
cation constante deM dans lui-même qui a tout élément associec. Il est immédiat que(M; c̆; c̆; •)
est un groupement. Il est aussi à remarquer que l’on peut ainsi associer au monoı̈de (M; •) un grand
nombre de groupements.

Remarque 3.2.1
Dans l’exemple précédent, si le monoı̈de est un groupe (G; •; e) d’élément neutree, alors on peut
prendree à la place dec. Clairement (G; ĕ; ĕ; •) est un groupement. De plus on vérifie aisément
que c’est une catégorie. C’est d’ailleurs de cette manière que l’on montre habituellement que les
groupes sont des exemples de catégorie.
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Un groupement est ditpetit siB est un petit ensemble.

Remarque 3.2.2
Pour être plus précis nous devrions parler deU-groupementset depetitsU-groupements.

Lemme 3.2.1
Un petitU-groupement est un élément de l’universU.

DémonstrationLa démonstration est semblable à celle du lemme 2.2.1. ❏

Il est à remarquer dans la définition des groupements, qu’il y a une certaine symétrie entre le rôle
de l’application source et celui de l’application but. La seule différence se situe au niveau de la
composition. Soyons plus précis en prenant un groupement(B; s; t; #). Il est aisé de montrer que le
quadruplet(B∗; s∗; t∗; #∗), oùB∗ = B, s∗ = t, t∗ = s et x#∗ y = y# x pour tousx et y dansB∗, est un
groupement.

(GR 1) On as∗s∗ = tt = t = s∗. De même s∗t∗ = t∗, t∗t∗ = t∗, t∗s∗ = s∗.

(GR 2) Si x et y sont deux éléments deB∗ = B satisfaisants∗(x) = t∗(y) alors

s∗ (x#∗ y) = t(y# x) = t(y) = s∗(y) et t∗ (x#∗ y) = s(y# x) = s(x) = t∗(x)

cart(x) = s(y).

(GR 3) si x, y, z sont trois éléments deB∗ = B tels ques∗(x) = t∗(y) et s∗(y) = t∗(z), alors

(x#∗ y) #∗ z= z#(y# x) = (z#y) # x = x#∗ (y#∗)

cart(x) = s(y) et t(y) = s(z).

Le groupement(B∗; s∗; t∗; #∗) est appelédual du groupement(B; s; t; #).

3.3 Les g-foncteurs et g-morphismes

Un g-foncteur fentre le groupement(B1; s1; t1; #1) et le groupement(B2; s2; t2; #2) est un triplet
((B1; s1; t1; #1); (B2; s2; t2; #2); f ), souvent notéf : (B1; s1; t1; #1) −→ (B2; s2; t2; #2), où f est une
application d’ensemblesf : B1 → B2 vérifiant les axiomes suivants

(GFONC 1) f s1 = s2 f , f t1 = t2 f ;

(GFONC 2) si x et y sont deux éléments deB1 tels ques1(x) = t1(y), alors

f (x#1 y) = f (x) #2 f (y)

Par abus de notation, nous noterons souvent

f : B1→ B2

à la place de
f : (B1; s1; t1; #1) −→ (B2; s2; t2; #2)

Remarque 3.3.1
Comme pour les groupements, on devrait parler deU-g-foncteurs, plutôt que de g-foncteurs.
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Exemple 3.3.1
Il est clair que tout foncteur entre catégories est un g-foncteur.

Remarque 3.3.2
Quand nous avons associé des groupements à un monoı̈de, nous avons choisi des éléments de celui-
ci, ce qui fait que les morphismes de monoı̈des ne deviennentpas nécessairement des g-foncteurs.
Nous sommes ici dans la même situation que celle où se sont trouvés les topologues quand ils ont
commencé à étudier le groupe fondamental. Comme eux, nous pourrions résoudre notre problème
en ne considérant pas simplement des monoı̈desM mais des monoı̈des pointés (M; c) oùc ∈ M.

Exemple 3.3.2
Il est usuel de voir les groupes comme des catégories et les homomorphismes de groupes comme
des foncteurs. Puisque toute catégorie est un groupement et tout foncteur est un g-groupement.
À la différence des monoı̈des, le choix de l’élément peut-être fait de façon canonique. Il suffit de
prendre l’élément neutre qui est respecté par les homomorphismes de groupes.

Exemple 3.3.3
Si f : B1 → B2 est un g-foncteur alors le triplet

(

f ∗;B∗1;B
∗
2

)

, où f ∗ = f etB∗1, B
∗
2 sont respective-

ment les groupements duaux deB1 etB2, est lui aussi un g-foncteur.

(GFONC 1) f ∗s∗1 = f t1 = t2 f = s∗2 f ∗, f ∗t∗1 = f s1 = s2 f = t∗2 f ∗.

(GFONC 2) si x et y sont deux éléments deB∗1 tels ques∗1(x) = t∗1(y), alorst1(x) = s1(y) et

f ∗
(

x#∗1 y
)

= f (y# x) = f (y) #2 f (x) = f ∗(x) #∗ f ∗(y)

f ∗ : B∗1 → B
∗
2 est leg-foncteur dualdu g-foncteurf : B1 → B2.

Il est amusant de noter que l’application d’ensembles à la base de chacun de ces g-foncteurs est la
même.

Proposition 3.3.1
Soit (B; s; t; #) un groupement. L’application identitéIdB : B → B, donnée parId(x) = x pour
chaque x∈ B, définit un g-foncteur de(B; s; t; #) dans lui-même.

Démonstration

(GFONC 1) Id s(x) = s(x) = sId(x), Id t(x) = t(x) = t Id(x).

(GFONC 2) Soientx et y sont deux éléments deB tels ques(x) = t(y).
On a Id(x#y) = Id(x) # Id(y). ❏

Lemme 3.3.2
Si f : B1 → B2 un g-foncteur entre deux petitsU-groupementsB1 etB2, alors f est un élément de
l’universU i.e. un petit ensemble.

DémonstrationLa démonstration est semblable à celle du lemme 2.2.1. ❏

Les g-foncteurs qui vérifient les conditions de ce lemme sont appeléspetits g-foncteurs. Ainsi nous
pouvons parler de l’ensembleGFonc des petits g-foncteurs.
Considérons les applications
– s : GFonc→ GFonc définie pars( f : B1 → B2) = IdB1,
– t : GFonc→ GFonc définie part ( f : B1→ B2) = IdB2,
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– # : GFonc×GFonc→ GFonc définie par

f2 # f1 =















f2 f1 si s( f2) = t ( f1)

f1 sinon

Nous devons tout de même vérifier quef2 # f1 est bien un g-foncteur quand

s( f2) = t( f1) = IdB′

Premièrement la composition d’applications d’ensemblesf2 f1 est possible vu la condition imposée
à f1 et f2. De plus on a

(GFONC 1) Évident d’après les définitions des et t car f2 f1 est une application ayant même
domaineB1 que f1 et même butB2 que f2.

(GFONC 2) Soientx et y deux éléments deB1 pour lesquelss1(x) = t1(y). Comme

s′( f1(x)) = f1s1(x) = f1t1(y) = t′( f1(y))

on a

( f2 # f1)(x#1 y) = f2( f1(x#1 y)) = f2( f1(x) #′ f1(y))

= ( f2 f1(x)) #2( f2 f1(y)) = ( f2 # f1)(x) #2( f2 # f1)(y)

Théorème 3.3.3
(GFonc; s; t; #) est un groupement. C’est même une catégorie.

Démonstration Nous n’avons qu’à vérifier les axiomes (GR 1) à (GR 3) pour montrer que c’est
un groupement.

(GR 1) Pour tout g-foncteurf , on a les égalités suivantes :

ss( f : B1→ B2) = s
(

IdB1

)

= IdB1 = s( f : B1 → B2)

st( f : B1→ B2) = s
(

IdB2

)

= IdB2 = t ( f : B1 → B2)

tt ( f : B1→ B2) = t
(

IdB2

)

= IdB2 = t ( f : B1→ B2)

ts( f : B1→ B2) = t
(

IdB1

)

= IdB1 = s( f : B1 → B2)

(GR 2) Supposons quef1 : B1 → B
′
1 et f2 : B2 → B

′
2 sont deux g-foncteurs tels que

s( f2) = t ( f1)

On a
s( f2 # f1) = s( f2 f1) = IdB1 = s( f1)

t ( f2 # f1) = s( f2 f1) = IdB′2 = t ( f2)

(GR 3) C’est une conséquence directe de l’associativité de la composition des applications d’ensem-
bles.
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C’est bien une catégorie car l’axiome (CAT 3) est vérifié par les calculs ci-dessous.

f # s( f ) = f # IdB1 = f IdB1 = f et t( f ) # f = IdB2 # f = IdB2 f = f

où f : B1 → B2 est un foncteur. ❏

Remarque 3.3.3
Dans ce théorème, nous avons définif2 # f1 en prenantf1 quands( f2) , t( f1). En regardant
la démonstration, on s’aperçoit immédiatement que ce choix est arbitraire. On aurait très bien
pu choisir f2 ou autre chose. Ces ainsi que nous sommes amenés à dire que deux groupements
(B1; s1; t1; #1) et (B2; s2; t2; #2) sontpresque égauxsi B1 = B2, s1 = s2, t1 = t2 et x#1 y = x#2 y
lorsques1(x) = s2(x) = t2(y) = t1(y). Il est évident que l’application identité IdB1 = IdBBB2 définit
un g-foncteur IdB2

B1
: B1→ B2 et un g-foncteur IdB1

B2
: B2 → B1 tels que

IdB2
B1

IdB1
B2
= IdB2 et IdB1

B2
IdB2
B1
= IdB1

En d’autres termes, deux groupements presque égaux sont isomorphes. Il est clair que cela définit
une relation d’équivalence sur l’ensemble des petits groupements.

L’idée centrale dans notre travail est que les objets et donc les identités ne sont pas des notions
très« naturelles» et doivent être, autant que possible, éliminés de notre théorie. Ainsi l’axiome
(GFONC 1) cadre mal avec cette idée. Il a été introduit, enthéorie des catégories, afin de rendre
les identités« stables» par les foncteurs. L’axiome (GFONC 2) intéressant mais imparfait. Il faut
que les compositions aient un sens. Ce dernier étant, précédemment, donné par l’axiome (GFONC
1), nous sommes amenés à imposer quelques conditions sur les éléments. D’où la notion beaucoup
plus naturelle de g-morphisme.
Un g-morphisme fest un triplet((B1; s1; t1; #1); (B2; s2; t2; #2); f ), souvent noté

f : B1
⋆
−−−→B2

où les deux premiers termes sont des groupements etf est une application d’ensembles

f : B1→ B2

vérifiant l’axiome suivant

(GMOR) si x ety sont deux éléments deB1 tels ques1(x) = t1(y), alors

s2( f (x)) = t2( f (y)) et f (x#1 y) = f (x) #2 f (y)

Il est évident que tout g-foncteur est un g-morphisme puisque

s2( f (x)) = f (s1(x)) = f (t1(y)) = t2( f (y))

Comme pour les g-foncteurs, on peut parler de petits g-morphismes et montrer que ceux-ci forment
un petit ensemble. NotonsGMor l’ensemble des petits g-morphismes.

Théorème 3.3.4
Le quadruplet(GMor; s; t; #) où

s : GMor→ GMor, t : GMor→ GMor et # : GMor×GMor→ GMor

sont les applications définies par

29



– s( f : B1→ B2) = IdB1,
– t ( f : B1→ B2) = IdB2,

– f2 # f1 =















f2 f1 si s( f2) = t ( f1)

f1 sinon
est un groupement et même une catégorie.

La démonstration est identique à celle du théorème 3.3.3.

3.4 Les g-transformations : Une premìere approche.

Alors que nous avons introduit la notion de g-morphisme poursatisfaire des exigences esthéti-
ques, il n’en va pas du tout de la même manière pour généraliser les transformations naturelles.
Le problème se situe au niveau même de leur définition. Elles le sont traditionnellement comme
une famille, indexée par les objets, de morphismes qui vérifient des conditions de commutativité
de diagrammes. Or nous n’avons pas d’objets et l’étude qui suit va nous permettre d’observer que
les axiomes (NAT 1) et (NAT 3) ne nous permettent pas de construire une théorie satisfaisante si
nous ne rajoutons pas une condition sur les groupements qui en font pratiquement des catégories.
Commençons par quelques remarques.
Premièrement, l’axiome (TRANS 1) et sa forme équivalente(TRANS 1’) ont pour unique but de
permettre la création des diagrammes suivants

F1(X)
ηX

//

F1( f )
�� $$I

I

I

I

I

I

I

I

I

F2(X)

F2( f )
��

F1(Y)
ηY

// F2(Y)

pour toute transformation naturelleη : F1{ F2 et tout morphismef : X→ Y.
Deuxièmement, l’axiome (TRANS 3) impose à ces différents carrés d’être commutatifs. Ce qui
signifie que les deux compositions latérales possibles donnent le même résultat.
Troisièmement, si nous prenons deux morphismes composables f et g, nous obtenons le dia-
gramme commutatif

F1(X)
F1( f )

//

ηX

��

F1(Y)
F1(g)

//

ηY

��

F1(Z)

ηZ

��

F2(X)
F2( f )

// F2(Y)
F2(g)

// F2(Z)

Par conséquent, en notantη1(h) = ηR etη2(h) = ηS pour tout morphismeh : R→ S nous avons les
égalités

F2( f ) #2 η
1( f ) = η2( f ) #2 F1( f )

et
η1(g) = η2( f )

Finalement il semble raisonnable de définir les g-transformations de la manière suivante :
Une (U-)g-transformation

(

η1, η2; f1, f2
)

entre le g-morphismef1 : B1 → B2 et le g-morphisme
f2 : B1→ B2 est un quadruplet oùη1, η2 : B1→ B2 sont deux applications d’ensembles satisfaisant
les deux axiomes ci-dessous
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(GTRANS 1) s2η
1
= s2 f1, t2η1

= s2 f2, s2η
2
= t2 f1, t2η2 = t2 f2 ;

(GTRANS 2) pour tousx ety dansB1 vérifiants1(x) = t1(y), on a

f2(x) #2 η
1(x) = η2(x) #2 f1(x)

et
η1(x) = η2(y)

La notation
(

η1; η2; f1; f2
)

n’étant pas très explicite, nous écrirons plus souvent

(η1; η2) : f1{ f2

et même
η : f1{ f2

Dans l’axiome (GTRANS 2), la première égalité porte surx. La proposition suivante nous montre
que l’on peut indifféremment remlpacer lex pary.

Proposition 3.4.1
L’axiome (GTRANS 2) est équivalent à l’axiome

(GTRANS 2’) pour tous x et y dansB1 vérifiant s1(x) = t1(y), on a

f2(y) #2 η
1(y) = η2(y) #2 f1(y)

et
η1(x) = η2(y)

Démonstration Supposons que l’axiome (GTRANS 2) soit vérifié. Il nous suffit de montrer
qu’alors (GTRANS 2’) l’est aussi. D’après l’axiome (GR 1),les élémentsy et s1(y) vérifient les
conditions de l’axiome (GTRANS 2). D’où

f2(y) #2 η
1(y) = η2(y) #2 f1(y)

et
η1(y) = η2(s1(y))

En prenantt1(x) et x, on démontre la réciproque avec en plus

η1(t1(x)) = η2(x)

❏

Cette démonstration nous permet de voir que les applicationsη1 etη2 sont reliées par des relations
très strictes.

Proposition 3.4.2
Pour toute g-transformation(η1; η2) : f1 { f2 entre les g-morphismes f1 et f2 de (B1; s1; t1) dans
(B2; s2; t2), on a les égalités suivantes :

η1
= η2s1, η

2
= η1t1, η

1
= η1s1, η

2
= η2t1

31



Démonstration Les deux premières égalités ont été vues dans la démonstration de la proposition
précédente. Les deux suivantes découlent immédiatement d’elles et de l’axiome (GR 1). ❏

Cette définition semble à priori éloignée de celle donn´ee pour les transformations naturelles entre
foncteurs de catégories. Les deux propositions suivantesvont nous montrer qu’en fait il n’en est
rien.

Proposition 3.4.3
Soient f1 et f2 deux g-morphismes entre les groupements(B1; s1; t1) et (B2; s2; t2).

Si
(

η1; η2
)

: f1 { f2 est une g-transformation, alors l’applicationη1 : B1 { B2 vérifie les
conditions suivantes :

1. s2η
1s1 = s2 f1 et t2η1s1 = s2 f2

2. η1
= η1s1

3. Pour tout x∈ B1, on a f2(x) #2 η
1(s1(x)) = η1(t1(x)) #2 f1(x).

Démonstration Supposons que (η1; η2) : f1{ f2 soit une g-transformation. La seconde propriété
a été vue dans la proposition 3.4.2.
La première est la conséquence directe de l’axiome (GTRANS 1) et de la seconde propriété. Pour la
dernière, considérons un élémentx deB1. D’après l’axiome (GR 1),x et s1(x) vérifient la condition
de l’axiome (GTRANS 2). Doù

f2(x) #2 η
1(x) = η2(x) #2 f1(x)

La proposition 3.4.2 nous dit que

η1(x) = η1(s1(x)) et η2(x) = η1(t1(x))

D’où le résultat. ❏

Pour démontrer la réciproque dans le cas oùf1 et f2 sont des g-foncteurs, nous aurons besoin du

Lemme 3.4.4
Si f1 et f2 sont des g-foncteurs deB1 versB2, alors toute applicationη : B1 → B2 qui satisfait les
conditions

s2ηs1 = s2 f1 et t2ηs1 = s2 f2

vérifient aussi les conditions
s2ηt1 = t2 f1 et t2ηt1 = t2 f2

Démonstration C’est une conséquence immédiate des axiomes (GR 1) et (GFONC 1) :

s2ηt1 = s2ηs1t1 = s2 f1t1 = s2t2 f1 = t2 f2

et
t2ηt1 = t2ηs1t1 = s2 f2t1 = s2t2 f2 = t2 f2

❏

Proposition 3.4.5
Si f1 et f2 sont des g-foncteurs, alors toute fonctionη deB1 dansB2 qui vérifient les trois conditions
de la proposition 3.4.3 définit une g-transformation(η; ηt1) : f1{ f2.
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Démonstration Considérons une applicationη : B1 → B2 qui vérifient les trois propriétés
précédentes. Posonsη1

= η et η2
= ηt1. Montrons que (η1; η2) est une g-transformation def1

vers f2.

(GTRANS 1) Puisqueη1
= η1s1, on a, d’après la première condition,

s2η
1
= s2 f1 et t2η

1
= s2 f2

Commeη2
= ηt1, le lemme 3.4.4, nous donne en plus

s2η
2
= t2 f1 et t2η

2
= t2 f2

(GTRANS 2) Soientx et y telles ques1(x) = t1(y). Tout découle deη = ηs1 et η2
= η1t1. En effet

à la vue de la condition imposée àx et y, on a

η1(x) = η1(s1(x)) = η1(t1(y)) = η2(y)

Et d’après la troisième propriété vérifiée parη, on a aussi

f2(x) #2 η
1(x) = η2(x) #2 f1(x)

❏

Avant de poursuivre, continuons à étudier de plus près cequi se passe pour les transformations
naturelles de la théorie des catégories.
Une propriété classique des transformations naturellesde catégories est que chaque foncteurF :
C1 → C2 définit une transformation naturelle deF dans lui-même. En effet, pour tout objetX de
C1, posonsηX = F (IdX). Alors, pour tout morphismef : X→ Y deC1, le diagramme

F(X)
F( f )

//

ηX

��

F(Y)

ηY

��

F(X)
F( f )

// F(Y)

est commutatif car

ηY #2 F( f ) = F(IdY) #2 F( f ) = F(IdY #1 f ) = F( f #1 IdX) = F( f ) #2 F(IdX) = F( f ) #2 ηX

Plus précisément, nous remarquons que nous y avons utilisé deux choses. La première est que,F
étant un foncteur, l’image d’une composition est égale àla composition des images ; et la seconde,
que IdY #1 f = f #1 IdX dans la catégorieC1. En d’autres termes, nous avons utilisé certaines pro-
priétés des identités. Or le principe qui nous a guidé jusqu’à maintenant est d’enlever les références
à ces dernières. Cette impossibilité pour les g-foncteurs de devenir des g-transformations nous
empêche de définir des applications source et but sur l’ensemble des g-transformations. C’est en
cela qu’il ne semble pas y avoir de théorie satisfaisante deg-transformation sans l’ajout de quelque
chose de supplémentaire. Nous reviendrons là-dessus dans le chapitre 6. Malgré tout, et afin de
bien illustrer notre propos nous allons continuer la construction en supposant que les groupements
que nous allons considérer dans le reste de cette section satisfont tous la condition supplémentaire

(⋆) t(x) # x = x# s(x), pour toutx ∈ B

Pour bien garder celà à l’esprit, nous parlerons de⋆-groupements.
La proposition qui suit va nous permettre de définir sur l’ensemble des petites g-transformations
entre g-morphismes de⋆-groupements des applications source et but.
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Proposition 3.4.6
Si f est un g-morphisme du⋆-groupement(B1; s1; t1; #1) vers le⋆-groupement(B2; s2; t2; #2), alors
(s2 f ; t1 f ) est une g-transformation de f dans f .

Démonstration C’est une simple vérification des axiomes (GTRANS 1) et (GTRANS 2). Posons
η1
= s2 f etη2

= t2 f

(GTRANS 1) Évident.

(GTRANS 2) Soientx ety deux éléments deB1 satisfaisants1(x) = t1(y). En utilisant la condition
⋆, on trouve

f (x) #2 η
1(x) = f (x) #2 s2 ( f (x))

= t2 ( f (x)) #1 f (x)

= η2(x) #2 f (x)

De plus, grace à l’axiome (GMOR), on trouve

η1(x) = s2 f (x) = t2 f (y) = η2(y)

❏

Remarque 3.4.1
L’application identité IdB de l’ensembleB dans lui-même définit clairement un g-morphisme, et
même un g-foncteur, de (B; s; t; #) dans lui-même. Ainsi (s1; t1) est une g-transformation de IdB
vers lui-même.

On dit qu’une g-transformationη : f1{ f2 estpetitequand les g-morphismesf1 et f2 le sont.

Lemme 3.4.7
Toute petiteU-g-transformation est un élément de l’universU.

DémonstrationSemblable à la démonstration du lemme 3.3.2. ❏

Désignons par⋆GT rans l’ensemble de toutes les petites g-transformations au dessus de⋆-groupements.
Comme le théorème suivant va le montrer, il est aisé de munir cet ensemble d’une structure de
groupement.

Théorème 3.4.8
On peut définir deux applicationsσ1 etτ1 de⋆GTrans dans lui-même de la manière suivante :

σ1 (η : f1{ f2) = ((s2 f1; t2 f1) : f1{ f1)

et
τ1 (η : f1{ f2) = ((s2 f2; t2 f2) : f2{ f2)

Soient deux g-transformationsη1 : f1{ f ′1, η2 : f2{ f ′2.
– Siσ1(η2) = τ1(η1), notonsη2 ⊛ η1 : f1{ f ′2 la g-transformation définie, pour tout x∈ B1, par

(η2 ⊛ η1) (x) =
(

η1
2(x) #2 η

1
1(x); η2

2(x) #2 η
2
2(x)
)

– sinon, posonsη2 ⊛ η1 = η1 : f1{ f ′1.
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On obtient une application⊛ de⋆GTrans× ⋆ GT rans dans⋆GT rans.
Le quadruplet(⋆GTrans;σ1; τ1;⊛) est un groupement.

DémonstrationAvant de vérifier les axiomes des groupements, nous devons montrer que siσ1(η2) =
τ1(η1) alorsη2 ⊛ η1 : f1{ f ′2 est bien une g-transformation. Pour plus de clareté, posonsη2 ⊛ η1 =

(µ1; µ2)

(GTRANS 1) Remarquons queσ1(η2) = τ1(η1) implique f2 = f ′1. En effetσ1(η2) = τ1(η1) signifie

(s2 f2; t2 f2; f2; f2) = (s2 f ′1; t2 f ′1; f ′1; f ′1)

Ainsi, l’axiome (GR 2) implique

s2µ
1
= s2

(

η1
2 #2 η

1
1

)

= s2η
1
1 = s2 f1

et
t2µ

1
= t2
(

η1
2 #2 η

1
1

)

= t2η
1
2 = s2 f ′2

car, d’après (GTRANS 1) et la remarque ci-dessus,s2η
1
2 = s2 f2 = s2 f ′1 = t2η1

1.
De même, puisques2η

2
2 = t2 f2 = t2 f ′1 = t2η2

1, on trouve

s2µ
2
= s2

(

η2
2 #2 η

2
1

)

= s2η
2
1 = t2 f1

et
t2µ

2
= t2
(

η1
2 #2 η

1
1

)

= t2η
2
2 = t2 f ′2

(GTRANS 2) Pour tousx ∈ B1 et y ∈ B1 tels ques2(x) = t2(y), les axiomes (GTRANS 2) vérifiés
parη1 etη2 et le fait quef2 = f ′1, nous permettent d’écrire

f ′2(x) #2 µ
1(x) = f ′2 #2

(

η1
2(x) #2 η

1
1(x)
)

=

(

f ′2(x) #2 η
1
2(x)
)

#2 η
1
1(x)

=

(

η2
2(x) #2 f2(x)

)

#2 η
1
1(x)

= η2
2(x) #2

(

f2(x) #2 η
1
1(x)
)

= η2
2(x) #2

(

f ′1(x) #2 η
1
1(x)
)

= η2
2(x) #2

(

η2
1(x) #2 f1(x)

)

=

(

η2
2(x) #2 η

2
1(x)
)

#2 f1(x) = µ2(x) #2 f1(x)

et
µ1(x) = η1

2(x) #2 η
1
1(x) = η2

2(y) #2 η
2
1(y) = µ2(y)

Passons maintenant à la seconde partie de notre démonstration.

(GR 1) Pour toutη : f1{ f2 appartenant à⋆GT rans, on a

(σ1σ1) (η) = σ1 ((s2 f1; t2 f1) : f1{ f1) = (s2 f1; t2 f1) : f1{ f1 = σ1 (η)

(σ1τ1) (η) = σ1 ((s2 f2; t2 f2) : f2{ f2) = (s2 f2; t2 f2) : f2{ f2 = τ1 (η)

(τ1τ1) (η) = τ1 ((s2 f2; t2 f2) : f2{ f2) = (s2 f2; t2 f2) : f2{ f2 = τ1 (η)

(τ1σ1) (η) = τ1 ((s2 f1; t1 f1) : f1{ f1) = (s2 f1; t2 f1) : f1{ f1 = σ1 (η)
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(GR 2) Soientη1 : f1{ f ′1 etη2 : f2{ f ′2 deux éléments de⋆GT rans tels queσ1 (η2) = τ1 (η1).
Dans ce casη2 ⊛ η1 est une g-transformation def1 dansf ′2. Par conséquent

σ1 (η2 ⊛ η1) = (s2 f1; t2 f1) = σ1 (η1) et τ1 (η2 ⊛ η1) = (s2 f ′2; t2 f ′2) = τ1 (η2)

(GR 3) Soientη1 : f1 { f ′1, η2 : f2 { f ′2 et η3 : f3 { f ′3 trois éléments de⋆GTrans tels que
σ1 (η2) = τ1 (η1) etσ1 (η3) = τ1 (η2).
Commeσ1 (η3 ⊛ η2) = σ1 (η2) = τ1 (η1) etτ1 (η2 ⊛ η1) = τ1 (η2) = σ1 (η3), on a

s2(η
1
3 #2 η

1
2) = t2η

1
1

et
s2(η

2
3 #2 η

2
2) = t2η

2
1

En utilisant l’axiome (GR 3), on en déduit
(

η1
3 #2 η

1
2

)

#2 η
1
1 = η

1
3 #2

(

η1
2 #2 η

1
1

)

et
(

η2
3 #2 η

2
2

)

#2 η
2
1 = η

2
3 #2

(

η2
2 #2 η

2
1

)

D’où
(η3 ⊛ η2) ⊛ η1 = η3 ⊛ (η2 ⊛ η1)

❏

Remarque 3.4.2
À la différence de ce qui se passe pour les g-foncteurs, les g-transformations ne forment pas une
catégorie. Ce qui n’est pas surprenant car c’est justementpour cette raison que nous avons introduit
la notion de groupement.

On peut munir l’ensemble des (petites) g-transformations de deux autres structures de groupement.
Pour cela nous aurons besoin du résultat intermédiaire suivant

Proposition 3.4.9
Soient f : B′1 → B1, g : B2 → B

′
2 deux g-morphismes et(η1; η2) : ( f1 : B1 → B2) { ( f2 :

B1 → B2) une g-transformation. Les quadruplets
(

η1 f ; η2 f ; f1 f ; f2 f
)

et
(

gη1; gη2; g f1; g f2
)

sont
des g-transformations.

Démonstration Nous nous contenterons de faire la démonstration pour (η1 f ; η2 f ) car celle de
(gη1; gη2) est similaire.

(GTRANS 1) Comme (η1; η2) est une g-transformation

s2(η
1 f ) = (s2η

1) f = (s2 f1) f = s2( f1 f )

t2(η
1 f ) = (t2η

1) f = (s2 f2) f = s2( f2 f )

et
s2(η

2 f ) = (s2η
2) f = (t2 f1) f = t2( f1 f )

t2(η
2 f ) = (t2η

2) f = (t2 f2) f = t2( f2 f )
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(GTRANS 2) Pour toutx ∈ B′1 et touty ∈ B′1 tels ques′1(x) = t′1(x),

( f2 f )(x) #2(η
1 f )(x) = f2( f (x)) #2 η

1( f (x))

= η2( f (x)) #2 f1( f (x)) = (η2 f )(x) #2( f1 f )(x)

carη : f1{ f2 est une g-transformation etf (x) ∈ B1, et

(η1 f )(x) = η1( f (x)) = η2( f (x)) = (η2 f )(x)

d’après l’axiome (GMOR),s2 f (x) = t2 f (y). ❏

Pour simplifier, siη = (η1; η2) est la g-transformation de la proposition, alors on noteη f et gη les
nouvelles g-transformations.

Lemme 3.4.10
Soientη : f1{ f2 etη′ : f ′1 { f ′2 deux g-transformations pour lesquelles le groupement but de f1
et f2 est aussi le groupement source de f′

1 et f′2. Alors les g-transformations

( f ′1η) ⊛ (η′ f2) : f ′1 f1{ f ′2 f2

et
(η′ f1) ⊛ ( f ′2η) : f ′1 f1{ f ′2 f2

existent.

Démonstration Puisquef ′1η : f ′1 f1 { f ′1 f2 et η′ f2 : f ′1 f2 { f ′2 f2, la première g-transformation
( f ′1η) ⊛ (η′ f2) existe. L’existence de la seconde se montre de la même manière. ❏

Grâce à ce lemme, on peut définir de nouvelles applications :

Théorème 3.4.11
Considérons les quatre applications d’ensemblesσ0, τ0, ⊠ et⊡sont les applications ci-dessous.
– σ0 : ⋆GT rans→ ⋆GT rans définie par

σ0 (η : ( f1 : B1 → B2){ ( f2 : B1→ B2)) = (s1; t1) : IdB1 { IdB1

– τ0 : ⋆GT rans→ ⋆GT rans définie par

τ0 (η : ( f1 : B1 → B2){ ( f2 : B1→ B2)) = (s2; t2) : IdB2 { IdB2

– ⊠,⊡ : ⋆GTrans× ⋆ GT rans→ ⋆GT rans définies par

η2 ⊠ η1 =















( f ′2η1) ⊛ (η2 f1) siσ0(η2) = τ0(η1)

η1 sinon

et

η2 ⊡ η1 =















(η2 f ′1) ⊛ ( f2η1) siσ0(η2) = τ0(η1)

η1 sinon

pour η1 : ( f1 : B1 → B
′
1) { ( f ′1 : B1 → B

′
1) et η2 : ( f2 : B2 → B

′
2) { ( f ′2 : B2 → B

′
2) deux

g-transformations.
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Les deux quadruplets(GT rans;σ0; τ0;⊠) et (GT rans;σ0; τ0;⊡) sont des groupements.

Démonstration La conditionσ0(η2) = τ0(η1) n’est autre que celle imposée dans le lemme 3.4.10.
Par conséquentη2 ⊠ η1 etη2 ⊡ η1 existent et sont bien des g-groupements.

(GR 1) Pour toutη : ( f1 : B1→ B2){ ( f2 : B1→ B2),

σ0σ0(η) = σ0(s1; t1)= (s1; t1) = σ0(η)

σ0τ0(η) = σ0(s2; t2)= (s2; t2) = τ0(η)

τ0τ0(η) = τ0(s2; t2) = (s2; t2) = τ0(η)

τ0σ0(η) = τ0(s1; t1) = (s1; t1) = σ0(η)

(GR 2) Pour tous
η1 : ( f1 : B1 → B

′
1){ ( f ′1 : B1 → B

′
1)

et
η2 : ( f2 : B2 → B

′
2){ ( f ′2 : B2 → B

′
2)

avecσ0(η2) = τ0(η1),

σ0(η2 ⊠ η1) = (s1; t1) = σ0(η1) et τ0(η2 ⊠ η1) = (s′2; t′2) = τ0(η2)

carη2 ⊠ η1 va de f ′1 f1 : B1→ B
′
2 vers f ′2 f2 : B1→ B

′
2.

(GR 3) Soientη1 : f1 { f ′1, η2 : f2 { f ′2 et η3 : f3 { f ′3 trois éléments de⋆GTrans tels que
σ0 (η2) = τ0 (η1) etσ0 (η3) = τ0 (η2).

(η3 ⊠ η2) ⊠ η1 =
(

( f ′3η2) ⊛ (η3 f2)
)

⊠ η1 = ( f ′3 f ′2η1) ⊛
(

( f ′3η2 f1) ⊛ (η3 f2 f1)
)

η3 ⊠ (η2 ⊠ η1) = η3 ⊠
(

( f ′2η1) ⊛ (η2 f1)
)

=
(

( f ′3 f ′2η1) ⊛ ( f ′3η2 f1)
)

⊛ (η3 f2 f1)

et
( f ′3 f ′2η1) ⊛

(

( f ′3η2 f1) ⊛ (η3 f2 f1)
)

=
(

( f ′3 f ′2η1) ⊛ ( f ′3η2 f1)
)

⊛ (η3 f2 f1)

d’après le théorème 3.4.8.

On démontre de la même manière que(GT rans;σ0; τ0;⊡) est un groupement. ❏

Ce théorème nous montre que l’ensemble des petites g-transformations est naturellement muni de
trois structures de groupement. Dans les deux propositionsqui viennent maintenant nous allons
étudier de plus près les relations qui existent entre elles.

Proposition 3.4.12
Avec les notations introduites précédemment, on a :

σ0σ1 = σ0 σ0τ1 = σ0 τ0σ1 = τ0 τ0τ1 = τ0

σ1σ0 = σ0 σ1τ0 = τ0 τ1σ0 = σ0 τ1τ0 = τ0
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DémonstrationSoitη : ( f1 : B1 → B2){ ( f2 : B1 → B2) une g-transformation.

σ0σ1(η) = σ0(s2 f1; t2 f1) = (s1; t1) = σ0(η) σ0τ1(η) = σ0(s2 f2; t2 f2) = (s1; t1) = σ0(η)

τ0σ1(η) = τ0(s2 f1; t2 f1) = (s2; t2) = τ0(η) τ0τ1(η) = τ0(s2 f2; t2 f2) = (s2; t2) = τ0(η)

σ1σ0(η) = σ1(s1; t1) = (s1; t1) = σ0(η) σ1τ0(η) = σ1(s2; t2) = (s2; t2) = τ0(η)

τ1σ0(η) = τ1(s1; t1) = (s1; t1) = σ0(η) τ1τ0(η) = τ1(s2; t2) = (s2; t2) = τ0(η) ❏

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.13
On a

σ0σ1 = σ1σ0 et τ0τ1 = τ1τ0

τ0σ1 = σ1τ0 et σ0τ1 = τ1σ0

Le problème dans le cas présent c’est que si les relations entre les applications sources et buts sont
extrèmement simples, celles entre les compositions le sont beaucoup moins. Nous reviendrons
dessus dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Exemples de groupement :
Les chemins de Moore et leurs extensions

En cherchant un exemple de groupement moins trivial que les catégories, on est de manière as-
sez naturelle amené à chercher un exemple géométrique.Pourquoi ne pas regarder du côté de
la topologie algébrique ? Le groupe fondamental qui fut introduit par Henri Poincaré à la fin du
19ème siècle et qui fut à l’origine de la topologie algébrique mérite quelques attentions. Il est basé
sur les notions de chemins et d’homotopie. L’homotopie sertà identifier des chemins entre eux afin
de pouvoir construire une composition qui vérifie les axiomes de groupe. Géométriquement cette
composition est basée sur la juxtaposition des chemins.
Dans toute la suite de ce chapitreX désignera un espace topologique.

4.1 Les chemins de Moore

Un chemin de Mooreest tout simplement une application continueγ d’un intervalle [0;d], où
d > 0, dans l’espace topologiqueX.
NotonsM(X) l’ensemble des chemins de Moore de l’espaceX. Dans la définition ci-dessus, le
nombred correspond à la longueur de l’intervalle. Il peut aussi être vu comme la durée mise pour
parcourir le chemin. Nous pouvons ainsi construire une application duréeδ deM(X) dans ]0;+∞[
qui a tout cheminγ associe sa durée de parcoursδγ.
Nous allons maintenant munir l’ensembleP(X) d’une structure de groupement. Pour cela nous
pouvons commencer par prendre pour applications source et but les applications

s : P(X) → P(X) et t : P(X) → P(X)

définies de la manière suivante :

s(γ)(u) = γ(0) et t(γ)(t) = γ(δγ)

pour toutt ∈ [0; 1]. s(γ) et t(γ) sont des applications constantes, donc continues, de [0; 1] dansX.
Ce sont des chemins de Moore de durée 1.
Pour toutt appartenant à l’intervalle [0; 1] et tout cheminγ ∈ P(X), on a

s(s(γ))(t) = s(γ)(0) = γ(0) = s(γ)(t)
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s(t(γ))(t) = t(γ)(0) = γ(δγ) = t(γ)(t)

t(t(γ))(t) = t(γ)(δγ) = γ(δγ) = t(γ)(t)

t(s(γ))(t) = s(γ)(δγ) = γ(0) = s(γ)(t)

Par conséquent l’axiome (GR 1) est vérifié.
Ces deux seules applications ne sont pas suffisantes, il nous faut une composition. Celle-ci corre-
spond en fait à l’opération géométrique qui consiste àmettre bout-à-bout deux chemins à partir
du moment où l’un commence là où fini l’autre. Pour être plus précis, définissons la composition
comme l’application # deP(X) × P(X) dansP(X) donnée par la construction qui suit. Soientγ1 et
γ2 deux chemins de Moore.
– Si s(γ2) = t(γ1), alorsγ2 #γ1 est la chemin de duréeδγ1 + δγ2 défini par

(γ2 #γ1)(t)















γ1(t) pourt ∈
[

0;δγ1

]

γ2(t − δγ1) pourt ∈
[

δγ1; δγ1 + δγ2

]

– Sinonγ2 #γ1 = γ1.
Dans le premier cas, commes(γ2) = t(γ1), on aγ1(δγ1) = γ2(0) = γ2(δγ1 − δγ1). De plus les inter-
valles

[

0;δγ1

]

et
[

δγ1; δγ1 + δγ2

]

sont fermés. Par conséquentγ2 #γ1 est bien continue de
[

0;δγ1 + δγ2

]

dansX. En d’autres mots c’est un chemin de Moore. Le second cas donne trivialement un chemin
de Moore.
Il ne nous reste plus qu’à vérifier les axiomes (GR 2) et (GR 3). Soientγ1 et γ2 deux chemins de
Moore tels ques(γ2) = t(γ1). Pour toutt ∈

[

0;δγ1 + δγ2

]

, les calculs

s(γ2 #γ1)(t) = (γ2 #γ1)(0) = γ1(0) = s(γ1)(t)

t(γ2 #γ1)(t) = (γ2 #γ1)(δγ1 + δγ2) = γ2(δγ1 + δγ2 − δγ1) = γ2(δγ2) = t(γ2)(t)

montrent que l’axiome (GR 2) est satisfait.
Si γ1, γ2 etγ3 sont trois chemins de Moore tels ques(γ3) = t(γ2) et s(γ2) = t(γ1), alors

(γ3 #γ2) #γ1(t) =















γ1(t) pour 0≤ t ≤ δγ1

(γ3 #γ2)(t − δγ1) pourδγ1 ≤ t ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

et

γ3 #(γ2 #γ1)(t) =















γ2 #γ1(t) pour 0≤ t ≤ δγ1 + δγ2

γ3(t − δγ1 − δγ2) pourδγ1 + δγ2 ≤ t ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

D’où

(γ3 #γ2) #γ1(t) = γ3 #(γ2 #γ1)(t) =



























γ1(t) pour 0≤ t ≤ δγ1

γ2(t − δγ1) pourδγ1 ≤ t ≤ δγ1 + δγ2

γ3(t − δγ1 − δγ2) pourδγ1 + δγ2 ≤ t ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

Ainsi l’axiome (GR 3) est vérifié. Finalement

Théorème 4.1.1
Le quadruplet(P(X); s; t; #) est un groupement.
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4.2 Les surfaces de Moore

Unesurface de Mooreest une application continue de [0;d1] × [0; d2], où d1 et d2 sont des réels
strictement positifs, dans l’espaceX.
Il faut bien remarquer que le mot surface est ici utilisé de manière abusive. S’il est entendu que
le produit [0;d1] × [0; d2] est une surface, il n’en va pas nécessairement de même pour son image
dansX.
En se référant à ce que nous avons dit dans la section précédente, nous pouvons voird1 comme la
durée de parcours dans la première direction etd2 comme celle dans la seconde direction. Ainsi si
nous notonsS(X) l’ensemble des surfaces de Moore de l’espaceX, alors nous avons naturellement
deux applications de duréeδ1 et δ2 deS(X) dans ]0;+∞[ :

δ1(γ) = d1 = durée dans la première direction

δ2(γ) = d2 = durée dans la deuxième direction

pourγ ∈ S(X).
Nous pouvons munir l’ensembleS(X) de deux structures de groupement. Considéronss1 et s2 les
deux applications définies, surS(X) à valeur dans lui-même, par les formules suivantes :

s1(γ)(u; v) = γ(0;v) pour (u; v) ∈ [0; 1] ×
[

0;δ2(γ)
]

s2(γ)(u; v) = γ(u; 0) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ)
]

× [0; 1]

De même on peut définir deux applicationsti : S(X) → S(X), i = 1, 2, de la manière suivante :

t1(γ)(u; v) = γ(δ1(γ); v) pour (u; v) ∈ [0; 1] ×
[

0;δ2(γ)
]

t2(γ)(u; v) = γ(u; δ2(γ)) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ)
]

× [0; 1]

Les applications sources et buts étant données, nous pouvons maintenant nous intéresser aux com-
positions. Il y aura une composition #1 suivant la première direction et une autre #2 suivant la
seconde. Pour deux surfaces de Mooreγ1 etγ2,
– si s1(γ2) = t1(γ1), on pose

γ2 #1 γ1(u; v) =















γ1(u; v) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ2(u− δ1(γ1); v) pour (u; v) ∈
[

δ1(γ1); δ1(γ1) + δ1(γ2)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

(Cette définition est valide. En effet, comme

s1(γ2) : [0; 1] ×
[

0;δ2(γ2)
]

→ S(X) et t1(γ1) : [0; 1] ×
[

0;δ2(γ1)
]

→ S(X)

on aδ2(γ1) = δ2(γ2).)
– si s2(γ2) = t2(γ1), on pose

γ2 #2 γ1(u; v) =















γ1(u; v) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ2(u; v− δ2(γ1)) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

δ2(γ1); δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

(Comme précédemment on montreδ2(γ1) = δ2(γ2).)
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– sinon, on poseγ2 #1 γ1 = γ2 #2 γ1 = γ1

Théorème 4.2.1
Les quadruplets(S(X); s1; t1; #1) et (S(X); s2; t2; #2) sont des groupements.

Démonstration

(GR 1) Soientγ ∈ S(X) et (u; v) ∈ [0; 1] ×
[

0;δ2(γ)
]

.

s1s1(γ)(u; v) = s1(γ(0;v)) = γ(0;v) = s1(γ)(u; v)

s1t1(γ)(u; v) = s1(γ(δ1(γ); v)) = γ(δ1(γ); v) = t1(γ)(u; v)

t1t1(γ)(u; v) = t1(γ(δ1(γ); v)) = γ(δ1(γ); v) = t1(γ)(u; v)

t1s1(γ)(u; v) = s1(γ(0;v)) = γ(0;v) = s1(γ)(u; v)

(GR 2) Soientγ1 et γ2 deux surfaces de Moore telles ques1(γ2) = t1(γ1). Pour (u; v) ∈ [0; 1] ×
[

0;δ2(γ1)
]

,
s1(γ2 #1 γ1)(u; v) = γ2 #1 γ1(0;v) = γ1(0;v) = s1(γ1)(u; v)

t1(γ2 #1 γ1)(u; v) = γ2 #1 γ1(δ1(γ1) + δ1(γ2); v) = γ2(δ1(γ2); v) = t1(γ2)(u; v)

(GR 3) Soientγ1, γ2 et γ3 deux surfaces de Moore telles ques1(γ3) = t1(γ2) et s1(γ2) = t1(γ1).
Pour (u; v) ∈

[

0;δ1(γ1) + δ1(γ2) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

,

(γ3 #γ2) #γ1(u; v) =















γ1(t) pour 0≤ u ≤ δγ1

(γ3 #γ2)(u− δγ1; v) pourδγ1 ≤ u ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

et

γ3 #(γ2 #γ1)(u; v) =















γ2 #γ1(u; v) pour 0≤ u ≤ δγ1 + δγ2

γ3(u− δγ1 − δγ2; v) pourδγ1 + δγ2 ≤ u ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

D’où

(γ3 #γ2) #γ1(u; v)

= γ3 #(γ2 #γ1)(u; v)

=



























γ1(u; v) pour 0≤ u ≤ δγ1

γ2(u− δγ1; v) pourδγ1 ≤ u ≤ δγ1 + δγ2

γ3(u− δγ1 − δγ2; v) pourδγ1 + δγ2 ≤ u ≤ δγ1 + δγ2 + δγ3

Cela montre que(S(X); s1; t1; #1) est un groupement. La démonstration est semblable pour
(S(X); s2; t2; #2). ❏

Étudions de plus près les liens qui unissent ces deux structures de groupements.

Proposition 4.2.2
Soient(S(X); s1; t1; #1) et (S(X); s2; t2; #2) les deux structures de groupement surS(X) introduites
dans le théorème 4.2.1. On a les égalités

s1s2 = s2s1 t1t2 = t2t1

s1t2 = t2s1 s2t1 = t1s2
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DémonstrationSoientγ ∈ S(X) et (u; v) ∈ [0; 1] × [0; 1].

s1s2 (γ) (u; v) = s1 (γ) (u; 0) = γ(0; 0) et s2s1 (γ) (u; v) = s2 (γ) (0;v) = γ(0; 0)

s1t2 (γ) (u; v) = s1 (γ) (u; 1) = γ(0; 1) et t2s1 (γ) (u; v) = t2 (γ) (0;v) = γ(0; 1)

t1s2 (γ) (u; v) = t1 (γ) (u; 0) = γ(1; 0) et s2t1 (γ) (u; v) = s2 (γ) (1;v) = γ(1; 0)

t1t2 (γ) (u; v) = t1 (γ) (u; 1) = γ(1; 1) et t2t1 (γ) (u; v) = t2 (γ) (1;v) = γ(1; 1)

❏

Cette proposition est à rapprocher du corollaire 3.4.13.

Proposition 4.2.3
Soientγi, pour i = 1, . . . , 4, quatres éléments deS(X). Si s2(γ2) = t2(γ1), s2(γ4) = t2(γ3), s1(γ3) =
t1(γ1) et s1(γ4) = t1(γ2) alors les surfaces de Moore

(γ4 #2 γ3) #1(γ2 #2 γ1) et (γ4 #1 γ2) #2(γ3 #1 γ1)

existent et sont égales :

(γ4 #2 γ3) #1(γ2 #2 γ1) = (γ4 #1 γ2) #2(γ3 #1 γ1)

DémonstrationCommençons par remarquer que les quatre conditions impos´ees impliquent

δ1(γ1) = δ1(γ2), δ1(γ3) = δ1(γ4)

et
δ2(γ1) = δ2(γ3), δ2(γ2) = δ2(γ4)

Il est clair que la surface de Moore (γ4 #2 γ3) #1(γ2 #2 γ1) existe si les conditions

s2(γ2) = t2(γ1), s2(γ4) = t2(γ3) et s1(γ4 #2 γ3) = t1(γ2 #2 γ1)

sont satisfaites. Par hypothèse, seule la dernière mérite une justification.
Pour tout (u; v) ∈

[

0;δ1(γ1)
]

×
[

0;δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

,

γ2 #2 γ1(u; v) =















γ1(u; v) si 0≤ v ≤ δ2(γ1)

γ2(u; v− δ2(γ1)) si δ2(γ1) ≤ v ≤ δ2(γ1) + δ2(γ2)

et pour tout (u; v) ∈
[

0;δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

,

γ4 #2 γ3(u; v) =















γ3(u; v) si 0≤ v ≤ δ2(γ1)

γ4(u; v− δ2(γ1)) si δ2(γ1) ≤ v ≤ δ2(γ1) + δ2(γ2)

Ainsi, pour tout (u; v) ∈ [0; 1] ×
[

0;δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

, on trouve

t1 (γ2 #2 γ1) (u; v) =















γ1(δ1(γ1); v) si 0≤ v ≤ δ2(γ1)

γ2(δ1(γ1); v− δ2(γ1)) si δ2(γ1) ≤ v ≤ δ2(γ1) + δ2(γ2)
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et

s1 (γ4 #2 γ3) (u; v) =















γ3(0;v) si 0≤ v ≤ δ2(γ3)

γ2(0;v− δ2(γ1)) si δ2(γ3) ≤ v ≤ δ2(γ3) + δ2(γ4)

Or les conditionss1(γ3) = t1(γ1) et s1(γ4) = t1(γ2) s’écrivent de la manière suivante














γ3(0;v) = γ1(δ1(γ1); v) pour 0≤ v ≤ δ2(γ1)

γ4(0;v) = γ2(δ1(γ1); v) pour 0≤ v ≤ δ2(γ2)

Par conséquent, l’égalitét1 (γ2 #2 γ1) = s1 (γ4 #2 γ3) est bien vérifiée et, pour tout

(u; v) ∈
[

0;δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

(γ4 #2 γ3) #1(γ2 #1 γ1)(u; v) est égal à







































γ1(u; v) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ3(u− δ1(γ1); v) pour (u; v) ∈
[

δ1(γ1); δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ2(u; v− δ2(γ1)) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

δ2(γ1); δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

γ4(u− δ1(γ1); v− δ2(γ2)) pour (u; v) ∈
[

δ1(γ1); δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

δ2(γ1); δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

De même, il est clair que la surface de Moore (γ4 #1 γ2) #2(γ3 #1 γ1) existe si les conditionss1(γ4) =
t1(γ2), s1(γ3) = t1(γ1) et s2(γ4 #1 γ2) = t2(γ3 #1 γ1) sont satisfaites. Les deux premières étant
évidentes, intéressons nous à la troisième.
Pour tout (u; v) ∈

[

0;δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

,

γ3 #1 γ1(u; v) =















γ1(u; v) si 0≤ u ≤ δ1(γ1)

γ3(u− δ1(γ1); v) si δ1(γ1) ≤ u ≤ δ1(γ1) + δ1(γ3)

et pour tout (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ2)
]

,

γ4 #1 γ2(u; v) =















γ2(u; v) si 0≤ u ≤ δ1(γ1)

γ4(u− δ1(γ1); v) si δ1(γ1) ≤ u ≤ δ1(γ1) + δ1(γ3)

Pour tout (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

× [0; 1], on a ainsi

t2 (γ3 #1 γ1) (u; v) =















γ1(u; δ2(γ1)) si 0≤ u ≤ δ1(γ1)

γ3(u− δ1(γ1); δ2(γ1)) si δ1(γ1) ≤ u ≤ δ1(γ1) + δ1(γ3)

et

s2 (γ4 #1 γ1) (u; v) =















γ3(u; 0) si 0≤ u ≤ δ1(γ1)

γ2(u− δ1(γ1); 0) si δ1(γ1) ≤ u ≤ δ1(γ1) + δ1(γ3)

Comme les conditionss2(γ2) = t2(γ1) et s2(γ4) = t2(γ3) s’écrivent de la manière suivante














γ2(u; O) = γ1(u; δ2(γ1)) pour 0≤ u ≤ δ1(γ1)

γ4(u; 0) = γ3(u; δ2(γ1)) pour 0≤ u ≤ δ1(γ3)
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Par conséquent, l’égalité
t2 (γ3 #1 γ1) = s2 (γ4 #1 γ2)

est satisfaite et, pour tout

(u; v) ∈
[

0;δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

(γ4 #1 γ2) #2(γ3 #1 γ1)(u; v) est égal à






































γ1(u; v) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ3(u− δ1(γ1); v) pour (u; v) ∈
[

δ1(γ1); δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

0;δ2(γ1)
]

γ2(u; v− δ2(γ1)) pour (u; v) ∈
[

0;δ1(γ1)
]

×
[

δ2(γ1); δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

γ4(u− δ1(γ1); v− δ2(γ2)) pour (u; v) ∈
[

δ1(γ1); δ1(γ1) + δ1(γ3)
]

×
[

δ2(γ1); δ2(γ1) + δ2(γ2)
]

D’où le résultat. ❏

4.3 I -espaces de Moore

Soit I un ensemble non vide. On appelleI-espace de Moorede X toute application continue
η :
∏

i∈I [0; di] → X où (di)i∈I est une famille de nombres réels strictement positifs. Icil’espace
∏

i∈I [0; di] est muni de la topologie produit et tous les [0;di] sont munis de celle induite par la
topologie usuelle deR.
PourI = {1}, nous retouvons les chemins de Moore et, pourI = {1; 2}, nous obtenons les surfaces
de Moore.
NotonsMI (X) l’ensemble desI -espaces de Moore deX. Comme nous l’avons fait pour les chemins
et les surfaces nous pouvons définir une application de dur´eeδi : EI (X) → ]0;+∞[, pour chaque
i ∈ I , en posant

δi(η) = di

pour toutη :
∏

i∈I [0; di] → X appartenant àMI (X). Nous dirons queδi(η) est la durée deη dans la
i-ième direction.
Maintenant nous allons construire Card(I ) structures de groupements sur l’ensembleEI (X). Mais
avant, définissons une nouvelle notation. Si (ui)I est une famille de nombres, nous écrirons (u j⊳i x)I

pour indiquer que l’on s’intéresse à la famille (ui)I dans laquelle lei-ième termeui est remplacé
par le nombrex. De manière plus générale, nous noterons (uk⊳i x⊳ j y)I , pouri , j, la famille (ui)I

dont les termesui et u j sont remplacés respectivement parx et y. Maintenant, pour chaquei ∈ I ,
posons
– si : EI (X)→ EI (X) avecsi(η)(u j)I = η(ui ⊳i 0)I pour tout (u j)I ∈

∏

j∈I

[

0;δ j(η) ⊳i 0
]

– ti : EI (X)→ EI (X) avecti(η)(u j)I = η(ui ⊳i δi(η))I pour tout (u j)I ∈
∏

j∈I

[

0;δ j(η) ⊳i 0
]

– #i : EI (X) × EI (X) → EI (X) avec
– si ti(η2) = si(η1), alorsη2 #i η1(u j)I est égal à















η1(u j)I , (u j) ∈
∏

j∈I

[

0;δ j(η1)
]

η2(u j ⊳i ui − δi(η1))I , (u j) ∈
∏

j∈I

[

0⊳i δi(η1); δ j(η2) ⊳i δi(η1) + δi(η2)
]

– sinonη2 #i η1 = η1

46



Des démonstrations semblables à celle du théorème 4.2.1 et des propositions 4.2.2 et 4.2.3, nous
donne

Théorème 4.3.1
Pour chaque i∈ I, le quadruplet(EI (X); si ; ti; #i) est un groupement.

Proposition 4.3.2
Pour tous i et j de I, i, j, on a sis j = s jsi , tit j = t jti, s jti = tis j

Proposition 4.3.3
Soientηi, pour i = 1, . . . , 4, quatres éléments deEI (X) et i, j deux éléments distincts de I. Si
si(η2) = ti(η1), si(η4) = ti(η3), s j(η3) = t j(η1) et si(η4) = t j(η2) alors les I-espaces de Moore

(η4 #i η3) # j(η2 #j η1) et (η4 # j η2) #i(η3 # j η1)

existent et sont égaux :

(η4 #i η3) # j(η2 #i η1) = (η4 # j η2) #i(η3 # j η1)

47



Chapitre 5

Les groupements d’Alexandroff

Jusqu’à maintenant, nous avons cherché à calquer la théorie des groupements sur celle des catégories.
Mais nous nous sommes alors trouvé dans l’impossibilité de définir un équivalent satisfaisant à la
notion de transformation naturelle. Dans ce chapitre, objectif est de spécialiser très légèrement la
notion de groupement afin de pouvoir construire des transformations« naturelles».

5.1 Définition d’un groupement d’Alexandroff

Un groupement d’Alexandroff est un groupement (B; s; t; #) qui possède un élément particulierα
vérifiant les conditions suivantes :

(GALEX 1) Pour toutx ∈ B tel quex , α, alorss(x) , α et t(x) , α.

(GALEX 2) Pour toutx ∈ B, on ax#α = α # x = x.

α sera parfois appelé l’alexisdu groupement d’Alexandroff.

Remarque 5.1.1
Bien qu’il semble en vérifier toutes les propriétés, il nefaut pas croire que l’alexis soit une simple
identité. La condition (GALEX 2) est plus forte que celle imposée aux identités. En effet, dans ce
cas, la composée de l’alexis avec un autre élément quelconque laisse toujours ce dernier inchangé,
alors que l’on est sûr que la composée d’une identité avecun autre élément ne le laisse invariant
que si l’identité est la source ou le but de celui-ci. En résumé, un alexis est une super identité. De
plus on a

Lemme 5.1.1
Un groupement d’Alexandroff possède un unique alexis.

Démonstration Supposons queα etα′ soient deux alexis. Commeα satisfait la condition (GALEX
2), on a

α #α′ = α′

De même,α′ vérifiant aussi cette condition, on a

α #α′ = α
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Doncα = α′. ❏

C’est pour cette raison que nous écrirons (B;α) pour désigner un groupement d’Alexandroff d’alexis
α.

Remarque 5.1.2
Bien sûr nous aurions pu parler de groupements pointés, mais en topologie un espace pointé est
simplement un espace topologique dans lequel on a choisi un ´elément sans imposé de condition sur
celui-ci. En fait nous allons voir plus tard, qu’à tout groupement, on peut associer, de manière très
naturelle, un groupement d’Alexandroff. La ressemblance avec le compactifié d’Alexandroff d’un
espace topologique localement compact nous a semblé suffisamment forte pour utiliser ce nom. De
plus les premiers exemples simples sont construit à partird’un espace topologique.

Exemple 5.1.1
Soit X un espace topologique. Nous savons que l’ensemble des ouverts deX est stable par réunion
finie et intersection finie. De plus il possède deux éléments particuliers : l’ensemble vide∅ et X.
Ce qui nous permet de définir deux structures de groupementsd’Alexandroff :

1.
(

(Ouv(X);
∪
s;
∪

t ;∪); ∅
)

avec

(a) Ouv(X) l’ensemble des ouverts deX.

(b) Pour toutx ∈ Ouv(X),
∪
s (x) = X et

∪

t (x) = X

(c) La composition est simplement la réunion.

(d) l’alexis est l’ensemble vide.

2.
(

(Ouv(X);
∩
s;
∩

t ;∩); X
)

avec

(a) Ouv(X) l’ensemble des ouverts deX.

(b) Pour toutx ∈ Ouv(X),
∩
s (x) = x et

∩

t (x) = x

(c) La composition est simplement l’intersection.

(d) L’alexis est l’ensembleX.

La vérification des axiomes (GR 1), (GR 2), (GR 3), (GALEX 1) et (GALEX 2) est tellement
simple que nous nous permettons de ne pas l’écrire.

Remarque 5.1.3
On peut munir l’ensemble des ouverts d’autres structures degroupement d’Alexandroff, mais
celles-ci s’avéreront, plus tard, un peu meilleures.
Nous aurions aussi pu faire le même genre de constructions avec l’ensemble des fermés.

Exemple 5.1.2
Nous avons vu, dans le chapitre 3, exemple 3.2.2, qu’à partir d’un monoı̈de non vide (M; •) nous
pouvions définir des groupements. Le problème qui se présentait alors était que nous étions obligé
de choisir un élément quelconque dansM. Il n’y avait pas de construction canonique. En fait il est
tout à fait simple d’associer canoniquement un groupementd’Alexandroff à un monoı̈de. En effet
il suffit de réunir l’ensembleM avec les singletons{M} et {{M}} pour obtenir l’ensemblêM et de
poser
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– pour toutx ∈ M̂, si x , M, alors

ŝ(x) = {M} et t̂(x) = {M}

sinon
ŝ(M) = t̂(M) = M

– pour tous élémentsx et y de M̂,

x•̂y =







































x • y si x , {M},M et y , {M},M

y si x = M

x si y = M

{M} sinon

((M̂; ŝ; t̂; •̂); M) est un groupement d’Alexandroff :

(GR 1) La vérification est très simple. Il suffit de prendrex ∈ M̂, et de distinguer dans les calculs
le cas oùx , M et le cas oùx = M.

(GR 2) Soientx et y deux éléments dêM tels que ˆs(x) = t̂(y). Il y a deux possibilités :
– ŝ(x) = t̂(y) = {M} et alorsx et y sont différents deM.

Dans ce casx•̂y est égal àx • y , M ou à{M}. Ainsi

ŝ(x•̂y) = {M} = ŝ(y)

et
t̂(x•̂y) = {M} = t̂(x)

– ŝ(x) = t̂(y) = M et alorsx et y sont égaux àM. D’où

ŝ(x•̂y) = ŝ(M) = M = ŝ(y)

et
t̂(x•̂y) = t̂(M) = M = t̂(x)

(GR 3) Soientx, yetztrois éléments dêM tels que ˆs(x) = t̂(y) et ŝ(y) = t̂(z). Comme précédemment,
deux cas se présentent
– ŝ(x) = t̂(y) = ŝ(y) = t̂(z) = {M} et alorsx, y et z sont différents deM. Dans ce cas (x•̂y)•̂z

et x•̂(y•̂z) sont égaux, respectivement, à (x•y)•zet x• (y•z) si x, y etzsont tous différents
de{M}. Comme• est associative, on obtient l’égalité dans ce cas.
Si l’un des trois éléments est égal à{M}, alors les deux compositions sont égales à{M}.

– ŝ(x) = t̂(y) = ŝ(y) = t̂(z) = M et alorsx, y et z sont égaux àM. D’où

(x•̂y)•̂z= M = x•̂(y•̂z)

(GALEX 1) Immédiat.

(GALEX 2) Ce déduit directement de la définition.

Remarque 5.1.4
Dans cet exemple, on a utilisé le fait bien connu qu’un ensemble ne peut pas appartenir à lui-même.
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5.2 Groupement d’Alexandroff assocíe à un groupement

Nous allons nous inspirer de la construction faite pour les monoı̈des.
Soit (B; s; t; #) un groupement quelconque. Posons
– B̃ = B ∪ {B} ;
– s̃ : B̃→ B̃,

s̃(x) =















s(x) si x , B

B si x = B

– t̃ : B̃→ B̃,

t̃(x) =















t(x) si x , B

B si x = B

– •̃ : B̃ × B̃→ B̃,

x•̃y =



























x • y si x , B et y , B

x si y = B

y si x = B

Vérifions que
(

(B̃; s̃; t̃; •̃);B
)

est un groupement d’Alexandroff.

Commençons par vérifier que
(

B̃; s̃; t̃; •̃
)

est un groupement.

(GR 1) Soientx ∈ B̃. Deux cas se présentent. Six , B, on a

s̃s̃(x) = s̃(s(x))= s(s(x)) = s(x)= s̃(x)

s̃t̃(x) = s̃(t(x)) = s(t(x)) = t(x) = t̃(x)

t̃t̃(x) = t̃(t(x)) = t(t(x)) = t(x) = t̃(x)

t̃ s̃(x) = t̃(s(x)) = t(s(x)) = s(x)= s̃(x)

cars(x) , B et t(x) , B. Si x = B, alors

s̃s̃(B) = s̃(B)= B = s̃(B)

s̃t̃(B) = s̃(B)= B = t̃(B)

t̃t̃(B) = t̃(B)= B = t̃(B)

t̃ s̃(B) = t̃(B)= B = s̃(B)

(GR 2) Soientx et y deux éléments dẽB tels que ˜s(x) = t̃(y). D’après la construction, ˜s(x) = B et
t̃(y) = B si, et seulement six ety sont égaux àB. Par conséquent, nous n’avons que deux cas
à étudier :
– soitx et y appartiennent tous les deux àB et alors

s(x) = s̃(x) = t̃(y) = t(y)

et
s̃(x#̃y) = s(x#y) = s(y) = s̃(y)

t̃(x#̃y) = t(x#y) = t(x) = t̃(x)

51



– soitx = y = B et alors
s̃(x#̃y) = s̃(B) = s̃(y)

s̃(x#̃y) = t̃(B) = t̃(x)

(GR 3) Soientx, yetztrois éléments dẽB tels que ˜s(x) = t̃(y) et s̃(y) = t̃(z). Comme précédemment,
on remarque que l’on a deux cas : soitx, y et z appartiennent tous les trois àB, soit ils sont
tous les trois égaux àB. Dans le premier cas, on a

(x#̃y)#̃z= (x#y) #z= x#(y#z) = x#̃(y#̃z)

car (B; s; t; #) est un groupement. Dans le second cas, on a

(x#̃y)#̃z= B et B = x#̃(y#̃z)

Il ne nous reste plus que les deux conditions (GALEX 1) et (GALEX 2) qui en font un groupement
d’Alexandroff. Mais celles-ci sont absolument évidentes par construction.

5.3 Les g-morphismes d’Alexandroff

Bien entendu, les groupements d’Alexandroff étant avant tout des groupements, les g-morphi-
smes habituels sont toujours à envisager. Mais il paraı̂t intéressant, vu la présence des alexis, de
s’intéresser plus particulièrement au g-morphismes quitransforment un alexis en un alexis.
Ainsi, un g-morphismef du groupement d’Alexandroff (B1, α1) vers le groupement d’Alexandroff
(B2;α2) est ditd’Alexandroff s’il vérifie

(MALEX) f (α1) = α2.

En suivant la démonstration du théorème 3.3.4, on obtient

Théorème 5.3.1
Si nous notonsGMorAlex l’ensemble des petits g-morphismes d’Alexandroff, alors

(GMorAlex; s; t; #)

est une sous-catégorie de la catégorie

(GMor; s; t; #)

Reprenons les exemples de la section 5.1.

Exemple 5.3.1
Soit f : X1 → X2 une application continue entre espaces topologiques. Considérons l’application
∪

f : Ouv(X2)→ Ouv(X1) définie par
∪

f (x) = f −1(x)

pour toutx ∈ Ouv(X2). Cette application est bien définie car l’image réciproque d’un ouvert par

une application continue est un ouvert. Vérifions que
∪

f est un g-morphisme d’Alexandroff.
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(GMOR) Soientx et y deux éléments deOuv(X2) tels que
∪
s2 (x) =

∪

t2 (y). Or par définition, cela
implique quex et y sont quelconques. Pour la même raison, la condition

∪
s1 (

∪

f (x)) =
∪

t1 (
∪

f (y))

est trivialement vérifiée car les deux sont égales àX1. De plus, on a

∪

f (x∪ y) = f −1(x∪ y) = f −1(x) ∪ f −1(y) =
∪

f (x)∪
∪

f (y)

(MALEX) Ce n’est rien d’autre que la conséquence du calcul

∪

f (X2) = f −1(X2) = X1

Si f1 : X1 → X2 et f2 : X2 → X3 sont deux applications continues, alors, pour toutx ∈ Ouv(X3), on
a

( f2 f1)
∪(x) = ( f2 f1)

−1(x) = f −1
1 f −1

2 (x) =
∪

f1 #
∪

f2 (x)

De plus, siX est un espace topologique, alors

(IdX)∪(x) = x = IdOuv(X)

En résumé, nous venons de montrer que∪ est un foncteur contravariant de la catégorie des petits
espaces topologiques dans la catégorieGMorAlex.
De la même manière,∩ est lui aussi un foncteur contravariant de la catégorie despetits espaces
topologiques dans la catégorie des petits groupements d’Alexandroff GMorAlex.

Exemple 5.3.2
Considéronsf : (M1; •1) → (M2; •2) un morphisme de monoı̈des. On définit une applicationf̂ de
M̂1 dansM̂2 en posant

f̂ (x) =



























f (x) si x , {M},M

{M} si x = {M}

M si x = M

f̂ est un g-morphisme d’Alexandroff car

(GMOR) Soientx et y deux éléments dêM1 vérifiant ŝ(x) = t̂(y). On a deux cas :
– ŝ(x) = t̂(y) = {M1} et doncx ety sont différents deM1.

On a donc
ŝ( f̂ (x)) = ŝ( f (x)) = {M2} = t̂( f (y)) = t̂( f̂ (y))

Si les deux sont différents de{M1}, alors

f̂ (x•̂1y) = f (x •1 y) = f (x) •1 f (y) = f̂ (x)•̂1 f̂ (y)

Si x ouy est égal à{M1}, alorsx ˆ•1y = {M1} et f̂ (x) = {M2} ou f̂ (y) = {M2}. D’où

f̂ (x•̂1y) = f̂ ({M1}) = {M2} = f̂ (x)•̂1 f̂ (y)
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– ŝ(x) = t̂(y) = M1 et doncx et y sont égaux àM1. Ainsi

ŝf̂ (x) = M2 = t̂ f̂ (y)

et
f̂ (x•̂1y) = f̂ (M1) = M2 = M2•̂2M2 = f̂ (x)•̂2 f̂ (y)

(MALEX) Par construction.

Il est clair que ˆ est un foncteur de la catégorie des petits monoı̈des dans la catégorie des petits
groupements d’Alexandroff GMorAlex.

En s’inspirant de cet exemple on démontre

Théorème 5.3.2
Il existe un foncteur̃de la catégorie des petits groupementsGMor dans la catégorie des petits
groupements d’Alexandroff GMorAlex.
Nous l’appelleronsfoncteurs d’Alexandroff .
Pour tout( f : B1 → B2) ∈ GMor et tout x∈ B̃1 = B1 ∪ {B1}, l’application f̃ : B̃1 → B̃2 est définie
par

f̃ (x) =















f (x) si x, B1

B2 si y= B1

Démonstration Commençons par vérifier quẽf est bien un g-morphisme d’Alexandroff. Il est
évident, d’après la construction, que la condition (MALEX) est vérifiée. Considérons maintenant
deux élémentsx et y deB̃1 tels que ˜s(x) = t̃(y). On a deux cas
– s̃(x) = t̃(y) = B1 et doncx = y = B1. Ainsi

s̃f̃ (x) = B2 = t̃ f̃ (y)

et
f̃ (x#̃1y) = f̃ (B1) = B2 = f̃ (x)#̃2 f̃ (y)

– s̃(x) = t̃(y) , B1 et doncs(x) = t(y). Par conséquent,

s̃f̃ (x) = s f(x) = t f (y) = t̃ f̃ (y)

et
f̃ (x#̃1y) = f (x#1 y) = f (x) #2 f (y) = f̃ (x)#̃2 f̃ (y)

La condition (GMOR) est donc satisfaite. Comme˜est une application bien définie deGMor dans
GMorAlex, il nous suffit maintenant de prouver que c’est un foncteur de la catégorie (GMor; s; t #)
dans la catégorie (GMorAlex; s; t; #).

(FONC 1) Pour tout g-morphismef : B1 → B2, on a

s̃( f ) = ˜IdB1 et s̃( f ) = s( f̃ ) = IdB̃1

t̃( f ) = ˜IdB2 et t̃( f ) = t( f̃ ) = IdB̃2

or il est clair au vue de la construction quẽIdB = IdB̃ pour tout groupementB.
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(FONC 2) Considérons maintenant deux g-morphismesf : B1 → B2 et g : B2 → B3 tels que
s(g) = t( f ) = IdB2.

(̃g# f )(x) = (g# f )(x) = g( f (x))

et
(g̃# f̃ )(x) = g̃( f̃ (x)) = g̃( f (x)) = g( f (x))

pourx ∈ B1 car f (x) , α2.
De plus

(̃g# f )(α1) = α3

et
(g̃# f̃ )(α1) = g̃( f̃ (x)) = g̃(α2) = α3

Par conséquent
(̃g# f ) = g̃# f̃

❏

5.4 Les g-transformations d’Alexandroff

En s’inspirant de la définition des g-transformations donnée dans la section 3.3, on définit une
g-transformation d’Alexandroff comme étant un quadruplet

(

η1; η2; f1; f2
)

où

f1, f2 : (B1;α1)→ (B2;α2)

sont des g-morphismes d’Alexandroff et où

η1, η2 : B1 → B2

sont des applications d’ensembles qui vérifient les conditions suivantes :

(GTRALEX 1) Pour toutx ∈ B1, on a
– soitη1(x) = α2, soit s2η

1(x) = s2 f1(x) et t2η1(x) = s2 f2(x) ;
– soitη2(x) = α2, soit s2η

2(x) = t2 f1(x) et t2η2(x) = t2 f2(x).

(GTRALEX 2) Pour tousx ety dansB1 satisfaisants1(x) = t1(y), on a

f2(x) #2 η
1(x) = η2(x) #2 f1(x)

et
η1(x) = η2(y)

Comme nous l’avons déjà fait dans la section 3.4, nous noterons

(η1; η2) : f1{ f2

et même parfois
η : f1{ f2
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Proposition 5.4.1
Si (η1; η2) : f1→ f2 est une g-transformation d’Alexandroff au dessus deB1 etB2, alors, pour tout
x ∈ B1,

1. f2(x) #2 η
1(x) = η2(x) #2 f1(x)

2. η1(x) = η2(s1(x)) etη1(t1(x)) = η2(x)

Démonstration Ce sont des conséquences directes du fait que le couplex, s1(x) et le couplet1(x),
x vérifie la condition (GTRALEX). ❏

Le premier et le plus simple des exemples que l’on puisse donner est celui construit dans la propo-
sition ci-dessous.

Proposition 5.4.2
Soit f : (B1;α1) → (B2;α2) un g-morphisme d’Alexandroff. Par abus, notonsα2 : B1 → B2

l’application constante qui a tout x∈ B1 associe l’alexisα2 deB2.
Le couple d’applications(α2;α2) définit une g-transformation d’Alexandroff de f vers lui-même.

(α2;α2) : f { f

Démonstration Par définition, la condition (GRALEX 1) est trivialement v´erifiée. De plus, pour
tout x ∈ B1, on a

f (x) #2α2(x) = f (x) #2α2 = f (x)

et
α2(x) #2 f (x) = α2 #2 f (x) = f (x)

Par conséquent pour tousx et y deB1 tel ques1(x) = t1(y), on a

f (x) #2α2(x) = α2(x) #2 f (x)

et
α2(x) = α2(y) = α2

D’où la condition (GRALEX 2). ❏

Comme nous l’avons fait dans le chapitre 3, notons

GTransAlex

l’ensemble despetites g-transformations d’Alexandroff (les groupements d’Alexandroff de base
sont petits). Avant de munir cet ensemble de structures de groupement, commençons par les
lemmes suivants :

Lemme 5.4.3
Soientη : f1{ f2 etη′ : f2{ f3 deux g-transformations d’alexandroff au dessus des groupements
d’Alexandroff (B1;α1) et (B2;α2).
Si nous écrivons

η′ #η = (η′1 #2 η
1; η′2 #2 η

2)

où pour tout x∈ B1 et i ∈ {1; 2}, on a

(η′i #2 η
i)(x) = η′2(x) #2 η

2(x)

alorsη′ #η est une g-transformation d’Alexandroff de f1 vers f3.

56



Démonstration Bien qu’elle soit simple, la démonstration est particuli`erement pénible.

(GTRALEX 1) Soit x un élément deB1. Nous allons nous contenter de prouver la condition
surη′1 #2 η

1 car la justification pourη′2 #2 η
2 est identique. Plusieurs cas sont à prendre en

considération :
– η′1(x) = α2 etη1(x) = α2. Alors (η′1 #2 η

1)(x) = α2.
– η′1(x) = α2 etη1(x) , α2. Alors (η′1 #2 η

1)(x) = η1(x) et, d’après (GTRALEX 1),

s2(η
′1 #2 η

1)(x) = s2η
1(x) = s2 f1(x)

t2(η
′1 #2 η

1)(x) = t2η
1(x) = s2 f2(x)

La proposition 5.4.1 appliquée àη′ etη′1(x) = α2, nous donne

f3(x) = η′2(x) #2 f2(x)

Soitη′2(x) = α2 et alors
f3(x) = f2(x)

s2 f3(x) = s2 f2(x)

soit s2η
′2(x) = t2 f2(x) et alors, d’après (GR 2),

s2 f3(x) = s2 f2(x)

Ainsi on a toujours
s2(η

′1 #2 η
1)(x) = s2 f1(x)

t2(η
′1 #2 η

1)(x) = s2 f3(x)

– η′1(x) , α2 etη1(x) = α2. Ainsi, en utilisant (ALEX 2), on trouve

(η′1 #2 η
1)(x) = η′1(x)

D’aprés (GTRALEX 1)

s2(η
′1 #2 η

1)(x) = s2η
′1(x) = s2 f2(x)

t2(η
′1 #2 η

1)(x) = t2η
′1(x) = s2 f3(x)

η est une g-transformation d’Alexandroff etη1(x) = α2. D’où

f2(x) = η2(x) #2 f1(x)

Comme précédemment, soitη2
= α2, soit s2η

2(x) = t2 f1(x). Dans les deux cas, on obtient

s2 f2(x) = s2 f1(x)

Finalement,
s2(η

′1 #2 η
1)(x) = s2 f1(x)

t2(η
′1 #2 η

1)(x) = s2 f3(x)
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– η′1(x) = α2 etη1(x) = α2. C’est plus simple car on a

(η′1 #2 η
1)(x) = α2

(GTRALEX 2) Pour tousx ety dansB1 vérifiants2(x) = t2(y), on a

f3(x) #2(η
′1 #2 η

1)(x) = f3(x) #2(η
′1(x) #2 η

1(x))

= ( f3(x) #2 η
′1(x)) #2 η

1(x)

= (η′2(x) #2 f2(x)) #2 η
1(x)

= η′2(x) #2( f2(x) #2 η
1(x))

= η′2(x) #2(η
2(x) #2 f1(x))

= (η′2(x) #2 η
2(x)) #2 f1(x) = (η′2 #2 η

2)(x) #2 f1(x)

et
(η′1 #2 η

1)(x) = η′1(x) #2 η
1(x) = η′2(y) #2 η

2(y) = (η′2 #2 η
2)(y)

❏

Lemme 5.4.4
Soient f : B′1 → B1, g : B2 → B

′
2 deux g-morphismes d’Alexandroff et (η1; η2) : ( f1 : B1 → B2){

( f2 : B1→ B2) une g-transformation.
Les quadruplets

(

η1 f ; η2 f ; f1 f ; f2 f
)

et
(

gη1; gη2; g f1; g f2
)

sont des g-transformations d’Alexan-
droff.

Démonstration Nous ne ferons la démonstration que pour (η1 f ; η2 f ) : f1 f { f2 f . Nous avons
déjà vu quef1 f et f2 f sont des g-morphismes d’Alexandroff.

(GTRALEX 1) Pourx ∈ B′1, on a soit

(η1 f )(x) = η1( f (x)) = α2

soit
s2(η

1 f )(x) = s2η
1( f (x)) = s2 f1( f (x)) = s2( f1 f )(x)

et
t2(η

1 f )(x) = t2η
1( f (x)) = s2 f2( f (x)) = s2( f2 f )(x)

On prouve de la même façon les égalités concernantη2 f .

(GTRALEX 2) Soientx et y deux éléments deB′1 tels ques′1(x) = t′1(y). Comme f est un g-
morphisme, on a

s1 f (x) = t1 f (y)

Or (η1; η2) est une g-transformation d’Alexandroff, on a donc

f2( f (x)) #2 η
1( f (x)) = η2( f (x)) #2 f1( f (x))

( f2 f )(x) #2(η
1 f )(x) = (η2 f )(x) #2( f1 f )(x)

et
(η1 f )(x) = η1( f (x)) = η2( f (y)) = (η2 f )(y)

❏
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Pour simplifier, si au lieu de noter (η1; η2) nous notonsη la g-transformation d’Alexandroff du
lemme, alors nous écrironsη f pour (η1 f ; η2 f ) et gη pour (gη1; gη2).

Lemme 5.4.5
Soientη : f1 { f2 et η′ : f ′1 { f ′2 deux g-transformations d’Alexandroff. Supposons que f1, f2 :
(B1;α1)→ (B2;α2) et f′1, f

′
2 : (B2;α2)→ (B3;α3). Les g-transformations d’Alexandroff

(η′ f2) #( f ′1η) et ( f ′2η) #(η′ f1)

de f′1 f2 vers f′2 f2 existent.

Démonstration D’après les deux lemmes précédents, il suffit de constater que

η′ f2 : f ′1 f2{ f ′2 f2 ; f ′1η : f ′1 f1{ f ′1 f2

et
f ′2η : f ′2 f1{ f ′2 f2 ; η′ f1 : f ′1 f1{ f ′2 f1

❏

Nous pouvons maintenir établir le théorème principal dece chapitre

Théorème 5.4.6
NotonsGTransAlex l’ensemble des petites g-transformations d’Alexandroff. Ce sont des g-transformations
d’Alexandroff au dessus de petits groupements d’Alexandroff.
D’après les lemmes ci-dessus, nous pouvons définir quatreapplications

σ0, τ0, σ1, τ1 : GTransAlex→ GTransAlex

de la manière suivante : Pour toutη : f1{ f2 avec f1, f2 : (B1;α1)→ (B2;α2)

σ0(η) = (α1;α1) : IdB1 { IdB1

τ0(η) = (α2;α2) : IdB2 { IdB2

σ1(η) = (α2;α2) : f1{ f1
τ1(η) = (α2;α2) : f2{ f2

Et toujours à l’aide des mêmes lemmes, nous pouvons construire trois nouvelles applications

#,⊠,⊡ : GTransAlex×GTransAlex→ GTransAlex

en posant pour tousη etη′ deGTransAlex,

η′ #η =















η′ #η siσ1(η′) = τ1(η) (lemme 5.4.3)

η sinon

η′ ⊠ η =















( f ′2η) #(η′ f1) siσ0(η′) = τ0(η) (lemme 5.4.5)

η sinon

η′ ⊡ η =















(η′ f2) #( f ′1η) siσ0(η′) = τ0(η) (lemme 5.4.5)

η sinon

Les quadruplets(GTransAlex;σ1; τ1; #), (GTransAlex;σ1; τ1; #), (GTransAlex;σ1; τ1; #) sont des
groupements.
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Démonstration Les parties techniques les plus difficiles ont été prouvées dans les différents
lemmes ci-dessus. Les vérifications des axiomes (GR 1), (GR2) et (GR 3) sont simples mais
longues à écrire. Pour cette raison, nous nous permettonsde les laisser au lecteur. ❏

En fait, une autre raison nous incite à ne pas écrire la démonstration de ce théorème. Il n’est pas
tout à fait satisfaisant car il ne semble pas possible de démontrer que l’on ait toujours, quand les
calculs sont possibles, les égalités

(η4 #η3) ⊠ (η2 #η1) = (η4 ⊠ η2) #(η3 ⊠ η1)

(η4 #η3) ⊡ (η2 #η1) = (η4 ⊡ η2) #(η3 ⊡ η1)

Et puis il ne semble pas non plus que l’on ait

η1 ⊠ η2 = η1 ⊡ η2

Commençons par étudier une condition pour laquelle cetteégalité soit vérifiée.

Proposition 5.4.7

Démonstration (η1 ⊠ η2)1
= ( f ′2η

1
2) #2(η1

1 f1) = La raison est que nous nous sommes trop laissé
influencer par ce qui se passe pour les transformations naturelles de catégories. Comme pour les
surfaces de Moore, si nous devions faire un schéma représentatif d’une g-transformation d’Alexan-
droff (η1; η2) : f1{ f2, nous serions sans doute tous amené à dessiner un carré dugenre

(B1;α1)
f1

//

η1

��

(B2;α2)

η2

��

(B1;α1) f2
// (B2;α2)

Ainsi, si nous avons (η2; η3) : f3{ f4 une g-transformation d’Alexandroff, représentée par

(B2;α2)
f3

//

η2

��

(B3;α3)

η3

��

(B2;α2) f4
// (B3;α3)

alors nous avons, comme pour les surfaces de Moore, envie d’´ecrire que (η2; η3)�(η1; η2) est une
g-transformation d’Alexandroff représentée par la justaposition des deux carrés ci-dessus.

(B1;α1)
f3 f1

//

η1

��

(B3;α3)

η3

��

(B1;α1) f4 f2
// (B3;α3)
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Commençons par prouver que c’est bien une g-transformation d’Alexandroff.

Lemme 5.4.8
Soient(η1; η2) : f1 { f2 et (η2; η3) : f3 { f4 deux g-transformations d’Alexandroff. Alors le
couple(η1; η3) détermine lui aussi une g-transformation d’Alexandroff du g-morphisme d’Alexan-
droff f3 # f1 vers le g-morphisme d’Alexandroff f4 # f2.

Démonstration Remarquons que par définition, les g-morphismes d’Alexandroff f3 # f1 et f4 # f2
ne sont à la base que les applications d’ensemblesf3 f1 et f4 f2.
Supposons de plus que l’on af1, f2 : (B1;α1)→ (B2;α2) et f3, f4 : (B2;α2)→ (B3;α3).
Pour touty appartenant àB2, on sait que

soitη2(y) = s3η
2(y)
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Chapitre 6

Les2-groupements stricts

Dans les deux chapitres précédents, nous avons vu qu’il apparaı̂t très vite et de manière assez
naturelle des ensembles munis de plusieurs structures de groupement. Dans ce chapitre nous allons
nous contenter de déduire de quelques exemples la définition d’une notion intéressante construite
à partir de deux structures de groupements.

6.1 Les surfaces de Moore

Nous avons vue dans le chapitre 4 que l’ensembleS(X) des surfaces de Moore d’un espace topologique
X peut être muni de deux structures de groupement (théorème 4.2.1)

(S(X); s1; t1; #1) et (S(X); s2; t2; #2)

qui sont reliées entre elles par les deux propriétés suivantes :

1. (proposition 4.2.2) On a les égalités

s1s2 = s2s1 t1t2 = t2t1

s1t2 = t2s1 s2t1 = t1s2

2. (proposition 4.2.3) Pour tous chemins de Mooreγ1, γ2, γ3 etγ4 tels que

s2(γ2) = t2(γ1), s2(γ4) = t2(γ3), s1(γ3) = t1(γ1), s1(γ4) = t1(γ2)

on a
(γ4 #2 γ3) #1(γ2 #2 γ1) = (γ4 #1 γ2) #2(γ3 #1 γ1)

Étudions maintenant le cas des espaces topologiques.

6.2 Espaces topologiques

Si X est un espace topologique, alors, d’après le chapitre 5, l’ensemble des ouvertsOuv(X) peut
être muni de deux structures de groupements

(Ouv(X);
∪
s;
∪

t ;∪) et (Ouv(X);
∩
s;
∩

t ;∩)
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Puisque pour tout ouvertx deX, on a, par définition,

∪
s (x) =

∪

t (x) = X et
∩
s (x) =

∩

t (x) = x

il est très facile de vérifier les égalités

∪
s
∩
s=
∩
s
∪
s

∪

t
∩

t=
∩

t
∪

t
∪
s
∩

t =
∩

t
∪
s

∩
s
∪

t=
∪

t
∩
s

Supposons quex1, x2, x3 et x4 soient quatre ouverts deX qui vérifient les égalités

∪
s (x2) =

∪

t (x1),
∪

t (x4) =
∪

t (x3),
∩
s (x3) =

∩

t (x1),
∩
s (x4) =

∩

t (x2)

Ces conditions impliquent
x1 = x3 et x2 = x4

Cela implique
(x4 ∪ x3) ∩ (x2 ∪ x1) = (x2 ∪ x1) ∩ (x2 ∪ x1) = x2 ∪ x1

et
(x4 ∩ x2) ∪ (x3 ∩ x1) = x2 ∪ x1

D’où
(x4 ∪ x3) ∩ (x2 ∪ x1) = (x4 ∩ x2) ∪ (x3 ∩ x1)

6.3 Les g-carŕes

En utilisant le fait queGMor est une catégorie, nous allons montrer que sa catégorie des flèches est
naturellement muni de deux structures de catégorie qui satisfont les deux conditions vues dans les
deux sections précédentes. Pour rester cohérent avec nos dénomination, nous parlerons de g-carrés.
L’ensembleGCarrée des g-carrés est l’ensemble des quadruplets (x1; x2; y1; y2) où x1, x2, y1 et y2

sont des petits g-morphismes tels que

x2 #y1 = y2 # x1

Cela signifie que l’on a aussi

s(y1) = s(x1) t(y1) = s(x2) s(y2) = t(x1) t(y2) = t(x2)

Notonss1, s2, t1, t2 : GCarrée→ GCarrée, les applications définies par

s1(x1; x2; y1; y2) = (x1; x1; Id; Id)

s2(x1; x2; y1; y2) = (Id; Id; y1; y1)

t1(x1; x2; y1; y2) = (x2; x2; Id; Id)

t2(x1; x2; y1; y2) = (Id; Id; y2; y2)
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et #1; #2 : GCarrée×GCarrée→ GCarrée les applications définies par

(x1; x2; y1; y2) #1(x
′
1; x′2; y′1; y′2)

=















(x′1; x2; y1 #y′1; y2 #y′2) si s1(x1; x2; y1; y2) = t1(x′1; x′2; y′1; y′2)

(x′1; x′2; y′1; y′2) sinon

et

(x1; x2; y1; y2) #2(x
′
1; x′2; y′1; y′2)

=















(x1 # x′1; x2 # x′2; y′1; y2) si s2(x1; x2; y1; y2) = t2(x′1; x′2; y′1; y′2)

(x′1; x′2; y′1; y′2) sinon

Il est très facile de montrer que (GCarrée; s1; t1; #1) et (GCarrée; s2; t2; #2) sont des groupements et
même des catégories.
De plus, pour tout (x1; x2; y1; y2) ∈ GCarrée, on a

s1s2(x1; x2; y1; y2) = s1(Id; Id; y1; y1) = (Id; Id; Id; Id)

et
s2s1(x1; x2; y1; y2) = s2(x1; x1; Id; Id) = (Id; Id; Id; Id)

Pour être plus précis, on peut facilement voir que dans lesdeux cas les identités finales sont IdB1

oùB1 est le groupement source dex1. Par conséquent

s1s2 = s2s1

et de même
t1t2 = t2t1 s1t2 = t2s1 s2t1 = t1t2

Prenonsγi
= (xi

1; xi
2; yi

1; yi
2), i = 1, . . . , 4, quatre éléments deGCarrée vérifiant

s2(γ
2) = t2(γ

1), s2(γ
4) = t2(γ

3), s1(γ
3) = t1(γ

1) et s1(γ
4) = t1(γ

2)

On a alors

(γ4 #2 γ
3) #1(γ

2 #2 γ
1) = (x4

1 # x3
1; x4

2 # x3
2; y3

1; y4
2) #1(x

2
1 # x1

1; x2
2 # x1

2; y1
1; y2

2)

= (x2
1 # x1

1; x4
2 # x3

2; y3
1 #y1

1; y4
2 #y2

2)

et

(γ4 #1 γ
2) #2(γ

3 #1 γ
1) = (x2

1; x4
2; y4

1 #y2
1; y4

2 #y2
2) #2(x

1
1; x3

2; y3
1 #y1

1; y3
2 #y1

2)

= (x2
1 # x1

1; x4
2 # x3

2; y3
1 #y1

1; y4
2 #y2

2)

On en déduit
(γ4 #2 γ

3) #1(γ
2 #2 γ

1) = (γ4 #1 γ
2) #2(γ

3 #1 γ
1)
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6.4 Définition d’un 2-groupement strict

Tous les exemples précédents, nous conduisent à la définition ci-dessous.
Nous dirons qu’un septuplet(B; s1; t1; #1; s2; t2; #2) est un 2-groupement strictquand

(2-GR 1) les quadruplets(B; s1; t1; #1) et (B; s2; t2; #2) sont des groupements ;

(2-GR 2) les égalités ci-dessous sont satisfaites

s1s2 = s2s1 t1t2 = t2t1

s1t2 = t2s1 s2t1 = t1s2

(2-GR 3) si xi, i = 1, . . . , 4, sont quatre éléments deB et si

s2(x2) = t2(x1), s2(x4) = t2(x3), s1(x3) = t1(x1) et s1(x4) = t1(x2)

alors les compositions

(x4 #2 x3) #1(x2 #2 x1) et (x4 #1 x2) #2(x3 #1 x1)

existent et sont égales

(x4 #2 x3) #1(x2 #2 x1) = (x4 #1 x2) #2(x3 #1 x1)

Puisque nous l’avons voulu ainsi, les sections 6.1, 6.2 et 6.3 sont des exemples de 2-groupements.
Le premier d’entre eux est intéressant car il semble que ce soit l’une des premières fois que l’on
arrive à munir l’ensemble des surfaces de Moore de compositions. Ce fait était connu depuis très
longtemps pour les chemins, mais restait méconnu pour les surfaces.
Il est bien connu que les espaces topologiques définissent une catégorie (ensemble des ouverts
muni de la structure de préordre induite par l’inclusion).Le défaut de se point de vue est que la
réunion et l’intersection y sont complètement oubliées. De plus ils est facile de voir que les appli-
cations continues définissent par images réciproques desg-morphismes pour les deux structures de
groupements envisagées précédemment.

65



Bibliographie

[1] C. EhresmannCatégories et structuresDunod, 1965

[2] M. Kapranov et V. VoevodskyInfinity-groupoids and homotopy typesCahiers de Topologie et
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