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Linéarisation d’endomorphismes holomorphes de P*
et caractérisation des exemples de Lattes par leur
mesure de Green

F. Berteloot et C. Dupont

1 Introduction et résultats

Les propriétés dynamiques d’un endomorphisme f, holomorphe et de degré algébri-
que d > 2 sur Pespace projectif complexe P*, se refletent sur son courant et sa mesure
de Green. Ce sont respectivement un (1, 1)-courant positif fermé T obtenu comme
limite de d% f™w ou w désigne la forme de Fubiny-Study et une mesure de probabilité
invariante g obtenue comme k-ieme puissance extérieure de 7. Ces objets, intro-
duits par Hubbard-Papadopol [ et Fornaess-Sibony [{] possédent de remarquables
propriétés ergodiques. Fornaess et Sibony ont montré que la mesure de Green est
mélangeante [IJ], elle est aussi 'unique mesure d’entropie maximale et ses exposants
de Liapounov sont supérieurs & 1 Log d comme I'ont montré Briend et Duval [B], [].

La dimension de Hausdorff de p (Dimpgp), définie comme la borne inférieure des
dimensions de Hausdorff des ensembles de p-mesure pleine, est une caractéristique
géométrique importante du systeme dynamique (P*, f, d, ). L'une des premieres ques-
tions concernant 'estimation de cette dimension est de déterminer les systemes pour
lesquels elle est maximale.

En dimension £ = 1, Ledrappier a montré que la maximalité de Dimpyp équivaut
a l'absolue continuité de p par rapport a la mesure de Lebesgue [[4]. Un argument
de renormalisation montre alors que 'endomorphisme f est un exemple de Lattes, il
s’agit d'un cas particulier d’un résultat de Mayer [[J]. Notons aussi le résultat tres
précis de Zdunik [[7 qui stipule que la dimension de Hausdorff de u coincide avec
celle de son support (I’ensemble de Julia de f) si et seulement si f est un exemple de
Lattes, un polynome de Tchebychev ou une puissance z%¢,

En dimension supérieure, il est possible d’adapter le travail de Ledrappier selon lequel,
pour toute mesure invariante par f, 'égalité dans l'inégalité de Margulis-Ruelle force
I’absolue continuité. Ceci fait 'objet de [H] et concerne en particulier les mesures de
Green d’exposants de Liapounov minimaux. Par ailleurs, la maximalité de Dimgpu
entraine la minimalité des exposants, comme l'ont implicitement établi Binder et
DeMarco [B] (voir aussi 'appendice). Ainsi, une caractérisation précise des endomor-
phismes dont la mesure est absolument continue montrerait que, pour un systeme



(P*, f,d, i) générique, I'un au moins des exposants de Liapounov de p est strictement
supérieur a %Log d et Dimpgp est strictement inférieure a 2k. En outre ceci répondrait
A une question posée par Fornaess et Sibony dans [[[1]. Le principal résultat de cet
article fournit une telle caractérisation :

Théoréme 1 Pour tout systéeme (P¥, f,d, i), la mesure de Green u est non singulicre
par rapport a la mesure de Lebesque si et seulement si f est un endomorphisme de
Lattes : il existe alors un diagramme commutatif

ct - c*

ol

pt L pk
ot D est une application affine de partie linéaire \/d U (U unitaire)et o un revétement
ramifié sur les fibres duquel un groupe cristallographique complexe agit transitivement.

Il est crucial, dans notre contexte, que la mesure de Green provienne d’un courant
(u = T*) car invariance du courant de Green (f*T = dT') recele plus d’informations
géométriques que celle de la mesure. En particulier, il a été démontré dans [ que
f est un endomorphisme de Lattes des que son courant de Green est lisse et stricte-
ment positif sur un ouvert de P*. La preuve du théoréme [] revient donc a déduire la
régularité de T" de celle de pu. Nous utiliserons pour cela des arguments de renormali-
sation qui nécessitent de linéariser la suite (f"), le long d’orbites typiques.

La mise au point d’'un tel procédé de linéarisation occupe la section 3. Il s’agit, pour
des choix p-génériques de z, de rendre la suite (™), normale en x en la précomposant
par des contractions équivalentes aux applications linéaires tangentes inverses (Tx o
(do fg)*l) A cet effet, nous estimons précisément les erreurs cumulées lorsque 1’on rem-
place f par sa différentielle le long d’une orbite (cf. Proposition B). Outre la stricte
positivité des exposants de Liapounov \; < ... < )\, du systeme (P*, f d, 1), ceci
requiert ’hypothese A\, < 2X\;. Une fois acquise la possibilité de linéariser, nous ma-
jorons la norme des différentielles (dof")~! en reprenant, dans ce contexte, la méthode
pluripotentialiste de Briend et Duval. Nous obtenons finalement une minoration de la
masse des points z ot (f™),, est linéarisable et les normes ||(dof") || convenablement
majorées :

Théoréme 2 Soit (P*, f,d, ) un systéme tel que A\, < 2X\;. Pour 7 > 0, p €]0,1] et
n € N, soit LB, (p, T) l'ensemble des points x € P¥ tels que fo(dof)~! soit injective
de B(0, p) dans B(0, Ry) et ||(dof™) 7| < 7d™ 2.

Alors il existe a :]0, 1] — R* et C' > 0 ne dépendants que de f tels que lim, o a(p) =1
et iminf, u[LB,(p,T)] > al(p) — =&

oy

Il est facile de d’établir une version plus maniable du théoréme fl. En outre, grace
a la propriété de mélange, on peut assujettir une sous-suite de l'orbite (f™(x)), & ne
pas s’échapper d’un borélien prescrit :



Théoréme 3 Si les exposants de Liapounov de (P*, f d, i) sont tels que A\, < 2\,
alors pour tout borélien B chargé par p, on peut trouver B C B de masse arbitraire-
ment proche de u(B)? et 1o > 0 tels que pour tout point x € B il existe une suite
extraite (f™); ainsi quun réel v(z) > 0 vérifiant :

1) fr(z) e B pour tout j € N

2) frior,o(dyfe’)™t com)erge uniformément vers un biholomorphisme sur B(0, v(x))

3) [(dofe”) 7| < Tod ™%

La section 4 concerne la preuve du théoréme [ proprement dite. La régularité
de T se déduit, par des arguments de renormalisation, des relations f™7T = d"T
pourvu que la suite (f"), soit assimilable & une suite d’homothéties (d~2Id), (cf.
Lemme fJ). 11 s’agit donc de s’assurer que, lorsque p est absolument continue, les
différentielles (dof;”)~! intervenant dans le théoréme [ sont équivalentes a des ho-

mothéties de rapport d~%. En d’autres termes, il faut controler les distorsions des
ellipsoides (do f2*) ' [B(0, 1)} Or, d’apres la dernlere assertion du théoreme f la taille

de ces ellipsoides est au plus de lordre de d=% et il convient donc d’en minorer
convenablement le volume. Ceci résulte de ’absolue continuité de p et des relations
f™u = d*u (cf. Proposition f).

Signalons pour finir que les exemples de Lattes interviennent naturellement dans
d’autres problemes (voir par exemple [[]] et [A]).

2 Préliminaires.

Dans cette section, nous résumons les principaux outils et résultats utilisés dans
la suite et fixons quelques notations.

e L’espace projectif complexe P* est muni d’une structure de variété hermitienne
induite par la forme de Fubini-Study w. On construit une famille de cartes holomor-
phes (Tw)a:EPk telle que :

1. 7, : C¥ — P* est un biholomorphisme sur son image et 7,(0) = x

2. (Tw)o = 223 1k Az A dZ;

Cette famille est obtenue en explicitant une telle carte pour un point base xg €
P* puis en la propageant & P* par 'action transitive de Uy, (C). Ce faisant, on
obtient plutot une classe de cartes en x car 7, est définie & un élément du sous-
groupe d’isotropie de z( pres. Cette ambiguité pourra cependant étre ignorée puisque
U41(C) est compact; les affirmations faisant intervenir 7, devront étre comprises
comme valables pour tous les éléments de la classe de cartes en x.

On peut aussi, localement, faire un choix différentiable de 7, et en particulier s’assurer
de la propriété suivante :

3. 7'3;)1 0Ty — 7'3;)1(:10) converge vers l'identité en topologie C* lorsque = — x.



e L’extension naturelle (P, f, /i) est un systéme dynamique inversible associé au
systeme (P*, f,d, 1) de la facon suivante :

Pt .= {2z := (xn)nez/f(:cn) = Zy41} est muni de la topologie et de la tribu produit.
On note g : Pk PFla pI‘OJeCtIOH définie par 7y(&) = xo de sorte que myo f = fom
ou f désigne le decalage A droite sur P*. La mesure i1 est 'unique mesure de probabilité
invariante par f sur P telle que o ft = . Elle hérite de p le caractere mélangeant.

On notera f " le décalage a gauche itéré n fois.
Soit Cy 'ensemble des points critiques de f, on considere alors
X :={i€Pk/a, ¢ C;,Vn € Z}

cet ensemble est de ji-mesure pleine car i ne charge pas les ensembles pluripolaires
(voir [[If] Proposition A.6.3).

e Nous noterons B(0, R) (resp. P(0, R)) la boule euclidienne centrée en 0 et de
rayon R (resp. le polydisque centré en 0 et de polyrayon R) de CF. Nous noterons
B(z, s) 'image de B(0, s) par 7,

e A tout endomorphisme holomorphe f sur P* et tout 2 € P* on associe les
applications suivantes. Elles sont définies sur un voisinage de I'origine de C*¥ dont la
taille dépend de = et n :

fa —Tf( ofor,
i =Tl o [t o = fpwo o fa

Pour tout # € X on définit une application f. ™ par

- ,__ £—1 —1
fot=f, o..of

f " est définie sur un voisinage de l'origine dont la taille dépend mesurablement
de & (voir le lemme ci-dessous).

e Nous notons 7' = T, + T la décomposition de Lebesgue d'un (1, 1)-courant posi-
tif T'. Cette décomposition est unique et les courants T,, T sont positifs. Par contre
la fermeture de 7" n’implique pas celle de T, (ou T5).

Nous noterons o7 la mesure trace du courant 7'. On observe que la décomposition de
Lebesgue de op est donnée par o = o, + or,.

e Nous utiliserons le résultat de Briend et Duval sur la minoration optimale des
exposants de Liapounov :



Théoréme (Briend-Duval) Les exposants de Liapounov du systeme (P, f,d, i) sont
supérieurs ou €gaur a %Log d.

ainsi que des propriétés des branches inverses de f, mises en évidence dans leur
démonstration et qui, compte tenu de la stricte positivité des exposants peuvent s’-
exprimer ainsi (cf. ] ou [f]) :

Lemme 1 Soient \; < ... < \; les exposants de Liapounov du systeme (P*, f d, ).
Soient 0 < e < e K 1et0<ryg< Ry <1 [l existe des fonctions p, r continues
sur P¥ et strictement positives hors de C; ainsi que des fonctions mesurablesn ;Y —

10,7r0], C': Y — [1,+o00[ définies sur un ensemble de fi-mesure pleine Y telles que :
1. f est injective sur B(0, p(z)) et B(0,7(z)) C f.[B(0, p(z))], Vo € P¥\ C;
2. lim, £ Log p(z,) =0, Vi € Y
3. f2" est injective sur B(0,n(Z)) pour tout T € Y et tout n, de plus :

dof;" [B(O, 'yn(:i"))] CB (0’ ’W@f(nﬂ))e_"()‘l_e))

pour tout 0 < v <1
4. Lip f;™ < C(2)e™M=3) sur B(0,n()).

3 Un procédé de linéarisation.

Dans toute cette partie nous considérons le systéme dynamique (P*, f,d,u) et
adoptons la définition suivante.

Définition 1 La suite des itérées (f), est linéarisable en x € P¥ si et seulement si
il existe v(x) > 0 tel qu’aprés une éventuelle extraction, la suite [f™ o 1, o (dof) "],
converge uniformément vers une limite injective sur B(0,v(x)).

Nous commencerons par montrer que cette propriété est p-générique des que le
spectre de Liapounov du systeme (P*, f,d, 1) est assez étroit, cela correspond a la
seconde assertion du théoreme [J lorsque le borélien B est pris égal a P* :

Théoréme 4 Si les exposants de Liapounov de (P¥, f,d, i) sont tels que A\, < 2\
alors (f™),, est linéarisable en p-presque tout point.

Fixons Ry > 0 puis, pour tout p €]0, 1] et tout n € N définissons B, (p) par :
B.(p) = {x € P*/f" o (dof™) Lingjective de B(0, p) dans B(0, Ry)}

Dans ce qui suit, on pourra diminuer R, sans affecter la validité des énoncés.
La linéarisabilité en z résulte immédiatement, via le théoreme de Montel, de 'ap-
partenance de = a Uy<,<1B(p) ot B(p) := limsup, B,(p). Ainsi, comme u[B(p)] >
lim sup,, 1[B,(p)], I'énoncé suivant est une version quantifiée du théoreme i :
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Proposition 1 Si les exposants de Liapounov de (P*, f, d, i) sont tels que Ay < 2\q,
alors il existe o :)0,1] — R* telle que lim,_oa(p) = 1 et u[B,(p)] > a(p) pour tout
n € N.

Pour établir la proposition [l, nous nous placons dans I’extension naturelle P ot
comparons les branches inverses de f a leurs différentielles le long d’orbites négatives
génériques Z_ := (x_;);>0. Plus précisément, I'invariance de j nous permettra de
déduire la proposition ] de la proposition technique suivante :

Proposition 2 Sous les hypotheses du théoreme [, pour tout rgy E]O Ry| il existe des
fonctions mesurables 1, .S : Z —0, o] définies sur un ensemble Z de fLl-mesure pleine

telles que S < n et dof;"[B(0,5(2))] C f;"[B(0,n(2))] pour tout & € 7 et tout
n € N.

Voyons comment la proposition [ se déduit de la proposition P. Posons S (p) ==
{z € Z/S(&) > p} ou S désigne la fonction fournie par la proposition P et vérifions
les inclusions suivantes :

o[/ 7(8(p))] C Bulp)
L appartenance de &, := f"(2) & S(p) signifie que :

dof5,'[B(0, p)] € dof; [ [B(0, S(an))] C £, [B(O,m(#n)]
Comme f;" est injective sur B(0,7n(Z,)) d’inverse fr  I'appartenance de x a B,(p)
s’obtient en composant les inclusions précédentes par

ny\—1 .
o (dof;,) " [B(0,p)] € B(0,n(in)) € B(0, Ro)
Compte tenu de linvariance de i on a p[B,(p)] > u[ ( p))] = /fL[&A‘ (p)] =
a(p) et, comme S est ji-presque partout strictement positive, hmpﬁo alp) = 1. A

La preuve de la proposition ] consiste & compenser les erreurs dues a la substitution
de dy f;] La f;J ' le long de # en diminuant le rayon 7(#). Pour que les compensations,
cumulées; fournissent un rayon S(z) > 0, il faut que les erreurs soient négligeables
devant la plus petite dimension caractéristique de 'ellipsoide dy f, J [B (0, 1)] .11 résulte
du lemme suivant que tel est le cas lorsque Ay < 2.

Lemme 2 Pour tout systéeme (P, f, d, 1) et tout 0 < e < 1, on peut trouver 7 c Pk

de fi-mesure pleine et des fonctions mesurables n, E, F : Z — R* telles que 0 <n <
To S RQ g\t N
1) V2 € Z,¥n € N,Vv €]0,1],Vu € do f; " [B(O,’yn(i’))] :

| | ( T_ (nﬂ) ;71(n+1) ) (u) ‘ | < ’7E(i’)e’2”()\1*6)

2)Vi e Z¥n eN :||dofrt || < F(&)enPto

T (n4+1)
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Preuve de la Proposition J :

Reprenons les notations du lemme P et définissons sur Z les fonctions mesurables
suivantes :

€a(2) := Sup{t < n(@)/dof;"[B(0,1)] C f;"[B(0,n(2))]}

no(z) := Min{p > 1/Vn >p: %(i) < "}

POSOHS K‘_] = 1 — e_j(Q)\l—Ak—Ge)

ou € est assez petit pour que H]Oil kj=:Kk>0et
définissons s, (Z) par :

sn(Z) = s(z) sin < ny(x)

n—1
sn(Z) = s(z) H k;j sin>ng(z)+1
j=no(%)

Pour montrer que la fonction S(&) := ks(&) convient, il suffit alors d’établir les
inclusions :

(Un)nzo = dofy"[B(0,sa(2))] C f5"[B(0,n())]

Par définition de s,(Z), les inclusions (I,,) sont satisfaites lorsque n < ng(Z).
Supposons (I,,) vraie pour n > ny(Z) et posons v, := (%)(:&)64"“1_26). On a alors :

—(n -1
(1) Spi1 < Sp — H(dij( +1)) ||Vn
En effet :
EF
Sn4+1 = Spkhp = Sn(l - ein(QAli)\kiGe)) < Sn(l — —<i’>€7n(2)‘1*)‘k*56))
n

n —(n+1)\—1
< sp = [|dof7E v = s — [|(dof; ") |

T—(n+1)
la premiere majoration résultant de la définition de ng(z) et la seconde de l'asser-
tion (2) du lemme P.
Désignons par A la frontiere de dyf; (nt1) [B(O,sn)], on verifie alors aisément que
I'inégalité () se traduit par

(2) dof; "V [B(0, su41)] € dof; VB0, 5)\ | Bp,va)

peEA



Par ailleurs, la premiere assertion du lemme P (ou 'on prend v = %") stipule que

~1 differe d’au plus v,, de sa différentielle sur dof, " [B (0, sn)], il s’ensuit que

$—(n+1)
(3) dof; "B, s)\ | Blp.ww) € £, 0 dof5"[B(0,5,)]
peEA
Observons finalement que I'inclusion (1,,), composée par ;_1(n+1), s’écrit
(4) o 0 dof5 7 [B(0,50)] € 7TV [B(0,n(2)]
Les inclusions (B)), (B) et (fl) enchainées donnent (1,,1) A

Preuve du lemme P :

D’apres la premiere assertion du lemme [, 'application Jo_(nsry €st inversible sur
B(0,7) ot 7 := 7(z_(n11)) €t son inverse g est & valeurs dans B(0, p) ot p := p(2_(nt1))
pour tout  d'un ensemble Y de ji-mesure pleine et tout entier n. Considérons alors le
développement de Taylor g —dyg =: ¥,>2Q), ol ), désigne une application homogene

de degré p. Pour tout u € B(0,7) on a ||Qy(u)|] = |5 OZW g(e®u)e=dp|| < p et donc
[lul]” ru lull\»
—d <X < pX
19— )@l < Spoa D110 (7)1 < (1)

Si de plus u € dof; " [B(0,vn(%)] alors @ < ye =9 = §, (cf. Lemme [l, 3.)
et donc ||(g — dog)(u)|| < 1f51 pd2. La premiere assertion du lemme P s’en déduit car
p(T_(n41)) @ un taux de croissance exponentiel nul (cf. Lemme [, 2.). La seconde as-

sertion découle presque immédiatement de la définition des exposants de Liapounov. A

Nous chercherons, dans la section suivante, des conditions pour que les transfor-
mations linéaires (dy ™)' intervenant dans la définition de la linéarisabilité en x € P*
soient assimilables a des homothéties. Cela revient a controler le volume et la taille
des ellipsoides (dof7)~'[B(0,1)]. Le théoreme de Briend-Duval, déja implicitement
pour établir le lemme [[, majore le taux de décroissance exponentielle de la taille de
ces ellipsoides par —£%¢. Cela signifie que, pour tout ¢ > 0, on a |[(dof2)7!|| . e"d ™3
pour n assez grand. En reprenant la méthode de Briend-Duval dans le contexte de la
proposition [, nous allons établir une majoration plus précise : ||(dof™)7!| . d=2. A
cet effet, nous introduisons pour tout 7 > 0 les sous-ensembles de B, (p) suivants :

LB.(p,7) == Bulp) N {z € P¥/||(dof) || < 7d "%}

Sous les hypotheses de la proposition [, nous allons montrer que :

. . C
hrrilmf,u[/an(p, )] > alp) - 22
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ou C' > 0 ne dépend que de f et « :]0,1] — R* est la fonction introduite a la
proposition [l Ceci établira le théoreme .

La preuve est basée sur le principe suivant. Par tout point de EBn(p, T) =
B,.(p)\LB,(p, ) passe un disque dont le diametre est au moins égal & T7pd~2 et dont
I'image par f" reste contenue dans une boule de rayon fixé. Comme [™*T" = d"T,
il passe donc par tout point de LB, (p,7) un grand disque peu chargé par T. Des
techniques pluripotentialistes permettent alors de majorer précisément la masse de
cet ensemble de points pour la mesure p = T%. Nous adoptons la définition suivante :

Définition On dit qu’'un disque holomorphe o : A — C¥ est de taille a et passe par
z € CF si il est de la forme a( ) =z+auv+B(u) ot a > 0, v est un vecteur unitaire
de C*, 5(0) =0 et ||8]| <

1000 :

Preuve du théoreme [ :

I'ingrédient principal est le théoreme suivant dont la preuve sera résumée dans
I’appendice.

Théoréme (Briend-Duval) Soit S := dd°w un (1,1) courant positif fermé de potentiel
w continu sur P(0, R) et E C P(0, %) On suppose que par tout z € E passe un disque
holomorphe o, : A — CF de taille o et qu’il existe une fonction h, harmonique telle
que lwo o, — h,| < e sur A. Alors il existe une constante C(w) ne dépendant que de

w telle que S*(E) < C(w)i—ze

En vue d’utiliser ce résultat, nous fixons des systemes de coordonnées locales sur
P*. Considérons un recouvrement de P* par des ouverts Uj,...,Uyx centrés en des
points m; et tel que sur chaque U; nous puissions fixer des déterminations des cartes
7, dépendant différentiablement de x (cf. Préliminaires). Posons 7; := 7,,; puis, pour
R > 0 fixé, V; := 7;(P(0, R)). Si le recouvrement est assez fin alors les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) U; C 7(P(0 ,%)) et 7,.(P ( VB pourtouthU

(ii) \V/I‘EUJ,HT o7y — (75 (2)

(ili) p{z e U;NBL(p) / (dofl)~
lim, €, ; = 0

puis, si Ry est pris assez petit (R a été introduit au lemme [I)) :

(iv) Vo € P¥ 3l € {1,..., N} tel que 7,[B(0, Ry)] C V;

enfin, si v; désigne un potentiel continu de 7" sur V;

(v) T = ddv; et |v;| < M sur V; pour tout j € {1,...,N}.

D’apres la proposition [l on a u(B,(p)) > «a(p) et, comme il s’agit de minorer
lim inf,, u[LB,(p, 7)], la propriété (iii) montre que l'on peut considérer que :

+1 )||Cl P02 R < 1000
HB(0,p)] € P(0, )} = u(U; N Bu(p)) — €n,; avec

(5) (dof2) " [BO.p)] € P(O.), V& U; 1 Bup)



Rappelons que LB, (p,7) = Bu(p)\LB,(p,7), pour tout j € {1,..., N} nous allons
établir que :

~ MKk?
(6) u[LB,(p,7) NU;] < Cvj0 Tj)Tg—pg
Soit donc z € LB, (p,7) N Uj et Vy(z) un vecteur unitaire réalisant |[(dof7)~']|. On
définit un disque affine ®,,, : A — C* de diametre au moins égal a Tpd~Z par

Do (t) = (dof2) [tp-Va(w)] = tp.vn(a).

Comme z € Uj, (|) et (i) permettent de définir un nouveau disque @, ,, , : A — P(0, R)
par &, , = Tj’l o 7, 0 @, ,. Compte tenu de la propriété (ii), ®;, . est un disque
holomorphe de taille o := p||v,(z)|| > 7pd~2 passant par ().
Choisissons [ € {1,..., N} tel que 74n(y)[B(0, Ro)| C V; (propriété (iv)) alors, comme
z € B,(p), ona f"o1,0®,,(A) C T [B(0, Ry)| C Vet done

dd®(v,0 f" o1, 0 (I)mm) =(ffor0 q)mm)*T = (10 (I)mm)*fn*T =d" (1, 0 (I)n,:v)*T-
Par ailleurs, puisque 7, 0 ®,, ,(A) C V; (cf. (B) et (i)), on a
(Tx e} CI),M)*T = ddc('l}] O Ty O (I)n,a:) = ddc(v] 0Tj0 (bj7n7$)

Ainsi, dd°¢ [vl offor,o®,,—d"wjorT;o0 <I>j7n7$} = 0. Autrement dit, la fonction entre
crochets est harmonique sur A et, puisque |v;| < M, le potentiel w := v; o 7; de
T =: S differe d’au plus dMn d’une fonction harmonique h, sur le disque o, := ®;,, ,
de taille o > 7pd~2. Dans ces conditions, () découle immédiatement du théoréme de
Briend-Duval. On en déduit Pestimation annoncée avec C' = ME?*SYC(vjo1;). A

Il est utile de disposer d'une version du théoreme [] ol les orbites issues d’un
borélien prescrit sont assujetties a récurrence. Cette précision s’obtient facilement

o
)

grace au caractere mélangeant de p et conduit a ’énoncé du théoreme

Preuve du théoreme B :

Posons LB,,(p, T, B) := LB, (p, ) NBNf~™(B) et LB(p, 7, B) := limsup,, LB, (p, T, B).
Il est clair que si © € LB(po, 70, B) alors il existe une suite extraite (f™); vérifiant
les trois assertions du théoreme [J. Il suffit donc d’observer que u(LB,(p,7,B)) >
(1 — 0)u(B)? pourvu que pO,T—lo solent assez petits et n assez grand. Or ceci résulte
immédiatement du théoréme [] et du caractere mélangeant de p. A

4 Systemes linéarisables.

Dans cette partie nous commencons par établir des conditions pour que la suite
des itérées (f"), d'un systeme (P¥, f, d, 1) soit u-presque partout linéarisable par des
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homothéties de rapport d~2. Nous montrons ensuite que le courant de Green d’un tel
systéme est une forme lisse strictement positive sur un ouvert non vide de P*. D’apres
[M], f est alors un endomorphisme de Lattes.

Dans cette perspective, nous adoptons la définition suivante :

Définition 2 On dit que le systéeme (P, f,d, i) est Vd-linéarisable si pour p-presque
tout x € P* il existe v(x) > 0 ainsi qu’une suite [f™ o1, o (d_T]Id)]j qui converge
uniformément vers une limite injective sur B(0,v(x)).

A la lumiere du théoreme B, ceci revient a exiger que les elhpsmdes (dof2")'[B(0,1)]

soient assimilables a des boules euchdlennes de rayon d~2 . Or, la taille de ces el-
lipsoides étant au plus de l'ordre de d~ 2, il s’agit en falt d’en controler le volume.

Nous introduisons donc, pour tout 0 < v < 1, les ensembles suivants ot Jy f;' désigne
le Jacobien complexe de f' en 0 :

1
Vo(v) = {z € P* / 2d" < |Jy f7)? < ﬁdk”}

En estimant la masse des V,,(v), nous caractérisons la linéarisabilité d’un systeme
(P*, f,d, i) par 'absence de partie singuliere dans la mesure p :

Proposition 3 Pour un systeme (P¥, f,d, i) les propriétés suivantes sont équivalentes.
1) p n’est pas singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue m = w*
2) p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue m := w
3) i) 36:]0,1] — R* telle que lim,_o 3(v) = 1 et liminf,, u[V,(v)] > B(v)

ii) les exposants du systéme sont tous égaux a L‘;g

k

4) Le systeme est Vd-linéarisable.

Preuve de la proposition B :

1) = 2). Soit pt = pa + ps la décomposition de Lebesgue de p. On a u = fiu =
fattat fepts. Or, f étant un revétement ramifié, les images directes ou réciproques par f
d’ensembles m-négligeables sont encore m-négligeables. Il résulte alors facilement des
définitions que f.u, < m et f.usLm. Donc, la décomposition de Lebesgue de p étant
unique, les mesures p, et pg sont invariantes : f.u, = pa, felts = ps. Etant ergodique,
la mesure p est extrémale parmi les mesures de probabilité invariantes par f. Donc, si
Ma = pa(P*¥) > 0 alors my := us(P*) =1 — m, et 'identité u = ma% +(1- ma)y’;—i
force I'égalité p = pq.

2) = 3)i). Puisque pu < m, il existe une fonction ¢ m-intégrable sur P* telle que
1= m. De plus, par le théoreme de Lusin, on trouve pour tout n € N des fonctions
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continues ¢g,,h, et des boréliens C,(p),Cy (¢ o f™) tels que :

1

@ = gn sur Cp(p) et p[Crlp)] > 1 — ~

Pour tout 0 < v < 1 définissons un borélien A, par A4, :=={z € P* /v < p < 1} et
posons 3(v) := pu(A,)?. Soit alors Z,, = [f™(A,) NA,] N [Cu(p) NCrlpo fr)] NY*
ouY :=U,Crit fP et Z,ﬁib I'ensemble des points de Lebesgue de Z,,, c’est a dire :

m[B(x, s)N Zn,y}
m[B(:c, s)}

=1}

Z,ﬁ‘f/b ={reZ,,/ hH(l)
S—

Puisque 4 < m on a M(Zrﬁff’) = M(Zn,,,). Alors, compte tenu du caractere mélangeant
de p et du fait que u(Y') = 0, on voit que pour n assez grand on a :

n(ZE) = [B0) 0] - 2
11 suffit donc de vérifier que Z" C V,(v). Fixons © € Z}%. Puisque = ¢ Crit f",
il existe sp > 0 tel que f" soit injective sur B(zx,sp). En outre, z étant un point
de Lebesgue de Z,,,, on peut diminuer s, de facon a ce que m[B(az, s) N Zn,,,] >
%m[B(:c,s)] > 0 pour tout 0 < s < sy. Par changement de variables, d’abord par
rapport a ;= ¢om qui est de Jacobien constant égal & d* puis par rapport & m = w*,

on obtient :

dk"/ pm = pm = wo f( n*wk)
B(z,8)NZn,v F[B(z,8)NZn,v] B(z,8)NZn,v

Or, puisque C,(¢) N Cy,(p o f™) contient Z, ,, on peut remplacer ¢ par g, et p o f"
par h, dans ces intégrales. Apres normalisation par m(s,n,v) = m[B(z,s) N Z,,]
cela donne :
dlm 1 -
7/ gnm = 7/ ha(fW")
m(s, n, V) B(z,8)NZn,u m(s, n, V) B(z,8)NZn,v

Faisons tendre s vers 0, comme les fonctions g,,h, sont continues et ( f"*wk)m =
| Jo f712(w"),, on obtient :

d*"p(x) = d™ga(x) = ha(@)|Jo f1 17 = o [ ()| o £
c’est a dire |J‘;l,§|2 = <pc<>pf(f()x)
que x € V,(v).

ce qui, puisque z et f"(x) appartiennent a A,, montre
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3)i) = 3)ii). On sait que lim,, %Log|J0 frPr=2 Zle A; pour u-presque tout x. Par
ailleurs, si z € V(v) := limsup, V,(v) on a lim, + Log|Jy 2> = k:Logd Or, d’apres
3)i), u[V(v)] > B(r) > 3 pourvu que v soit assez petit. On a donc SE N = kl"é"d,
d’ou 3)ii) puisque A; > %l :

3) = 4). On peut, compte tenu de 3)ii), appliquer le théoreme . Nous en reprenons
les notations et posons LVB,,(p, 7, v) := LB, (p, )V (v), LYB(p, T,v) := limsup,, LVB,,(p, T, V).
D’apres 3)i) et le théoreme B, u[LVB(p, 7, v)] est arbitrairement proche de 1 pourvu
que p,v soient assez petits et 7 assez grand. Il suffit donc de montrer que (f™),, est
linéarisable par A, := (v/d)~"Id lorsque x € LVB(p, 7, v). Soit donc (n;); une suite
strictement croissante d’entiers telle que x € LVB, (p,7,v) pour tout j. Puisque
LYB(p,7,v) C B(p) on a fi’ o (dofa’)~(B(0,p)) C B(0, Ry) pour tout j et il nous
reste donc a voir que (do f2’ ) est équivalente & A,,;. A cet effet, notons d;; < ... < ;4
les valeurs singulieres de (dofs’)™'. On a &;; < 7(Vd)™ car © € LB,,(p,7) et
(61--05%)> = [Jo f2"|72 = 1v2(d)™" car & € V,,(v). On en déduit I'équivalence
voulue : v(7)" " F(Vd)™ < 81 < ... < i < T(Vd) M.

4) = 1). Soit = € P* un point ot (f™), est linéarisable par A, := (v/d) "Id. Cela
signifie qu'il existe p > 0 et une suite strictement croissante d’entiers (n;); tels que
fa' o Ay, « B(0, p) — B(0, Ry) soit une suite d’injections. Notons B,,, := B(0, pd__sl)
alors, puisque f* = d*p on a pu[f™ o 7,(By,)] = d* u[r,(By,)]. 11 s’ensuit que

lim inf —M[Tx(B(O’T))] < lim inf 7”[7— ( ’)] . lim inf LT ( J)]
r—0  m[r,(B(0,7))] i m[r(By,)] j d—kn;
= lim inf pu[f" o 7,(By,)] < 1
J
et donc p < m, puisque ceci est vrai pour p-presque tout x. A

Remarque 1 Comme nous l'avons fait pour établir le théoréme [3, une légére mod-
ification de l'argumentation dans 3) = 4) permet de choisir la sous-suite [f" o T, o
(d’%ld)]j de fagon a ce que [ (x) ne s’échappe pas d’un borélien de u-mesure stricte-
ment positive prescrit.

La fin de cette section est dévolue a la preuve du théoreme [ proprement dite.
Au vu de la proposition [, il s’agit de caractériser les systemes (P*, f,d, u) qui sont
Vd-linéarisables. Comme le courant de Green T satisfait les équations fonctionnelles
f™T = d™T', nous verrons que pour de tels systemes le procédé de linéarisation peut
fournir des coordonnées locales dans lesquelles T' est une forme lisse définie positive.
L’endomorphisme f est alors un exemple de Lattes en vertu du résultat de [IJ.

Preuve du théoreme 1 :
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Le procédé de linéarisation permet d’établir le lemme suivant :

Lemme 3 Soit (P*, f,d, 1) un systéme \/d-linéarisable et S un (1,1) courant positif
sur P tel que f*S =dS (S n'est pas nécessairement fermé).

1) 8i S =S, sur un ouvert Q C P* chargé par ju alors il existe une boule B(0,r) C Ck
et un biholomorphisme ® : B(0,r) — ' C Q tels que ®*S soit une forme différentielle
a coefficients constants et p(€Y') > 0.

2) Soit Q un ouvert de P* chargé par p et sur lequel S dérive d’un potentiel p.s.h
continu v (S = ddv). Si S, est identiquement nul sur Q@ alors (2N Supp S) =0

Soit 2 un ouvert de P* tel que 1(€2) > 0. Considérons la décomposition 7' = T, +T.
La premiere assertion du lemme B appliquée a T, permet de supposer que T,|q est
donné par une forme H a coefficients constants dans de bonnes coordonnées. En
particulier cela montre que T, possede un potentiel continu sur €2 et il en va donc de
méme pour Ty, =T —T,. Ceci permet, sur €2, d’exprimer p sous la forme d’une somme
de mesures positives obtenues comme produits extérieurs de 1), et T :

k
(7) p=TF= (T, + 1) =TF+ > C] TI ATE

J=1

Puisque (7s), = 0, la seconde assertion du lemme [J montre que p ne charge pas
QN Supp T, et donc, au vu de ([]), la mesure T n’est pas identiquement nulle sur
Q. Autrement dit la forme H n’est pas dégénérée. Par ailleurs, chaque terme du
second membre de ([]) doit, en tant que mesure positive, étre absolument continue.
En particulier, (T s A\ Tf‘l)s est identiquement nul sur €2. Or, puisque H est stricte-
ment positive, (TS A Tf‘l) est équivalente a la mesure trace oy, de Ty et donc o, est
nulle sur €. Ainsi, Ts|q = 0 et T' coincide sur 2 avec une forme lisse définie positive. A

Preuve du lemme B :

1) Quitte & diminuer € on peut supposer que 7, ! soit défini sur 2 pour tout z € €.
Choisissons z € €2. Alors, puisque S = S,, on peut écrire 7 S sous la forme

7S = % N hpa(2) dzy A dz,

1<p,q<k

ot les hy, 4 sont des fonctions Lj,.. Soit C 'ensemble des points de 7,.'(Q) olt chacune
des fonctions h,, , est continue en mesure et R 'ensemble des points de (2NSupp p) ot
(f™), est linéarisable par des homothéties A, := d~2 Id. Comme u < m, on voit grace
a la proposition | que |75, (C) NR] > 0. Soit alors 21 € 75, (C) R et ¢ := 7, o7y,
Comme 7; S = "1 S = 5> cp Fip.g 0¥ diby Adiy on voit que, quitte a remplacer
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T par xq, on peut supposer que 0 € C et g € R.

Soit donc ®,, := f"or,,0A,. Modulo extraction, ®,, converge vers un biholomorphisme
¢ : B(0,v) — ' et 'on peut supposer que ®,,(0) = f"(zg) reste dans V,, N Supp u
ou V,, est un voisinage arbitrairement petit de zq (cf. Remarque [l]). Ainsi ®(0) €
QN Supp p et, quitte & diminuer v, on a Q" C Q et p(2) > 0. D’apres l'invariance de
Sona:

OrS = A7t S = dPAL[T S) = % 3" hpgo A, dz, A dz,

n'xo
1<p,q<k

d’ot, en passant & la limite, ®*S = £37,_ ) hpq(0) dz, AdZ, =: H.

2) Quitte & diminuer  on peut supposer que S = dd°v sur un voisinage V de (0.
Supposons que p(22 N Supp S) > 0. Soit A, 'homothétie de rapport d~=. D’apres la
proposition B et la remarque [[, il existe R C (2N Supp S) tel que p(R) > 0 et, pour
tout point g € R, il existe une suite @, := f" o7, 0A,, qui converge uniformément
sur B(0,v(xg)) vers un biholomorphisme ® telle que " (xy) € R pour tout j.

Nous allons montrer que (og) possede une dérivée de Radon-Nykodym strictement
positive en tout point de R. Comme p(R) > 0 et p < m, cela montrera que og, (qui
est égale a (0g),) et donc S, ne sont pas nuls sur 2.

Comme ®(0) € R C Q on peut diminuer v de facon a ce que D, (B(O,l/)) et
®(B(0,v)) soient contenus dans V. Soit Sy := 755 et wy = idd°||z|[%. 1l suffit
de controler la dérivée de (USo)a a lorigine, c’est a dire d’établir que

n

lim sup dk”/ So A wg_l > 0.
B(o,d*%u)

Or, puisque par hypothese f*S = dS, il vient

dknj/ 5 SO A w(l)ﬂ—l _ d(k—l)nj / T;Of"f*S A wg_l =
B(0,d” 7 v) An; [B(O)]

1

JE=Dn; / OF S A (A;.wo)ki — / dr SAWET = / dd(v o @) Awg !
Bow) ’ BOw) B(Ow)

d’ou par le théoreme de convergence dominée :

lim sup d*"9 / w SoAwgt> / dd“(vo ®) Awi™t = / d*S AWk
j B(0,d~ 7 v) B(0,v) B(0,v)

Ceci acheve la preuve car ®(0) € R C Supp S entraine fB(O ») P*SAwg ™ = o5 [B(0,v)] >
0. ’ A

APPENDICE
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e Pour la commodité du lecteur, nous résumons la preuve du théoreme de Briend-
Duval que nous avons utilisé dans la section 3.

Théoréme (Briend-Duval) Soit S := dd°w un (1,1) courant positif fermé de potentiel
w continu sur P(0, R) et E C P(0, %) On suppose que par tout z € E passe un disque
holomorphe o, : A — CF de taille a« > 0, c’est a dire de la forme o(u) = z+au.v+3(u)
ot v est un vecteur unitaire de C*, 5(0) = 0 et ||]| < &5, tel qu’il existe une fonc-
tion h, harmonique vérifiant lw o o, — h,| < € sur A. Alors il existe une constante

C(w) ne dépendant que de w telle que S*(E) < C(w)z—ze.

Soit p; la projection sur le [-ieme axe de C* et E; := {z € E/||pi/(v.)|| > ﬁ},
on a I/ = Uj—y ,E). Pour fixer les idées estimons Sk(El). On recouvre le polydisque

P(0,3R) par environ N := 11%E ellipsoides contenus dans P(0, R) et de la forme
2+ D[B(0,R)] ot D(z,7) = (010%2172')-

Soit € 1'un de ces ellipsoides. Puisque £ est strictement pseudoconvexe, il existe
une fonction w p.s.h maximale sur £, continue sur &€ et coincidant avec w sur b€.
Si z € €N Ey, on voit facilement que le disque o,(A) traverse £ au sens ou la com-
posante connexe de o1 (€ No.(A)) passant par Dorigine (Cp) est relativement com-
pacte dans A. Un argument de principe du maximum montre que Cy est simplement
connexe. En exhaustant Cy par des domaines a bord suffisamment régulier on peut
paramétrer des disques holomorphes contenus dans £ et dont le bord est arbitraire-
ment proche de bE. Plus précisément, € > 0 étant fixé, on trouve une transformation
conforme et continue au bord ¥ : A — ¥(A) C € telle que ¥(0) = 0 et |10 — w| < ¢
sur o, 0 (bA). Posons G, := g, 01, soit h la fonction harmonique sur A continue sur
A et coincidant avec w o &, sur bA. On a alors :

(8) w(z) < w(z) < h(0) +e

la premiere inégalité découlant de la maximalité de w sur £ et la seconde du principe
du maximum appliqué & w o &, — h qui coincide avec w o d, — w o &, sur bA.

Par hypothese on a h, 0t —e <woo, 09 =woa, < hyot+esur A. On a donc
aussi h, o —e < h < h, o + € et il s’ensuit que :

(9) w(z) — h(0)] < 2e.
Les inégalités (§) et (f) montrent que :
ENE; C&(wye):={2€&/0<w(z) —w(z) < 3e}.

La majoration annoncée résulte alors immédiatement de I’estimation suivante qui est
au coeur de la démonstration de Briend-Duval et pour laquelle nous renvoyons a [f]
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ou [If] page 180, Théoreme A.10.2 :

Il existe une constante C(w) > 0 telle que (dd°w)*F[E(w, €)] < C(w)e. A

e Nous reprenons, mutatis mutandis, des arguments développés par Binder et De-
Marco [f] dans le cas d’endomorphismes polynomiaux de C* pour justifier le résultat
suivant :

Théoréme Soit (P*, f,d, p) un systéeme dynamique, d’exposants Ay < --- < \z. La

dimension de Hausdorff de p vérifie : Dimpy(n) < 2(k—1) + l‘i\gkd )

Rappelons que la dimension est définie comme la borne inférieure des dimensions
de Hausdorff des boréliens de mesure totale. Ce résultat montre que si la dimension
de u est égale a 2k, alors tous les exposants de p sont minimaux, égaux a logd/2.

Esquissons maintenant la démonstration : il s’agit d’exhiber pour tout € > 0 un
borélien Y de mesure totale vérifiant :

logd , 2k
" " €

(10) dimy (V) < 2(k — 1) +

Soit A I'ensemble des points & = (x_,),>0 de extension naturelle P* vérifiant
pour tout n > 0 :

[ [B(xo,70)] D B(x_p, Q.e’”()‘”e)) et Vol (fg"[B(:co,'r’o)]) < fg.e” 2t A ) e
Ro

On montre que u(A) > 0 pour kg assez grand et rq assez petit (cf. [J], lemme 2).
Soit A = f "A La mesure fi étant ergodique, le théoreme de Birkhoff entraine que
Y = hm sup,, A, est de mesure totale.

On pose alors Y := mo(Y) et A, := 7T0<1/47L), de sorte que Y est aussi de mesure
totale et est contenu dans lim sup,, A,,. Estimer la dimension de Hausdorff de Y revient
a estimer celle des ensembles A,,, pour n assez grand. Par définition de ;1\, tout point
y de A, vérifie :

1. f™ admet une branche inverse g sur B(f"(y), 7o), telle que g(f™(y)) = v.
2. P = g[B(f"(y),r0)] D Bly, 2_?)'6 )\k+6)
3. VOZ(P) < ko,e_Q"()\l'i‘""‘t‘)\k)-i—ns

I1 découle de ces propriétés que A, est recouvert par une famille (P;);c; d’ouverts
du type A dont le cardinal est de 'ordre de d*”. 11 suffit pour le voir de recouvrir A,
par un nombre fini de boules B(z,, iro) puis d’observer que tout y € A, est dans
9[B(iy, 310)] dés lors que f"(y) € B(zy,, ro). D’apres le point 3, le volume de la
réunion des P; n'excede pas dFm.e= 2t i) tne
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Considérons & présent un recouvrement (M. ).c; de A, par des sous-ensembles de
jlied n

diametre 10’(’)‘)&0 "t provenant d’un maillage de P*. D’apres le point 2, un sous-

ensemble M, intersectant A, est nécessairement contenu dans U;c;P;. On a donc :

Vol(UierP;)  dFr.em 2t FAe)dne
Card(J) < )
ar ( )_ VOZ(MJ) (efn()‘k‘i’ﬁ))Qk

En minorant les exposants Ay, - - -, \z_; par logd/2, on obtient :
Card(J) . " eM2(k=1)A]+(2k+1)e)

Il s’ensuit que la mesure de Hausdorff de A,, de dimension o, = 2(k — 1) +logd/ A\ +
2ke/ Ny, est minorée e "¢, pour n assez grand. La «.mesure de Hausdorff de YV C
lim sup,, A,, est donc finie pour tout € > 0, ce qui prouve le théoreme.
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