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internes

THÈSE
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�� ���������������� ������ ���� �� ����� � ���� �� �� � � ��� � ��������������������� 	 ��� � ������� ����� ��������� ����� � ��	�	� ���� ������� ����
!#"%$#&('�)*',+.-0/�1,2#3546+735$8&5',) � � ����������� �  :9<;��<=����?>@� ��� ����� � ���� ������ ���  ��� �������,� ��� ���� ����!BA ����� �C�%� ��� �
����� ����� ��� �����D�%9�	��� ��E������	� �������� !

F ��� ������	� ��C������ ���C��	 �?>������ ��������� ��� �G����� �� �6�%� ��� ���H�%9<� ���I� ��� � �J� ���%9��K�,� � �������L9���� �������H� � ��	�M
	� ���� ��� � � ���� ��������������� ��� � � 	 �C��� ��� ��	����?> � � �� �� � �:NO��� �C� ��� �?>  :9�	 ���I�� ���� � � � �<= � ���� ���������QP ���� � � �:9 ���
��� 	� R9C��� �����S�� � � �R9 !HT ��� ��	 ��� � ��� �U�,� � &5"V4,&51W2#XY-8/[Z\$8&5]_^`'a)7'b)[3c+7X0'W20"Id0)e&5"f^`"Id835],/�'b28Z\d@+
&5"e4gZ@^h^iX8d0354g"�+735Z\dW'_d@+?/�'`&5'`)Ojk)O+?]�^h'`"%-0-8/['_dB"Id@+*',+*)7Z\dl'�d@mB35/�Z\d0d0'�^h'�d@+n'�)O+o^`Z 201_&p3()71,' !
T ��� � � � �S� ���� ���� � � � � 	� ���	 � ��  Rq����Q�����
�<=��C��	����r� � ��	�	� ���� ����� � ���� 	��� � ������ �� ����C� ��� � !

T ��� � 	� :9������ ����� �s��� �t�%9C� �� �� � ��u Z�/�^`"I&p35)?1�' � ��� � �����,� ��� ��� �����������v� ���������������
�����H��� � 3pd@+?'�/["%46w
+735Z@d >����
����� � 	���x ������� �y��� � �  :� ��!I
 � ��x����:NC� �Ex ����� �����%�����K�����C��=�� �� ������kz ���  :9 �����������D��� ��x����:NC� �
�����*��� �{� ���h� �����.� �J� �����������|��� �J� ��� � �  ������ �C� ��� �����
��� ^h"I3pd@+735'�d@+}20'f4gZ\d~+O/�"I3pd@+?',)a3pd@+?'�/�d0',) !
�K� "%-0-8/['_d@+735)?)?"%�\'b20',mB3('_d@+�X8dB'a-8/[Z�-8/�3(1,+?1}1_^`'�/[�\'�d@+?' � � ��� �
����� ���.���  :9 ����������� �U��� ��x����:NC� �6>
� ��� �s����� � ���s� � � � ���� ����������� �H� � � �� �������� !,
�� ��� � �C�v����t�����H9�� ���S��������� � 	 � �����S������s��� ��x����:NC� � �����H�%9O��� � �
	��� ��� � �����<� ��>���� ���G���� ��� �8�������,� �C� ��� �K� � ��� � ������ � 	��� ���LN��� ��7� ���� ��� ��������������� ��� ������� �J� � � ���� ����������� !

T ��� � ��	�	�� ���,� ��� � � ���� ��v�%9C� �� �� � ���L���C��=
��������M ��x����:NC� ����� � ���� �������� �����:9��?>@����� � �J� ��������������  ��������
����� �J� ��	�	� ���� ������� ����Q� � ����������� �  :9<;��<=���� !

T ��� � 	� ���������� �t��� � ����	� ��C������ 	 � ���:NO��� ������� ��	� ���	� ���9��:9�9C� �� ����� ���������K� ���C��� �:9��t� � ��	�	� ���� ������M
� �����	��� � ������ �� ���C� ��� � ���K� � ��	�	� ���� ����� � ���� ��������� ��P �������� ����	� :9O���������S������ !


 �����C��=���NC� �6>H����� ������9C���� � �I96> �� ��� ��� �� �� �D��� ���  ����� ���a��� � 3pd u Z�/�^`"�+735Z\d�-�'�/[4g'�-B+73(m@' !s� �
� ��� ����������� � 	��� �:9���������������� � ��x 	 �����IN������L� ��9������S���������}��� ���  ����� ��� ������ ��L��� ���C��	 �U� 	��� ����  L� � ��� �
^h1�^hZ\35/[' !OF ��� ����� �� ��� � ����� � � ���� �� ���8� ���s�L9C� ���  ��H�%9����� ���� � ��� � ����� ��� ���C�v������ ����� �������B� � � ��� �� �� ��������� �
	 �� �����	���� � ��� !�T ��� �0� ��� �� ���� �7>�� ��� �0��� � ��� ������	 � �6>���� � 4g'�)E4gZ\d@+?/�"I3pd@+?',)t^h]�d0'�d@+E�UX8d�1,�kX83(m%"I&5'�d@+
2#X�+7�01,Z\/[]_^`'�20'`� �0"Id0d0Z\d�)7X0/�& � 1,4��0"Id@+73p&5&5Z@d0d0"%��' !
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� � � ������ ���� �� ������ ��� ���� �� �� �� ��� ��� � � � �������<� ��� � ��� /['_&p35"%$8&5'�"Id02�-8/�',2#3(4g+O"I$8&5'�&5',"%/�d835d0�
+?'�4��0d835� X0',) ���0��������t ����� � ���� �� � � ��� �  �� �����������  ��� �C� �� �� !�� �����K��� �C�%� ��� � ����� ��� �� ���� �� 	 ��� � ��� �� 
��������	� ���������� !

� � �iP  ���� ������	k>�� � �� �6� �
������� � ����� ����� ��� ��� �� ���� ���� ����� �����n��� � ���L�p����P � � ����  ��O��� ����� �� �����
 ���� ������ � � ��x ���I� 	� ��O���������S�� � � ��x !   � ����� �%� +7�B'¢¡�',j£-�Z@35d~+�Z u +7�83()Y35)?)7X0'¤35)�+7�0'¦¥�",j§+7�0'
4,Z\^h^iX8d0354g"�+735Z@dV$�',+R¥�','_d�+7�B'�&5',"%/�d03pd0�})?jk)O+?'�^ "Id02¨3(+?)�'�d@mB35/�Z\d8^`'�d~+D35)�^`Z 20'_&p&5',2 !�  �
� � �S� ���� ����� ��������	 ��� � � ��� � ���C�|�x  � � � �� �  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� �� �<= ����	�����!

  ��� � �� ������ �����Uu Z\/�^h"I&535©g'�2 �  ��� �C� �� ��
� ��� ����� � �������v������� ��������� ��� ������� ������� 3pd@+?'�/["%46+735Z@d >
��� � � 	���x�������� !ª�B� �}� � �I��� ����� �� ������ �� �� ��	�	�� ���C� ��� ��� � ��x������C�oz ��� �  �� ����������� ��� ��� � ��x������C�



���.���O��� ���O� >t� � �7� � �� ��� � ����������� ��� � ��� ��� � �  ����%� ��� � ���I� ��� ���p����P �S� ��� �
��� " )?',+aZ u 3pd@+?',/�dB"�&
4gZ\d0)O+?/�"I3pd@+?) !L� ',"%/�d835d0�a"%$83p&p3(+Rj|$�',4,Z\^`'�)o"Idf'_^`'�/[�@35d0�}-0/�Z�-�'�/7+ jlZ u +7�0'�)Ojk)?+?'�^ � ����� � ���
��� �  �������� ����� �������� ���  �� ����������� � � � �� ���S� � ! � � � ��� � 	 � �����S���� �������S��������� � ��� ��� � ��x �����C� �� ������O��� ���O�
�  ��� ��� � 	� ����� K� � �7� ���O������� ����� ��� � � � ���� �����������e�5� � ���
� ��� ���O�
��� ����� �� �	��� ��� ������ �� � !

  � ��	�	��Sx ���� ����� ��������� � ��� � ��������� ��� � � � ���� �������� �������O� �:�%�M ��x �����C� �?>\� ����� �  �������� ������ ��� ���
��� �� ��o��������� ����� � ���� �� !

  � 	� �� � � ������� ��� �sP  ���� ���%�M ��x������C�¨� �?x 	 � ������� � ��� �����C� �� � � �� 	� ���	 �� ���x.�5� � ����� � ����� �  ������� �� �<M
��� � � �����I��� ������� � � ��� � ���� � � ������� ���� ���� �������� ���I� 	� ��O������� ������  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ������I� ��������� � ��� �� ���� �� !

� � � � �������I� ��� � ��� ��� �
��� �� ���� �� 	 ��� � � !D� ��� ���S� ������� ����� � �� �� 	���x������ ��� ���  ��������� � ����� �����v� �
� ��� � -�'�/[4,',-0+73cm@' 3pd u Z�/�^`"�+735Z@d ! � ������������� � ��	� �� ����������� � � � ��� � �C� � � ������� � �����~> � � �� :���� ����
� � � � � �
����� ��� ��x 	 ����� ������� �� ����� ��� �
��� ����� ������� ��� ��� �
���  �����J>��  ���� � ����� ��� ��x 	 ����� ������� � ��� ���O� ^h'�^hZ�/[j !
� � ���� ������ ����� ���� ��� � ��� ��	�	�� ���O� ��� ��� � ���� �� ������ �� ��� ��� �*� �C� �� �x � �S��� ����� � � ��� �S� ����������� 	 �� �����	���� � �
� ��� �� :� ��������� � !�� � �����S��	���� � ����� ���k� �C� �� �x,>�� � ��� �7� ������� ��� ����� ����� ���� ��� � ��� ��� ��� ��� ��� '��kX03(m%"I&5'_d@+
Z u +7�B'`�k�B"Id8dBZ@d � )�)?"I^`-#&p35d0�{+7�B'�Z�/�'�^ !
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����� ��� ���� �����G�%9C%������ ������� �<�I� � � � � ��� �G9�������� �� ����� 	 �� �������� ���H�����I�o� ��� � ����������� 	 �� ������7>,� � ��� �
� ������N� ������o� � ��� � ������ ��6>I� � ����������	�� �  ������ � � ��� �k�,� � �?� ��� �IN�� � � � ��� ��� 	� ������ ������������� ���y�L9C� ���  ��r���
���IN�� � !�A �� 	 �� �������� � � � � ���� ��� � �������  ��D ������� � ��� �  :9 ��� ��� ��������� ��� ����� ����� �R9O�,� ��� ���*���k� ��� � ���IN����6>
�7��9�� ������� � ���� ���� �K���� :9�� ��� ������������6� �6> � ��� � �J� �����������  �������� ��� �J� ����������	��� � �C� ��� �s� �� ���\� � ��� � ���v� ��
�S��	 �� �� ��� ����� ����� ��N�6� ���7>�� � �������7>����K� �C�v  ����s��� ����� ����� � ���6> � ���  ��E���K�v� � ��� !�� � �	� ���?> ��� 	� ������ ���������
� � ��� ����� �	� �� ��?>0�,� ���O� ����	@N� ���
��� ������U������� � �:96> ���������  ��<;���� �S���L9O��������������	����������  ��?>0�����K� ������� ���������
	���� ������� �s�����\�o� ��� � 	 ��� ���:96> ��������t�,� � ��������6>�� 	��� �� �����  �� ���rP �n���E� ��� �� � ����� �gz ��� ��� �k� ����� 	 � �����S����
��� � ����� ��������� � �C� ��� � !

� ��� ��� �� ���	� ������ ��9��:9��<=���� � ��� ���6>I� ����� ��� ����� 	��� ������C��� ��N  �C� ��� � 	@9� �� � ���C� ��� !��I� �������S� � � � ���  �C�D��� �
� ����� ��� �<=�����	���������� ��� ����� � � � ���  G9��:9���� � ���� :9�	��� sA �����I����� �� � ����?>g��������������� ���� � �:�U� ���t� ������� � ��������� �� 
��� � �� :N��   ���I��� � �S �� ��:9y� � �����������k>�� ����� ��� �����\� ������� ����� � ���� �	� � �����C� ��� � ���*� ��� ��� � �� � � ����� ��� ����� �?>
����������� �������%� ��� � ���� ����:�,� �v���k� � � 	  �������� � � �����Q� ���J> ���� ��� ���6� ���t�������IN���� !������S��� ��� �:9C� ���  � �v��� �
  ���I���   ����� ���I�������t��� 	� ���� ���I�  �����	 ����� ! A ������� � �S �� ��:9�� � �����������k>@� ����� ��� ����� ��� � ��� �t�����  �����	 ��� � �[M
�� � � �:9����,��� ���i�%9����������6> �����E��� � ����� ��� ��� ������� ���� �� �������  ���
��%A|MKA�� ������>@�,���8� ��� �� �� ��� ������P ��� ���
��� � � � � ����	@9� ����C�� �� ����9� �� �� ������� ��� 	���������� � ��� � ��� �?>���� ������ ��� ��� !%A � ��� �S� ���H� � ���� �� � �y�Q�����  �������������� �
���%� ��� � ��� � ��� � ��� �����L���k> ���   ���I��� 	��� �������>H��� ���� ���� �nA ��� � ���I� >����  ��������C�� ����
��� ���� �� �������  �� !����
���  �<� �� ������
	 ���� ��������>#� �����U9� ��� �C� ��� � 	 ���� ��� �� � � ��� �K���  ������������� �������� �����%9� ������D�,�k� � � ��� ���� ����J>
����������� � ���C� ��� �r��� ��� � � 	�	 ��� ��� �������� ?>�� ���� � ��<M � �����!������ ������ ��� ���"��� ������x$# �� ����� �?> 	 ����  ����I�� ��v� ���
��� �C�%� ��� � � �����S����h� ����� ��� �n��� � 	 � �����S����7�����?>G����� �6>�� � 	 �� �� ������ ���� �
�������������  U� � ���IN����D� ��� �U���
 ����� ��� �����I��� ������� � !%��� �������  ��O������������L� �J� ��� � �<������������t� �C�v� ���������� �� :xo� � � � ���  t� ���� ���� ����� �	� �� ��
	 ���� s�o� �������� K� 	� ���  ���� ���� ! � �� ����@9� �����C� ��� �K�&� ���O�,� ����F  ��������('�	 ���� ����� ����� ����� �����,�k� � �@�o� �v�������I9��
	 ���� ��� �� ���������NC� ��	 �� ������y��� ���y��� �C�%� ��� � !)���  ��C� �� ������ �J� ��� ���C�v������ ��� 	 �  ������� ���������~�o� ��� � 	 �� ������
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��	�	� �������� � �����y��� ��x ���:NC� � ����� �� ��?> ��� � � ���� ����������� � � ����� ��� ��� � �  ������ �C� ��� � ��� )?Z\X8^h35).��X8dV'�dkw
)?'_^ $8&5'e28'e4gZ@d@+?/["I3pd@+?'�)i35d~+?',/�dB'�)��K�kX83y20Z@3(m\'_d@+��,+?/['�Z�$#&535�\"�+?Z\35/['_^`'_d@+�/['�)?-�',4g+?1,',)i�}+?Z\XB+
^`Z@^`'_d@+ !0A ��� ����� �� ��� � ����� ����� �Q��� � g9��I9� ��� ��� ��������� ��� ��x����:NC� ���Q� ��9O������������� �?>0����� 	 �� �� ������� � ���� 
�H �" 2 �
	�#�5 )6,�B.#�BJ?*)�P�1X>:# > 2 1!/.)+< BJ<'5+3K)+<'1HB >:?*-+< G ?�# >.# %=3��0-+1A,!-43UBQB 3)+<'1HB�4L:B 3ABJ<-0 ,.# I D&#�%'% B 3!B M$�ON����KRS D  ��FB/�1H,:-2-43 52# -+?*@ ?*-+#*-�� I �6,X5.<=B M ��NHN:��R

=_=



� 7���B@�	>�4�� � 8&=�4 >�� =��(B D 8(9 � D"���
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 � 	� ��C����N� �� ����� ���������t� ��	@9�����P��� 
������	 ��� � ��� ����� � ��� ���kz
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� ! ����������� �� ��� � �����E�,��� �S��� ����� � ��	�	�� ���,�I9����
� ! ����� ������N� ��r� ��� ���J� � � � �  ������ �C� ��� ���� � � ���� ��� ��x����:NC� �
� ! ����� ������N� ��r� ��� ����� ��x����:NC� �� :9 �� � ��	 ���  � :9�� ���� �  � ��� ����� �� ��� � � ��� � � ���� �� ���
F ��� � ��� ���������I���6> ���.9����I�������J� ��� � �C�v�����������9�� ���S��������� � 	 � �����S���������� �:x ���:NC� �6>������ �� ��������������� �E�
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� !�� ��� �� ��� ����k� � � ����� ������� ���� �� 	 � �����S��������E�%9����������� s��� �  ���	����� ��t����� ����� �� ��� � �����?> 	%�����s���� :9�� ���� �  

����� ����� �� ��� � �����?> -�Z\X0/L+?Z\XB+L'�d@mB35/�Z\d0d0'�^h'�d@+
� !K9�� ���� �  �J� ��� ���C�v����n�����v9������S��������� � 	 � �����S���������� ��x ���:NC� �D�(� � ���� �������� ���v�%9<� � ���� �������� � ��� � �[M

 �����:9� ������� ��� � ��� ��M ��� ���C�v����r������9������S��������� �K� � � �� ��������
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����� ������ ���p��� � 9� ���� ��� ��� �� �� ��� ���  ����� 	��� �� ��� �?>������ � ��� ����	�	 � ��� �J� �<=���������� ���6> ��� ��� ���  �����  :9����(� ! � Z@XB)
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����� ���<= ���
� � ��	�	� ���� ������� ����U����� � � ��� ��� ��� �� ��� �r� ��� � � ��� ����	�� �� �� � ���k� � � 	 �C���!
��� ���� � ������	������S���� � � ��� � ���� ��
� ���������D��� ����P ���� � � �:9 !
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������������� � !��g�<> ������� ���I�%9 ���� ��J� ��x 	 �����IN����6> � ���  ������� �������� � � ��� 	� �����S��� �6>0�,� ���J� ��� � �<������U����� ��� � ��M
 ������ �C� ��� � � ����=���� ������������x����:NC� �v� ��� �y� ���������  :9 ��� � �R9������� � ��� ������	 	��S� ��	 ����� �Q�,� � ��� ��� � �C�v����L�����
��� � �  ������ �C� ��� ��� 	 � � ���S������ !
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��� ���� ��M
���� �	� :9��:9�� ������� ����� ��	�	� ���� ������� ����6>_�,� ��� ��� � � ����� ��� � � -8-8/['_d@+735)?)?"%��' � ',/�4g'�-B+73 u�� � �H� ���H����� �
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� ���������.��� � ������� ���B> 	 � ���:NO���E��� � 	  ���	� ���9��:9����S��� �����  ���z�� ��� �s��� � ��� 	��� ������C��� ���� ?>�� ��� � � � ��� �H� ��� �� :9
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NE���� �� �J� � ��� �� �� ����������	 �� �����	���� � �6>����s� ���%N�������� �:x ���:NC� � ��	�	� �������� � � � �:N�  ���9� �����C� ��� ����� ��	�	� �����M
����� � ���� ��������� � � ���K��� ��	�	� ���� ������� �����	��� �����I��� ��������� �C� ��� � !\F ��� � ���r��� �C�%� ��� �?>�� ��� � � � �:9�  ���� � �����
���C��=
��	�	� ���� ������� �������� ��� � ��� ���� �� � � -8-0/�'�d@+735)?)7"%��'D2 �  $ �O',46+73 u�� � N�� !%
�� ��	�	� ���� ������� ���� ��������� � � �
�� �������  ��r��� ^hZ~28]�&5'*3pd@+?',/�d0'n20'*& � '�d@mB35/�Z\d8dB'_^`'�d~+ >g����� ����� ����� ����� ���I9t� � ���   ��	�� �t� ��9�� ����������� �
����� ������� ����� � ��� �G����� � ��� �� �� ��������� � 	 �� �����	���� � ���t�p��� � � ��� � � ����� �� ���� �s9� �����C� ��� � ��� 9 � 8:� ���H����� � �����
�� ���� ����� � ����� ����������� � 	 � ������ � ������� ��x����:NC� � !_
 �������I��� ��������� �C� ��� ���?��9�� ���� � � ��� ����	�	 � � ��� � �J� �<=���������� ���
� ��9�� ����� ���� ���� ������= 	 � ��� ����� �����I9� ��������>�	 � � �:9O� ��� �K���.� �� :���������� ���.����� � M � ���S� �7���%9����� ���� �I9 !

T ��� ����	�	�� ����� ��� ����� ��� ���C�v����*��� ����� �� ��� � ����� ���� ����� � M � ���S� ��� ������� ����9������ � �����C��������� ������M
� ���������   ��	�� �6>��,��� � ����������I�� ��� ��� 	� ���	��� ���������.����� �������C�� ��������s9�� ����� ���� ���� ������=i� � ���  ��� �������������
� ! � � !6
�� ��� ��� �� ���%� �K�������%9����������K��� ����� ����� �� ��� � ����� ����� ��	�	 ����9 K $ � 	 ���� $ ���78�� 5 9D � ��569<8 46=���4695��)D ��� !
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T ��� � � � ��� �K9����I����9 ���������C��= ����� ��M �:x ���:NC� �����:9�	��� :9C� ��� � !

� ���  ��� � ��� ��M ��x����:NC� �U� � ��	�	� ���� ������� ����n� � ���������������> ���o�%9C� �� �� � � ��� ��� ����9����
� ���� ��U� ���%9�� ��� ���������
����������� �����C� ��� ����� � ���,9�� !IT ��� ��������� ��� � ������ :9������ � ����� ���I9��� ����,� ��� ����� ���� ������ � �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
W�  :9<M
� ���� �������C� ��� �.����� ����� �� ��� � �����?> ����� � �� ����� ��� ��� � ���U� � � �� �������� 	 ���� �����:��� ��� � ��� 	 �C��� � � ���� �	� :9����� 
�J��9������S����������������x����:NC� � ������� �r������	�	  ���� ������� ����7� !�
�� ��� ��� �� ���%� ��AHI
 ����� ��	�	�� �����I9Q����� 	� �����N<� �
��� �����x  �� � ��� � ����� ��� ��� � �  ���������*�k� � �  ��� ���s� ���� �������S�v����9 !_T ����� ����� ��� ������� ���,� � �J� ����� � ��� ���������*� � ���
��	�	� ���� ������� �������������� � 	 �� �� ���t� � �����O9���9� ��� ����� �����%9� ������C� ��� � ����� � ����� ���r� � ��	�	� ���� ������� �����	���  ��	�	 �� ��
����� ���L9���� �����Q� � ��	�	� ���� ������� ���� 	��� � ������ �� ����C� ��� � ������� �����,� �U�p�%9� �� �g9��Q��� � M 
 � �� ���� ��_� !


G� 9��������G��������� ��M �:x ���:NC� ��� � ��	�	� ���� ������� ���� 	 �� �����	������������k9C���� � �I9�� ![
 �  R9��:��� � ��� 	� �� � ��� 	���� ����� ���� �� �
�J� �<= ��������� ���r� � ���D9O����� ��������� �����
���I9��� :NC� �Q���&� ������� ��� ���� �J��9�� ����� ��� � ������� ���� !

��
�� � $�� $ "3� "%$ ;0.-1
F ��� � �J� ���%9 ���J>�� � ���� ��� �t9��:9 	� :9<�p9� ������v��������� �����%9� ��� ������x����:NC� ����	�	� �������� � 20"Id0)U)?"`�@&5Z�$8"I&53(+?1 !
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�
Q�!�� � ��	 �����s���L� ��� ��������������� ����� ��z �I9���������� �:9E� � ����� ���I��� 	 ��������� ��
��� ��E�%9��  �� � ���� ������� � �C� ��� � � � �
Q�!�Q Ft9C� �� �� � � �������Sx �����,���  ����������r��� ����� ����	���������� � ���
	� ��� �SNC� ��������	����<=�� ! ! ! ! ! ! ! � �4�
Q�! R Ft9C� �� �� � � �������Sx �����,���r��� ����� ����	�������� � � ��� �y� ����� ��� ��� ����� � �R9 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! � �4�
Q�!�S Ft9C� �� �� � ����x � ���I9�������� ����� ����� ����	����������k� � � �y� ��� ��������������� � �:9 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! � �#�
Q�!	� Ft9C� �� �� � ����x � ���I9�������� �� ���������� ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! � �#�
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 J (47 � &/1 7-$' &/AC"# $2AC&B1
� � ��� �L� � ��� � ��� �� ��� � ����	�� �� ��6>  ��	�	 ������� ����� � � ���� ��
���IN����
������� ���I�%9��
���� ���� -�Z�)?+7X0&5"�+ � �����  

	 � ! � > 	�����Q= � � � �(� !\T ����� � � ��� �t9C����� �J� ��x 	 �����IN����6>@� ��� � �J� � � ��� ��M 	� ���	 � �?>~�,� � &5',)�+?'�4��0d835� X0',)*2 � "%-Bw
-8/�'�d@+735)?)?"%�\'`4gZ@d@m@'�d@+735Z\d8dB'_&p&5',)odB'`/�',)7-�',46+?'_d@+o-8"%)o&('�).4gZ\d02#3c+735Z@dB)*28'hdBZ�+?/['h-�Z�)O+7X8&("%+ !%� �
	��� ������C��� ���� ?>������������I��� ������� �E��� !8"%$#3p&p3c+?1 ������� -0/�1,2#3546+73($#3p&p3(+?1 � � ����� � 	����� �� ��� ������� ���
	� ��������� � !

A � � ����	�� �� ��.������� �*�,� ������� ������ �6�%� ��� ��� ����� � ���C�� ���� ��� 	 ��� � ����� �_� � !8T ��� � ��� � �� ���� � � ���� ��
�%9�� ������	�	 �C� ��� � ���� ��� � ���������D��� 4gZ\d~+?'%P +?' 2 � "%-8-0/�'�d@+735)?)7"%��' >I����� ��� ��� � ����	�	 � ����� �����k� � � �����  ����M
	 ��� � ������6> ���
	��� ������6>I���
� ����M  �����	 �����E��� � ���� �� 	 � ����������� !

T ��� �  ��� ���C�v������ �K����� � �������� �� ��I ����� ���<= ���r� � ��	�	� ���� ����� � ����&J �J� ��� ���C�v����r�������������I9���� ����� ��M
�%N������G����� � ���:9�� 	��� ���y�L9���� �����E� � ��	�	� ���� ������� ����6> � ��� �G�,� � ����� ���<M ��� 	%������� � ������� ������P��� ��� ������ ��H��� �����
�<=%9��C��������� !

� ���� y9�� �?x �� � ���� �� 	� ���	 � �?> � ��� � � ��� �E� � � ��� ������ ���� ���:�� E��� ��� �� ������ ����� � ��� �v�L9���� ������� � ��	�	� �����M
����� � ���� 	���  ������ �� ����C� ��� ��� � #t� �������������,� ��z ��� � M 
 � �� ���� �� !B
 �����L9���� �������Q� � � # �<�  ���� � �J� � ����� � ����
��� ����� ���� ����  ��6> 	��� ��� � ����� ���� � ��C�� �� ��� ������������� �?>%�����L9�� ��������� �����  :9<;��<=�� 	 �� �����	������������ ��������� ��	����S� ���J>
� ��� � �I9���������� ���� �J� ����� � ��� ���������D� � ���o� ���%N����U�  �����	 ������������� 	� ��C����N� ��������I��� ������������� ���� �� 	 � ����������� �@z����
�:x ���:NC� �U����� � ���C�����C� ��� � �������������� ��*�
�������v� ��� ��� ����� ��� ��	�	  ���� ������� ���� ��� �J� �������������� ����� ��������� � � ���
� ��� !�T ���� �� � � ����= �?� ����� 	 �� ��:9 ���� ����������� ���:9���� ����y�����L9���� ������� ���C����M ����	 �� �� ���:9����?> � �� ����	��������t� � ��	�M
	� ���� ��� � � ����K��� �J� ��������� � ���K� � ��� ���� ����������� � N��8�,� � � ��� � � � ��� � ����� �����%9� :9��K� ��� � ��� 	��� ������ � � �� ������ ����� � �
����� ���� ��y� � �C�%� ��� �?>������ � ��� �y9� �����C� ��� �K��� ���  �����k���  ��������� 	������  �� !�T ��� � ����������� ����� � ��� � ���~� ��� �� ��� 
������	� ������NC� ���E�,� ��� ���� � ��x����:NC� ��� � ��	�	� ���� ������� ����v�����C��= ����� ��M �:x ���:NC� ���K�����  ��9�� � ���� !


 � ����� ���<=���� 	��� ������C��� ���� ����=*�L9���� �������E� � � # ������������	 � �:9r������9���9C� ��� ��� �:��� ����� ���Bz
� ��� �������� �� ������������������� � �:9r���������  ������=.� � ��� �� :9��Q������x����:NC� �
� ���.� ���%9�� ��� ���������e��� 	� �� ��������� �v���L�I9������������ 	��� Q��� � � ������� �U��� � �� :��� �~> �����  ��L��� � � ������� �U���
� �� ���� � � ��� �I9��

� ���y� ������N� ���� � ����� � ������ ����� ���  ������=L� � � � �� :9���	 ���� G�%9����� ���� � �� �J��9�� ��� ������ ��� �H��� ��x ���:NC� �r� ���K��� �

�



$ 3/9���D� 564 � 7 � ���!�)4���� 4.=�� ����� � 4T��� 4!8��M5!B&	 9�����564�� � D 8 8 9���4 �795!564��GF��50� 4	>�4�� �

� ��� � � ����� �� ���� �+����� �B��U�D 4.=�4 8 ��� 9 � 8&=�� 8 @<8�� �	>�4:�
� ��� 	 ��� � ������� �r� � �<=�	����� ������������� �J� ����	������r� ��9�� �����
A �����C���i��� ���C��=_M ��� ��������� � � ��� � ��	 ������� ������� ����� ��9�� � ���������J� ��	�	� ���� ������� ���� !~T ��� ����� ����� � � � �S� ���� ��� 

��������� �� � ���� ������
�<=��C��	�������	�	�� ��� ������� ���S��	�����z�����	� ������NC� �Q��� 	 ���I������� � � ���� ��:9 !IT ��� � �J� � ����� � � � �������
	��� ����r���k� � � ���������o���� �r� � ��� � ��� ��������������� � ��� � # ���K���k� � � ����� 	��� ������C��� ��N� ��C� ��� � ����� ���S����r� �����,� ��� � �:9
��� ����� ���<=������ � ��	�	� ���� ������� �����z ���C��= ��� �� ������y� ��������������� ������� ���I����� ����� �:9��C����� ������	 �C��� ��� �y� ������ ��
��� ��x����:NC� � ���W9�� � ��� !�T ��� � � ��� � � � �:9� ������ �� ���� � 	��S� � 	��� ������C��� ��N� ��C� ��� �D� �J� � ��;I� ��� ���{��� ����� ���<= ���
� � ��	�	� ���� ������� ���� ���� ����P ���� � � �R9r������x����:NC� � !

J 
 J 
#	 �  $ .-A $'*-��� 
  �B1 �  "#� "%1
* � ��	� ��C����N� �������� ���S� ����������� � ���� ��r9����I��� �����K�,� � ������� �� �����:N� ����E���yP ���� � � �:9 ������� 	� :9O���������S�� � � �:9

� ��	 �<� ����� � 	����L
��� �� ��	�	�� ���,�I9�� �:�� ���� �Q� ���%9�� ��� ���������i� � ��� 	� ������NC� � ���S��	����n� �����S���8��� 	 ���I������� � ��M
� �� ��:97� 	��� K��� � ����� �������,� �Q� � ��	�	� ���� ������� ���� 	��� � ������ �� ����C� ��� � !
A ��	 ���I� ��� �?> � ��� � � � � �S��� ����� � 	���� � ���� ����� � � ��� �\�y��� � ���S��	���� ����� ��� ��� ��������� !�T ��� � ��� � �?x���� �G��� 	� :9�����M
���� ������� ��� ����� 	 � �����S������K��� ��������� ����� ��� ��� ��������� !P� ���� ���������>�� ��� � ��� ����� ������� �����%9� ��� �����  ��	�� ��� ��9�� �����
��� ��x ���:NC� �n� � �����,� � �� ��� ��� ������� ���� � �����	 ���I� ��� 	������ �������� ��x����:NC� ��� � ���{9�� ���

ei
�U���{9�� ���

ej
	��� 

��� � ������� ���I���
ak
� !\T ��� ��� ��������������� 9�� ������� ��� ���  �������������� ��� �� �� ���U�%9�  ��� ���������`�����  :9������ � �����y���

��x����:NC� � ��� �J� ����6� ��� � ���������.��� � ���v� ��t������ ��� ��� ������� �s��� �~9� ���� �����7> 	��� �� ��� �s�%�U��
C� �E9�� ���
ei
��� �<=�9<M

�C��� ��� � ������
C� � ������� ���I���
ak
!gA ���������%9�  ��� ��������� �E9� �����C� ��� �����  ��	�	 �� �� � � ��� �J� ����6� ��� � ���������U���

� ���v� ��v��� �� ��� ��� ������� �t� � ����9�� ���
ei
� �� �������9�� ���

ej
� �J� �<=�9��C���������i��� 	��S� ��� �C�� � ������� ���I����� �� ������� �

������
C� �v9�� ��� � ! A ���E���C��=
	��I9�� ���LN�� ��� ��� �E���� ��	�	 �� ��t���  ������ � ���������U�,����� ��� �:9�� � � ��� �� �� ����������� ���
����� �Q����� ������� ���\��	 �� ��:9�� 	��� �J� �<=%9��C����������� � ��� � ������� ���I���6> ��������������� ��� ���J��9�� ���������� ��� �n� 	 ���������  
�������� ��S��� ����� ������� ������� ���I����� ���� ������������ ��t��� �J��9�� ����� � �� � �� �,9��C�<� ��� � � ��� ���v�,����� ��� �:9t�k� � ��� �� �� ���������
	 �� ��:9���	��� ����������������� � ��� ���v��� �J��9�� ���t� � �� � �� �,9��n� 	 ����� ���  E�������� ��S��� ����� �y��� ��� ��������������� ��� ���Q��� �J��9�� ���
� � �� � �� �,9�� 	 ���� ��%9����� ���� � �� ��J� �����������

ak
�,��� � ����� ��� � 
��� ����<=%9��C���:9��7� !%T ��� �s� ��� � ��� �� ���� ������� � �������� ���� ���<M

� ��� �r���C��= � ������ ����r� � ��� �� ���	����
H1

���
H2

	 ���� r������� ����P��� ���n������� � �:9���� ����� ���<=������ � ��	�	� ���� ������� ����
����������� �� K��� �  �������������� � ����� ��������  :9Q���tP ���� � � �:9Q���
 :9������ � ����� � ��	�	� ���� ����� � ���� !

T ��� �U� ��� �� ���� �n9� �����C� ��� �.��� ������ �� ��� � ��� �������C�� ��n��� ����� ���<=������ � ��	�	� � � ������� ���� 	 �C��� ��� �?
��� ��
� ���%9�� ���:9���������� ������� ������ ������t� � �� � ��C�� ?> � �� �����:9� ����:9���� 	 �� E��� �r�  :9O�,��� ������� � � ���C�� � ���� ��������� �� � ��C�� ��
	� ���	� ��Q�������������� ������ !


G� ��� � �C�v������������������v9����I����� ��� � 	 �� �� ���y����� �v���r�����C��=�������	� ����I�� �� 	��� t��� �������L9�� �������:� ��� ���
����� ���<=���� � ��;I� ��� ��� ���  :9������ � ������� �J� ��	�	� ���� ������� ���� !�A ���  :9������ � ����� � ��� � ����� �v����� ����� 	 ���� ��%9<P ���  ���
��� ��	 ���� � ��� � 
��� ������ 4,Z\d@+?'%P +?'i35201�"I& �5��� ���S����� ��� �

H1
���

H2
� !

J 
 J 
 � � �,$27-& 7 � A � �!*,$'"# %&

 � � ��� ��� ��� � ! � ������� �i��� ��� :N�� � 	� :9������ � ���������|���b�L9�� �������:� �i��� �J� � # ���.�����n�L9���� �������o���

 :9������S���������k> 	%�����y� ��� ����	�	��� ������ �� ����� � ��� �����r� � � � ���� ���� ���I��� � ���I9� ���� ����� ����= ��� ��� �� ���%� ���Q� � � #�! T ��� �
	� :9���������� � ���� ��	�	 �� �� ��� �� ��oP ���� � � �:9 ��� 	  :9O����� ���� � � ���:9i� � ��� ��	��� ����6> ��� � � ���� ���� ���I��� ��� �S��	� :9������������
� � ������ �� 	��� �� !8F ��� � ��� ������������� ����� � ��� ���6> � ��� ���%9��� �� ����� � ������� �7x ��� ��� ��9����I���*��� �J� � � ���� ���� ���I��� � ��9��
��� ����� ���<= ���`� � ��	�	� ���� ��� � � ���� !�F ��� �.��� 	� ��C������ ����C��	 �?> � ��� � 	� ���	 � �������D� � ����� � ������ D�����o� ���:�� ����
� � ��� �� ���	���� ��� � ������� ��� 	 ���� ��	�	� :9������� �J� � � ���� ���� ���I��� ��	�	 �� ��:9���	��� ��������� ���<=������ � ��	�	� ���� ������� �����1
��� �����K�,����� ����P���� ������� �� �����:N� ��r��� � �� ��S��� ����� ����� �J� �<=%9��C���������D� � ��� � ������� ���I��� ���� ��� �������� ��r��� �J��9�� ���
�H �" 2 ?*)43) > 2 3-2-+<-GH?�#�#*5 )J% 2 ?*)43K)

ej

1A5.)+#�BX, 3K/.-�M�5 %@2 #*9:?�(*,.)+<'1HB >.# %=3�(�1ABOB 3!B >:#
ak

� /�3K-2)+< - >:# % 2 ?*)43K)
ei

DX �"$352< ,HB.< .�(O3)+<=1!B 0X,.# B.1H,�5 >.1!B�B�1!B�5 � (�#�56>.#*,.9 )+#8-�BJ#�5 3 ?*)+? 52/�?*(�</. ?�# >�3KB�5C%@2 3TG!3!B )��S/.-+1!/�1H5� 
�
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� � �����,� � 	����0��� ���C��	 � �?> �J� ������ � 	� ����I� ��������������� ��� ���H��� � �������C�� 0� � ��� �� :9�� ��� � � ���B�%9�� � �  ������ � ��� ��� ���
�%� � � ���Q� ��� ������������� ��� � � ! � ��	����0��� ���C��	 � ����� � ��� �?> ���  :9 ��������������� �J� ��� � �  ������ �C� ��� � 	� �� � ����� � �J� ��� � ���
��� ���  ���������  ������ �� ����C� ��� �  7� � � � �<>,����� � ����� �����C�� G�%9�	 ���I�U��� �����,����� � �:9���� �J� ����������� �%� � � 	���  ��	�	 �� ��
�����
��%� ���������8P%=%9�9 ��5	D"�5 D !

������� L�� L � � � �I9C� ��g9 ��9  ���B� � ��� ������ � ��	�	� �������� � 	��� � ������ �� ����C� ��� �

 :9��:��� � ��� � !�F ��� �L���}���C��= ��NC� �
���C��	 �?> � ��� ��	� ��	 � ����� �L��� �.� ���%9�� ��� ��������� ��� ��������������� �o���  :9������ � ���
��� ��������� � � ���� ���� ���I��� ��� ��� � �� �����:9� ���� ��� �   Rq������L���D;I�%=D� ��9��,9�� �C� ��� ���0������� ����� 	 �C���y�%9����� ���� � �� 
����� � �� �����:9� ������������ �����(�  :9O�,� ��� ���r� �7x ����� �r� � ��	�	��� �� �������@� !�� ��P �k> �������� �����N� ���� �����������D�%9��� �� ����� � �:9� ����
� � �<=�	@9� ������ ����� ���������  ���� 	� ������NC� �r���
	 ���I������� � � ���� ��R9�z�� ��� ������������� ����� �Kx�� ��� �� ��� ��J� � ��;I� ��� ���Q���
����� ���<=�������� �J� ��	�	� ���� ������� ���� ���� ����� 	 �� �� �� �� ��� ��������� ��x����:NC� � ��	�	� �������� �?> � �I�%9�	 ���I� ����� ��� �r�������
�L9���� �����.� � ��	�	� ���� ����� � ���� ��� ���<MJ��
C� ��!�T ����� �<=������ � ��� � ���  �������������� ��� �� �� �J��9�� ���S����������������� ������ ����
��� �����%9�  ��� ���������}��� ���DP ���� � � �:9*��� ��x����:NC� ��18� � ������ �� 	��� ��?> � ��� �  ��� �� :����� �L� ��� ���,� ��� ���n� ������ ��
����� ���I�,� �n���UP ���� � � �:9 	 �C���A
��� ���� ���%9�� ���:9 ��� ��������������� �C� ��� � 	��� ����h;I��=�� � �� � ��C�� ������ 	��� ���LN��� ����
����� ��� ��� ��� !
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 � ����� ���<=���� g9��I9� ���#�����J� � # ����� �J� ��	�	� ���� ������� ������������ Iv� ��� � ���C�� ��.J
��� ��� ������������� 	 � � ���S�����	 �� �M
����	����������������������k> ��� � � ��� �U��� ��%� ���������Q�������I9 !�A ��� ��	�	� � � ������� ���� ����� 6�����%9�	��� U� � ���  ����� 	������  ��6>
��	�	 ����9�8	D����H9B�=�4&564��GF��;50� 4	>�4�� ��>\�,��� � �I�����,� ��� � ������� ��� ��� � ���L�,� ��� � �:9v��� �J� ����������� �,��� � ����� �E� � 
��� ��
�<=%9��C���:9�� 	���  ��	�	 �� ��E� �J� �������������� !\A � ���  ����� 	 �C����
��� �� 	������  �� ��� � �I������� �� ����S��	����C� ��� � ��� �J� ���� ���������
��������������� � �v�  ������ �� ����C� ��� � 	 � ��� ����� �<>��k� ����� 	�������������� � �v�  ������ �� ����C� ��� � �����(� ���
���~���o9��,9�� �C� ��� ��������M
� ���� ������ �?� ����� 	� �������� �v�  ������ �� ����C� ��� � �I9� ������� � !I
 ��P 6�� �� � ! � ��� �I9C� ��������� ��� ��x����:NC� ��� � � # !


�� ������ � ���%�� ����� ��	�	� ���� ������� ������������ ��� ������Q����� � � ��� !6
G� ���� ��������� �����G��� 	 ���������  �� ���  ���� �������t���
� ��������C� ��� ��9�� ��� ��� ������� �J� ��� � �  ������ �C� ��� ��������� �7� x ��� ��	����� o� � �� �����:9� ����������,� ����� � � � �� :9C� ��� � ��� ���:97�@z
����� ��� ��� �� ���%� ���G� � � # ����� ������� � � �:9� ������� � ��� ����� �#����� � ���:9�� I ��� � �  � �&J !�F���� ���� �� ��� ����9 � �� ���� �#����� � ���:9��
	��� ���������� ��� !IT ��� � �������%9<P ����������� �������gz

� ��� ��D�>�	5 9�� D���*�����J� ��� ��� �� ���%� ��� � � # ���� � �����	 ���I� ���  :9<;��<=���	 �� �����	����������������������{�%9��� �� �y� ��� � ���
��� �I9C� � � ! � >�	 ���� t��� 	����t����� �<��	�� !�� � ��� ������	� ����I�i9� �����C� ��� ���J� ��� ��	�� ���������{����� 	��� ���LN��� ����
��� �J� ������ � ��	�	� �������� �K� �����Q� �����������I9��r�������  �����B���� � �%� �� ����C� ��� � !

� ��� 4 8 8 9D ��������� � ����� ���y� � � �:9� ��������� �������J� ��� ��� �� ���%� �r�k� � #Q>�������� ��� �O9���� �*P%= ��� � �J��9�� ����� ��� �������
��� �J� ������ � ��� ���� ���� �I9��
���� ��:��� � ���
���  ���������  ������ �� ����<� ��� � 	� ����I����� �
���� �� ��� � �
� �����C�� �� 	��� 
�<=��C��	����6> �J� ���� ��������� ����� ��������� � � �����e���k� ��� ������ R9�� �� ��� �� ���  ��C� ��� ��� � ��������� � ����� � �J� �<=�	@9� ������ ���
����� ��������� � ��� !I
G� ��� ��� �� ���%� �v����������� ��� ��� ���������K�������I9 	��� ����vP 6�� �� � ! � !
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������� L�� � � � � ��� �� ���%� �Q��� ����������� � � ���D� � ��������� ���k� � � #

� �������� :9���� � ��	�	� ���� ������� ���������� �J� ��� ���C�v���������������� ����� �I9������ � ���  ���� 	 ���� ��������� �I�� �� �J� ���������������!O� �J>
���} �����n� � ��� ���� �� ��� � � ���v� �� � � ����� ����� �(P%=%9 �� ��� �� ���  �<� ��� � 93�H5 D"�5	DS�<> �J� �������������� �k� ����� 	����
��������� � �?> ��������� �����%N� ��Q�,� � �J� ��	�	� ���� ������� ���� ��9�� � ���I9 !


 ��� 	��� ���LN��� ����������J� ������ ������� � � ��� ������� ���:9�� ��� �%9C%���y������� 	������ �v� � ��	�	� ���� ������� ���� ��� ����� �E� ������P�9��
� � ������� � � �:9� ���������k>�� ��� ��
��� ��  :9�� ��� ������� ���:9�� ���D�%9C%������� � �����,� � ��� � ��� !
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#	 
#	 ��� D �  %&/.,A &/1 5 �/.��  %��'&B1
T ��� � � � � ��������� ����� � 	���� �� �� :���� �J��9������I��� �t������� 	� ������9C� ��������� � 	 � �R9�� 	��� �J� � #v>g����� �����G���n����M

� ��� � �E���� ���� � �� �� � � � �������6> � � ����� ��� ��� ���E9������S��������� !M� ���� H��� � � �%� �� �� ��������� g9 ��9  ��� � ���� ����� ��� ��� ����>
�������������C�� 	 ���� � � ����� ����� ���� � � ����	� ���P � �����  :9<��9� ���� ����� ����� � ��� �����kz

� 	 ���� k��� � 	� ��C����N� �� ��	�	� �� � � �6> ��� 	 ���� � � � �  �� �J��9�� ���B��� �J� �� ��09�� ���� ��	��� � �����S�� � �  � � �����S�� � �� ��� ��� !�> � �
�#Q��
� ����� � �  ���9��� �� � 	��� �_��������� ��������� ��� � �� ������ ��������� �� :N�� ������	���N���� � ����������� ����� �� ����%> � �
�#S�� !H
 �
���IN����r���y  ���� �� �� �����K9� �����C� ��� � �� :N��  ���� � ���   ���� �� ��I> � �
�
���

� 	 ���� i��� ��� �� �� ��� ��� ��������� 	��S� � 	 ��� ���:9�� ��� ���e�%9�� ��� �L����� 	� ��C�������{��� ����� � �� ����� ������� �J� � #
� ��� � ����� ������������ ����?> ��� 	 ���� � � ����������� ���� �� � �� ����C� ��������� ��� �����S� � ���?> � �
�#Q�� > ������ ������ � ��� ���IN����
��� � ����� � �?> � �
�%R.� � ���  ���� ������� 	� ��C��� ���K��� ����� � �� ����� ���Q� ��� � ��� � ��������� ��� ��� !
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 � � �� �����:9� ������������ �v� �[���C�� ��������J� ��� ���C�v���������� ����� ��������� ���y�,� ���J� � # ���� ���� � �����t��� � �J� ��	�	� �����M
������� ���������� ���C����M ����	 �� �� ���:9 !g
 � ���� �� �&I � �C����M ����	 �� �� ���R9 J@>�	 �� ��	�	 � ��� ����������I �:��	 �� �� ���:9 J ���$I � ����M
����	 �� �� ���:9 J@>_�%9����  � � ������������ ��y��� �J� � ��� �� �� ���������o����� ����� �� ��� �:��� � ����� �:x ���:NC� ����	�	� �������� ��� � ������� �
	������ � ���C��	 � ���� ��������� t��� �J� ����������� ���k� � � � ����� �E� � ����������	�� �  !�, �������B��� �r� :N�� � �<=�	�� ��� ��������� ���������C��=
���� �� ��� I �:��	 �� �� ���:9 J ��� I � ����M ����	 �� �� ���:9&J@> ��� � �����,��� ����� ������� ��� ����� 	��S� � ������ ��� ���U���������C�� ����� �
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��� ��� ����9�� !

F ��� � ��� � ��� I ����	 �� �� ���:9 J@> ��������� � ��� �� �� ��������� ���� � �����	 ���I�l� �J� �� � ��C�� 
�<=�������� ��� �� �� ��� �,� � ���
�:x ���:NC� � � ����������	�� � ��� �������k� � � ���� ��� �����h� ���  ���1 ������� ����	�	 � ��� ��� ��������������� ��� ����96�H5 D"�5	D�� � ��� ����M
� �C�v����*� � �<=��C��	������L� � ������� ������������� ��	 �� �����	���������������������� !�
G� ��	�	� ���� ������� ����  ���� ��� � � ������ ��L� ����� ���� ����  ��
���i� �,�IN ��� g9��I9� ���G� 	��� ����  ���� �������<=��C��	������?> ����	 	 � �:9��L
��� ��  ���	� :9������ � ������� �y��� � ��� ����������� �C� ��� �r���
�:x ���:NC� � !�F ��� �6>�� � ��� 	 ��� � �K��� �_� � 	� ��������� �6> � � �?� �� � �����t�%9����� ���� � �� ������ 	��� ���LN��� ����K� � ��� �E� ��� ���������
� � ���� �	 ������� � I ���������C��=-J ���������.������o� � � =��C��	������ 	 �� �����	���������� ��������� � !�� � ��� 	 � ���:NO���*��������� �C� ��� �
����� � ��� �� �� ��������� � ���%�L9� ������ ��� ���� ���� 	� �� ��������� �?>����
	 ���� � �L����� � ������ E������ :9���� ����=D��� � �C�� ���� ���E�v��� ����M
����� � � ���E�p����� � �����#� ��� ��������� ������������ ����� ������� ��� 6� ���J�����0�C� ���L�����  :9���� ����=�# � � � �p����� � �����8� ��� ��������� �
���������� ����� ����x 	������ �C� ��� �E�����  ��� ����������� ��� � !)� �� ����� �� ��6> ��� ��� 	 � ���RNO���y��� � � ��� �� �� ����������	��S� ���,���[M
� � � ����� � �6> ���
	 ���� � ������� � ��� �� ������ ����� ��������� ������� ���� ���,� �y;���� ��� ��x ���:NC� ���K� � � ���p9� ���� ����;���� �7� !

F ��� � ��� � ����I � ����M �:��	 �� �� ���:9&J@>[��� � �����%� ��9 � ���S���������k>�P%=�9��"9!�H5 D"�5	D5>[���  �� �� ����� ������P�� ���������L����� 	��[M
 ���LN��� �����������x ���:NC� � ��	�	� �������� � !�
 ��� � �� ������ ��������M �� � ������� ���� ��������E��� � ��� ��� ������������� �����
�<=��C��	���� !

G� ���%9��
����� �����K��� �� :9��� ��� � �  � �.�����%9�������	�����o��� �J� ����	������6> � �I����� � 	��� ������ � �� �����������L� � ��� �� :9��o���
�:x ���:NC� � ���h��� ��� ���C�v����U����' ��� ���v9���9<� ��� � ���  ����*� �������S��� ������������*��� 	�� ������U����, �� ���� �����r�,��� � ��� �
� �����C��� � � ��� � �J� � ��;I� ��� ���o� � ��� ���������C�� �	��� ���LN��� ��`� � �C�� ���� �7� !�
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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk

������� L�� � � �  �� � ��� 	 �Q��� ����� ��� � � ���r���r�B�� �� ��

��x����:NC� �r� �J� � � ��� ��� ��� � � !
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H(ei,ak)
������� ����9��.� �J� � � ���� ���� ���I�������� 

�J��9�� ��� ����� ����� ��������� ������� �kz

H(ei,ak) = −
∑

j∈{1,...,n},j 6=i

pi,k,j log(pi,k,j)

F�����
C� �6> 	 ���� ����*9�� ���
ei
���s���*9�� ���

ej
> � ��� � ��	@9�����P���� � �J� ��� �� ���	����

H(ei,ej)
������� ����9��y���J� � � ���� �M

��� ���I�������� �J� ����������������� � 	 �� ���������� 	������ ����r�����J��9�� ���
ei
� �J��9�� ���

ej
!

H(ei,ej) = −
∑

k∈{1,...,q},j 6=i

pi,k,jlog(pi,k,j)


���9����I�����%9�� ��� � ��9������������ ��� ����������# ��9��:9 �	� �������I9�� 	 ���� ��� 	� ��C����N� ��v� ����� 	 �� � ������� ���{� ��� � ���
� ���� ��U������� ���I9��� ����U�����J� � ��� �� �� ��������� � � ������� ���k> � �4� S�� ! � 	��� ����  v�������������U9����I���6> � ��� ��� � � ��� �r��� �
H(ei,ak)

�����E��� ���S� ����� ��� � ����� � � ��� � ��� � ���������� ��������� �
pi,k,j

����� � ��� ����� � � � ����� � � 	� :9O����������M
�� � � �:9 	 �� �� ��� �������  :9������ � ������� �J� �����������

ak
� ! � �J� ������ ����<= �� 6
C� �6>

H(ei,ak)
�����t� �[= �S� ����� ���� ��:�,� � �����

pi,k,j
� ��� ������� �r9� ����=�� � � ���� ���� ���I���L� �[=��S� �������:�� ����  :9��:��� � ���r��� �J� �����������

ak
� ! F�����
C� �6>

H(ei,ej)��������� ���S� ����� ��� � ����� � ���� ��:�,�k� � � �<=������������ � ����������� 	 �� �� ����� ��� ����� 	���� ���� r��� �J��9�� ���
ei
� �J��9�� ���

ej
!

� � ����� �� ���  ��6>
H(ei,ej)

�����y� �[=��S� ���������� ��:��� � ��������� ����������������� � ��� ��� � � 	� �������� � � �:9U9� ������� � � � ���  
	 �� ������ ����	������ ����r��� �J��9�� ���

ei
� �J��9�� ���

ej
!

N �  ��C� �� :��� ���,� �
H(ei,ak)

��������� ���S� ����� ��� ����� �������� ��R�,� ���J� �����������
ak

����� 	��� �� ��� ���C� ��� ���������� ���M
��� ����� ���n� 	��� ����  v��� �J��9�� ���

ei
z �J� ��� ���C�v � ��������	� �������� � � �:9��

pi,k,j
����� ������� ����� � ��������� �U�,��� � ����� �

� ���� ��R�,� � � ����� � ��� �tP%=%9�� � !~F�����
C� ��>
H(ei,ej)

��������� ���S� ���������� ��:��� � ������9�� ��� � � ��� ��	��� �� ��� ���C� ��� �
����� �� ��S��� ����� ��� 	���  ��	�	 �� ������%=������������ � !\
 �� ��:�,���������E���C��=�� ��� � ��� �  :9C�������?>��J��9�� ���

ei
�,9� ���P�������	� ���M

	� ���9��:9�� �H� !

� 	��� ����  #�����8�%9<P ��� ������� �#���
H(ei,ak)

���8���
H(ei,ej)

	 ���� 0����9�� ��� 	��� ������C��� ���� 
ei
> 	 �C����M ����� ������ ��� 

����� �� �����:N� �� � ��� �� �� �������G������x����:NC� � ����� ���s� � � ���S����� � ����� � ������9�� ����� ��� ����������� ����� ����������� � 	 � �����S������ � �
� � ��� �K���� :9�	 ���I�� ��v�����������r��� �����������k>��� ������������ �� ��� � � ��� �<=���������� �kz

� ����� ���:�� �� �:�� ��� ��x ���:NC� � ����� ���K����� ��
��� ��*��� ���S� ����� ���� ��R�,� � ��� ����� ���<= ���.��� �J� ��	 	� ���� ������� ����
�,9� ���P�� ��� 	� ���	� ���9��:9�� �H�

� ���.� ������ �� ���� ���� ��x ���:NC� ������� ��� � �U����� ���������  ������	�������� �L� ���v9�� �������,��� ����� � �	� ������� ���C� ��� �
�<=�	����� :9��

� ����� ������ ��r������x ���:NC� ������� ��� � ������� ��	���� 
��� �� � ��;I� ��� �O9�� 	��� ��J� ��	�	� ���� ������� ����
� 	��� ����  y������� 	� ��C����N� �� ����� �� ��� � ���6> �J� �<= 	� ���� ������� g9��I9� �������������L� ���:�� ��v��� ���U�,����� � �:9����v����� �� ��S����M
����������������� ����������� � ����� ��� �:��� ����� ����z

H =
∑

i∈{1,...,n},k∈{1,...,q}

αi,kH(ei,ak)

� � ����z
∀i ∈ {1,...,n},k ∈ {1,...,q}, αi,k ∈ [0,1]

� �
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���
∑

i∈{1,...,n},k∈{1,...,q}

αi,k = 1


 �Q���� �����N� �������� �� ��� � �������  ����P��t�,�k� ��� ����������� ��� 	 ����� ���  s� ������ ��� ���v�,����� � �:9t��� ����� ���<=����t��� �J� ��	�M
	� ���� ������� ���� ���C��� !�� � � �E� ����������� ��	����s����� � ��� �� �J� �������S� ���������D�����

pi,k
	 ���� 	 �����%9� ��� �����

H(ei,ak)
>�� �� 

����� � �����C�� ��t�%9�	 ���I����� �r������� 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I������� ��x����:NC� �n� ���� �� ��� � �y9�� ����� � � ���� ���� �t����������M
� ��� ������� ����� � ����� �:9��?> ������ ����,����� � ������ �������� ���� ���� ���  :9O��� �C��� ��� � � !

* � �y� ������ �
H1

	 �C��� 
��� �� ��� � ��� ��g9�� ���o����������� � ����� ��� �E����	 �������E��� �����,� �
H(ei,ak)

z �������� �
αi,k = 1/(n.q)

!I� � � ����� �kz

H1 =
1

n.q

∑

i∈{1,...,n},k∈{1,...,q}

H(ei,ak)
� � ! � �

� ����  :9�	 ���I�� ��s� �J� �<= � ���� ���H��� ���K���C��=���NC� � ����� �� ��� � � ��>�����	 ���� � �K� ������P��� ����� �������C�� � !��y����� ������N� ��
� � � ������	����� E�,� � �����K9�� �����

ei,k
�	� ������� ���C� ��� � ��������� � ��� !

* � �y� ������ �
H2

���������������� � 	��� ���� � ���C� ��� �?> � �����
αi,k = 1/(n.(n− 1))

z

H2 =
1

n(n− 1)

∑

i∈{1,...,n},j∈{1,...,n},i6=j

H(ei,ej)
� � ! � �

J 
 � 
 � �  %;6"3; A ;�'&�7 &8A �� A	�� 7 &/1 � &/1 �- %&/1
H1

& "
H2

� ���  � �����C������ �����
H(ei,ak)

��� �����
H(ei,ej)

>�� ��� ��� �#� �������%9����� ���� � �� �����#�  :9O��� ��� ��������� �� ��� ��� ������� �
pi,k,j

	 ���� � ������� � � ����� � ���,� ��� !�A ��� � �����C�� ���� ��� � �I9�������� ���  ���� ����� �����C���B���
H1

�������
H2

!


G� ��� ��� �� ���I� � � ! � 	 �� �� ����� � �������S� �� �����
pi,k,j

>�	 ���� ���� �%9O�����  �� ����� �������C�� ��y���
H1

���t���
H2

!�
 �
���� ����� � �

Ti,k,j
�%9����  � � ��� � ���v� ��H��� �� ��� ��� ������� � ��� �� �� �J��9�� ���

ei,k
��� �J��9�� ���

ej
! N � ���� ��� � 	%� �������S� �� �����

�������C�� ������
H1

�������
H2

� ��� � ��� � ���� ��t� � �J� ��	�	� ���� ������� ���� !IA ��	 ���I� ��� �?>���� ���� ��� � ������ �� ���  ����:��� �E���
� ��� �������S� �� ����� �� ��� � ����� �����C�� ��?>�	%�����:��� � �J� ��������������#� � �J� ��	�	� ���� ����� � ���� ���A
��� �������	� �� � � ��9� ���� ���� �� ��� � �
������	�������9�� ��� ������������� !

J 
 � 
 � $ ; 7 ��2$214� "%$';0. 7�� ��� 
�7 9<&  % %&��  1 7���� � A ;>.>"#&	
�"#& 7 9<�!*-*, %&/.0"%$21314� 5>&
F ��� ����� ����� ���r��� ��� � ����	�� �� ��6> � ��� � �	� ������� �� ���� � & � �@jk-�ZI+7�0],)?' ��� � ����� � ��� ����z

��4.�&� � � 4T� � 4�=�	 9�����5 4�� � D 8 8(9J��4�4����M4���=564.�(�F� �C� =�	 4	5	564��/5 8�'��/D 9����795 9����B��5 8A=�4.B0	 9�� �
�H564�� � D 8 8(9J��4A4��!'��/D4�!	 4 8��%�79<8 =�� � B&	 9B/���;5 D� 3�>�4&=�	 � � B �/D�� >��	>�4 7

N � ����� �����%N� ��t��� �:x ���:NC� �E����� � ��� ��� ����� � 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I��� ��	�	� ������   Rq������Q��� ��� ��� �� ���%� �
� � � #�� ��� �B����	� ������NC� �H��� � ���� � � � �:9 � !7T ��� �B� ���%9�� ������� � �J��9�� ���0����� ��� ����������� �C� ��� �#��� ��� �:x ���:NC� � 	��� 
��� � � ������� �t��� � �� �� � ��	 � � �:9O� ��� �s���n9�� ���!I � �������� J~>������ ���� � �����	 ���I�.�r���*9�� �������K� ��� ����������� �C� ��� �
� �� �� ���L� ��� ��x����:NC� �� �������� � ��� � � � ' ��� �i��� � ������ � � �:97� ���*���W9�� ��� I ���� ���� ������Jf�(P�6�� �� � !��g� !�N �
����	�	 � ���D���
	��S� ����� �
��� � ��� ������� ��� ���������W��� ��x ���:NC� � 	 �C��� 	��������� �����S����M ���t� ��� ��������9�� ����� � ��������������
�������� ��r��� � 9� ���� ���6>�������� �����:9�� � � ���<� �������o9�� �������� ���� ����� 	��� ������C��� ���� �� � ���  ����vP 6�� �� � !�Qg� !


 � 	� ������ ���������b� � ���a9��g9�� �C� ��� �U��q�� � �C��= 	��� ���
��x����:NC� �`� � �� ������o��� ��� '������o��� � ������ � � �:97�������
�����I��� ���������I9�� 	��� ����� � �����C�� ��

εj
����� � ����9����K� � �����C��� ������� � ���� ���������� � ����M�� ��� ����������� �C� ��� �?>���� � ��� �,� �

�H +*�2 #�5 )L%'# (O3!56>., /.-+1N5.% MKBJ# >:,�/�#�B�>.,.%=# <'B�GH#*-+52?HMX0X,.# B.1H,�5E)2-43!< )+1HB.5L>�3KB�5 %=3 52#�(8)+<=1!B 52,.< G!3!B )+#H 
� Q



� 7 � 7��!� � D B 8&=�	 ����7=�4A=�4 B0	 D�� � 4(5�� D���=M4&=��)4.9�� ����� � 4�� � 4A=�4 B0	 � �

� &5��Z\/�3(+7�8^`' L � L � � ��� �� ���I� �r��� � �����C���B���
H1

�������
H2� ���� � �����,� �r9�� ����� ��� �������

ei
>�� ������� �������������

ak
� � � ������� �r9�� ����� � �� � �� �g9��

ej
>

Ti,k,j
z � �

� � ��	 ���� 
#�9�	@9����� �TV� �����

� ��� ������� ��� ��������� ����9 �������  ��Q�����K�������I9����E� � ��� �� :9��r������x����:NC� ��� ��� � � �.' ��� �r��� � ������ � � �:9
 :9��C��	@9� ��� �J��9�� ��� ������ ��� �

ei
������x����:NC� �

� ���� � ������� �������������
ak
>_� ���  ��

#�9�	@9����� 
�<=%9��C������ 

ak :9��C��	@9� ��� �J��9�� ��� ������ ��� �
ej

������x����:NC� �
�6� �:���k� �

ej 6= ei
Ti,k,j

z �
Ti,k,j

� �
� � �)� ���� 

� � � #�9�	@9����� 
H1

z � � >
H2

z � �
� ���� � �����,� �r9�� ���

ei
>�� ������� �������������

ak
��� � �����,� �r9�� ���

ej
>

p1i,k,j
z � Ti,k,j

∑n
j=1 Ti,k,j

H1
z �

H1
M
p1i,k,j

! ������
p1i,k,j

�

p2i,k,j
z � Ti,k,j

∑q
k=1

Ti,k,j

H2
z �

H2
M
p2i,k,j

! ������
p2i,k,j

�
� � �)� ���� 

Etat "terminal"

Etat "viable"
V

T

1

1−ε

ε

��� ��� L�� � � #Ex 	 �����IN���������� ���%9�� ��� �������������.;I��=.� ��9��,9�� �C� ��� ���AI � ����M � ��������.J

� R
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Etat "viable"
V

Etat "viable"
V1 2

ε1 ε2

1−ε 1−ε1 2
1−pp

1 1

Erreur due à
l’initialisation

Erreur due au
bruit de mesure

e
Début

d’un essai

��� ��� L�� � � � ���%9�� ��� ����������� � ���.;I��=.� � �� � ��C�� ���	 � ���R9O� ��� �����C��= ������ ���������������� � �������

��� 	� �������� � � �:9 	�� � �� � �� �g9���� �����8����9�� �������G� ��� ����������� �C� ��� � 	��� ������C��� ���� !6T ��� � ��� ����� ���%9����� ���� � �� �J� �<=_M
	� ������������o��� �������� :9��y� �7x������ � � � ��� � ��� 	� ��C����N� ����%9��������������D� � �� � ��C�� v�p���� :9�������� ������ � � �:9y� �7x ����� �7�<>
��� � ���B�,� � �J��9�� �� ���M ��x 	 �Q��� ���������r���� :9��U� � ���  ���r���C��= 	��� ��  ��	�� ���E����� ��� � � ��� � � !

J 
 � 
 J�� $ ; 7���2$ 1@� "%$2;>. 7:9 �-. � � 
�7:9<&   %&��  1�� ;0. ; � A � �,14��
T ��� ����� ����� ��� ��� � � � �:9� ��������� U� ���D� ���%9�� ��� ����������� � ��� ;I��=e� � �� � ��C�� ������� ��:���k� � � �<=������������ � ���C�����

� ��� ���r� � �� � ��C�� ?> 	��� ���L9��� :9�� 	��� � �v�  :9O��� ��� ����� � � ���C�� � ���� � �
ε
!

A ��� �����%9� ���� �s��� 	� �� ����� ��� �s��x ����������� �t����� � �J� � ���C�� � ���� ����� ��9�� ����� � ����M � ���������� 	 �C��� 
��� ��E� ���%9�� ��M
�:9�� 	��� s��� � � ������� �t��� � �� �� � �U�Q���C��=�9�� ������, � 	 ���� !I � �������� JI� ���s�¨� 	 ���� !I ���� ���� ������JI�@z � ���  ���
P 6�� �� � !���!%� � �<=�������� �� ������ �� ��� ��� ������� �kz��J� ��� �r���", ���� �� ,�>�	 � ���:9O� ��� �K��� ��	� �������� � � �:9Q���t�  ��� � ���������<M
� ��� �����

1− ε
>�� � ���

ε ∈]0,1[ >���� �������� ��y��� , � �� ��s��> 	 � ���R9O� ��� �s��� � 	� ������ � � � �:9������  ��� � ���������C� ��� �
���

ε
> 	%�����t��� � �� ���������NC� ������� � �� �� ,�> 	 � ���:9O� ��� �y��� � 	� �������� � � �:9���� �� ������� ������� � ! A � ���������� �����N� ��

���S�v����� ���  :9�� ��� ������� � � ����������������x����:NC� � ��	� :N����J��9�� �������� ���� ����� !

� �J� � � ��� ��� � � � � �������J>���� 	� �� ��������� � ��� �� ������ ��� ��� � �J��9�� ���+, ! � � ������� � 	�������� ���C��	 �#�~> ��� 	������ ��������
�J��9�� ��� ,¨� ����9�� ����� �����s� �� �� ��� ���:9�	��� ���� ������ ��������������9 �������  ��r�������� :N����

Xk
� �������C�� K� ��� � � > � >������ � ��� �

��� � ����� ���L� �� �� ����� � �k��� 	��� ���LN��� ��
ε
!_
 � �������C�� ���� ���� :9 ��� ��� ����� ���

xk
���

Xk
	 � ���:NO��� ��� ���  ����P�� ���������

����� � ��� ����z����
xk

� ����� � >�����	� �� ��������� �  ���������� ��� � �J��9�� ����,�� �J� � � ��� ��� �K� � � >���� � ��� � � 	���� ���y� ��� � �J��9�� ���
���� ���� �����0� ���?>�� ��� � � ��� ��� �K� � � >�� � ���� ����� ��������Q� ��� � �J��9�� ��� , !

T ��� � ��� ����� � � ��� � � � �:9� ��������� ��� � ���v� ������ 	�������� ���C��	 ������ ��� � �����:��� ����� ��� 	� �� ����� ��� �  ���������� ��� �
�J��9�� ���&, � ��� ��	���� ���� �	��� ��J��9�� ����� ! � ���� ��������> ����� ���S�I9  ��� � ��� � �� ��������� ����9 �������  ��n�������� :N����

Sn,n∈N∗

>
�%9<P �����v� 	��� ����  ������

Xk,k≤n
� ������� ������N� �� �:��� ����� ����z

Sn =
n
∑

k=0

Xk


 � � �� ��������� ����9 �������  ��
Sn

���������  ��������C� ��� ��� ��9���� ��� � ���v� ������ 	�������� ���C��	 �?> 	%�����:��� � ���  :9 ��� ��� ���������
sn

� ����� � ��������� �C� ��� �s� ��� � ��� � ��� �� ����	� �� �������:� � �����  ������:9�� ��� � ����9�� ����, 	 ���I� ��� � � 	����H�������C��	 � !

�� ����	@9� ��� ���

E[Sn/n]
���� � �����	 ���������
� ���v� ��r� �7x����D� � �� � ��C�� �� 	��� K����� �:9r��� ���C��	 � !

� S



� 7 � 7��!� � D B 8&=�	 ����7=�4A=�4 B0	 D�� � 4(5�� D���=M4&=��)4.9�� ����� � 4�� � 4A=�4 B0	 � �

F��C��= 	 ��� � � ������� ��� ��� � � � �:9� ���� ���� kz
� !���� ����� �����%N� ����,� � ��� �������C�� K���

ε
����� ��������� ��z ������� � � ������������  ���� ����� ��� �������� :9��L� � ���v� ������

	������������C��	 � � �R9�	��� ��� �����C��= 	������ �������� ��� ���J� 9�� ���E� �
� !���� ����� �����%N� ������ ����� �������C�� t���

ε
����� � � ��������� ��z ������� ��� ���������S� �� ��� �������C�� y���

ε
  Rq������L��� �

 :9 ��� ��� ���������
sn

���
Sn

�

A ��� �����%9� ���� ������	 ��� � � � !kT ��� ����� ����� �r� ���  ����J� ��x 	 �����IN����U�,� �������
Xk

����� � � �I�%9�	 ���I� ��� ��� � !0� � �����
�����������,� �

Sn
����� �K��� � ����� �� � �����������

B(n,ε)
z

P (Sn = k) = Ck
nε

k(1− ε)n−k


 � � ���v� ������ 	����y��� ���C��	 � ��� �� �� �J� � � ��� ��� � � ��� ������� �����J� � � ��� ��� ����� 	� ��C������ 	������ ������ ��� � �J��9�� �����
��������� � ���� ��������� ���S9 �������  ��QT �,9� ���P ��� �kz

P (N = k) = P (Sk = 0,Xk+1 = 1)


 ���K���C��=o9 �,9�� �C� ��� ���E9�� ��� ��� �I�%9�	 ���I� ��� ���?> � � � ����� �kz

P (N = k) = P (Sk = 0).P (Xk+1 = 1) = ε(1− ε)k
� � ! � �


 � 	� �������� � � �:9 	 ���  y�,� � ����� ���v� ������ 	����t��� ���C��	 ������� �:9��C������� �y� ��� � �J��9�� ���", ����� � � ���p9� ����C�� ��
� �
����������� ��z

P (N ≤ n) =
n
∑

k=0

P (N = k) = 1− (1− ε)n+1
� � ! ���

A ��� �����%9� ���� �v� 	� :9�� ��� � ��� 	 ��� � � � !BA �����C������� ����� 	� ��C������ � ���C� �J� ����	@9� ��� ��� ��� ��� ���� ������ ���L����T
  Rq����v� �J��9O������������� � ! � !I� � � ����� �v� � ���  �J� ����� �<=�� � ! � �@z

E[N ] = 1/ε

� �

V ar[N ] =
1− ε

ε2
 �� ��:�,� �
ε
����������� � ����� ��� � 	 ����� �?>��J��9�� �� ���M ��x 	 �Q���rT ����� 	� ���R�,� �r9� ���0�

1/ε
> �6� ������M��[M ���  �� � ��T � !

� � ���
����� �����%N� ������
	�M 9�� ����� ��� � �����
n1,n2,...,np

���rT�>�  Rq����Q� �����L9���� �����Q���o� �[= �S�v�%�¤��� �  ����M
� �C�v������ ���6> ���
	 �C����������� �� ����
�������S� �����C�� 

ε̂
� �����  ��J� ����� �<=�� � ! ���@z

ε̂ =
1

1
p

∑p
k=1 nk + 1

� � !��g�


���9�� ����� ��� � ����� � ��� � 	 �  :� � ���� � � ��9�� ���� �  ���� ������� ��  ����� �*��� ���o� ��� �������������  :9�	��� ���� �������  :9���� ���
�����s���� :9����s��� � ������ � � �:9 	 ���� ��� ������	��� ���   ��	������,� �C� ��� ��� � ��������� ��� ���������n���  :9�	��� ���� ������� ���I9��� ������ �
����� � ��� ��� � �J� �������S� ����������� �

ε
������� � 	��� ���LN��� �� !�* � �<=��C��	����*���U� ��� �������������  :9�	��� ���� �����������nT �����

�������I9�� 	��� ����vP 6�� � � ! R_>�	 ���� 
ε = 10−5

!

, �������H� 	� :9������ �Q�,� ������� ��� �<=��C��	������ ���%�L9� ������ ��� ! � ��� ��������� �Q��� � ����;I��={� ��9��g9�� �C� ��� ���?I � ����M
� ���������� J@> ������� �t� � ��� 	� �� ����� ��� �y��x ����������� � ��� ���C��	 �y�������� ����?> ����� �E� ���%9�� ��� ������ ��� ����� � ��� ��� � ��� � �[M
 ��������� ����9 �������  ��C�@> � ��������� 	��� ���LN��� �

ε
���Q�,� ����� 	����Q�������C��	 � ����� � ��� � ! �#� � ! 
 ��� ���v� ���� �7x ���

� � �� � ��C�� �� �����
E[Sn] = nε

!@
 � � �����C�� y� �[= �S�v�%� ���
ε
	 ���� ����k� � �8x ��� � ��� � �7x ����� ����� � �� � ��C�� 	��� 

���������kz
ε ' 6.3410−10

!

� �
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Durée de viabilité N (échelle logarithmique)

Fonction de répartition de N pour ε=10−5

��� ��� L���� � �#=��C��	����Q���t� ��� ���������D���  :9�	��� ���� ������������������ :9���������� ������ � � �:96> �����������	 ���� 
ε = 10−5

� �J>k� 	� :9�� ��� �?> ��� ����� ��� �������,�k� ��� 	� �� �������:� ���k� ����������� ����� 	������:9 	��� �J��9�� ��� ���� ���� ����� 	 ���I� ��� � �
	����v��� ���C��	 �?> ��� 	 �C��� ����������  v��� �U� �[� �� ��������� ��� � ���v� ���� �7x����e� � �� � ��C�� �� 	��� ������� ?> � �����U��� �
���� �� ��� � ��������P ��� ��� !�� ���� ���� � ������P ����������� � !	�
��> � � ����� �����E�%9����� ���� � �� � 	 ���� ����������  ���

Sn
� � � �

� !	�
� !H� ���� 
n = 105

� 	� :N������ � ��� ���������?> � � ���v��� 	����y��� ���C��	 �y��� � ! �#� � �<> ��� ���������� �
ε < 10−6

!
�  Rq����r���J� �<=�	� ������������

E[Sn]
>���� ���.�%9O��� � �K��� � ���v� �[� �� ���������D��� � ���v� ���� � �� � ��C�� ���� �7x ��� 	��� #� ���� 

�����v� � ��� � �  ������ !�� � ��� ����������� �  �� ��� ���  ���� � ���������U� �[���� ��������� ����� �v� � ��� � �� � ��C�� 	��� ���k> � � ���� ��� �
� ��� �S������� ��� ��� �� t���� ���� ����� ���� 	� �� ��������� ��	 ���I� ��� �K���
	 �C�
	��S� �������� ������������� �� !

J 
 � 
 J6J $ ; 7���2$ 1@� "%$2;>. 7:9 �,. � � 
 7 9<&  % %&��  1 =,$ � A ���-14�� 7 � * &B.-7 � .0"�7 &  9 � "#� "+$2.-$'"%$ ��
7�� 1�� 1@"	�� &

� ��� ��������� �Q� ��� � ��������� �v���k� � � �<= �����������C��=i;I��={� � �� � ��C�� ��?> ��� �S� ��� �:9�� � �����C��� 	��� r��� ��x 	 ��� � �� �M
 ��C�� kz

E1
���

E2
> � �� �����:9� ����:9��  �����	 ������� � �C� ��� � 	��� ������r�  :9O��� ��� �����v� � � ���C�� � ���� ���n� � �� � ��C�� ��

ε1
���

ε2
!

N � ����	�	 � ������� � �J� � ��� ������� ��� ������������� ��x ���:NC� ����x � �����S��� �L�%9������������ ��x 	 ������;I��=i� � �� � ��C�� ?> ����� � ��� �
��� � 	� �������� � � �:9 	 !I
 ��P 6�� �� � !���� ��� �� �� ��� � ������� �Q��� � �� �� � � ����� � ���S9��Q������������� ���%9�� ��� ��������� !

� 	��� ����  ������  :9��:��� � ������������������� ��M �������������
	� :9��O9O����� �����p9O������������� � ! � �<>����
���D�%9O����� ����� �����k���rTez

P (N = n) = pε1(1− ε1)
n + (1− p)ε2(1− ε2)

n


G� ����	@9� ��� ������� ��� ���� ������ ���r���rT 	 �C������� � 
��� ��y� ����� ���C� ��� ���%9O��� � � ����� ���� ���������� �������� ������g9������ ��� �
��������� ��M �������������
	� :9��O9O����� ����z

E[N ] =
p

ε1
+

1− p

ε2
V ar[N ] = p

p+ 2− ε1
ε12

+ (1− p)
3− p− ε2

ε22
+

p(1− p)

ε1ε2

G� �������S� ���������i����� 	��� ���LN��� ����

ε1
>
ε2

��� 	 �����E�%9�� ��� ������� ��� � ��� � ��� g9��I9� ��� !H� �� ����� �� ��6>�� � �<= �������
������� �������S��	������ ! � � � ���J> ���

ε1
���

ε2
	 � ���:NO����� ������� �������C�� ����� :N��y9������  �I9����L� 	��� �<=��C��	����6>

ε1
�����E������

	��S� � 	 ����� ����� �
ε2
> ���L� ��� ���������{���  :9�	��� ���� �������`�����y���� :9�������� � ������ � � �:9 �������:9�	��� ������ ���{���C��=$' ��� ���

���������������� � �������kz�����P 6�� �� � !�S�� ��� �� ������������ ��
ε1 = 10−5

>
ε2 = 10−2

��� 	�� � !��
!HN ��	 �C��� � �  �� �� 
� � ���n��� �   ���I��� ���� ���� ���I���o��� � ��� ��� �:x ���:NC� � 	�������� 	��� �����9�� ��� � �  :��� � ��� ���  �����L���n� ��� � �L���
���
�
� 	�������� ���C��	 �?> � � ����� �� :N�� 	� ������ � ���,� � �J� �� � ��C�� ������ �

E2
! � � ����� �� ���  ��6>���� ��� ���C��	 ��� � � ������ � � �:9

����� ����	@9� ����C�� L� ���
�
� > � � ����� 	� ����:��� � ���� �� ��� ���,� � �J� �� � �<�  ����� �
E1

!0
 � ��������������� ��� ���*��� �����.' ��� ���
� � � ��;I� ��� ��� 	 �C���H��������	 �� �� ������ ��t� � �������S� �� ����� �������C�� ��H���

ε1
���H���

ε2
>���� ������������� � ������	����E�,� �������

���� :9�������� � ������ � � �:9�������	� ���������� ��� �����C�� �' ��� �r� � � ��;I� ��� ���  �����	 ������� � � !

�
�
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Durée de viabilité N (échelle logarithmique)

Fonction de répartition de N pour ε1=10−5,ε2=10−2 et p=0.5

��� ��� L���� � �#=��<��	 � �L��������� ��� �:9����  :9�	��� ���� �������h���������� :9����r� � � ������ � � �:96> ���������� 	 ���� 
ε1 = 10−5

>
ε2 = 10−2

��� 	 � � !��

�� � � � ���#�H� � ��� �\�����K� � �V���r�7���Q� �� ���E� � �U� � � �� � ��� �� � � � ����� �~���

J 
�� 
 J H =�?4&/AC"%$'D

 ��	� ������NC� ����� 	 ���I��������� � � �� ��:9�� ��� � 	��� ���� �E���������� ���G� � ����� ����� ����� 	��S� �G����� � ���:9�� ��� � #�!g
�� �� ����������

���  :9<�p9� ���� ���r���!� �� ��������L�����������
�J� ����� � ����� ���� � ��� ������	���������� ��������� ����� � � # ��� ��9��:9��������:9�����  Rq����Q�
�����S����M ���s� � ���  ��� 	� :9������ � �������������
	� ������NC� ����� ����� �<=�� � ! � ! � � !

* � ��� �� �����:9� ��������S��� ��������� 	� ������NC� � �����E�,� � �J� �C��	������8���v���C��=
��� �� �������� ����������� ��� ������� ���I�����
����� �R9��C����� ����� 	 �C���������  ����r� ���  ������� ����  ������x ���:NC� �t��� � � ' ��� �y��� � ������ � � �:9 !PN  ?>���� � ��� ���,� � �J� � # ���
�S����MJ��
C� ������� � 	 �� �� ������ ���� ��9�� ���� �  y��� � 	 ��� � ������� ����� ������� ���I�������� � ���������� ��� � ��� ����� � �� ��� �J��9�� ���
������ ��� � ����� ������� ���� ���	��� �� ��� ���C� ��� � ������� ����P�9 ������� ��� ����	 ������ ���U�����Q9�� ��� �����r������`� �� ��L9��6> ������ ������
� ���� ����	�	�� ����� �� ����� ����� � ������� ���I��� ��	� :N�� ��	�	� ���� ������� ����C� !

T ��� � � � ��� �#��������9 ����� ������ �������� � � � ���� ���� ���I�������� ���t�,����� � �:9���� ��� 	 ��� � ������� ����� ������� ���I��� �� ������,9��
��	� :N�� �J� ��	�	� ���� ������� ���� !kA ��� ������M ��� ����� �t��� � ��� ���C� ��� ��� ������ ���� ������������  ����I����� � �J� � � ���� �	� :9�� ���������{�����  :9<M
�:��� � �����G� � ��	�	� ���� ����� � ����E�%9�� ��� ������z ��� ����� � � � ����� ��� � �C� ��� �s��� ��������� 	 �C���  � ���� ������ ��x ���:NC� � � ���LP ������
��� ���� :9������ � ��� � ��� 	� :9O���������S����6>,� ����� � �������G��� � ��� ������� �� ������ �� ��� � ��� � �K� � ���  :9������ � ���G� � ��	�	� ���� ������� ����
�p���k� � � ����� �� �������o� �����������<� !

� ���� r��� 	� ������NC� �L����� ������ � � �:96> �J� �<=�	@9� ��S� ��� � �����C�  �	 �C����� � �������  �������� � �� �� �:N� ��L���� :9C� ����� �������
�J� ��	�	� ���� ����� � ����*��� � ���v� ��
�� ��� �� ���  ��.� � � �:9� ��������� � �������:9��C����� ������� ������9�� � ��� !�� � ����� �������  ��,��� ��� ���
	� ������NC� �� �����	 ������� ��� �_x 	 �����IN������ #��s��� ��� ��� � � � ��� ��� � �� �������� ���Q� ��� ����������� ��M � ����������� � ! � !	��>�������	 �� �M
� �� �� ��� �����#��� �J� ��� ��� �� ���%� ��� � � # �%9O����� ��������� ��� �� �� �:N� ����%9�	 ���I����� ����� ��� � �����C�� #��� ��� � ���v� �� � �S��� ��� !

 ���,����� � �:9r������ :9������ � ������� � ��	�	� ���� ������� ���� �k� ������� �r���k� ��� � � ��� �C�� � ���������� � � !


 � ����� ��M � �����������
����� ����� ����	� :9������ ��� �����  :9������ � �����K� � ���o�����  �� ���� �� � ������= ��� � # ����� ���� ������ ���J� � ��M
;I� ��� ���*� � ��� �n�%9�  ��� ������������� ���D������� � �:9�������� �����I9���� �:�� �����,����� � �:9n��� �J� ��	�	� ���� ������� ���� ��� �:�� ����
���� :9���� � ��	�	� ���� ����� � ���� !8� ��������� ����� ��� ��� �v��� �U������ 	 ���� � ���� �� �������Sx���� ���Q� ��������� � ����9�� ������� ���������
� � ���� � ��� ����� ����� !
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A ����� ��� � 	 �C����M ��� � � ���� �	� :9����� ����  :9��:��� � ���y� � � # � � � ��� ����� ����� � ������� ��� �����y��� �J��9�� � �������i��� ���
 :9C� ����� ����� � ��� ��	�	� � � ������� ���� �EA ����� ��� � 	 �C����M ����� � �� ��������  �� ��� � ����� ���L���HP ���� � � �:9�� � ��� � 	 ��� � �����,� �����
������� ���I��� ������� �������J� � # �E
�� ��������������B��� ������� � � ����������� �����H����������� �� s�����H9���9C� ��� �������� :9�	 ��� ���t� �����
��� ����������� � ���������� ������ 	� ������9C� �������,�����r���QP ���� � � �:9����y��� 	� :9O���������S�� � � �:9�!%� ���� ��������> � ��� �t����� � ������ ���� �
������������� ��������� ������ ��r�%9<P ������� ��� ����� � �����������
	� :9��O9O����� ��� !

J 
��:
#	 ) . ���� 14&�*- �� $�� $'.-�!$' %& 7 &B1  �/1 ��'"#�B"%1 �!.0" �  $2&��  1 1 �-  9 $ . ���-&/.-A & 7 � =, ��-$'"
7 & � &B1 �- %&81 �  � 9<�!*-*, %&/.0"%$21314� 5>& *-�! +)��

� �C�f��� �� � � ����= �<= ��������� �?>K������� ��P ��� �
	� :9������:9C� ��� ���J� � ��;I� ��� ���h���|� ���� �D���i� ���:�� �� ���� �J� � # !
T ��� � � � ����������� ��� �����t� ��� ��������� �� ��J��9����I�������"� � ���� �� ���h� � ���  � � ���I�� �� ���k> � �
�4���5� !IA ����� � � �t� ��� �� ���� �
� � ������ ����E��� � ��� 	%�%�� ��� ��������� ����� � ���I�� �� ��� ��� � � � �� �� ��x,> � �
�#S.� >6� � ���I�� �� ���k> � �
�
���5�<> ����� �	� �� ����E���!� ����M
�� �� ��� ��� � ��� ������� �� :9�� ���� ���  :9O��� ���������e�������	� ����� �I9<� ���������Q�����Q� ���� ���v���L� ������ ���� ���� �J� ��	�	� ���� ������M
� ����6>8� ��� ������� �����I��� ������� �  :9���� ����� ! � ���  ��	�	 �� �� � � ���� �� �*��� � �
�4� �����v��� ������ ����� �� � � ��� � � � �:9� �����M
� ��� ����	 ���� � ��� �?> � �� L� ���I�� �� ��� x��U9����I����9v��� ���������C� ���C� ��� ���J� � ��;I� ��� ��������� ���� �t���Q� ������ �� ���� �����
��� ��� �� ���%� ��� � #�A ��� � M 
 � �� ���� ��I> ��� ������	��� ��������� � ����� ����� 	� ���	� ���� ��� ��� �� ���%� ������M �  �����
��� � M
�  ����� !~
 ������ ��� � ����� ����9�� ��� ����� 	 ���I������� � � � �� ��:9*� ��� ���S�v�������������\�<> � � ��� �����%9�������	����� � �I�������I9�� ��� �� � �� ���� ��� ��� !S> � �#S � � !

, ������� ����� �����I��� ������� � �<=�	@9� ��S� � � � ������� ! � ���I�� �� ��� �%9<P ��� � ��� ���C��	 �i� � ��	�	� ���� ������� ���� ������� � ���
� ���v� ���� �7x ���o� � ����� ����� �I9�������� ���  �����	 ���� �� �������  ��� 	� ��C������ ��� ���ON��K������� 	 ��� � �����,� �r��� ������� ���I���
��	�	� ������ !#� ���%9<P ��� ����� ��� ���ON�� � �e� ��� ������������� � ���v� ��*� � � �:9� ��������� ������� �R9��C����� ����� 	 ���� �����:��� ��� ����� ���
��x����:NC� �� �������� � ��������6> ����P%=�� ����� ���v� ��v� ��� ! �
�
� !

� �i�%9C%������� � ������� � ����� ���J> �J��9�� ������� ��x ���:NC� � ������� � ������� ��� ����� �� :�i� ��� �t��� �.' ��� ����� �J� ����	������
� ��9�� ����� � !I
�� ��� ��� �� ���%� �v��� � � ����=o��� ����������� ���I���Q����� � ����� ���������B��� 	� �������� � � �:9v���!� ��� � 'O� �����e� � ���  ��
 � �k> � �
� � �(�C> � �����v��� 	��� ���LN��� ������ ���C��	@9� ������ ���� � � ������� ���i�%9C%������� � ������� � ����� ���#� ��� � �J� � � ���� �M
����� ��� � � > � ! � � !


 �� ��:�,�k� ��� ����� ��� �����  :9C� �����J>7� ���I�� �� ���oP%=������ 	 ��� � �����,� �Q��� ������� ���I���Q������x����:NC� � � ������� ���������r�
	��� ����  ���� �
� 	 � ��� ������� � � ��� ��������������� � 9� ���� ��������� � ���� �������������� 	 ���I������� !P���� ����� �
� � �������?> � � ������	���� ���
� ���v� ������ � ������� �?x ��� � �� ������� �H�E������� ���ON��K� �6� ������M��[M ���  �� ��� ! �
�
� � �:9� ��������� � �������:9��C����� ����� � ��� ��9�� � ���7�<>
���r�,���k������� ��P�� ����I ������ �� J*�����J� ��	�	� ���� ������� ���� � ��������� � � �����r��� � � �
� !

� ���I�� �� ��� � � �� �������� �������Q� ���� ���v���U� ������ �� �:��� ����� �Q��� � �����H������� �� �� � !#A ���Q  ���� ��� ����� �v���U���C��=
��x 	 ���kz

� ��x 	 � � z �J� ����	�� � ���I���t� �[= �S�v�%������� ���� � ����� 	� ���	 �� ���������� ��� ����� ��� �������C�� s��� ��� � �� �����������p����� �6>
	 �C�h����� :��� � 	 ���� r��� ��x����:NC� � 	� �� � � �U��������9O����� � �S� ���zk���`�������� �� :N���� ���S���� �����  �[� �����:9�	 ���� 
�,� � ���y� ���� ��� � ����� � 	 ��� �����0� �J��9O����� � �S� ��7�

� ��x 	 � � z��J� ����	�� � ���I����� �[=��S�v�%� ����� ���� � ����� ����� ��� ��� ���6>6��� ��� ������� � ����� � ��� �������C�� ���� ��� ���� ���������
����� �����%9� :9��

� � ��	@9�����P�� ����� ����	�� � ���I�����t���r� ���� �?> ��� ����� �t��� ��� � 	��������r� ���� � ��� S � � ����	�� � ���I���v� �[=��S�v�%� 	 ���� 
����� ������������� � ���I�� �� ���\� !
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����� � L � L � #�9������ � ����� ���������� � 	��� &� ���I�� �� ��� 	 ���� ������Q�L9���� ������� � #�A ��� � M 
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��x 	 � � �
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 ���  :9���� � � �����0��� �0� ���I�� �� ��� ���������� � 	 ���� �����k�L9������,� ��� � #yA ��� � M 
 � �� ���� ���� ��� �  :9����%�L9��0� ��� � ���
� ������ ��� � ! � !�T ��� � �k� � �I������� ��� ����� � ���C��= ���������� � 	 ���� �����#� ���� ������� ��x 	 � � !�F����  :9������ � ����� ����������6� ���
� ��� � �� ������,9�� 	 ���� ������K� ���� ����������x 	 � � !I� ���s� ��� � ��	�	��� ������ ��������K9���9C� ��� ��� ����� ����� ���Bz

� ��� ������ �� � ��� ��� ���� � ����� ����� �D� � 
��� ��r� �[= �S�v�%�
� ����� ��� ��� �� ���%� ��� � #yA ��� � M 
 � �� ���� �� ����� � �� :N�� ����� ���S������ ����=�� ���� �������o� ������ ��6> ���D�,��� ���
�� ������� ��	��� K��� � ����6� ��� � ��������� �� :N�� � �������r��� � ���v� ��r� � ����� ����� � � ��� �K��� � �J� ��	�	� ���� ��� � � ���� � ��� �
 :9C� ����� ������� �r���S��� ����������� ���
������ ��r� � ��	�	� ���� ������� ����

� ��� ���� ������ ���Q��� � ���v� ��Q� � ����� ����� �I9������ � ���  ����E� ���  :9C� ����� ���r�����J� ��	�	� ���� ����� � ���������� �S��	 �� �� ��� ���
� ���I�� �� ����� �����r9� �����C� ��� �E��� ����� 	��S��	��� �������� ����� ����������� �� :9C� ������� !

T ��� ��	 ����� ��� �K� ���  ��Q��� �����,� ���� �<� �� R�,� ��� ���  ������ :9������ � ����� !P� ��	� ��C������ � ���C�k> ����� ��� �E�,� � ����� �[M
���� �� �:9n��������	�	� ���� ������� ���������� ���� ���� � ��� ��	��� ���� �:� ���ON�� �k� ����� 	���� ���� �	� �������� � !#T ��� � � � ��� � ����������
������ :9���� � � ����� ���S��� �����  ���� ��� � � ����������� ��� � ��� ����� �� :� > 	 ���� � ������� ��9�� ������� �:x ���RN<� �.� � ���  ����n�������� �� 	�M
�����������
	� ������NC� �v���
	 ���I������� � � � �� ��:97�<>���� ������� �������v� ��	�	�� ����� �� ?> 	%����� ���
������� ��� � ��������� 	 ��� � ������� �
��� ������� ������� !0� �  ���� ���� ��v��� ��������� �<=�	@9� ������ ������� ������� ��� �v��� �� ��������� ��� ����� �� :�h��� � 	 ��� � �����,� �����
������� ���I��� � ��������� ����� ��� � ��� �� �� �:N� ��r���  :9C� ����� ���r��� � ���I�� �� �����k� ����� 	��������D9��,9 ���<� ��� �� �� ��U� � �~� �������<�5M
� ������� �� ��,� ������� ���s��� � � ����� ��� � ����� ����� 	 ���� ������� � � ! � � ����� ������ ���� � ���I�� �� �������� ��� ��M � � ���������� ��� ��� �� �� �:N� ��
���  R9<������� ��� � � ��� ��9��:9 ���
� ! �
�
� � �:9� ��������� ������� �R9��C����� � ������� � � ����� � ���� �.� � �k� ����� 	����  �� ��� ������� � ���
 :9��:��� � ��� ���� ��� ��9��:9 ���S��� �����  ��v� �����S��� 	� :9������ �:9Q� ��� � ��� � ������ � ! � !

� � ���������I� � ���C�k> ���  ��C� �� :��� ����� � ����� ������ ������ � ��	�	� ���� ������� ���� � ��� �Q� ���� �����U� ������ �� ����� �v�L9<M
����� �� �������� 	 ��� � � ��� � ��� ����9o��������������� �?� ��� �IN�� ��� � 	��� ���� ��� ���ON��<� !0N � 	 �C��� �<= 	�� ����� �� ���.� �����������
 :9��:��� � ��� 	��� ����D� ���I�,� �Q� � �<=�	����� ��������� � � ���� �� ��� � �t9�� �����E� ��� �������R�,� ������������x����:NC� � ����� � ��� ������� ���:9 ���
�%9C%���E��� � ������� � ����� ��� !�A � ����� �<= 	�� ��� ��������� ������	������ ���S����6>%� ����� ���
	 �C��� ���
�� ��������� �� � ������ ����Bz

� ���A'�������� � � ��� ������� ��� ����������������x ���:NC� � ���D�%9C%������� � �����,� � ����� ��� ������	 �� ����Q�����  :9� ����� �E� 	��� ����  
�����:��� ��� ��������� ��x����:NC� ��� � 	 �C����	����  ��������� � �������� �� :N�� ������ ���C��	 � !

� �����L9�� ��������� �U��� � � ����=`� � �����������k>k����� � ��� ������������� �������G����	� �������� � � �:9������ ��� � 'O� �����k> 	 � ���:NO���
��� 	��� ���LN �� ������C��	@9� ������ ������,� � � ���I�� �� ��� � � ������� �����h�%9C%���Q����� �����,� � ����� ����� ��� � �J� � � ���� �M
� ��� ��� � � > � ! � � !HA � 	��� ���LN��� ��
	 �� �� ���U��� � � �������  ���� �
������� ���I��� 	 � � �:9O� ��� �������.������� � �R9 � ���
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� �[= �S�v�%�o> �����,��� � �I����� ����� � �<= 	����� ��������� 	��S� � ������	���N����������y9�� ��������� ��x����:NC� � ���y9�� � �����,� �
�J� ��	�	� ���� ������� ���� �����v �r� ��� ��� � Iv��� ���S�v�%� ��� � ����J !%
 �� ��:��� ��������������� � �:9�� ������� ����9����K� � ������� �
������� ���I��� ����� � �� :N�� 	� �� � � ��� �����,� � ��� ���C��	@9� ������ � �����U9������g9��6> �J� ��� ��� �� ���%� � ���
� � ����=����
������� ���I��� �	� ������� � ������� �����,� � � �� �������� ���  ����
����9 �������  ��.������������� ���I����� !�N  ?> � ����	�	��� �����
�,� �6> 	 ���� ��� 	� ������NC� �L��� 	 ���I��������� � � �� ��:96> ����� � ����= ����9 �������  �� ��� ��� ��� ���`����� ' ��� ���r��� �J� ����M
	������E� ��9�� ����� 	� �� � � �y��� 	 ��� � ��� ��9O����� � ��  �� �����G� � ���� ������������ ��� � �������.��� �:x ���:NC� � ���n9O����� � �S� �� !
F������ ��� 	����������������������?>~��� ��� �C������������� ���I��� 	��� r9�� ��������� � � ���������D� ����� ���L�,��� ����� ��� ��� ����9��L�
���Q� ��� � ���C�� ���������� � �:97�<>����y����� �����s� �� ��O9C� ��� ��� ��� � �s� � ���� �������� ��� � � ����� ��������6�������  ������ 	 ���I�������
��� ��� � � ������������� � ���� ������ 	 �C������� � 
��� ��� � ��� ������	 	��S� � �S��	 �� �� ��� �����r��� � 	� :9����`� ��� ���� ����������
�J��9�� �������� ��:���k� ��� � ������� ���I���r��������� ��x ����� � =%9��C���:9�� ! � !

� ��P��k>��J��9�� �� ���M ��x 	 ������� � � ��9 ��� � ���v� ��r� � ����� ����� �I9������ � ���  ���� � ����� � ���  :9C� ����� � �y�����J� ��	�	� ���� ������� ����
�����H��� �J� �� :�� ��E����  ���I���C�� s��� � ���v� ���� �7x ����� � ����� ����� !,� ��x��r����� �K��� ��  ���I��� � �� ������� � � �:9E����� 	��� �[M
�LN��� ����s� ���I� ��� ��� � ����=*��� �J� ��	�	� ���� ������� �����z ��� ���C��	 ��� � ��	�	� ���� ������� ���� � ����� � �J� �������� �������o� � ��� ��� ���ON��
��� ��� ������ ���� � ��	�	� ���� ������� ���� !kT � ��� � ���� � ��� ��������� ��� ��� ����������� �I9����Q� ����� ���S�� � ������ ��� ���������C�� ����� ������ ��� �
��� � ���� :9������ � ���v� � ��� ��	�	� ���� ����� � ����U� � � # �k� �����Q��� � 	 �C� 	� :9O���������S����6> ���r��� ���J� �� ����� ���U����P ���� � � �:9
��� ����	 ��� � �����,� �t� � ������� ���I�������������� � ��	� :N�� ��	�	� ���� ����� � ���� �����s��� � ��� ���C� ��� ���<= 	 � ��� ������ !�
 ��� � ��� �����
��� ��������� � ���iP ���� � � �:9 ������� ��������� � ��� 	� :9O���������S�� � � �:9 	� �� � ������� ��� �r��� ����� ���<= ������� �J� ��	�	� ���� ������� �����z
��� ��� �� ���%� �.��� � � ����=e��� ��� ������� ���I���6>+' ��� �n� � � ��� ������� ��� ������������� ��x����:NC� �6> �� �� �:N� ��*� � �� � 6
������ �J� ��	�M
	� ���� ������� ���� !


G� ��%� ���������r��� � ���� ��
�<=��C��	�������	�	�� ��� ������� �����L���  :9�	 ���I�� ���� ���� �� ��� � ���������L��� ����������� �U�,� � � ��� �
� � ��� � 	 � �:9����?> � ��� � � � ���  �� ������,9r���� :9�	 ��� � �r� ��� � ��� �� � � ��� �k���!� ���I�� �� ���rz

� �J� � # 	 �C����M � � � � �� ���� ��� ���� ��	 ��� � ������� �r��� ������� ���I����P ������6>I� ��� ����� � ���K���
	 ���I������� � � � �� ��:9 �
� � �C����M ����	� :9��������� ������ � ��� �����K� � ��� � � ���.P ���� � � �:9��
� � �C����M ����	� :9�� ���  ?>�� ����� ���J� ��	�	� ���� ������� �����>���� �������� ��Q��� � ���  :9������ � ��� �
� ���   :9�	 ���I�� ��n� �����Q��� ����������� �?> � ��� �r����� � ��� �� ���� � ������������� ���Q��� ��� ��� � � ����� � 	� :9������ �:9��v� ��� � ���

�������������
	� :9��O9O����� ��� !

J 
��:
 � �  %;6"3; A ;�'&�&	
 * �  $ � &B.>"#��
T ��� �s����� � ��� �� ���� � ���v� ���%9�� ��� ���������D���n;I��=n� � �� � ��C�� ��K���
���
����� ���<= ����� � ��	�	� ���� ������� ����6>�� �I����� � 	��� 

�J� ��x 	 �����IN�����I*� #�� Ji� � ���  ��������� ��M ������������� � ! � !	�g� !
� ���  � :9�	 ���I�� ��D� ��� 	� ������9C� ��������� �o� ��P ���� � � �:9 	 � �:9��.� ��� ����� ����� ��M ������������� 	� :9��O9O����� ���6> � ��� �

������� ��� ��� ���I9D�  ������� �����%9� ��� ���i���� :9�� � �S��� ���D��� � ������ � � �:9h�(P%=%9��
�� ��� �� ���  �<� ��� � ��	 ���� �����,� ��� ���
��� ����	�	 � � �L�,�k� ��� ����� ��� �����  :9C� ����� !kT ��� � �J� � � ��� ��P%=%9��U� L����a^h3p&p&p35Z\d0).2 � 3c+?1�/["�+735Z@dB) !�� �E� #y�������
 �����	 �����:9��6> �J� �� ���� �� ���������D� � ��������� ���  :9C� ����� 	 �� �� ���E���y� ��� �� ��� 

ε
� ��������� � ������P ��� ���Q��� � !	�
��z

ε ≤ 10−9

�  Rq��������J� �<= 	� ���� �������
E[Sn]

>���� ��� �%9O����� �E��� �Q� �[� �� ���������i����� ���v� ��Q� �7x ��� � � �� � ��C�� �� 	��� ��������
� !�� !

F ��� � ��������� �:9� ������k� �<=�	@9� ������ �����?> � ��� �� ���	� ���� ��� � ��� ����	 ������ ���Q������9�� ����� ����� ����� ���I9���� ��� �� � �� ���� ��� ��� !S> � �#S � � >_�,���@�%9�������	 � �J� ����	������t� ��9�� ����� g9��I9� :9 	��� �����s�������� �� � �� ������������� ��9�� ���
x,ẋ,θ,θ̇

���
� Q �  � �������v� �����  �����P 6�� �� � !	� 	 ���� �������������	 ��� � � �����
����� �[=����

θ,x
	%����� ���������
� ��� �[=����

θ̇,ẋ
� !

� �
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 �.' ��� � ����� ���� :9��r���
  ��	������,� �Q���� ��� � � � ���� � �����	 ���I������� ��� ����M � ������ � � �:9r�%�
��x����:NC� � !�
 ��� �� ��� ���
��� 	 ��� � ��� � ��9��H� �� :�,� ��� � ����� ' ��� �����  ���� ����N� ���� ��� �� ��������� � �������t� 	 ���� ���yP 6�� ������� ��� � � �6>������ �[=���� � ��� �
�������  ���� ����N� ����<� !

��� ��� L�� 	 � A ����	 �������D�%9�������	�����Q��� �J� ����	������r� ��9�� ��� 	 ���� �����	  ������NC� �Q��� 	 ���I������� � � � �� ��:9

� ���� � ������� � ����� ���J> �J� � ��� ������� ��� ������������� ��x����:NC� � �?� �	� ������� � ��� � � ����������� ��� � ����9 �������  ��C� ��� � ���G�������� ���M
	������

(x,ẋ,θ,θ̇)
� ��� ���J� ��x 	 �� ��C�% ��� M � !�S�> � !�S.� × � M � !��%> � !��.� × � M Q ◦ >�Q ◦ � × � M � !�S%R_> � !�S%R:� !8A ������� ��� � ������� � � �������������� �����,� �C� ��� � ��� � # 	 ���� ��� 	� ������NC� �K��� 	 ���I������� � � � �� ��:9 !;* � ����� ��� ����� ������	�	@9 ���� ��:��� � ��� ��x����:NC� �

�����  ������:9 � �������� 	 ���I� ��� � ���
� ��� � � ����� ���k� � �:9� ����� ����� ����� �:9��C����� � ��� ���
���� ��R�,� � ��� ��x����:NC� � ���������� ����B���
� �.' ��� �r����� ������ � � �:9 !

* ����	�	  ���� ������� �����������	 �� ����r��� � �:9� �������� �
�
�
� ����� �����7>�� �����8� ��� ������� ����� �� ���  �� !

 � ����� ��������� �o� � ��	�	� ���� ������� ������ � ���������
��������� � M 
 � �� ���� �� � � ��� �� �����o� ��9�� �  �S�� � � �:9e� �����  ����� ����M

��� �� ���%� ��� ��� ������� =��7� !G
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(b) Graphe EVH, pour un bruit DVA
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(c) Graphe EVH, pour un bruit EA
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(c) Graphe EVH, pour un bruit EA

H1
H2

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0.001 0.01 0.1

V
al

eu
rs

 d
e 

H
1(

x)
 −

 H
1(

0)

Amplitude du bruit σ (rad)

(d) Graphe EVH, pour un bruit DG (log/log)

0.001

0.01

0.1

1

0.001 0.01 0.1 1

V
al

eu
rs

 d
e 

H
1(

x)
 −

 H
1(

0)

Taux de valeurs aberrantes τVA (0.1=10%)

(e) Graphe EVH, pour un bruit DVA (log/log)
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(f) Graphe EVH, pour un bruit EA (log/log)
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(g) Graphe EHMR, pour un bruit DG
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(a) Graphe DVE, données parfaites
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(b) Partie gauche du graphe (a)
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(c) Graphe FRDV, source E1
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(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

1e+07

1e+08

1e+09

0.001 0.01 0.1 1

D
ur

ée
 d

e 
vi

ab
ili

té
 e

t e
c.

 ty
pe

Amplitude du bruit σ (rad)

(d) Graphe DVABM, pour un bruit DG
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA
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(e) Graphe DVABM, pour un bruit DVA
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(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(f) Graphe DVABM, pour un bruit EA
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(g) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−2
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(h) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=5E−3
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(i) Graphe DVE, pour un bruit DG, avec σ=1E−3
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���� :9������ � ������ � � �:9 ��� ��� ������� � ����� ���� ���� � � � � �:9� ��������� � �k� ����� 	���� ����� ��� ��� �K�5 � ��� ������	�	��S� � �S��	 �� �� ��� �
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�  ���� ��� �?> � 	� :9������ �?> ��� � ����������� ��x 	 �����IN���� !@� �0x ���� ��� �t��� � ���I��� ��� � �<=�	����� ���������`�����t9�� �����y���
�:x ���:NC� �6>_���o���J� ��� ��� �� ���%� ����� � � ����=n��� ��� ������� ���I��� !�A ����� ����� 	� ����������6>�� �� �����S����M ��� 	� �� � � ��9� ���y���
	��S� � ��� 	��S� �7> ����P �I����� ����� �����7>[��� � 	 ��� � �����,� �  ������������� �Q� � � ����=���� ���t� ��� � ���C�� ��K�,����� � �:97� !,A � ��� 	 �� �� ���
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����� �E��� ���� s�����s�,����� � �:9��s��� ���� �� ��� � �s9�� ��� �H����� � ��� 	� �������� � � �:9y� � �<=�	����� ��������� �����  ����I��� � �� ���	U� ���S���� !

 � �������� ������ �J��9�� ��� � ��� �������6� ��� ������ ������� ����� ��������� ��x 	 �����IN���� ! � � �	� ���?>���� ������ ������ �J� ��	�	� ���� ����� � ����6>
����� 	 ���C�I����M �Cx�������� � 9�� ����� ������������� ����� ��� �� ��L9�� !,
�� �����ON����y��� 	 ���C�I����M �Cx�������	��� ������C��� ���� ?>_����� �E�y� � ����M
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9�� ���t����� � ����������� � �:9 ������� ����9�� �S��	�� ����� � ����� � ����=o� � ��� � ������� ���I���� �����	 ��� � �� � �v� � ��� ��� �� ������r��������M
� ��� � �y��� � ������ � � �:96> ���v���� :9��t��� � ������ � � �:9y�%9�	 ���I�� ����� ����	� �������� � � �:9�� � ��������� � ���y��� ��� 	 � �C�I����M �Cx ����� !
� � ����� ���<M ���k�%9�	 ���I�.�����r� �����s��� �J��9������S���������o��� �J� ��	�	� ���� ������� ������5��� �y������� � �:9 ����� �  � ���I9��?� ������� � � ����=
��� �J��9�� ��� � ��� ���������5� ������� � ��� � � ����=o� � ��� �r� ����� ��������������� ���I���7� !@
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	� ������ � � !�A ��	 ���I� ��� �?>���� ��� �k� ����� 	 ��� ������	������S����6>���� ���I9��� ����6>�� ����� �J� ����	 ���������   ��	�� ��� �g� !/� � �	� ���?>
�J� ��� ��� �� ���%� �K��� � � ����=���� �J� ��� ��� �����k� �����@����� ����� ����� �����C� ��� �  �����������rz�� � �������� ������6>�� �����s��� � 	  �������� � � �:9
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	 �C��� � � ���  E��� �S��	����������� ��� �������C�� y����	 ��� ���� �������� :9��v� �7x������ ��� ��� ������ � � �:96> ���v��� ��� �Q� ��� �� ��
	���� ���   ��	�� ��� �g� ! � �����?> �����   ��	�� ����� ��<>@� �\� ���y� �(�#� ��� � ��	�	��� ������ �� -8&pXB)[35'�X0/[)r©,Z\d0',) > ��	  :N�� ���E��� �
� ��� � � � ����� � ��	�	 ����9 ��� ' ��� ��� � ��	�	� ���� ����� � ������ ����� � � � 	� ��C�����  � ��� � ����� �<>���� 	��S� �H������� ' ��� �E� � ��	�	� �����M
����� � �����z�� ��� � � �����C��� �t��� ������' ��� ���7> ��� 	 �C���  ��C� �� :��� �� �����s���C��=U����I�����?>�� ����� � � ������� �t��� �~9� ���� ���
��� ��� � � ���{��� ��� �������C�� ���� 	 ! � � � ���J>~� ��� � ���   ��	�� �o� �\�<> � � �<=������������C��=$' ��� ���kz �J� ��� ��������	� ������ ����M
� �  ����
��� �� ����J� ��� � ��� ���
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 � ���� ������������o��� ��� 	 �� �� �� �� ��� ����� � ���
����� ��� ���J� ������ ����k� �<= �������y��� � 	��� ����y��� � �J��9�� ��� � ��� �������
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� ������ ��6> ����� �� �[� ���������  ����K� � ��� ����� ��� ���J� ������ �� ����� � ������� ������� �������* ������� � ���
���  �� ��� � � ���v� ���� � ����� �����
� ���� ��:��� ����� 	� �������� � � �:9Q��� � � 	���� ��	�	�� ����� �� K��� � 	 ��� � ������� �  ������������� �Q����� ����� ���� ���	.� ���S����7� !
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�J��9�� ���������� ��� � !~
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exp(b).τa > τ  ���	� :9������ � ��� ���J� ����	�� � ���I���U���`� ���� �Q����� ������ ��6>
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�J� ��	�	�� ��� ����������� � ���o� ���� �K���y� ������ ���z������,����� � �:9r���
� � ����=*� � ��� � ������� ���I��� 	 ���� ����o9�� ���K�������I9 �����
� ������P�9�� ����� ��� ���������{��� ����� ������� �J��9�� ���y� � �� � �� �,9��.� ��	� :N����<=�9��C���������{��� ��� ������� ���I���7� ! N  ?> ���Q� ���� �
	 �C��� � �I�����  �� ������x ���:NC� � ��� �� � ��C�� ���� &5".d0"�+7XB/�'U'%Pk"%4g+O'n28'�& � 1,+?"�+Q2 � "%/�/�3(m@1 >6����� � ����������� � �:9 	 �C���

��� �� �� :N������ � 9� ���� ���r��� ����� ���r� ���J��9�� ���E� � �� � �� �,9��  :9����H�p��� � ��� �:x ���:NC� ������ ��� ���%9�������� �� �� �?� � � �k� x � � ��� �
	����r����� ���� �Q� ��� ������ ��7� ! * � ��� ����� ��� � �L�,����� � �:9�	 �C���v����� ��
��� ��� :9��� ���M 	� ���	���g9�� ��� �J� �	� ��� �I9<� �������
����� ����	�� ��P�9 	��� ���� �� �����r� ��9�� �  �S�� � � �:9��p����� ����� ������P��� �� � ��� ��� ������N� ����� � ����I9�� �J� ��� ���C�v����Q�����K9�� �����
� ��� �����O�,� ��� ��� ��x ���:NC� � �?� ����� �� ������,9�����	%�������J� � ��� ������� ��� ������������� �J� ����� ���(� !

� �
 R9��:�%�L96>�� ��� � � ����� �K� ��� �� :9 ����� 	 ��� � � � ����� ����� ���Bz
� �J��9������S���������n������������ :9��E��� � ������ � � �:9���� ��x����:NC� � ��� ������ ��H����� ����� �����G� � ��	�	� ���� ������� ���� 	 �C����
��� ��
� ���%9�� ���:9�� 	��� r���C��=�;I��=i� � �� � ��C�� ��

E1
���

E2
> ����� � ��� ������� ���%N�����9�� ���� ��� ��� � ��� ����� ��M � �����������

� ! � ! �#� !
� ����;I��=Q� � �� � ��C�� ��

E1
����� � �� �����:9� ����:9 	��� B��� 	��� ���LN��� ��

ε1
9������g96>[��� �J� �� :�� ��H���

5.10−3
> 	 � ���R9O� ��� �

��� ��� ���S������ �� ������� � � �:9 ����� � ��� � ����� ��	�	� ���� ������� ������?> ����� ��x 	 ���H���K� ���� �s���K� ������ �� ��� �J� ����	�� � ���I���
����������� ���� ��� !�� � ����� � ��� �R9 	� �� � ��� 	������C� ��� � 	��� E���D� ����� ����� 	��� ���L9��� ������������ ���C��� � �<=�	�����M
 �������������<= 	������ � ����������g9� ��� � ��� � � ����=*� � ��� � ������� ���I���Q� ��������� ��� ��� �?>I�,��� ���������n� �������C�� K���
����� ���<= ���U�����J� ��	�	� ���� ������� ������ ����	��� ���LN��� �� � ��9U� ���  :9������S�������������h��� ���C��� � �����  :9� � 	��� r��� �
������� ��9�� ���S��������� � �I�%9�	 ���I� ��� ������� �J��9�� ���Q�����J� ��	�	� ���� ������� ����7� !0
 � 	� �������� � � �:9 	h�,�k� ��� � �� � ��C�� 
����� � 	� �� � ���,�I9���	��� 

E1
����� � �� ��������� ��������������� ��	�	� ���� ����� � ������ ��� �k� ����� 	���� ����� ��� ��� ���v� ��� �E���

��
C� ����	�	� ���� ������� ����U� ��� ��� ����� ����� ��� ��� ��� 	��� K� �� ���� ����=�� !
� ���K;I��=U� � �� � ��C�� ��

E2
����� � �� �����:9� ����:9 	��� H��� 	 �� ���LN��� ��

ε2
>������ � �����������C�� ����� � ��;I� ��� �O9�� 	 �� ���

�#�



� 7 � 7 � ��� �	5	D >�4���� 9 � D���)8 9�� �����/5&=��.��5&� 5	B �	>�4.= ���)4��H=��MB 4&D��):4	5 8��

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

1e−07 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1

V
al

eu
r 

de
 H

1

Valeur estimée de ε2

(a) Graphe HEP, pour un bruit DG

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

1e−07 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1
V

al
eu

r 
de

 H
1

Valeur estimée de ε2

(b) Graphe HEP, pour un bruit DVA

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1e−07 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1

V
al

eu
r 

de
 H

1

Valeur estimée de ε2

(c) Graphe HEP, pour un bruit EA

���������	�
���
 �/( � � , �	] Q�/��_Z��_V^]��	�RV^]N�	
H��U �RUK���	�

ε2
�-] XBT	��
^T�T��ETm� �R�

H1

� ���	Z�� U�U�SE�ETm�!�LT���
=`N]LUK� Z�
�� SR���EU��	�ET ] W�QBVH
H���BZ��ET Z\[ ��U
W -EW��+�fYJQg��Z���X��	��
H�/Z���W �ET����	� 9 $.[ S<�0/��EVHV=�+V=� aK]L�	
�0/�W 
 2K�����ETe��]LQ�Q�V=
 2��BSR�+Qg� �B�1V=�ET/]LXBT	��
^T	Te�<T 9
+*�, � * � U�UBSR�ET_
=T	T����ET_Z�� θ

X����B
�	SR�ET/]<` �<�2��U X��	��
H�_aK]L�BT	T�
H�EU���Z\[ ]LW Q�V=
H���BZ��
σ
9

+* � �$� * ��U�U�SR�<T1
^T�T����<T_Z�� θ
Qg��T	T�SEZ�] U��1�BUM�m]L�'�OZ���`N]LV=�R�B�	T1] Xg�R�	�	] U����<T

τV A

9
 (.�$�M$.[ SR�	]L�/Z��)T�YJTe�)(EW �+Qg�R���.-R���	���0/B� 
^Te
j] VHS<]N����
H�	�RW �EU��1��]<` �<�2��UB��% �	S12K���EUB����Z\[ ]LQBQB]L�	
�	
=� U

τEA

9
3547686 ���:91;�<>=?��@�� $ �ET+Qg� 
=U��mT+Z��ET+a �m]LQ�/B�ET��A]��!�.� X ����� �A�E��T�� UK�+��X����EUK�BT+�EU H���] U�����U�� ]LW Q�V=
H���BZ�� Z�� X��	��
�
Z�� W �<Te���	� ��� �RU ��S<����QgSR�m]LUK��V=�ET"`N] VH�E���mT�Z��

H1

��� Z��
ε2

] T	Te����
=SR�ET 9 $ [ SR` ��VH���	
H��U Z��
H1

�ETf�"�	�	] 
�	SR� Z�] UBT�V^]
T�� � Tf#%Te�<�n�	
H��U ; 9 C 9 C �K] VH���	T�2K���2V�[ S���� Z��+Z��

ε2
�ETe�1Z�� U�U�SE��Z�]LU TbV=] T�� � Tf#%Te�<�n�	
H��U ; 9 C 9I>�9 $ �ET�Z�����
�	�ET�Te��U�����X����EUK���<T

�EU ���	
HV=
=T	]LUK�bV=�2�R��
H�)(E���2Z��ETbW���
HU Z����<T.�E]L�	��S<TO� QB]L�bVA[ ] VHa�� �	
�0/�W �/Z���$j�E` �RUKXg�E��a #5' ]L�02K�B]L�	ZJ� 9 ( V=V=�ETbW ��Z�SRV=
^Te�EU��b��U
V=
=�RU % � UB����
=� U�U��EV �6Qg������V=�12K���RV

H1

Qg�R����TR[ �A��Q��	
=W��E�"�EU % ��UB�n�	
H��U Z��
ε2
�
H1

� ] 9 VH��a �
ε2
����X 9 * ] UBT ��� �E] Z��	�F�

��U ���	� ��` ��� Qg������VH�<T��fYJQg�ET"Z�� XB����
H� *�, � * � � ���"(.��� V=�ET+`L]LV=�R���mT+T���
H`L]LU��	�ET�Z�� ]O���"X�� ] ��7B9 7 @ ? � X ��7�9I> C.�
] ��7�9 7 @ D �KX ��7�9I>LD ��] ��7B9 7�D @'�JX � ; 9=;hF�9

������� L�� L�� � �  ��	�� ��� ��� ��� ����9���� ��������� ��M � ����������� � ! � !�Q

����	 ������ ���r�����K9�� �����K��� �:x ���:NC� � � � 	��� �J� ����	�� � ���I������� ������x 	 �y���.� ���� �K���y� ������ �� !%
 � �������C�� 
���

ε2
����������� ��� ��� ��� 	��� K� �� ��������%=
���� ���� ��	�	� ���� ������� ���� !

K ',) -�Z\3pd@+?) ^`Z@d@+?/['_d@+��kXB'�& � �@jk-�Z�+7�B]�)?'���� � ',)O+�m%"I&p3528' !�N � �����%9O����� ���,� � ��� 	 ��� � ������� �
��� ������� ���I���� :9������ � ��� ��� � ��� ��	 	� ���� ������� ���� �k� ������	����EP ���������� g9��I9� ���gz ���� ��:���k� � � �<= �������v���i� ���� �
���*� ������ ��>���
C� �n� ���S����6> �������������C�� ���� �[=��S� �������L��� ���i���� :9��.� � � ������ � � �:9 � ��� � � ����9� ����C�� ����U� ���
�
��� � � ����� �Q� � � �:9� ��������� �Q� ��� � +?Z@XB)D&('�)o4g"%) > ���������  ���������� � ����� ���  :9������ � ���r��� � ���I�� �� ��� ���� ���  :9C� ����� ���
��� 	� ��������� �C� � � � ����� ������� ����� �����Q���k� � � �
�	� �������I9��*�5� ����� �����S����M ���s����� � ����� ��� ! �
�
� � �:9� ��������� � � !8F�� ��� �
���� �� ��� � �G� ������N� ��6> ��� 	 �C��� � �� �����:9� ������� ��� �������� ��G�����B���� :9����0��� � ������ � � �:9E� �<=���������� ���G���G���C��=y����I� ���<� !
� �� ����� �� ��6> 	 ���� B��� ����� ���,�������I96> ��� � � 	 �C��� 	���� 	� :9O���  �� � ����� ���� ���� ���I��� �������� :9��H��� � ������ � � �:9G����� � �� �
������������*� ��� �k� ���������� �y���k� ���  :9������ � ������� ��������������� �7� !\T ��� ��� ����� �E� ��� �� :96> 	 ���� � ���� ��Q� ���%9�� ��� ���������k>
��� � 4,'h^h"IdB�kX0'{28'`-0/�1,2#3546+735$83p&p3(+?1 	� �� � ����� ����� �J� � ��;I� ��� ���L��� �J� ��� ��� �� ���%� �L����� gN� �� ������� ���C��� �
�<=�	����� �������������<=�	������ � ���������k> ���� � :9���9�� � ����� ��� � � ����=
����9 �������  ��Q��� �J��9�� ����� ��� �������0������x ���:NC� ��!

J 
�� 
 � �+&�2�B"%$2;>. &/.0"# %&
H1

& "
ε2

F ��� � ��������� ��M � ����������� � ! � ! �I> � ��� � � � ��� �G� ��� �� :9t�,� �
H1

	 ����� ��� �H� ������ ��� ���r������� � �:9E��� ����� ���<=����
� � ��	�	� ���� ������� ���� ! �������7>@� ��� � ��� � ��� ��M ������������� � ! � !���> � ��� � � � ��� �t9�� ���� ���,� � ��� ����� ���<= ����� � ��	�	� ���� ������M
� ���� 	 ����� ��� ��
��� ��K� ���%9�� ���:9 ����� � ��� � ���K� ���%N����E9�� ���� �\����� � ��� ����� ��M ������������� � ! � ! �#� > � � �� ���������� ��� � ��� � ���
�� ������ 	��� ���LN��� ����kz�	k>

ε1
���

ε2
!gT ��� � � � ��� �  ���� ��9 ����� �����C�� G���

ε2
� � ��� �J� ����	�� � ���I���E���L� ���� �H����� ������ ��

��	�	�� �����I9 ����= ��� �� :9����s��� �:x ���:NC� � ! � 	� :9������ �?> ��� 	 ���� ������ �� � ���� ��E9����I��� ���� �J� � ��;I� ��� ���y��� ����� ���<=����
�:�� ���� :9������ � ���H��� �J� ��	�	� ���� ������� ����6> � � � ��� ��� ������� ��� �� ��� ���� ����������������������<=�� ��������� �� �� ����� ������ ��

H1
���

ε2
!�
 ���   ��	�� ����� �g�<>~�5\� ����� �7����� ����P 6�� �� � ! � � �%9�� ��� ����� � �J� �<=�� ������� ���t� � ��� ����� � �����k> ����� � ��� � ����� �� ������

�#�



$ 3/9���D� 564 � 7 � ���!�)4���� 4.=�� ����� � 4T��� 4!8��M5!B&	 9�����564�� � D 8 8 9���4 �795!564��GF��50� 4	>�4�� �

� ���:9���� ����������t� ���� �����t� ������ �� !_� � ��	�	��� ����� �������  ��C� ��� �K�,� � 4,'.&p35'_d ',)O+ I �\/[Z�)7)735],/�'�^h'�d@+ Jou Z@dB4�w
+735Z\d8dB'_&8',+v$83 �O',46+73 u !_A ���������  ����P��E��� �6> ��� ��� ������������� ����� ���:9���� ����t���K� :��� �s���K� ���:�� �� ��	�	�� ���,�I9������
��x����:NC� �6>�����	 �C��� ����9��� ��S��� �C� ��� �G����� � ������ 

H1
> 201,+?',/�^h3pd01�",m%"Id@+r& � ' Pk-�1,/�3('_dB4,'�2 � "%-0-8/['_d@+735)?)?"%�\' >

	 ���� E������� �� ���� � 	� :9O������������� ��	�	� ��?=��S� ����� �����:�� ��� � �����C�� ����
ε2
>I����� ������ ��� ������	 �� �� �<� ��� �  ��������

�����s���� :9����s� � � ������ � � �:9t��� ����� ����������� ������ ���t� � �� � ��C�� ��?> ��� �� ���������� ����� �� ��������� ���� 	��� �J� ����	�� � ���I���y���
� ���� �Q����� ������ �� !BT ����� 	 ��������������
C� � 	� :9��������� Q���`� ���%N���� ���� � ������v��� ���������  ��������������rz �����r�� ���� �����
�� ���O9������:�� �����   ��	�� ���v� �g�<>k�5\� ���Q� �7�<>%����� � ����� �� ������������� ����� � ���� �� �� ���%������� ���?>%� ��� �� ���� �K��� �� ������[M
�������n��� ��x 	 ��z

H1
� ��! ������

ε2
� �E !�T ��� �  ��C� �� :��� ��� �s��� � ����� �������C�� ��s��� �����s���� ����� � �� :N�� 	� �� � � ���

	 ���� �����   ��	�� ����� �g� �����5\�Q� �����  ����� ������� ��� � ���  ���� ��������E��������P 6�� �� � ! � � � !~A ����� ���  ����P��v���k� X0d
^ �_^`'}&p35'�d u Z@dB46+735Z@d0d0'�&Q'%PB35)O+?'}'�d~+?/['

H1
'g+

ε2
�t-�Z@XB/`28',){$0/�X83c+?)i��"IX0)?)735'_d )7XB/

θ
'g+hX0d

+?"IX6P}20'om%"I&5'_XB/�)�"%$�'�/[/�"Id@+?'�)L28'
θ
!


G� � ��� � ��� ��������� ���
H1

	 �� �� ������� � �����C������ ?>0� �����Q��� � ���� �� ��� � ��� ������ ��6> ���
�������C�� ����
ε2
>B����� �����

-0/�1,2#35/['��k",m%"Id@+�& � "%-8-0/�'�d~+73()7)?"%��'��0&5"�/�1,-8"%/7+73(+735Z\d 28',)�2#XB/�1,'�)v28'nmB35"%$83p&p3(+?1*2#XB'�)v� &5"�)?Z@XB/�4g'
2 � '�/[/�'�X0/[)

E2
�#Z�$0+?'�d X0',)U"%-0/�],)L"%-8-0/�'�d@+735)?)7"%��' !

J 
��:
�� �F;>.,A	��,14$2;>.

 ������ �t� � ����� ���~��� 	 ���I������� � � ���� ��:9 � ��� � � 	 �� ������������ ������ ������n9�� �S� � ���������� �� ��� � �s�L9�� ��������� ���

� � � � ���� ����������� � ��� �� �� �J� ��� ��� �� ���%� �o� � � # ��������� ����� ���<= ��� !�F ��� � ��� � ������� 	 ���I������� � � ���� ��R96> d0Z\X0)
",m\Z\d0)i-8X¨m%"I&p3520'�/h& � �~jk-�ZI+7�B]�)?'�) ��� � > 	� ���	 � �:9��n� ��� � ������������M ������������� � ! � !	��!8T ����� � ����� �v� ����M
�� :9v��� � ���Q� ���%N���� 	� ���	 � �:9�� ��� � ��� ����� ��M ������������� � ! � ! �#� �����  ���������� � �C� ��� � ��� ��	��:9 	 ���� �� =�	�� ����� �� ���
 :9�	��� ���� �������D���������� :9����K��� � ������ � � �:9 ��� ������ ���� � ���
��	�	� ���� ����� � ���� !%
�� �<=���������� ����� � ��� � ����� ���y� ���%9�� ��� �[M
���������S��	�� ����� ����� � & � "%-8-0/�'�d@+735)?)?"I��'Ld0'��\"%/["Id@+73(+�-0"%)y2 � Z�$0+?'�d835/rX0d0'�-�Z\&p3(+735�kXB'�28'�4gZ\^�^`"Id020'
!8"I$8&5' ���y��� �6> ���i�%9C%����� � ��� ��� � ���8� � ��	�	� ���� ������� ����6> Z@dld0'{-�'�XB+n-8"%)*-0/�1,2#35/[' ��� �������� ������ �����
 :9������ � ��� !gTt9 ���%� ��� � �?>�����	 �C��� � �� �����:9� ������� ��� ��������������� �C� ��� � ����� 	 �� �� �� �� ��� �����H��� �J� ��	�	� ���� ������� ����6> ���
 ��� �� :� ��� � ���� :9�	��� ���� ������� �����E���� :9����E��� � ������ � � �:9 !\T ��� � � ����� ����� � ����9�� ������� �����J� �<= ��������� ���v���r���C��=
' ��� ���t� ��� � �����:��� ��� ����� �����t���� :9����t����� ������ � � �:9 ����� � � ��� �������I9����Bz � �����,��� ' ��� � ������������� ����9�� � � ���Q��� �
�����K���C��=
������ �������� � �� � ��C�� ���	� R9 �_� ����	��� �� ���� ���� ���%N���� !�T ��� � � � ��� ��� �� �����:9� ����:9 ��� �������� �� 	� ����������
�����L���C��= ������ ������L�k� �� � �<�  ��

E1
���

E2
z
E1

>  ���  ���� 	���� � ����� ����� ����������� � ���i���� :9��D��� � ������ � � �:9
�����
������ ����{� ���������� ���� � � � � �:9� ��������� �<�<> ����� 	� ����������C� ��� �L��� � ��� 	��� ���L9��� ����.�,���  :N� ��� ���n��� ���C��� �
�<= 	 � �� �������������<= 	������ � ���������B> ������ ��K��� � �������C��=���NC� � � ���� ������ � �� � ��C�� ����%9�	 ���I�D� ���v� ��������� ��� ����	 ������ ���
�����K9�� ������������x����:NC� � ���K��� �����,����� � �:9r�������������I9���� ������� �� :9��r��� �����S����M ��� !

T ��� � � � ��� � ������	���9��:9 ����� �� ���� �� ��������� �B��� � ���I�� �� ��� � � ���I�� �� ���k> � �
�4��� ���k� ������P�9 ���� �� ��� � ��� ����� ���S��M
������� �t���k� � � � ����� � ��	�	 �� ��:9���� !H� � 	��� ������C��� ���� ?> ���� ��:���k� ��� ����6� ��� ���� � ��� ������	 ����� ���v� ���� � � �:9� ��������� �
� �S��� �����%9<P ������� ��� �y���k� ��� ��	�	� ���� ����� � ���� �����  :9C� �����J> ��� �?� ��	 �� ����� ����� � 	 �C�{� � ��	�	� ���� ������� ������ ��� ����� �
������� � �J� �[��������� � ���*� ���� �����t� ������ ��6>���
C� �E� ���S����6> �C��	H
�� � ���:x ���:9C� ��������� �C� ��� � ���� :9C� ����� ���t��� �J� ��	�M
	� ���� ������� ���� !

� ��P��k> � ��� � � � ��� �H� ��� �� :9 �J� ����� � � �:9y�����H� ������ ����
H1

���
H2

>������ 	 �  :� � ������� � �	� ������� � �C� ��� ����� � �[M
 �����:9� ������� ���E�,����� � �:9s��� ����� ���<=����s� � ��	�	  ���� ������� ���� ��� �J� � ��;I� ��� ���r� ��� ��� 	 �C��� � � ��;I� ��� ���7�8����� ���� �����������
� � ��� �� :9�� !0T ��� � � � ��� ��	� ������g9 �J� �<=���������� ����� � ��� � �����   �� ������N� ��C� ��� �Q� ��� ����������� ��� ���r�� �����������K������� ��� �
H1

��� ��� �������C�� y���
ε2

 ������������s� ���U���C��=���NC� � ������ ����v�k� �� � �<�  ��kz
H1
� ��! ������

ε2
� �E ! A ��� ����� 	 �� �� ���?>

��� ���I9��� ����6>�����	� :9�� ���  ��J��9������S��������� ��� ��������������� �������K���� :9�������� � ������ � � �:96> ������������������� ��� ����� �������� ��r���
� ���� �G����� ������ ������ �����������C�� G���

H1
>g�,�k� ��� 	 �C���G�%9����� ���� � �� � � ��� � ���K�%9C%���G��� �J� ��	�	� ���� ����� � �����z�	��S� �

H1
������� ���S���� ����	��S� �

ε2
������� ���S����6>I����� � 	��S� ���������� :9��Q��� � ������ � � �:9�� �7x ����� ���������S��	 �� �� ��� ��� !\T ��� �

� � ��� � ��� �����0� ��� �� :96>   Rq������ �J��9������S���������i���
H2

� �t���
H1

>\�,� ����� ���� ���������
θ
����� 	 �C� �������� ��S��� ����� ���

� �



� 7 � 7 � ��� �	5	D >�4���� 9 � D���)8 9�� �����/5&=��.��5&� 5	B �	>�4.= ���)4��H=��MB 4&D��):4	5 8��

���K�,�k� ��� 	 �C���K�%9�������	 �� ����� �[=��t� ��� � �sP ���<� ��� �K��� �����y����� ����� � � �������k� � ������ ���I���6> ���y����� �k� ����� 	����
���
 :9������ � ����9�� ������� �&9 ��5	D"�5 D !

�����O�#� ��� � � �

� �S%� �?>)� !B� � �%R � � ! � ��� ���� �x ��� ���� ��C ��� ���� K�5����� ��� ��� ! � 9 � 3�4(> 9�� D� 9B ��D�8��(D 4���� 4 8<> ��� z � � � Q � !
� �S%� �?>)� !B� � �#S � � ! ��5 9D ��- � 4 3�9:GD"�5�- 9��H= �/� 5&� � D"�	8 ! �sx ���!� � ����� !
� ���  :� >I
 !\A !k� � �
�#�g� !4# ������������� ��� ��� �� ���%� �kz # ��� ��� �� ����<� ��� ����� �� ���� ��L� � ���.�p��� ��������� ��	�	� ��?= �S� ��������� !
� 50� � 4 46=D�� �<8�� F�� 3�4 ��2�4	B F�� 3 � � � 4	5���9 � D"����9B $ ���GFG4	564�� � 4������ 9��	3MD��H4���4695��PD����g> 	 ������ �
� � � R !
� �� ����%> � !S>0�����������k>4# !S> ���I� � �I���� ������k>HA !K� � �#S � � !�T �C�� ���� �S� ����� ��	���� ���
�����C� ��� ��� ������� � ��� ����� � �
��� � �C��� � ��� �� ���� �� ����� �� ���� 	� �������C� � ! ������� �)5 9��78 9���� D"���78 ��� � @<8�� 4	>.8�-���9���-�9��H= $ @ 5 4	5��H4�� D"�	8<>
� �{A � � z�S � � � S4� Q�!
� ��� �S� ���k> #�!k� � �#�%R6� !�� @���9>AD"����5&���569>A>.D ��� ! �  �� � ���������$* ��� � �� ���� ��xC�  ������?>7�  �� � ���������k>�TL� !

� �� ����C� ���?>%F ! ���I�o� ��� �����S� � ���?>7� !B� � �
�#Qg� !!� 4��/50�<� =@���9>AD"� ��50�U�5 9>A>AD�� � ! � ��� ����� �  ������ !

� �� ���� ���J>G# ! ���I�&���� � �� ���J>G, !g� � �
�#Qg� !6� �� ���� ������� ����������������� �S��	����C� ��� � ��������� � ������x ��������� 	� ���  ������� ��
� �� ���	����S� ��� ����� �� ����gz � 	� ���� �S��� ���� �x ������	��� ����� � ���������Sx������ !y� � �.�5 
G8 3(��� ��� � 4��M5 9;B�� 4�� 2 �5 
G8 F��5
� =M4�� � D � � 9 � D��� 9���= $ ��� � 5&�B D � �/� 5&� � D�(8 !
� �� ������C� ���?>%F !B� � �#S%R6� ! �!@���9>AD� ��50�U�5 9>A>AD ��� !��  ���� ������� # ��� � !

� ��� � � ���k>0��!�� � �#S#Sg� ! � � �� ���	����D� ���������kz � ���� �� ���K�  ��� �C� �� ��e� �� �� � ������ ���� ���y��� ���� �� ��� � ��x ���I�
� ��� �� �� ��������� ! ���U�D�&D��������;2 B 46=���4N� � 9<8 4 = � @<8�� 4(>&8�- �.40� D 8 D"��� 9��H= $ � � � 50�B�> 	 ������ � � � ��� ��!
� ��� � � ����M � �C�������� ?> ��!�� � �#S
�g� ! � � ���� ���� ���I���6> � ��� �� �� ���������k> �S��	� �� �© �����������rzE��� �  �� �© ;��<= ����� ���� 
�J��� �© � ���S������������� ��������� �© �� ����H��� �J� � ��� �� �� ��������� ! � 4	: �)4 � � � 4	5���9 � D"����9B 4 =�4 � @ 8���� �© >.D"'��)4C> � � ���@z � R3� �� S#��!
F � � ����� �6>%� ! ���I� � �� � ����?>0A !�� � �
�
�g� ! # � ������� � � ��� � �  ��������� ��� �n� ���� ���� ��� ���r� ��� ���� ������ �� �� ����� ���
� ������� ��� �� ���� �� ������ ��� !�� � � � � � 	 �	�g> �yx�����6x_�k>\A �� :9�� !
F �?x ���k>7� !B� � �
� � � !�� � � ����� � �� ����� ������� �:�k�

λ
�H� �� ���� �� ���

λ
!�� 9 �	3�D �H4 ��4695��)D�� �6> S�z � � � � � Q � !

F �?x ���k>�� ! ���I� � � � � �7����� �J>#� !�� � �
�4��� !`�0�k�
λ
� ����� ���� ������� � ��� 	� �������� � � ��x � ! ��9��	3�D �H4 ��4695��)D ���6>

� �Kz � �#� � �
� � !
#��� ������Cx,>�# ! � � � � Sg� !G�  ��� ������������������� � ��� �� �� ��������� ! � 4(B B � @ 8�� 4	> � 4&�	3 �)D"� 9B � ���/5���9;B >BRsz�� � � � �#Q � !
� ����� �6>�
 !�� � �
�%R6� ! � ����564�� � D 8 8(9���4 =�4�8	@<8�����
 >�4	8 =�	 D �GF�� �© 564���� 4Y� ���)4 ��9;5 =�4	8�>� �© � 3(� =�4 8�=M4 564��GF��5N�
� 4	>�4������O9�����BED� 9 � D"����� B 9&5�� �© ���MB 9 � D"���-=�	 9>65	D 9���� 4"= 9��)8/�(� 5�� � D >�4�� ��=�	 � �© B 4(: 9���4 ���50� D���!~� �IN����
���r��� ������ ���?>P* ��� ���� ���� ��� �© ����# ����� ��� � !
� �����S�� � ��I>k
 !S>~
 � ����� ���k> � !S> ���I� � � �� ��6> � !#� � �
�#Qg� !�# ��� ��� �� ����C� ��� ����� �� ���� ���z � ���� �� �Cx�! � ���M5���9B
� F � 5�� D �!�(D 9;B � � � 4	B BED��M4���� 4 � 4 8G4 9;50�	3�> �Kz �#� R � � S#��!

 � �k>,A !����I� ���S�o> # !%� � �
� � � !~AH� ���<MJ������O� ��� ��	���� � ���� �� ����� �������5M ��� �� ���� �������� �� ���� ! ������� �)5 9��)8(9���� D"���78
� �3�&4��M569B �&4�� 2 �5 
G8<> � z�� �
� � � �#� !

 � �k>�
 ! M � !8� � �
� � � ! � �����(M �S��	� �� � � ��  �� ������� � � ������ �������� �O�����
 ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ��I>�	���������� �� ���I�
��� ��� ��� �� ! ��9��	3�D �H4 ��4695��)D ���6> S�z � � � � �#� � !

 � ��� ���7xg>~  !�� � �
� � � ! � ���� �� �Cx ��� ��� ��� �� ���%�����L� ����� ������� �� 	��� �������� �Sx �� ���� �� �������� �� :��� �i������� �������
	� �� ����� ����� ! � � ��9B 8�� F � �74(5 9 � D� �78 � 4 8G4 95&�	3�> � S�z � R � Q#��!

� �



$ 3/9���D� 564 � 7 � ���!�)4���� 4.=�� ����� � 4T��� 4!8��M5!B&	 9�����564�� � D 8 8 9���4 �795!564��GF��50� 4	>�4�� �

� � ��� ���� ��k> � !S>;�  ����C��	k>,F !S> # � � � �I�� ���k> ��!�>M� � �� �k>M� !S>����I�������������k>�# !%� � �
�#Sg� !�# ���� �� �� ����� ��� ��	����S� ���
����� �� ���� �����L��	 � ! ��50� � 4 46=D�� �<8 � F6� 3�4 �H4���� 3��)9B 4 ���;5�
G8 3(��� ��� � = 9�� � D :<4?9���= ��4695��)D�� � � @<8�� 4(>&8C>
	������� � S#Q � � � � !
����� � �?> # !0� � �
�%R6� ! � � ��564�� � D 8 8 9���4 �795 ��4��GF��;50� 4	>�4�� � - �
���=�4�=��1� 9<8 $ ��� � D � ��!�� �IN�� �v���Q��� ������ ���?>
� #L���7�@>@A�� � � � # � � !

T �7�s96> � !�� � �
�#�g� ! �%�7' 'Ox  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ��Kz ��� � � �� �� ���C� ! � =: 9�� � 4 8$D�� F������ @ � 3�40�;5 @ 9���=
� 4&�	3 ���B��U�@ !
� ���I�� �� ���k> � !#� � �
�4��� ! N �  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� �� ��� ����� �� ���� ����������� ��� � � ������x ���I� � ����MJ� �� �� � � �����
����� ��� � � !G� ��� ������� ���  ���	 �� ��?>)*tT"��  A ����	%������ "� ������� ��� ���I� � �� � � ���� �� �� !

� ���I�� �� ���k> � !~� � �
�
�g� ! # ��� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� ���� �
��� ���������O�
������ ���kzP� ��� � ��� ���� �������� ��� 	� �������C� � ���I�
	� ��������� ��� �����S��������� � !�� ����� 3 � �/50���)469��	�.�5 
G8 3(��� � � ��4695��)D ��� �/� 5&� � 8�!
� ���I�� �� ���k> � ! ���I� � � � �� �� ��xg> � !�� � �
�#Sg� ! � � �������Sx������ ���y���  ���� �  ���� ��� �� ����C� ��� � ��� �� ���� �� � � � ����M
� �� �� � � �����D����� ��� � � ! � 3�4��0D F�� 4 4�� � 3 � � � 4	5���9 � D"����9;B $ ��� F 4	564���� 4+����� 9 �	3�D �H4 ��4695��)D�� � !
� ����I>���! ���I�L  � � � ����� �?> #�!�� � �
�#Qg� !~� � �� ��C� ��� � ���\�v��� ����M ������	n�gM ��� �� ���� �� ! ��9��	3�D �H4 ��4695��)D ���6> �#� z � S � �� � � !
� ��� �������k>0� !K� � �#S4��� !�
 � �� ���� �� �	� ����� � � ������������P�� ��������� 	� �� ���O���� ���� ���I� ��� ���  ��	�	�� ��� ��������� ��� � � �����
���I�� ��� ��� ! � 9��	3MD��H4���4 9;5��)D ��� 7 � � � 5�� D � �(D 9B � ����50� 9��	3�> 	�������:� Q � � � S � !
#K�%��� �� �x,> � !�� � �
�#�g� ! � 50� 5	B 4	> � �BE:GD ��� 2�D � 3 � 4	D �GF��;50� 4(>�4�� � ��4695��)D�� � ! � �IF ��� �������7>�A ���v� �������
* ��� ���� ���� ��x !
�����v� ���J> � !B� � �#�
�g� ! � ��� � �����I������� � �D� ��� � � ������� �� ���� ���� ��� �� ��� �  ��� � ��� � � ���R���� �� ! � � � � ���/5��H9B
� F � 4 8 4695&�	3-9��H= �.4	:<4(B ����>�4�� ��> � z � �#� � �#� ��!
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�#Qg� !?����� �� ��� � ' ��������� � �  ���� ��� �� ����C� ��� ����� �� ���� ���z���� �����������p��� �<=�����	������Q� ��� �����	��� ����
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	����?x ! � 4��M5 9;B $ �> ��� � 9 � D"����> Q�z � � � � � � ��!
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F ��� � � ���� � � � ��� ��M 	� ���	 � �?> � ��� ��� � ��� � 	� ���	 � �:9Q��� �v� ���%9�� ��� ���������{� � ��� ��x����:NC� � ��	 	� �������� ��� �[M

	�������r� � ��	�	� ���� ����� � ����r� � ����������� �  :9<;��<=���� !\A ��������� ���%9�� ��� ���������
 �������C�v���� X8d0'o281�^`"%/�4��B' � 	 � ! � � ���
X8d ^hZ 20]_&(' �(P 6�� �� � > 	�����E=�=�� � �(� !�A �t���� �� � �� ����� �:9�	��� :9����*���C��= ����� ��M �:x ���RN<� ���Bz,��� ����� ��M ��x����:NC� �
� � ��	�	� ���� ������� ���� 	 �� �����	������ ������� � ��� ��M ��x����:NC� �*� � ��	�	� ���� ������� ����D� � ���� ����������!HA � � � ��	�� �� ��o9����I����� ���
���� ������� ?>����o����� � ��� ��� ��� ���� ��Q�%9C� �� �� � � !

A �������r���� �����N� �� �S��	 � ���Q�,� � �J��9������S���������������:x ���:NC� � ����� �K��� �Q� ���  :9 ��������������� �����S����M ���8� �J� �����������
��� �J� ��� � �  ������ �C� ��� �?>\� ��� � ����%�������� �����	 �������� ������ ����� �� ��� � ����� � � ���� �� ��� !

T ��� � � ����� ��� ��� �� :9K� ��� � ��� � ����	�� �� �� 	� :9��O9O����� �H�,� � ��� ����� ���<= ���K��� ��� ��� ��� �� ���%� ��� � ��	�	� ���� ������� ����
� ��;I� ������ ���n������� � �:9���� �J� ��	�	� ���� ������� ����6>  ����I� ��� ����� �������� ������  :9������ � ��� ���������� 	 �C� 	� :9O���������S��������
����P ���� � � �:9Q��� �����S����M ��� � � ���� �� ��� � � !�T ���� �� ���� ��������� �����K� ��9�� ���� �  ���� ��� ��� �� ���%� �Q����� � ��� � �C��� ����� ���<=����
����� ��� ����	 ������ ���������E9�� �����t��� ��x����:NC� �6>������ ���� ���� ����� 	��� ����  y��� �J� ��	�	� ���� ����� � ���� 	 �� �����	������ !H� � 	��� �����M
�C��� ���� ?> d0Z\X0)U)?Z@X0�0"I3(+?Z\d0)�1gmB3(+?',/D& � 3pd@+?/�Z 28X046+735Z\da28'i-0"%/�"I^`],+?/['�)*35d~+?',/�dB'�)��HdBZ@db"%4g4g',)7)735$8&5',)
�`& � "I&5��Z\/�3(+7�8^`'o'_da&5X83cw ^ �_^`'��028Z\d~+L&("im%"I&5'_XB/�-�Z\X0/[/�"I3(+�3pd>O#X0'�d04g'�/�&5"{d0"�+7X0/['D2#X�/�1,)7X8&(+?"�+
28'�& � "%-0-8/�'�d@+735)?)?"%�\' !

T ��� ��� ���%9�� ������� � � � ����� ��M ��x����:NC� ��� � ��	�	� ���� ������� ����Q� � �������������� 	��� ����
  ��	�� �r� ��9�� �����?>I����� � � ���[M
�C����� � ��� �� ��<M �C��= 	 � � �:NO���H����� �� :�,�������� ������� ���1� : 9B �)4C> ��� ��������� � �����H� � � � � ��%�������  �� � � ��	��  :9s��� �J� ��	�M
	� ���� ��� � � �����	���  ������ �� ����C� ��� � � !@
 ��� ����� �� ��� � �������?� �<= 	� ��S� ��� � 	��� ���� �� �������������� � ����� � ������� �� :����������
����� �y�I��� � ������� � ��� ��� � ���   ��	�� �L�  ���� ��9�� 	 �� ����
�� ��7� !7� � ����������� � ���S��� �����  ������ ����� �������C��	����7x,9����K� ��� �
��� ��� ��� �� ���%� ��������� �����,� �r� ��� � z��J� ��� ��� �� ���%� � �-D��PD >�9�� � #���� �k> � �#S � � !


�� �����������*�����J� ��� � �  ������ �C� ��� � ���� ��� ����� ��M ��x����:NC� ���7� �	� ������� � 	��� ������ :9 ���������n������ ��� ��� ������� � ��� �� ��
������9�� �����E���
  ��	�� � !@A ��� ���<M ��� ���� � �����	 ���I��� ��� g9��I9� ��������� � � ���D� ���%N���� � � ���� �� �Q��� �J� ��� � �  ������ �C� ��� �
��� ����� ����� ��� �r��� "%-8-0/�'�d~+73()7)?"%��' &5"�+?'�d@+ !
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#	 �  $ .-A $'*-��� 
  �B1 �  "#� "%1
� 	��� ����  ���� ���s� ���%N����6>�� ��� � �����I9C�%��������� � �J� ��� ���C�v����K�����#9�� ���S��������� � 	 � �����S���������������� ��M ��x ���:NC� �6>

����� 	  ��C������� ����� ���� ������ �����  :9�� �� � ��� ���C� ��� �y����� ����� �� ��� � ������� � �����,� ��	����t�������C��	 �?>�	%����� ��� ����� ���� �M
���� ���r�����K� �� :�,�������� !

T ��� � �����%9O����������� �H��� � 4gZ@dB2#3(+73(Z@dh)7X��e)?"Id@+?' 	 ���� s�,� ���J��9�� ���S���������n������� �� :���������� 	%��������� 
��� ��
� � ���� �	� :9��:9�� ������� ����� ��	�	� ���� ������� ���� !_A ��� � �<M ��� ����� � �� �����:9� ����R9���	��� ���� 4gZ@d@+?'%P +?'U2 � "%-0-8/�'�d@+735)?)?"%�\'
-0"I/7+7354,X8&535'�/ >���� � � ��� � ��	�	 ������� � ����� � 4�� � 4 =�	 9�����564�� � D 8 8(9��M4"D =�� 9B�>_�����  �����	 ������� ����	� ���	� ���9��:9��

Pε
� !%A �

���� ������� ������� �� �����:9� ����:9 	��� �������� ������ ����
H1

���
H2

�� :N���	� �� � � ������� � � � ���  ��� � ����	�� �� �� � � !
� 	��� ����  r����������� �� ��� � �����?> � ��� � ��	@9�����P���� ����� ��� ��� �� ���%� �6> ��	�	 ����9 K $ � 	 ���� $ ���78�� 5 9D � �/569<8 46=

��4695��PD����g>%����� ��� ��� ��� ��� �� ���� � ������� �� �����:N� ����E���yP ���� � � �:9����K��� 	� :9O���������S�� � � �:9 !

F��C��= ��	�	�� ��� ��������� � � � �S� ���� ���� � � � �  :9������ � ����� ���I9��� ������ ���kz �J� �<=��C��	���������� ���U��� �����x  �� � ��� � ���L���
	� ������NC� ����� ��� � �  ���������i� � ���� �� ���E� ���� ��� ���S�v����9 !�� � �����E� ��� �� ���� � ����� � ��	������ �:9��y� � � � �� :9C� ��� � ��� ���:9
���EAHI
���� ���  ��	������ �:9���� �J� ��	�	� ���� ������� ����6> ��� ������	��� ��������� � ��������� ���L9���� �����K�k� � # �����������S��� �r�

Q(λ)� � ���� ����  � � � ����� �?> � �
�#Q��5� !sA ����� �����U��� ������� �:9O��� ��� ���D���  ������������
�J� ����� � ��� ���������b���
�J� ��	�	� ���� ������� ����
��������� ��� � ����� 'O� �����k> � �
�#S�� !
	�
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 � � 2�!.�7�� A �-�!*,$ "# %&

A ��� ����	�� �� �� ����� ����� � ���� :9�� ��� ����� ���� �� ���������i� � ��� ��� ��� �� ���%� �6> ��	�	 ���S9�AHI
G>������  �����	 �������������L9<M
��� ���������� ���*��� � � ��� � � ��� � ������� ��� �S��	 � �:9�� !#
 ��� ����������� � ! � �%9��� �� � ��� �:x ���:NC� � ��� ����� ����� �� ��� � �����
��	�	�� �����I9����*� �����S����M ��� !s
�� ��� ��� �� ���%� �{AHI
 �������������I9�� ��� � ��� ������������� ����� � ��� ����� � ���  �J� ��� ��� �� ���%� �
� ! � � ���
	����� � �g� !0
���9����I��� ���I9��� ����,� � �����v�%9�� ��� � ��9���� ��� � ���
������������� � ! � !BT ��� ��	� ���������� ����� ���J� ����M
���C�v����r��� � � ���<=�� ���� ����� ������ �����	 �����:96>����� ��R�,� � ��� 	� ���	� ���9��:9��

Pε
� ������� ��������� ��� ���L� ��������� � ���Q� � �������������� �

��� ���� ��:��� � ��� 	� ������NC� �L��� � � ����=i��� ������� ���I��� �����t� �� �� � � �������  �����	 �����r� � ��� �A' ��� ����� � ������ � � �:97� !

 ��� 	� ���	� ���9��:9��.� � � � �� :9C� ��� � ��� � �R9i���iAHI
 ����� �n�������C���:9����*� ��� � ��� ������������� � !���!H
 ���n���C��= ������������� �
����� � ��� �����L9����I������� ������� ��	�	�� ��� ��������� ����� �J� ��� ��� �� ���%� �iAHI
 !G
 � 	� ������NC� �D��� �����x  �� � ��� �6>G����� � ���
� ��� �t���k� � �  �����	 ������� ��� 	� ���	� ���9��:9*�

Pε
�<> ���� ��t� � �<=��C��	���� ��	�	 � ��� �������s� � ��������� � ����� � ��������������t� ������������� � !�Qg� !

T ��� ��9����I������� ��9� �����C� ��� �K��� 	  ������NC� �r������� � �  ����� ����� � ���  ��� ���K��� ���������� �� ��� ��	 �� �����S�v� �S9U� �����<M
������� � ! R6�@z �J� ��	�	� ���� ������� ����v� � ��� ������	 �� ����C� ��� �y��������� � �B�����v�� �����K��� � =��C��	��������S��	����Q���  �����	 �����
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M1 = max{M1,1,M1,2}
M2 = max{M2,1,M2,2}
M3 = max{M3,1,M3,2}

M1,1 = M2

M1,2 = 0
M2,1 = 0

M2,2 = M3

M3,1 = M1

M3,2 = 0
























































 �  :9������S���������D��� ��� ��x ���:NC� � �?� �	� ������� �r��� 	� �� � � ����� 	� �� � � � !�� � � ����� �kz
{

M1 = M2 = M3 = M1,1 = M2,2 = M3,1

M1 ∈ {0,1}M1,2 = M2,1 = M3,2 = 0

}

N � ���`�%9O����� �Q���k� � � �<=������������C��= ��� ���C�v������Q��� � ���S��������� �?>  ���	� :9������ �:9�� 	��� ���   ��	�� �D� �g��� �����S��������� �
��������I�� :9���� ���.P%= ��� �

M1
� � � ��� ���   ��	�� �U�5@�y�

M1
� � � !


 �   ��	�� �r� �7�k� ��� �� �� 	��� ��,� ��� ���s� ������N� �� ��� 	 �C��� 	��������� ���� ��� �I9C� ��� �g� ������� �I9C� ���5\�@z �[���������� 
��� � �� ��� ��� ������� � �� �� �J��9�� ���

ES
� ��� 	 ��� � ��� � ��9 ���� ��� 	��� ������  ��� � � �����   ��	�� �*� �7���<>@������� � ��� ��� �I9C� �

���U�� ���� ���U���   ��	 � ��� �7�����h����� � ��� ��� ���J� ��� ��� �� ���%� �n����	� ���	��� ���������k> 	%����� ��� ��� 	�	� ��S� �� � ��O������� � ���
  ��	�� � �5\�<> ������������ ������h����� � ��� ��� � �J� ��� ��� �� ���%� ����� 	� ���	��� ��������� !�N  ?> �J� ��� ��� �� ���%� ��� � ��	�	� ���� ������� ����
� ��� ��� ����������� �U�,� ��	��� �[� �����Q������ ��� ��� ������� !8A �����<=��C��	����L� ��� �� ��U�,� �6>k� ��� � ����� ��� g9��I9� ��� �� ���
�������� ���� �L9� �����C� ��� ������� ����	�	  ������������ �Q������ ��� ��� ������� �?> ��� � �����C�� Q�����r� �� :�,��������v�%9�	 ���I�h�����J� ����������M
 ������ �r��������	@9� ��������� �E� � �[������� ���K��� ����	�	� ������������ !

� �



$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B


 ���   ��	�� ���*�p��� � �*� �7�y� ��� �� ���� ����� �6>B� ��� ����� ����� g9��I9� ���s��� ����� ���� �� ���������e���   ��	�� ��� ��9�� ���
	��� ��	�	� ���� ������� �����> ��� � �����C�� *�����n� �� :�,��������.�%9�	 ���I�W��� �J� ���������� ����,��� ����� ��	@9� ��������� �.� � �[�������*���
�� ��� ��� ������� � !~
 �   ��	�� �*������� ��� �� ������k� � 	��� ����  y� � ���   ��	�� � �����I9� ���� �L� 	��� ������  ��� � � �7��� ��� � ���O��� ���
���*� �� :��������D�����L���C��=�9�� ����� ������� � > �J� �[� �����U��� ��� �� ������� �������}���

e2,2
� �� ��

e1
� ��� 	 ��� � ��� � ��9�� � � �

� ���������	�������� �����I9� ���� ���L���   ��	�� � !kF�� ������ ���	��� ��?> ���   ��	�� �o� �7� ����� �����I9� ���� �?> � ����� ����� �� :��������
�����r9�� ����� ��������� � � �(P 6�� ��L���  ��� � � �7�H1 �J� �[�������r��� ��� �� ��� ��� �������h���

e2,2
���� ��

ES
� ��� ���������	���� ���

�����I9� ���� ���r���   ��	�� � !PN  ?>������   ��	�� ����� ��9�� ���K���������C��=�P 6�  ����K���y�� ���� ��� � ��� � ������� ������� ���?> ������ ��K�,� �
���C�� ��K� �� :�,�������� ����� �K��� � 9� ���� ��� !

� 	� :N�� � �����  �� ���� ���� ����������� �� ��<M �<=��C��	������������ ��������� � ��	� ��C����N� �� ������	� :9�� ��� ���������������L9�� ��������� ���
��� 	� ���	��� ���������k>�� ��� � � ��������� ����� ��� ��� �� ��� G��� �6>�� ��� � ��� � ���� ������ �J� ��	�	�� ��� ������������� �J� ��� ��� �� ���%� ��� � ��	�M
	� ���� ������� ���� 	 ���� t��� �:x ���:NC� ���,9� ���P ��� � ��� 	� ���	� ���9��:9.�

Pε
�<>���� �������C�� y�����E� �� :�,� ������ � ���%9�	 ���I� 	����

��� �J� ���������� ������ �L����� ��	@9  ��������� �Q� � �[� �����Q��� �� ��� ��� ������� �7> �����I��� ���������I9 	��� ��� ���� ���:9� ���L� � �<= 	����� ���������
�����s9�� ����� !�A �  :9������ � ��� ����� �S��	 �� �� ��� �?> � �� � � 	 �� �� ������� � ���  ��� �������C�� ������H� �� :�,�������� ���������� � ��	� :N��
��	�	� ���� ������� ���� ������� ����� �t� ��� ���������o�����J� ��� ���C�v����r����� �� ��� ��� ������� ���%9����������� ������ !)� �� ����� �:9O�,� ��� �?>����
��������������� ��� ���Q��� ����� �� ��� ��� ������� � ����� � 	 ���  ��%9����� ���� � �� ��� �������C�� �������� �� :���������� !

�  ���� ����� � ��� � ��� �S��� �R9����{���C��=���NC� � 	 ��� � �r��� ��� 	� ���	 � ��� ������� � > ���i����� � ��� ��� � ������9O�,����������� �r��� ���
 �������������� � ! � � ����� � ���K� �� :��������E�����s9�� �����

ei
� �����S���@�����H9�� �����

ei,k
!M� ���� ��������> � ��� � ��� ����� �s9�� ���� �  s��� �

� �� :�v�������������D� ������P�9��r��� ��� ��x ���:NC� ��� ��9O�,����������� � !
A ����� ��������� � 	��� �����n9O������������� � � ��9���� ����=a9�� ����� �� ��� ��� �����  ����

ei,k
!�A ��� ������M ����� ��� � �� :N�� ���S��	�� ��P�9����

	%�����:��� ���J� ��x 	 �����IN�� �L�
Pε
� ����� 	%���������k� ��� � �� ��� ��� �������D� � ���D9�� ���

ei,k
� ��	 �C��� �� �������  ����k� �����.��������� �

9�� ���
ej

���D�����o9�� ��� ���� ���� ����� !�
�� �<= 	� ���� �������D���o� �� :�,������
Mi,k

	� ����I�D�,������ ��y� �� �� ���K��� � 9� ���� �����kz
� !

ei,k
�k� �����
 ���� ��9h� ��� �C���V9�� ���

ej
!�F ��� �
��� � ���?> �J��9O�,����������� ������� ����9��h�

ei,k
���  :9����%� �6>�	��� 

��x 	 �����IN�� �6>���z
Mi,k

� �

� !
ei,k

������ ���� ��9v�
EE

!%F ��� � ��� � ���?>��J��9O�,����������� ���� :9����I� �r��z
Mi,k

�VM �
� !

ei,k
������ ���� ��9v�

ES
!%F ��� ����� � ���?>�� � � ����� �kz

Mi,k
� �

� !
ei,k

� �  :9�	 ���I�D� ��� �C���D�������� �������� ����	� :9��O9O����� ��� !
Mi,k

�
Mj

N ���C��	 ��� ��M � �����r� 	� :9������ �������y9O�,����������� � ������� ����9���� ����= 9�� �����
ei
!H� � � ��������� ��� ���J� �<= 	� ���� �������i�����

Mi,k
� ��� ������� ���r���

Mi
>����
�� ��������r�������� �� � ���K��������� � �����kz

� !����
Mi,k

� ����� � > ���K��������� �� ��� ������� �6>g��� ��� ������� ������� � �J� �<=�	� ������������������G� �� :���������� ������� ����9�� ����=
������ �����9�� �����

ei,k
>���� � �J��9O�������������rz

Mi
� �

� ! ����� � ������� �� :���������� ������� ����9�� ���%=D9�� ����� �� ��� ��� �����  ���������� ��P%=%9��y� � ���DM � !\F ��� � ��� � ���?>
Mi
�

�6> � � ��� � ��������� � � ���.M � !
� ! �����G� �� :���������� ������� ����9�� ����=L9�� ����� �� ��� ��� �����  ���� � � ������	 �� ������ ����� �������H� �  R�,��������  :9O����� ���� � ���

�����
Mji,k

� � ���r9������ ��� ��� ���C� ��� �y�����K� �� :�,� ������ � ������� �KM � !IF ��� � ��� � ���?> � � � ����� �kz
Mi
�

Mji

>
� �����

Mji

�f� �[=
Mi,k� !K� ��� � ����� ������ ������ ���y���QP 6�� ��6> � � �<=�� �����v�����t� �� :�,������������������ � � > �����,���8� ������P�� �J� �<= 	� ������������

	� :9��O9O����� ����z
Mi
��� �[=�� � >

Mji �
 ��� �����C�� E� � ���
Mi

	 �C���E������� 
��� ��Q���  ��������C� ��� ����������� ��� ����� � ��� � � ���$
��� ������� �������������� � � ��� ����� ���
� � ���
������ �t� �� :��������L� � ��� � ��� ��� !�
 �  :9�� ���S���������o��� ��x����:NC� � �?� �	� ������� ��� ��� �����  ��������C� ��� �?> 	 ���� ������
9�� ������������� � ����� � 	���� ������� �����:9��G�t� � ������ �����9�� ������� � ��� � �<>������ ����� 	  �� � � � ��� 	� �� � � �K� 	��� ����  �������9�� �����
������� �����:9�� ����={9�� ����� ���� ���� ������=

ES
���

EE
! 
 � 	� ������NC� �U��� �J� ��������� �:9U����� �������C�� ��Q������� �� :�,��������

Mi
 ���� ����� ��� � � � ���  �?� � � 	 �C���  ��������� t����� �������C�� �� � �I�%9����� ���� �I9����r���

Mi
>� :9�	 ���I� ��� ������=�� ��� � ��� �I>

� ���*P ����� ���  :9������S���������e��� 	� �� � � � ��� 	� �� � � � !0
�� �<=��C��	�������� � � ��� � � ������� 	� :9������ �:9 �����%9C%�������
����� ��M � ��� ��� ��� � �I������� �E��� � ��������	 �C��� �� � �� � �� !_F ��� � ��� � ���?> ����� �����%9� ���� � �J� ��� ���C�v���� � � ���s� �� :�,��������
� � 	 ����� ��� � 
��� ��  R9�� ���S� �kz � ���

Mi1

>
Mi2

>�! ! !S>
Min � !� ���� � �����,� � Mij ∈M

>������ � ��� � ��� � �S��	 � ����� �
� �



� 7 � 7��S� 8��/B � 9 � 8�� 3 �0�;5 D"'��)4 8�������� 4	5���9�� ��B0	 9B/���5	D � 3M>�4 $ 5 � � � �

0
0

0

0 0

0

0

0 0

0
0

0

0 0

0

0

0 0

(a)

ES

0

0

1

1

1

1

1

1

0

0

0

1

1

1

1

1

1

(b)

1

ES

(c)

M

M

M

M
M

M

M

M M

1

1,1

1,2

2
2,1

2,2

3,1 3,2

3

E

0 0

1

1

1

1

S E

0 0

1

1

1

1

S

E

0 0

0

0

0

0

S E

0 0

0

0

0

0

S

(d)

(e)

propagation

propagation

propagation

M
1

M
2

M1,1

M1,2

M

M

2,1

2,2

������� � � � � �#=��C��	���������� � ���K�����v��� ��� 	�� ����� �:9Q����� �����S��������� � ���
	� ������NC� �Q���y� �� :��������

� �



$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B

��� ��z
� ����� � � � �<= �����������

Mik ∈M
�����B�,� �

Mij = Mik

� � ��� � �
� ����� � � � �<= �����������

Mik ∈M
�����B�,� �

Mij = max{0,Mik}
� � ���:���


 �����C��=���NC� � 	 ��� � � ���� � �����	 ���I� ��� � ���v9�� ���,�I9 	��� �����   ��	�� ���.� �g� ���n�p\� !0� � �<�  �� 96��5 D"�5	D����C��=
�����S��������� � 	 ���� 

Mik

z � ��� � !�� ���� ��� 	� ��C������ 	 ��� � �?>
Mik

	 �C��� � �������  "9 �H5 D"�5	D � > � ���UM � ! � �����7>������ �
������� ��� ����� ��M � ����	 � �����S������ �

� � 	� ��C������ � ���C�k> � �\� �����  ��C� �� :�,� �� ��,� � �J� � ��� � ��� ���������.�����s9O������������� � � � 	 �� �� �������t�%9O�����  ��t���k� ���
� �� :�������� � ����� � �������,� �C� ��� � ���� ��:��� ���J��9�� ��� ������� ����9 � ��	 � ���:NO��� 	����v������ ��� ��� ������� � �� ��r��� ������ ��
9�� ��� ! � � �	� ���?> ���  :9������S���������e��� 	� �� � � � ��� 	� �� � � � �?� �	� ������� ��� 	��� ����  v�����v9�� ���������� ���� ������=

EE
���

ES
>����Q�,��� 	 �� �� ���E����P%=��� � ��� � �����C�� ���������� �� :����������t� � ���oM � !HN � �����%9O����� �E��� � �7� � � �<=��������r�����

� �� :���������� � ������� � � ����� � �J��9�� ���
ei

������� ����9�	 � ���RNC� � ���.� ��� � �K��� ���� ��� ��� ������������ ������������� ��r9�� ���
ej
>

������ �� �����s� �� :���������� ����� ��� ��� � � ! � �����?> ������� ���  ����P��<M ��M � �k�,� � ����� � �����s� �� :�,������������ � ����� � ������� �

�  ���� �����K���o9�� ���
ei
����� �����y� �� :�������� �����K� ��� ��� !

ei
� ��	 �C����	���� � � ���  K������ ��� ��� ������� ������ ������

ej
�<=��:9� ����C�� E� ��>%���y� �� :�,������ ���������

Mj
� � !7� �
�	� ���?>%� ��� ����� � ���?>���� � �����C�� K���

Mi
� �� ��� � ������ ��

��������� � ���KP%=�9��v� � � � ��� � � !HN  ?>����k���D� �� :��������
Mi

����� ������� � >�������� ���  ����P��v�,� ����������� � �����C�� �
9��:9 	� ���	���g9�� 	��� t����� �� ��� ��� ������� �� ����������� ��� �r� �J��9 � ��� ����� � � ��9

ei
� 	%�����R�,� � ��� � �����C�� � ��� �������������

Mi����� � � !BF�� ��	� :N������  ��C� �� :�,��� 	� :9��O9O����� ���6> ��������� �� ��� ��� ������� � � 	 �C����	� �� � �����  v�,� �U� � ����9���9C� ��� �����
� !@A �v�����  ���	 �� ���� ����	� ������NC� ���L��� ������ ��

Mi
��� �e>\� � ������ � � ����M  :9������S���������{��� 	� ������NC� ��� ��� �

�J� ��x 	 �����IN������ � ��� � �� :������������ � ��������� � � ! A �����U� ��� �� �� �J� �S��	 � �����S�� � � �:9���� �������E� �� :����������y��� �
	%����������� �A
��� ��n9� ����=e� � ! � � ��������� � �J� ��x 	 �����IN����n���k� ���e� �� :�,������

Mi
��� � ����� ��9� �����.M � !8F ��� �

��� � ���7>�� � �����  :9� � 	��� ��� � ��� � � ��� � ��� � ����� �S��	 � �����S����7� !@
 � 	������ ����v��� � �� :�,�������� � � ��M � �k� �����
	 � �����S����E�,� � ��������������� ����� �� ��� ��� ������� � ������� ���H���

Ei
	 � � �:NO����� �G����� �� :�,�������M � !_A ����� �

Mi
�����H� ��� �

�e> � � �<=�� �����K� �� �C9C� ��� ����� � �� ��� ��� �������*� ������� ���Q����� �� :��������t��� � !�A ��� �� :��������t����� ������� ��� � ���  
9��:9Q�����y��M � 	� :9��O9O���C��� ��� � !kA ����� ��� ��� � ��� � ��� 	� :9��O9O����� �?> ����	� ������NC� ����� 	������ ����v������� � �����C�� 
���

Mi
��� � �rM � �����  ���	 �� ��:9 ���� s��� ������ ��y9���9C� ��� ������� !%A �����v� ��� �� ��y9� �����C� ��� � �J� �S��	 � �����S�� � � �:9����

� ���� �� ��x 	 �����IN����
Mi
�VM � !)� �� ����� �R9O�,� ��� �?> �J� � � �:9�  ��� � �:9Q�����K� �� :�,��������E��� � ��� �K��� � �������C�� � !

F���� �6>�� ��� � � ��� ��� �K���y� ��� �� ��� �J� ��������� �:9r������� �������C�� �������� �� :�,�������� ���������� ��	��� ��J� ��� ��� �� ���%� �
��� 	� ���	��� ���������k>�� ��� ����� � ������
��� ��x����:NC� ���,9� ���P�� ��� 	� ���	� ���9��:9��

Pε
� !

A ��� �����%9� ���� ����	� :9������ � ��� � ��� 	��� ������C��� ���� �� � � �k� �<=�������� 	����8��� �� ��� ��� ������� ���� �� �J��9�� ���
ES

z � � ���� � �����M
	 ���I�*�Q��� 	� ������NC� �y��� � ������ � � �:9 !_T ��� � ��� ����� �s� ��� �� ��� ���E��
C� �  :9������ � ������� � 	� R9��O9O���C��� ��� �?>�� �����
� ��� ������� � ������ ����	  ���	� ���9��:9*�

Pε
� !\
 ���E� ������P�� ��������� � ����� � � � ��� �����t9O�,����������� ������� � 	 �C� � ���v� ��C� �����kz

��� � ��� � �k� �<=���������	��S� �?>�	%�����:��� �����t� ��� �K���k� � � �k� �<= ��������	����K������ ��� ��� ��������� 	��� ����  �� � ���
ei,k

����� � 	 ���� 
� ��� �� ��� r�,��� ����� �� :�,����������

ei
� ����� � !@
 � � ���y� � � �I�%9����� ���� � ��������� ����������� ����������� �C� ��� � ��� � ��� � !

F�� ������ �� 	��� ��?> ��� 	� ���	� ���9��:9��
Pε
� �k� �����G����� � ���:9�� 	  :9��C9O���C��� ��� ���,� ��	 ���� s9�� �S��� � �� ��� 	 � �����S�� � � �:9E� � ��� �

�� ��� ��� �������D��	��� ����  �� � ���.9�� ����������� ����9�� ����� �:��� � � �� ��s���*9�� �������t� �� :�,������ � �k� ��	�	��� ���������� ��	������
� � �6� ����� 	� :9������:9C� ��� � ��� � ����� ��� �� :9 	��� �����   ��	�� ���t�p��� ���t� �7�<>�	 ���� ���O�,� �����J� �� :�� ����k� ��	 	��� �� �������n�����
�� ��� ��� ������� � � �������� ����� �� :���������P �����(� !_F ��� � � ���� �� � ���7> ��� 	� ������NC� � �k� �<=�������� 	��S� � !/� � �	� ���?> �J� � �I�%9<M
���� ���� ����������� ���� 

Mi
�<=�������� �?� � � �<=������������o� ��� � �K��� � �� ��� ��� ��������	��� �� ��� �

ei,k
� �  �����D9�� ���

ej
������� ����9

� �e>�� ��� �G�,�k� � � �<=������������ ���� ������� �����������
ei,k

� �� �������9�� ��� � ��� ������� ����9E� � �p� ��� � ��� � ��� ����� �� ���  ��6> ���
��� ���S�v�%�Y�����G���C��=�� �� :�,�������� ���� ��� �H9� ���\�tM � >g��� ���I��� ������� �

Mj
� !g
G� ��x 	 �����IN����

Mi = −1
�S��	�� ����� �

����� ����� ���J��9�� ���
ei

����� � 	������R9v� � ��� � �� :�,������ � �L��� � �� :��������QM � !H� ���� ���������> �J� ��������� � 	 � �����S�� � � �:9
�����H��� ������������� ����� �� ��� ��� ������� � 	��� �� ��� �s���

ei
�� ��������������� ���r�����H9�� �����H� �� :�,�I9����yM � !/N  ?> � ��� � � ��� ��� �

���y� ��� �� ��� E�,�k� � � �<=�������� ���.� ��� � �K��� ���� ��� ��� ������� ��� ����� �����
ei
���� ������o9�� ��� ������� ����9r� � !%� �~� ���I�� ��� �

� �



� 7 � 7��S� 8��/B � 9 � 8�� 3 �0�;5 D"'��)4 8�������� 4	5���9�� ��B0	 9B/���5	D � 3M>�4 $ 5 � � � �

����� �Q�,� � ����� �� :�,������Q��� �����S����M ��� ����� ��	������:9 	� :9 ����������<� ��� �t��� � ��M � !\A �r�����  ���	 �� ���� ��� 	� ������NC� �
����� ������ ���9�� ��� ������� ����9�� � !@F�� �� ��� ����� ���S� �������{��� � �����y� �� :�,�������� � �I�%9����� ���� �I9�� 	��� � :9������S���������
��� 	� �� � � ����� 	� �� � � ������� ��9� ����={� � !kA ������� � �  :��� ��� ���n�%9C� ��� ���� ���������h��� �� ���������N<� � 	 ��� � ����� ���
	� ���	 � ��� ������� � !

	 
�� 
�� � $'5>.,$ � A �B"%$';0. 7 & '� �!� 2&��  +7-&/1 � �! �' � �!56&/1
* � � 	��� ������C������ �� �:9���� �J� ��� ��� �� ���%� � AHI
 �����L�,� � ��� � �����C�� L����� �� :�,������o�k� ���}9�� ���

ei
�����L����M

 ��������C� ��� ��� ��9��L� ����P ���� � � �:9L��� ��� 	 ��� � �����,� �L����������� ���I��� �C��	� ���� � ��� �
ei
! � �������������?> � ��� ��� �� ������

	� ���	 � ��� ������� ��� � �:9� ���� � ��� �����kz

� /[Z\-�Z�)73(+735Z\d � B �5 8�'��74 B 408	@<8�� �	>�4�564	8��)40� � 4 �
Pε
��-�B 4�>�950'��79���4

Mi
=�	 � � ��� 9��

ei
: 9�� � � = 9��780B&	 �(�)D"'��)4

� 9<8 ��� D BL4T�D 8�� 4�9 � > �D��78 � �H4 ���BED � D"'��)4�=�41�&�;>.>�9��H=�4�4(> �H5��(� � 9�� �
ei

��9;5 :<4���9�� � � ����� � 8 �/5 �
B&	 � 5 �G40� � D F

ES
7

� /[Z\-�Z�)73(+735Z\d � B �5 8�'��74 B 4!��50� 5	B �	>�4&=�4��	3(�;D��C=�4����>A>�9���=�4&4 8���>�95 
 �: D 4�� -�B 4 > 9;50'��79���4
Mi

= 	 �(�
��� 9 �

ei
: 9�� �:� � = 9��)8 B 4�� 9<8����$9�� ��� �H4/���BED � D"'��)4.=�4��&�>A>�9���=M4.4	> ��5��(� � 9�� �

ei
� 4
�)4��(�O�	: D � 4	5

EE
7

� /[Z\-�Z�)73(+735Z\d � � ���/56� � ��5&� 5	B �	>�4?=�4�:GD 9 5	D B D�>��- 8 D ��� �&���)8�� 9 � 4 � � � > �>�4����L=�4�B0	 9�����5 4�� � D 8 8(9��M4
'�� 	 D BL4T�;D 8�� 4 =�4 8 ��� 9 � 8!F��5 >�9������ � � @ � B 41���1��B ��8	D 4��M5 8 �(@��(B 4 8�-.=������!B 4 8 >�950'��79���4 8 � �<8 8 �6=�4�� �+�(�H4
:<9B 4��M5 ��- � 4	B 9�8	D�� �)D � 4+'��74&B 9 ���BED � D"'��)4.=�4����>A>�9���=M4&9<8 8�� �(D��64A9��.�7950�����/5 8&=M4�� 4.��� � 4 8��(@��(B 4	8��
	 9
� 9>�9D 8 �&�	3(��� � ����8�'��4	 � � 4 >��;>�4�� � ��5U�0� D 8 7

� ���� 	� ������ �� ��� 	� ���	 � ��� ������� � >�� ������� �����s� ��� �� ��� ����k� � ���<= �������H����� � �C��� �L� � �J��9�� ���
ei
���� �� �J��9�� ���

ES
>��%9����� ���� �I9�� �����,� �C� ��� ��	��� ��� �R9O�,� ��� ���������K9�� ����� �� ��� ��� �����  ������ � ���������Q� �6� ������M��[M ���  ��r����� ����������� �

�R9������ ��� ��� �I9����<� !~F ��� � ��� � ������ ��� �:x ���RN<� �� �����	 ��� � �*�
Pε
�<> � ��� ��� � ��� �E� ��� �� :9���� �����  :9������S���������i���

	� �� � � � ���
	� �� � � �Q��� ��x����:NC� �r� ��9C������������� �t��	��� ����  E������9�� ������� ��9��t�
ES

�%9����� ���� � ���J� � � �:9�  ��� � �:9������
� �� :����������r� � !%N  ?> ���  :9������S���������{��� 	� �� � � � ��� 	� �� � � � �C��	� :��� ��� �������� ��� ��� ������� � �<=������ ��� ��� ��� � ���
  ��	�� � ��� �� ��������r9�� �����

ei,k
��� �����r9�� �����

ej
! F ��� �6> 	 ���� � ������� ��9�� ��� 	 � ���:9O� ��� �r���{� �� :�������� � > � �

�<=������������ � � �C��� � � �� �� �J��9�� ���
ES

!,A � � � �C��� � �������%9����� ���� �I9�	��� ������������������� ��� ��������� ������� ��������� ��	�M
	�� �����I9���� � �� �J� ��x 	 �����IN����v�

Pε
� � �I������� �K���k� ���U9�� ���

ei
������� � �����������

ak
�����I��� ��������� ��� � �J��9�� ���  :9��:��� � ��� �

ej
! � �� ����� �:9O�,� ��� �?> ��� ��� ������������� �J��9�� ���

ei
>@��� � �R9O�,� ��� ����� � ������� ���������r�%9����� ���� � ��	� :9������:9C� ��� �

��� 	��� ������� ���� ��� �����   ��	�� �r� ��9�� ����� !\A ������� � ��� �� �� ��� 	� ���	 � ��� ������� � !
� ���� �� ��� �� ��� ��� 	� ���	 � ��� ������� � > � ��� � ��� ����� �L� � �� �� :� ����� ��� ������ L��� �6> �7� � � �<= �������
��� � ��� � �����

9�� ���
ei
����� �� :���������M � > ������ �� � � �<= ����� �v���

ej
	 ���� ���O��� ��� � � �<=������������ � 	� ������� � � �R9�� ��� ����� ������� �

�J��9�� ��������� � ��� � ����� �
EE

!�� �
�	� ���?>����t� �� :�,������tM � ����� �� �������*� �� ��O9C� ��� � 	��� ���  :9������S���������o��� 	  �� � � �
��� 	� �� � � ����� ��x����:NC� �Q� ��9O������������� ���p� � ��	� :N�� ����	� ���	 � ��� ������� � � 1���� ����� ��	 �C��� �?� ��� �� ����� ���	��� ����  t���
�J��9�� ���

EE
��� � �7� � � �<=��������r���D� �� :��������

Mj
�����0��� � �J� ��� ���C�v����v�����

Mj,k
��������� �E9� ����=���M � !P� � �������

�k� ����� 	 � �����S�������� � ���J>@�,��� � �����,��� � ��� � ��� ������� ���I����� � ���������6> � � �<= �������Q��� � �� ��� ��� ������� � �� ��
EE

!H� �� 
����� �R9O�,� ��� �?> ���� ��R�,� � ������x ���:NC� � � � ��� ��� ��� ��� � �J��9�� ���

ej
>���� 	� ������� � � �R9

pj
	 ���� G���k� � ���� � �� � � ���

EE
�����

� ��� ����� ��� !�� �?>   Rq������ �J� ��x 	 �����IN������ �� :��� � ������� �6>
pj

� �K�%9�	 ���I�L��� ����� ��� 	� :9������ ������� �:x ���:NC� ��� ��� �

� �



$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B

�J��9�� ���
ej
!kA ������ ������� �� ��� � ������ ���������
<� �� ��������� � �J��9�� ���

EE
!O� �

ei
��������� �~9� ���� �r���

ej
> ���{� ��� �� ��

���v��
<� ���,�k� � � �<= �������Q��� 9�� ���
el
����� � ��� 	� �������� � � �:9���� �� ��� ��� �������

pl
���� ��

Ej
⋃

EE
����� � ��� ����� ���6>

��� ��� ������� ������� � ��� ������� ���I��� � � ��������� ���
el
!)N  ?> �J� �� ����������� �C� ��� �E�

ej
�����I����� � � �����t��� ��	� �������� � � �:9

pj
� �� ��

EE
!#A ����� �S��	�� ���,� �*�,�k� � � �<= �������U��� � 	� �������� � � �:9 � ��� ����� ���

pl.pj
� � ��������� �I�� ��

EE
�
	��� ����  

���
el
!I
 �r��
C� �  ����� ����� �C� ��� � ����� ��	�	�� ���,�I9K��� �:�,�k� � ���r��� �

ei
� ����� ��	��� ������v��� �J� ��� ���C�v����v�����E9�� �����

	 ���� �����:�,� ��������� 	� �������� � � �:9L� � ��������� �I�� ��
ES

����� � ��� ����� ��� !BA ����� � � ���� ���� � ��� �� ��O9C� ��� � 	%�����:��� � ���
� ���v� ��Q� ��9�� ������������x ���:NC� ��������P ��� !


 �
	� ���	 � ��� ������� � ���L� ��� �� �������� � ��� ��� � ���L� ��� �v���k� �
	��� ����  �� � ���e9�� ���
ei

���L� �� :�������� � � ����� ��� �
	��� ������H� � ��� �Cx������6> � � �<=������������ � ������� ���I��� 	 ���� ������� ��� ��� ����� �� ��� ��� ������� � ����� � ����9���� �� ��������������� � ����� �����
��������9�� ���������y� �� :�������� � �p� ��� ����� � ��� ����� �� ���  ��6> ���y� �� :��������Q���

ei
���� ��� �E�vM � � !

	�
��:
�� � 
�*�';> %�B"%$2;>. 7 &  9<&B1@*,� A &87:9 � "#�B"%1

 � ����� ��M � ����������� 	� :9��O9O����� ����� 	 �  :��� �K���t� ��� �� ��� K��� � ��� �������C�� K���*� �� :�,������ ��� ��� ����9��Q���o9 � ���

��������� � �� ��S��� ����� ���r� ��� � ��� � ���� ������
� � ����=.� � ��� � ������� ���I����P ������L� ����� � ����� ����� �� ��� � ����� ����=���� ��� �����
��� 	� ���	 � ��� ������� � ����� ������� ����9��7� !�
 � � � ����= � � ��� �
����������� ����� � ���S9��o����� � �� :�������� � ���� � 	� :9<��9  R9.�
����� � ����� ������ ���� � �� ?>k� � ��	� :N������ 	� ���	 � ��� ������� � > ��������� ����������� 	 �� �� ���v� � �� � �� � �� ��*���h9�� ���Q� ������� ���
�J� ���� ���������G��������	�� �� ! � ���D����  :9�� ��� �I�� ��6>I��� � ��� ��� ��������� �� :�������� � ���� ��� � ��������� � �� ?>I� � ��	� RN�� ���
	� ���	 � ��� ���������I> ��� ����� ��� � 	��� ������U� � ��� �Cx �����U� ��9 � ����� � �������������� ��� ��� �k� ������� �����Q9��:9 �<= 	����� :9�� !B� ���������
����� ������� ���I����� 	 � ���:9O� ��� � ���E��
C� �t� �� :�������������� ������� �6>�� � ��� ������ �� ��� � �t� ������N� ��6>%9O�,��� � ������� ���������
	 ��� � ����� ��� �r��������P ���� � � �:9Q������� 	 ��� � �����,���r��� ������� ���I���Q� ��� �������:�,� ��� ����� ��� ����� �?� � � ���� �� � ��� � !

A ����� ��� �������:x ���RN<� ���<=�	����� ��<M ��M � � �J� ����	�������� ��9�� ������� 	��� ����  K��� ��� ��������������� ��� ����������� �� :�,�������� �

�� �<=�	����� ��������� ��� � �C� ����� �����C� ��� � ��������� �� :������ ��:��� � ����� � ������� �� :���������� ������� ����9�� ����=

ei,k
����� ��9� ����=

� � !%
 ���%9�������� �� ������ � ��� � �� ��� ��� ������� � �� �� �J��9�� ���
EE

�����I� ����� � ���� �� ��� � ��� ������� ���I����� ���*P%=���� �K�����
� �� :������������*M � > ������ ����,� � ���D�%9����������� �� ��� � ��� � �� ��� ��� ������� � �� ����J��9�� ���

ES
� � � �� ������U� � ������ ���� ������M

� ���I����� ���hP%=���� �������v� �� :�,���������� � !+N � ���  ����I� ������	����n��� �6> 	 ���� v���e9�� ���
ei

�������I96> ���� ��:��� �
������������ ��S��� ����������� ��� �� �� ����� ������� ���I����� ����� �	� �������I9��6>���� � � ����=
��� 	 �� ���� ���� ���������
C� ����� � �C�v����Q���
������� ���I�����U� �?x ��� ������� �� R�,������ ��� 	��S� ��9������,97� !kA � �:x ���:NC� �  ���� ����� �Q� �<=�9��C������  :9�	@9���� ��� � �C� ��� � ���
��
C� � �:9O�,� ��� ��������������� ���������?>���� �:���k� � ���y�,� � �J� �<= 	@9� ������ ����� ��� �� ��y���.�%9<� ������� ��� � ���QP ���� � � �:9����
��� 	 ��� � �����,� �r��� ������� ���I���C��� ��������� �� �������  �L�����
� ��������C� ��� �E���.� �� :�,������������ � ����9������ ��	��� ������
����� ������� ���I� ���7>B����� �U�*��� � ��������C� ��� ��������� 	 ��� � ������� �U����������� ���I���7� !�* � ���:9O��� ��� ��� �����r����� �
������I�������I9������8��� ��������� � � ���y� ��9�� � ��� �����y�%9��������:9 !%� �?> ��� ��� �C���`�%9<� ���������QP ���� � � �:9 �k� ����������� ��� ���:9
	��� ��J� �<=�	@9  �� ��� ���6> � � ����� 	� �������������� � ��� 	 ��� � ������� ����� ������� ���I��� ��������I�� :9�� � � ����� ��	�������	����S� �����6>
� �� ����C��= ������� ���I�����E����� �� :�,������ ������� �����,� � � � 	 �C������� ��	���� 
��� ��r�������� ��S��� �I9���� !

��� �� � � ��� ���,� � �J� ��� ��� �� ���%� � � � �� ������ � 	����v��� 	 ��� � ������� ����� ������� ���I���UP ������ !�� ����M ��� ���� �� ��� �
� � � � ���  �<= 	����� :9 �J� ��� � �C�v����y����� �:9O��� ��� ����� ��� ������	����S������������ �� �� �� s��� � 	 ��� � ������� ��P ������ ��
 ��	� ���	 � ����M
������������� � ��� ���� :9�	 ���I��� ���������Q�,� �����������
	��� ��J� � �  �� ����� � ��z

� /�Z�-�Z�)[3c+735Z@d � ��40>+�&�69 �)D 8	>�4�=�	 4�����B��5 9 � D"���AD ��=��/D� ��9;5 B&	 9;B ���;5 D� 3�>�4�=�4
�	3(�;D�� =�4
���>A> 9 ��=�4!�����H=��MD�
� �(�H4.4�����B��5 9 � D"��� 4T�<3/9 ��8�� D :<4 =�4 B0	 4 8,��9�� 4.= 	 ��� 9�� 8 ����8�'�� 	 � � 4�'�� 	 � � 4 ���B D� D"'��74 ��9 5	B 4!8��D� � 50� �M:X� 4 7

� ��� ��������� �y���k� � � �<=��������Q��� � 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I���vP ������ !@F�� ��	� :N�� ����� 	� ���	 � ��� ��� ����� � > � ��� �
�H �" 3652< ,HB�</.�(O3K)+<'1HBJ>:#E%=3 .�3U5�<'%'< )+? > 2 ,�B�#&/�1!%'<')+<-0 ,�#E>.#&(�1NBOB 3KB >.#7>.?*/�#*B >;>.#&%=3L(O3K)+?K,!1!-+<'#6>:#E/:-+1N5.%-MHBJ# .�9:?�# �H3)2)+#�<'B )+#> 2 1A5J6 #*(*)+< @�R�. 3A5�<'%'< )+?�� 3K)2)+#�<'B )+# � (�1H,./ 5��:-F>.# %@2 1A5J6 #�(8)+< @>VL1!, /:-+1N5�% MHB # >:# GX<=3A5.<=%'< )+?SR�%'# 5�L.5 )�MHBJ# B�# 521!-2) 6 3AB 3!<'5F>:# 5+3

��1!B�# >:# GX<=3A5.<=%'< )+?�V
�4�



� 7 � 7��S� 8��/B � 9 � 8�� 3 �0�;5 D"'��)4 8�������� 4	5���9�� ��B0	 9B/���5	D � 3M>�4 $ 5 � � � �

9�� ���� ��� � ��� ����� ������ � �����	 ���I� ��� ��� ��� �� ���P ���� � � �:9 ��� �������C�� r������� �� :�,��������7> ������� ���  ����P��L�,�k� � � �<=��������
��� ��� ���C�v����v� ��9�� �����

ei
���

ei,k
>���� � �����C�� E���r� �� :��������Q� �[= �S� �����n� � 	 ���� E����	� ������NC� ��� � ��������� � ���

� � �������������� ��� � 	 ���� G��� 	� ������NC� �t����� ������ � � �:97� !M� ���� H��� 	� ������NC� �t����� ������ � � �:96> ��� 	� ���	 � ��� ������� � � ��M
������� ���,� ��� ���H9�� ����� ������������� �G� ����� ��� � 	��� ��������k� � � ��	 ��� � �����,� �KP �������� ��	 �C������� � ��� ��� �C��� � ��� 	 � ���:9O���� 
���L� �� :�,�������M � >g� ��� �C���L� ��� ��� �H��� �J� ��	�	� ���� ������� �����z ������� �� :�,��������  ������ � � ������� ������� ��� ����� ��� �s�
� !,F�� ������ ���	��� ��?>��J��9�� �S��� �����������n� � 	 � �����S�� � � �:9�� ���s� ��� � 	��� � ��������C� ��� �s���U� �� :�,�������� � � �5� �� :�,������
� ��� �������(�s�rM � z ����	 � �����S�� � � �:9 �k� ����� 	��S� �0����� �����  :9������ �?x,9�� !�A ����� � ��� � ��� ���,�k� � �  ������ � ���� �  �������  ��C� ��� �
�����Q� �� :������������ � > ����������9�� �S��� � ��������� ������� ����� �:9�� ��� �����I����� ��� ���o�%9�������� �� ������ � ��� � 	 ��� � �����,� �����
������� ���I���.P ������ !�� ���� ���� 	� ������NC� �o� � ��������� � ���D� � ���� ����������> ��� ��� � ��� �L�,�k� � ���<= �������n��� � 	 ��� � ������� �
P ������6>�������� ���  ����P���� � ��� � � �������,�k� � � ����� 	 � ������ � �t� � ��������� �I�� ����J��9�� ���

ES
!_
 �� ��:��� � �J��9�� ���

ES
�k� ����� 	����

��������� � �?>������ � �����C�� ��#�����0� �� :���������� � � ����� � 	����#�������� ��S��� �I9���� ���0��� � �<=�	����� ��������� ����9 �������  ������ �J� ����	������
� ��9�� ����� ������� ���I9�� !~A ��� ���<M ��� ����� �<= ����� ����� ���������� ������� ��� �� ��O9C� ��� ���

ES
� 	%�����:���k� � � �<=��������r��� � 	 � � ����M

�� � � �:9�� � ��������� �I�� ��
ES

� !\
 � 	� ���	��� ���������`������� � �����<�  � ����=D� �� :���������� ����� � � ��9�� ����=�9�� ����� ������������� �
� ������� �E� �J� �������������� ������������ �� �	� �������I9�� !�N �
������������� ������ ������ ��	 ��� � ������� �yP �������� � ��������� � ���Q� � ���� ���������
� 	��� ���x 	 �����IN����U�

Pε
�<>���� � ������� ���I�����<=%9��C���:9��Q� 	��� ����  �� � ���D9�� ���

ei
�� ������� �t�����o�������,����9�� ���

ej
!

	 
�� 
 � �F;0.	�>&/ %56&/.,A & & " *- �B7-$2AC"%$2=,$�'$ " ��7-&  9<��'56;> $ " � � & �F= �


 ��	� ������NC� �r������� ����� � �� ����� ���r�����J� ��� ��� �� ���%� �Q� � ��	�	� ���� ������� ���� ������� ����� ���C� ��� �� :9� ��9 !7� �
�	� ���?>
� �C��� �J� �[� ������� � ��� � �� ��� ��� ��������� ��� � ���   ��	�� �*� ��9�� ����� 	 �C����� ������P��� ����� �����C�� �������� �� :�,�������� ! � �
��� � ���v� ��*� ��9�� �����������vP%=�96> ��� � ���v� ��*��� �� ��� ��� ������� �������v� �� ��O9C� ��� ��P ��� ���?> ���� ��:��� � � �����C��� �.�����
�� ��� ��� ������� � 	 � �����S������ �v9��:9��<= 	 � �� R9��6>������s� �� :�,�������� �k��9�� ���S� ��� � 	��S� � !_T ��� � 	 ����� ��� ����
C� � 	� :9��������� 
��� � ���
����� ���� ����� ��� � � ���C� ��� ���C��	 �QP ���gz ��� ���C��	 � �����Q� �[���� :9 	��� ���� ���C��	 ���,�k� � �G� ���I�� ��� � 	 ���� 
� ����� ���� �J� ��� ���C�v����t�����s9�� ����� ���������  �������������� ��x����:NC� � ��� �<=%9��C��� ��� �s��� � ����������� ��� ����� �� :� >_� � ������� �
	������������C��	 � !


 �  :9���� ���L��� � �C��� �:9 �����r������������������ ������ �������� ��L���  :9������ � ���r��� �J� ��	�	� ���� ����� � ���� !k
 � 	� ���	 � ��� �������
� ����� � � �J� � =���������� ���o� � ��� � ������� ��� ����������� ��� ��� �� ��.���   ��	�� �D� ��9 � �����L�%9����� ���� �I9��p9�� �����U��� ��x 	 �

ei���
ei,k

> �� ��� ��� ������� � ���n9�� ����� ���� ���� ������=
EE

���
ES

����� ���D� �� :�������� ������� ����9 ����=a9�� �����i� ����� � �����
��x 	 �����IN������  ������� �������� ������9�� �,���I9���� 	 ���� �J� �������� ��������� � ��� ��� � �C�v������������,� �n���U� �� :���������� � ! � � � ���J>
�������C��= ��	�	� ���� ������� ������v��������� � ����� �����I����������� ���.���C��=   ��	�� ���v� ��9�� ����� ������� ������� ���?> ��� 	� ���	 � ��� ������� �
	� ������ �y��� � �����s� �� :���������� ���������� ������� ��9� �����C� ��� ��������� �����,� ��� !%
 � ����� ��M ������������� 	� :9��O9O����� ��� 	� :9��������
��� �6> ���� ��R�,� � �J� ��� ��� �� ���%� �n� � ��	�	� ���� ����� � ���� �� ������ �L��� � 	 ��� � ������� ����� ������� ���I���n����� � �J� �<=�	@9� ������ ���
�k� � 	���������� ���*�%9<� ����� ���QP ���� � � �:96>������ ���<M ��� ����� � � � �� ���������C� ��� �� :9�	@9��:9�� !PN  ?> � � 	 �C��� �<=��������� 	��S� �����C�� ��
	 ��� � ������� ���sP ������������ ���v�%9�������� �� ������ � ��� ��� � ��� �� ��<M ��� �����K�%9�	 ���I�.��� ���  ���� ����9 �������  �� ��� �� ��y���C��= ������M
� ���I�����Q������
C� ��� �� :�,������ !BF���� � ��������� ���<=����6> � �#� ������������I������� �� ��J� ���%9��L�,� � �J� ��� ��� �� ���%� � 	 �C���
����� � �� ���� � �� ��y��� � 	 ��� � ������� �L����������� ���I������������� � !%� �� ����� �� ��6> ��� 	 �C���r� ��� �� ��� ��� 	� ���	 � ��� �������
�:��� ����� ����z

� /[Z\-�Z�)73(+735Z\d � � ���/5 � ��4��78 4	>65	B 4 =�	 ��� 9�� 8�=���� � ��-PD B/4T�D 8�� 4 �(��4��78 4(>65	B 4 =�	 9<8 8�� �(D 9 � D"���781��� 9 ��� ���>A>�9���=�4
F��5	>�9�� � �(�H4����BED � D"'��)4?=�4 ���>A>�9���=M4 ��9 5	B 4 ��4�� � 4	5	>�4?=�	 � 5 �G40� � D F � � =�4�:GD 9 5	D BED �>� �-8 DL4�� 8 4��MB 4	>�4�� �
8	D B&	 9;B ���;5 D� 3�>�4C=�	 9�����564�� � D 8 8(9��M4 $ 5 � =��&�&� �M: 564 �(�H4 ���BED � D"'��)4?=�4 ���>A>�9���=�4 ��9 5	B 4 7 $ 4�5��	8��/B � 9 �!4 8��
:<9B 9 5	B 4A=�9��78 B 9�>�4	8��/564���� B 4 8+�&����� 5 9D���� 4 8 9<8 8�� �(D��64	8 � B 9���50�����<8 D� D� � � 8�� � ��8(9�� D 8 F(9D� 4 8�7


 � 	� ��C�����L��������������	� ���	 � ��� ������� �����r���  ��������C� ��� �v�%9O����� ���U��� ��� 	� ���	 � ��� ������� ��!BA �� :9������ � ���������
� � �:9� ���� � ��� � � �� � �  ����I� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
 	� :9O���������S����6>�� ��� � ��� � ��� � �� ��� � ��� �8��� � ������� �C��� � 	 ��� � ������� �
P ������ �k� �����t�%9�������� �� ����6> ������ �� � � �k� ��� �<= ������� 	����?>\����� ��� � ����������� � ��� ��� � �J� ��� ���C�v������ ��9�� ��������	@9�����P�9

�#�



$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B

9���5	D�5	D !�
 �r� ��� �E���k� � � �<=��������r��� ��	 ��� � ������� �QP ������ ���t�,�k� ��� �C��� � �k� ����� �� ������,9���  Rq������nAHI
 ���  ����P��
��� ������������� �� ��� � �����E� � ����� � ��� ��������� �����J� ��� ��� �� ���%� ��� � ����� � 	���� � ��������� ��� ����� !

	�
��:
�� � "%$�2$214�B"%$';>. 7-&  9<��'56;6 $ " ��� & � = � E
α
I


G� ��� ��� �� ���I� �yAHI
G� � � 	 � ���:NO�������L�%9<� ����� �S��	 �� �� ��� �?>,����� � � ��� ��� ��� �� ��� ���� �G��� � =��C��	����K� ��� � ���
������������� ����� ����� ��� !M* ��9�� ��� �����G� �� :���I9E� � �?� � � �<= �������K��� ��	 ��� � ������� �E��� ������� ���I����P �������	���� � ��� � 	��� 
�����S����M ��� ! N  ?> 	 ���� ��� 	� ������NC� �v���������x  �� � ��� ��� �����  ��� ������������� �:��� ����� ���7�<>I � ��� ������	i� ��9�� �����E��� �:x ��M
�:NC� � ����� � � � ���S� �s� ��� �s��� � 	 ��� � ������� ��P ������E� ������� ��� �J� ���� ����������!%A ���������  ����P��E��� �� � ��� ������	*� ��9�� �����
��� �r���h� �� :�,������ � !O� � 	��� ������C��� ���� ?> 	 ���� Q���`��
C� �U9�� ���?> 	��S� �����C�� �� ����������� ��	 �C��� ��� �Q� ��� �� ��*���
9�� ���s����� �� :�������� � !�F ��� � ����� �����I��� ������� �?>_��� ��� ��� ����������� � � �������  �y
�� ��� ��� �� ���%� �y��� � � ����=���� �J� �����������
� �I������� �t���k� � �\� ����� ��� � � �������  s��� � ��� ����� �� :� !7N � ������	� ����I�.� ��� � ����� �����I��� ������� ����� � ���E� �� :����������
� �k� ����� 	������� :N�� � ��� �� �� ������� 	��� ����Q�,�k� � � � ��	 �� �� ��� 	������������  �� ��� ��� ��x����:NC� ��� �� �� �J� ���� ����������!


G� ��� ��� �� ���I� �iAHI
H�
α
�  :9�������� ��� 	 �� ����������������D��� � �C��� �:9 ��� �<�  ��� �L��� ��� ���C�v����.P ���E���.� �� �M

���������� � � ���� ��L9O�������  �������� �� �� ���U� �� :�,������ � ��� ���U� �� :�������� � !0
�� � � � �� ������ ������ �� ������ ����H� �� ���� ������ ��
���C��=L9�� �����H���K� �� :�������� ���� ��������C� ��� � 	 � ��� ������>� ���� ��9�� 	��� G��� ���� ��� ��� �������k>_� 	 � ���:9O���� H���C��=L� �� :�,��������
��������� � ����� !�N � 	 �C��� ������ ��?I  ��C� ��� ���� "J � �� �� �J� ��������������   Rq����n� �J� ��� ��� �� ���%� �n��� � � ����=`� � �����������k> ���
9�� � � ��� ���J� � ��� � ��� ����������	 �� �� ��� ��� ���Q���
����� �� :� !

F�� ��� 	 ��� � �.�����_� �����I9��� ������ �6> �J� ��� ��� �� ���%� �hAHI
G�
α
� ��� ������	 �� ����{�������h��
C� � � ������N� ��i�,� �

AHI
G� � � !�F����  :9������ � ����� ������	��� �������� 	 �C��� ��� ��
��� ��G� ��� �� :9�� 	 ���  0����� 	� ������NC� ���8� � ��������� � ���s� � �������������� !
� ���� ������ 	� ������NC� ������� � ������ � � �:96>����������C��= ��� ��� �� ���%� ��� ����� � ������� ������� ��� !�
 � � �����C�� ����

α
> 	 ���� 

α < 1
>

�k� � ��;I� ��� ��� ��� �C��� �C� ��� � ���  :9������ � ���8��� �J� ��� ��� �� ���%� �6>��6� ������M��[M ���  �� ��� 	 ��� � �����,���G��� ������� ���I��� ���������� � !

� ��� � �E� ���H�R�8�\�  � � � �B�~��� ��� �\� � ���\�  � ��� � � � ��� ��� � � � � � �

	�
�� 
 J � �:9<&/.0"#&/.-7-;>.,1 � . ;��-1 *,�! � $ .-A  ��� &/.0"#��2$ " � � 

�  ���� �������J� �<=��C��	����r���
	� ������NC� �Q���
�����x  �� � ��� � !I��� �� � � ��� �����k� ��� � 	 ��� � �����,� �Q��� ������� ���I� � ��� �

9��:9K�%9�������� �� ����6>,� ������� �s�y��� ���� ��������� ��� ����9K� ��� ����� � ���� �� ��� � � � �����K��� �����x  �� � ��� � ! � � ��� � 	������ �<M ��M � �
��� ��� ���S���� �����r�%9�	������O9��U� ��� �r��� � ������ � � ����� � � � � ��� 	��������<M ��M � � ��� ��� ���� �� ������ ��U��� �����x  �� � ��� � �����
� ������P�9��U� ����� ���� �� ���������D����� ������� ����=*�v�� ��?>_����� ����� 	 �������r��� � ����� ��� �������������� ����� ����<� �QT ��� � ������������M
���� ������ ���,� � ������x ���:NC� � 	%������� � �?� ��� ��	����� K� ����� � ��������C� ��� ��� 	 ���� ���������� �I�� ��r��� ����� � ��� ��� ���S���� !)�@� � �
���D9�� ��� � � ��	�������6> � �~� �� ��� � 	� ��C��� �r��� � ��	������ �:9���� � � � �� :9C� ��� � ��� � �:9 !

T ��� ����� ����� �Q� ��� �� ��� v� ��� ����������� ���������������,�k� ��� 	 �C��� ����� �� �� �  Q����� 	� ���	� ���9��:9��v9�� ���� �����v� ��� � ���
������������� 	� :9��O9O����� ��� 	 ����  �� ��� ���  �J� � � �� :9C� ��� � ��� ���:9K��� �J� ��� ��� �� ���%� �EAHI
G�

α
� !,A ����� ����� ��� ����� ��� � � �S� ���� :9

� ��� ����� ������������� ��	�	�� ��� ����� � � � !�Q�!

	�
�� 
#	 � �/A ; � �>&  #"#&87 & '� 1 �-*-*- &/1314$2;>. 7:9 �,. & A $2= 2&
T ��� � � � � ��� ���,� �6>��%N������ � ��� �:x ���RN<� � � � �� ��������y� ��� �����*9�� �������t� �� :������������� ��������C� ��� � 	 � ��� ������>

���n�L9�� ��������� �.��� � � ����=e� � ����������� �S��� 	 �� �� ���L��� ��� 6�������� U� ������	 � �� ���� ������ ����������������  ����� ��� �I9
� �J��9�� ���

ES
� !0A ����� �k� ����� �  ������� � ��� ��� ����� ���<=����  �����	 ������� ��� 	� ���	� ���9��:9��

Pε
� !kT ��� ������	�	 � � ��� �Q�,� �

��������� 	� ���	� ���9��:9 ����� � ��������� ��� ��� !0F������ ��� � ���� ��6> ���G����9�� ���
ei,k

��� ��x����:NC� � 	 � ���:NO���U��� � �� ��� ��� �������
� �� ��

ES
> � ��� � � � ����� �v�,� � ��������� �� ��� ��� ������� �����Q�������,� � !BF���� �6> ������� � � ����� ��� ��� �� ��� ��� ������� � �� ��r���

9�� ���E��� �~9� ���� �E� �
ES

�������%9����������� ������ 	��� ����  E���
ei,k

> �6� �����E�,� � ��� ���S���� �k� �<= ������� 	��S� � �����,�k� ��� ���������

�#Q



� 7 � 7 � 50����5	D ���>�.=�	 D ���(5U�	>�4�� � 9BED �>�.=�4 B0	 9B/���5	D � 3�>�4 $ 5 �

��������� ���S����E� 	��� ����  s� � ��� ������ ���9�� ��� !�T ��� �G9�� �S��� � ��� � ������ �� �J� ��� ��������� � �� ��� ��� �������n���
ei,k

���� ��
ES

>,�����
	� �� � ����� �6> 	���  :9 �����������k>������ ��������C� ��� �������8� �� :�����������������x ���:NC� � !;�@� � ���k� � =�������� 	��S� �#��� ������� �<= �����
� �J��9�� ��� ���� ���� �����

ES
� ��� ����� ���y��� ��� �:��	�	� ������������.��� ��� �� ��� ��� ��� ���B>�� ��� � � � � ��� ���,� � �J� ��� ���C�v����r�����

� �� :����������t�����09�� ������� ������ ��������C� ��� � 	 � ��� ����� �t����� �����I�� ���� �y9� ����= � � ! �@� � � �<=�������� 	��S� �����C�� ��y9�� ����� � ��9��
�
ES

> �J� ��� ���C�v����������y9�� ����� ��	�	��� ���������� �Q�U��� � 	 ��� � ������� ����� ������� ���I�����C��	� ���� � ��� � ��� �� ��� ��� �������
�:��	�	� ��S�L9�� 	 ���� � ���� � 
��� ���� �,��� P\9�� !IF �C��= � ������� 	� :9������ ����� � 	 ���� ���y� �� :���������������� ����9r�����o9�� ���

ei������	� ����E� ��� ��� �
� � �C��� ��	������ ��� ��	��� ���� �� ��� ��� ������� ����	�	� ��S�L9���z

� � � �<=��������v��� ������ �� � � �C��� � ��� �� ��
ei

���
ES

z@� ��� � ��� � ���?> � ��� � � � � ��� �t��� � ���v� �� :������������
ei ��������� ������ ��������C� � � ��	 � ��� �����K�5� ����� 	 ���  � ��� ��������� E����� �����C�� � !

� � � �k� �<= ������� 	������ � ������ �� � � �C��� �
��� �� ��
ei
� �

ES
z_� ����� ����� ���?> � ��� � � � � ��� ����� � ���t� �� :��������y���

ei
���� ��9� ���B� � !


 �
	� ������ ��� ������	������ � ��������	�	� ���������������� �������S���� ����� ��� ��� �J� � � ��� ��� ����� ��������	�	� ��� �������e��� ���
�� ��� ��� ������� !

	 
���
 � � �BA ; � �>&/ #"#& 7-&  9<� ?4; � " 7:9 �,. & A $'= 2&
T ��� � � ��� � �� ���������� �r� ��� ����� � ����������� ������� �U� �����S������� ��� ����� ��M ������������� 	  :9��C9O����� ��� !k��� �� � � ��� �

���k� � 	��� ����  �� � ����9�� ���
ei,k

� ��� ���%9��������  ������ �#��� � � ����� ��� ��� �� ��� ��� ������������ ��
ES

������ ����,�k� ��� � �� ��� ��� �������
� �� ��G��� ������ ��t9�� ��� �<= �������E�%9 ����!�
 �  �����	 �����s��� ����� ���<=������

Pε
� �S��	 � ���E���k� � �\x ��� � �C����� ��� ������P�� ���������

��� �J� ��� � �  ������ �C� ��� � ��� �� ��������� ��� �s� ���t� ����� 	��� ��� �[�������G������������� �� ��� ��� ������� � �� ��
ES

��� ��� ����	�	� ������������
��� �J� ��� ��������� � !P� �
 :9 ����������� � ��� � ��������C� ��� �?>I��� ��� ������P�� ��������� ������� �� :���������� ������	 � �����S�����z

� ������9�� ����� 	 ���� �����:��� �����s��� � ���<��� � � �� ��
ES

����� �������������S����   Rq��������J� �[��������� � ������ ��� ��� ������� ��� �
���o� �� :�,������r� ������P�9v� � !

� �����H9�� ����� �C��	� ���� �:9�� 	��� G��� ��	 ��� � �����,� �E��� ������� ���I���6> 	������ ��� � 	��� ������ ��� ��� ������� �:��	�	� ��S�L9�� ���
�� ����������� ��� ���

ES
��� �t��� � �� :�������� ������� ���� ������� ��������C� ��� ��	 � ��� ������>\� ����� ��� �������C�� y��� ���C��=_M ���

	 �C��� 
��� ���� ������P�9�� !

	 
���
�� � �BA ; � �>&/ #"#& 7-& 2� 1 � *-*, %&/1313$';0.�7 9 �-. ;6=,1@"#� A	'&

�� �	� ���E��� �����:��	�	� �������������� � ��� ��� ���� ����Q� � �� � ��C�� t� ��� � �J� ��� � �  ������ �C� ��� � � ��� ��������� ������ � ����	 ��M

� � ������� �Q����������� ���I���v��� ��x ���:NC� � 	%�����:�,� ������� ���<M ��� ����� ����� �:9�� � � 	��S� ��� ����� ���� ������E9�� ����� ��� ������	����S������
� � 
��� �� ������� �����:9��E� �J��9 � ��� ���� ���� �����

EE
!%� � �k� x ������� ����� �C��� �� ����� ��� 	 ���� K��� � ��� ��x����:NC� �y�%9��������  ��

���������*� ������P�� ������������� ����� ��� � �  ������ �C� ��� �kz � � �S���s� ���I�� ��� ���<=%9��C������ ���� ��� ���C�v����*��� ������� ���I�����
� ������� � ������ ��� ��� ���C� ��� ��� �J��9�� � ��� 	 ���� v�%9��������  ��  ��� � ��������C� ��� �?> ��� �J� ��� ��� �� ���%� �n��� � � ����=`�������
������� ���I����� ����� 	 �� �� ����	 ��� !


 ���%9�������� �� ����G��� ��� �:��	�	� ������������Q� � ��� � ������ ���G� � �� � ��C�� �� �����k����� ����� �����,� �C� ��� �8� ��� �k����� ��� 	� :9������ !
�  ���� ��� � �J� �<=��C��	�������� �����x  �� � ��� � 	 ���� � � �S� ���� ��� ��� � ��� !��_��	�	 � ����� ����� � ��� ��x����:NC� � � � 	%���������  ��<M
����� �I�� �� ��� ���S����6>�	��� ��������k� � ������� ��� ������ :9�� � �� ��� ��������� !�� �_������� ���C��=�M ��� �����  ������  :9��E����� ��� ��� ��� �����I96>
� � �S��� ����� ������ ���	 � �����S����U� � ��� ���� �� �J� ���������������!0F ��� � ��� � ���?> ��� 	 �C��� �S� �� � � �� ���� � ���� ���:9� ��� ���S��	����
	 ���� Q�%9��������  ��  ���� � ��������C� ��� �v������� ����� �������� �� !k� � ����� �r�����:��	�	� ��S� ��  :9�6��� ��N� ��C� ��� ���J� ��� ���C�v����
����� �� ��� ��� ������� � � � �����J��9�� �������� ���� �����

EE
>����������  ���� ����� �E� �������� �� � �� �J� �<=%9��C���������D��� ������� ���I�����������

9�� ������� � ����� � ����9���� ����	��� � � ��� � � �����
�J��9�� ���
EE

� ���
���� � �� n� ��� �U��� �� ��� �������7� !�A �������o� ������P�� ���������
	 �� �� ������� � � ��������� �����<=�	����� ���������`������9�� �����?>~����� �� �������  �.� ������	 �6�� �� ���n�%9�������� �� �������� 	������ ����
� ������� �t� �J� ���������������!

�%R



$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B

	�
�� 
�� � �/A ; � �>&  #"#&87 &  9<�/?@;�� " 7 9 �-. ;6=,1@"#� A	'&
A �������Q�%9����������� ��������t� ��� � �����:�� ���� � �C� ��� � ���� ��:�,�k� ��� � �� ��� ��� �������
� �� �� �J��9�� ���

EE
�������� :9O9��v� 	��� ����  

� � ���a9�� ���
ei,k

	 � � �:9O� ��� ���%9 �:�{��� �
�� ��� ��� ������� � �� ��L��� ������ ��D9�� ��� !�� � ���*P ��� � ���  �����	 ���������
���
����� �� ��� � �����

Pε
�<>�� � ����� �K� � ����	�	� ��S� �� �J� ��� ��������� � �� ��� ��� ���������������� �[���������� ����� ����� ������� �t�

EE
!

	�
�� 
 � �F;>.,A	��,14$2;>.���2$2&/.8&B.>"# %& 2�+A �!*-� A $ " � 7:9 $ .-A  ��� &B.>"#��2$ " � 7-&  9<��'56;> $ " ��� & �F= �

& "� 9 $2.�� �! $2�!.0" 1@"3 �-AC" �  &� &/.-56&/.-7- �8*,�  E
Pε

I
� ���  �����������  ����� �� �����:N� ��r� � � � �� :9C� ��� � ��� � �:9r�����J� ��� ��� �� ���%� �vAHI
H�

α
�<>�� � � ��� ��� ����������	�	 � ���� K�,� �

��� ����� ���<=����v��� �J� ��	 	� ���� ������� ����  �����	 ����������� 	� ���	� ���9��:9*�
Pε
� !�� � �	� ���?>�� ��� � � ��� �t�������� � ���� ����	 � ��M

����������	 ���� r���������� �� �� y��� ��� ������P�� ���������h��� �J� ��� � �  ������ �C� ��� ��� � ������i��� �����C��=���NC� � �� ��� ��� �������`����� �

��� �� �� :9O9��Q� 	��� ����  �� � ���D9�� ���

ei,k
� !


 ��	� ���	� ���9��:9{�
Pε
� 	 �C��� 
��� �� �_� � ������� �n��� � � ���� ������ ������ �� ������ ��������   ��	�� �6>��
�J� � � ��� �� ���� ���

����� �� ��� � ���U� ��9O����� � �S� ��  ���� ����� � ������� �� :����������Q� ��9�� ��������������� � � ! � � ��� ����� �����%N� ��L��� ������������	� ���	� ��S9��:9
����� �.
��� ��  �����	 �����:9��*��� �����,��� 	�������� ���C��	 �?> ��������� � ����� ���n��� �� :9 ��������� � � ��� �n���C��=���NC� � �� ��� ��� �������
�
	��� ����  �� � ��� 9�� ���

ei,k
� � � ��� ����� ����� � � � �� ������ � !�� ���� ���  R9 � ���� �  7> � � ����� ����� ����	�	� ��S� �� �J� ��� ��������� �

�� ��� ��� ������� !g
 �t� ������P�� ������������� �J� ��� � �  ������ �C� ��� � ����� ������ �� 	 �� �C� � 	��� ��� ��x����:NC� � ������� ����� �������%����
��	@9� ��������� � � �[� ����� ���v��� ����	�	� ������������e��� �� ��� ��� ������� ���
	��� ����  �� � ���h��
C� ��9�� ���

ei,k
!B
G� �� ���� ������������

��� ��� � ��������C� ��� �n� �� � ���� �� ���   ��	�� �.� ��9�� ����� ����� ��� �� ����� � 	� ���	  ���9 �R9.9C� �� ����� ���o��� �J� � � � �� ������ �
���� �� ������ ���� ����� ��MS��������� ��� ��� 	� ���	� ���9��:9��

Pε
� !

A � � ��������C� ��� ����� � �C�� ���� �J� ��� ��� �� ���%� �oAHI
 ����� �	� �������I9�� ���S��	����C� ��� �?> ����� ������P ��� � ��9�gN� ��<M
� ��� ���J� ��� ��� �� ���%� � � ! � >�	����� � Q�z ���
��� ��� ���D��� ��� �� :9 ����������� � ��� � �� ��� ��� �������k> � � �:��� �K���  ��� �� :���� ���
��� � ������ ����� ��� ��� �������
	��� �� ��� �K���

ei,k
�<= �������y�I9��:� � � ��� ����	�	� ��S� �� ��� � ����9�� �I9 ��� � !IF ��� � ��� � ����� � ��� �

����	�	� ������������k>�� �%� ����� ��	�	 ������ �J� ��� ��� �� ���%� � � ! � > 	����� � ��> 	 ���� ���� ��������� ��� �����I9� ���� ����������� �� :���������� !

 � 	 ��� � ������� ����� ������� ���I��� ������������ ��t� ������P�9�� �������� ���� ���C� ��� � 	��� �J� �[����������� ��� ����	�	� ������������ � � ��� �
���S������ �6� ������M��[M ���  �� 	��� ���t�%9�������� �� ������ � ��� � � ����� ��� ��� �� ��� ��� ��������� �� ��

ES
�<> ��� � ���%�,� � 	��� �J� �[� ������� � ��� �

������ ����L� � �� � ��C�� ���� �6� ������M��[M ���  �� 	��� ���*�%9�������� �� ����L� � ��� ��� ��� ����� ������ ��� ��� ������� ���� ��
EE

� ! 
 � 	� ���� �����
������	����r������� ����	�	� ������������o� � ����� ������ ����r� � �  � ��C�� �� �B� ����� � � �:9� ������ ��� ���r�,� ��� ��� � ��� � ������ ��� ��x ���:NC� �
����� ������P �I9v� ��� �E� � ��� � �C�v����� ������� ���� � �t� ��9�� ����� � ���������� � ��� � 	 ���������  ��������� �I�� �� �J� ���� ����������!\F ��� � ���
� ���?>�� � ����� ��9������ � ���  ��v� � �[���������� E��� � ���� ���:9� ������� ������� ��� ��� ���k> ������� ���I� ��� �  :9�6��� ��N� ��C� ��� � ��� ����	�M
	� ������������������ �� ��� ��� ������� � � �  �

EE
> �[P �n����	 �� �� ������ ������ ��� ����� ��� ����	�� ������� � �<= 	����� ���������k> 	 �� �� ����� ��� �

��� 	 � �����S����r��� �� ��������� K����� � �C��� ������ �� �J� �������������� !

� ��� � �E� � ��� � � �� � � � �y� � � � � �

	�
 � 
 J (@.0"# %; 7��,AC"%$';>.
F ��� ����������� �������������k> � ��� ��������� ��� �y��� �<=��C��	�������	�	�� ��� ����������� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
 � � �S� ���� ��� ���J� ����M

����� � ���r� � ��������������%z�����	� ������NC� �Q���
�����x  �� � ��� � !IT ��� ������� � ������ ���� � �J� ��� ��� �� ���%� ��AH�
G�
α
� !

, ������� � � � �������������� �kz
� � ������ �� ���D9�� ������� ��� ����� 	� ���	� ���9��:9�� ���������K�%9<� ����� �K��� �J� ��� ��� �� ���%� ��AH�

� ������	��� ��� ����� 	 �� �� �� �� ��� �����E�����J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
 � � ��� ����� ��������� � M 
 � �� ���� ��

�#S



� 7���7���50� 5	B �	>�4A=�� B 9 5	@5 D � � 3�4

	 
 � 
#	 ��;>13$ "%$';>. 7 ��*- %;6=�'	�� &

�� ��� � �  ������ �C� ��� � ���������  ������ ���� ���E�%9�������	@9 ���U��� ��� � �C�v����� :9�6��� ���� s����� ��� ���?>�� �����C��� � ������� ����9��

�L��� 9�� ���t��� ��x����:NC� � !@A ������� � � ����� ����� ����� � � �����6> ����� � � ���C��	@9�� 	��� E���D���� ��� 	��� E��� � ���S���� ! N �
�:��	�	 � ���.�,� � ��� ��x ���:NC� � 	 � ���:NO���.�������� �� ������� ���I����� 	 � � ���S������kz ��� ���� L� ��� ����� � �����
����������� � ���.���
�� ���� ���6>~���  ��� � � �6> ��� ������� ��� ��� ���� !\F�� 	��S� �?> ��� ����	�	 � � �v���k� � � ������������� �<=��������C� ��� � �J��9�� ���y� ��� �
���O��� ��� � � ��� �� ��������v� ��������� ��� ��� � !�� �����?>�� � � ��� ��� ��	����&9���5 D"�5	D ���� ��� ������� �� ��� ��������� ��������� ���S������
� �����y �� :���r��� �����x  �� � ��� ��� ��� ������� �����%9� :9�� ������� ������� �� ��� ���������?> � ��� �������:��� ��� ����� ��x����:NC� � 	 �C��� ���
���� � �� � !#
�� �������������� ������� � ��	�	� ����I�� ��o� ��������� �I�� ��n��� �n����� ���S������ 	� :9�� � � ������� ����� ��� I �����x  �� � ��� �.J
���o����� � ��� ��� � �������,� ���� �� ������� ���I�����t���y������ !I
 � ����� ���<=����r� � ��	�	� ���� ������� ���������������� ��� ��x 	����,� � 	 ���� 
���O��� ���H�

Pε
� �����  �����	 �����:9 !

, ������� ������� ��� ��� ��� � ��� ����� �  ���	� :9������ ���� ���   ��	�� �*� ��9�� ��������� ��x����:NC� � !8
 �oP 6�� �� � !��� :9����%� �
�J� ��� � �C�v����n����� ��x 	 �������   ��	�� �����,� � � ����� ��� ����� ������� � ������ !#
 ���   ��	�� ���.� �g�����*�5\������� ���� �� ��� � ���
	 ��� � ������� �U��� ������� ���I��� g9��I9� :9��n� 	��� ����  v���   ��	�� �U� ��9�� ����� !B
 ����� ������������� �  ���	� :9������ �:9�����	��� ������
� �  � ������� �� ��� ��P � !��  ���� ��� � ���   ��	�� �L� �g� !%
 �����  ������������D�����s;�N�� � ��� �I�����,� ���J� �����������D� ��� �� ���	� ����I�� �� !
A ��� ���<M �������� � �����	 ���I��� �J��9�� ��� �� ��� ��� � ���  � 	 � ���:9O� ��� � ����� �� :�������� ��� 	��S� �09���� �,9E� ��� ���� ��������C� ��� � 	 � ��� ����� � !

 �� ��:�,� � ����� �� :���������� �[= �S�v�%� ����� � ����9� ����C�� ���{9� ���G� � > ��� �C��� ��;�N�� � � �k� ������� �I�������I9�� ! 
 �� ��R�,� �
	��S� �����C�� ���;�N�� � �����<= ��������� ��� ��� ����� �n��
C� � � ��� �6> ������� ���  ����P��*��� � 	��S� �����C�� �� ����������� � 	 � ���RNO����� � ���
��
C� �U� �� :�,������U� �[= �S�v�I�
!B
 �   ��	�� � �5\��������� �6> 	 ���� ����L��
C� � �<=��C��	����6> ��� �������C�� �	� :9��������U���
� �� :��������G�����09�� ����� !?
 �   ��	�� �E� �?� � �I������� � ��� ��� � �C�v����G����� �� ��� ��� ������� � �� :9O9����B� ����� ���   ��	�� �H� ��9�� �����kz
	 ���� � ������� �.9�� ���7>�������;�N�� � ��� 	��� �� ��� ����� ����� �� ��o��� ��� � ����� ���� � �����	 ���I� ��� �n� �����S����M ��� � �I�����,� ��� �
�J� �<=���������� ���r� � ��� � �� ��� ��� ������������ �� ����� ���������
�������?>I���o����?>I���� ��� � � �����o���r�� ���� ��� !

	 
 � 
 � �F %; "#; A ; '&�7:9 � *,*- %&B.>"%$ 1414�!56&

 ��� ���� �� ���A4 8 8(9D ��� D �>�(5 9 � D� � ��� ����� �����  ����P�� ��������� ���S��� �����  ���������� ���Q�%9<P � � �v� ��� � ��� � � ��	�� �� �� � !


 � � �������C�� 	 ���� � � �?� x  :9<��9� ��� !


 ����	 �� �� �� �� ��� �����E��� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
 ���� ���� �K� ������ :9���� � � ����������� �I����� �����C�� �� ����� � ��� ���kz
� 	 ���� �7� �������� ��� H� ����������� � �� ����� ���t��� �J� ��� ��� �� ���%� �rAHI
�> � ��� �s9������S� �� ���� ��� � ������� � ����� ���\� � ��	�M
	� ���� ������� ���� ����� ���v� ��Q� ��9�� ����������� ������� �� :�,������ ��9��:9�� ������P�9 � !

� �J��9�� ���S���������.��� � ���v� ��y� �7x����.� ��9�� � ����� ���n� ��� ���������.��� ���%�L9� ������ �J� ��� � ��� !%A � � ���v� ��t� �[x����
�������� ����������������� �����%9� ��� � �J� ��� ���C�v����Q����� ��	�	� ���� ����� � ������ �	� �������I9��

� ��� � ���v� ���� �7x � �{� � � �:9� ���������k> 	 ���� � �����,� � ����� ���J> � � ��� � �J� ��������� � ������� �J� ��������������t� ��� �J� ���� ���������
�k� �����
	�������������� � ����� ������� �� ��� ������� �����  ���� ����� �� :96> ��� � ���v� ��{� �[=������%� � � � �:9� ��������� � �����
����� �����%9� :97� !

, ������� ��� 	� ������ ��������� � ��	�	� ���� ������� �����! ���
�
� ��	�	� ���� ������� ������ ��� ������� ����� �t����� � ��� ��� ���J� ��� ��� �� ���%� �UAsI

��� �����L9���� �����L��� � M 
 � �� ���� �� ���� ���� � �	� �������I9�� !BA ������� ����	�	� ���� ����� � �����������	 �� ���� � �
�
� ����� ����� !~
 �
� ���v� ��� �[=��S�v�%� � � � �:9� ��������� 	��� ����� ��� �����tP%=�9�� ���
�
� !O� � ��� ��x ���:NC� � �k� � 	������� ������,9 ��� ���S���� ���
� � �?� ������	��������� �I9 � ����� � ���
�
� � �:9� ��������� �?> �J� ����� ��� ���������� ���� �I9 !I
G� � ��� ������� ��� ��������� ��� �J��9�� ����������x����:NC� �
���D�%9C%������� � ������� � ����� ��� ���t� �� ������9 �������  ��C� ��� � ���� K��� � � ��� ��I � �S� ��&J !


 � 	��� ���LN��� ��
α
��� �J� ��� ��� �� ���%� �tAHI
����� ��PI=�9K� � !	�
��!gA ����� � � ��� � �J� � � ��� ���%9 �:�t� ��� ���������I96>����

	��� ���LN��� �� �k� � ��;I� � 	���� ���  ���� :9������ � ���s�����J� ��	�	� ���� ������� �����z �J� ��������� � �����I��� ������� �����H���k� � � ����� � ������	� ����
� ��� � �J� � � ���� �� ��� � � � � > � � !�F�� ������ �� 	��� ��7>�� ��� � � � ��� ��P%=�9 ����	��� ���LN��� ��t��� ���
� � ��� 	��� ���LN��� ��t� � �I������� �
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$ 3/9���D� 564 � 7 � B � �5 D� 3�>�4.=�	 � � =�� �4�)D0=�9��78 � ��������� 4T� � 4&D =�� 9;B

0.835 0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.886 0.878

0.843 0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.895 0.886

0.851 0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.904 0.895

0.860 0.869 0.878 0.886 0.895 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904

0.851 0.860 0.869 0.932 0.923 0.914

0.843 0.851 0.860 0.951 0.961 0.951 0.941 0.932 0.923

0.835 0.843 0.851 0.961 0.970 0.961 0.951 0.941 0.932

0.826 0.835 0.843 0.980 0.951 0.941 0.932 0.923

0.818 0.826 0.835 0.932 0.923 0.914

0.810 0.818 0.826 0.818 0.810 0.904 0.914 0.923 0.914 0.904

(a) (b)

(c)

K Z\^�^`'_d@+?"I3(/�',)��
F ��� � �J� ��� ���C�v����E�����   ��	�� ���7>������ �� ��� ���GP � � ���� � �����	 ���I����� ��� ��� � �S��� � ���������*����� � �������H��� �����x  �� � ��� �6>
������ ��t��� � ����� �� ��� ���t9�	������ ���  � � P � � � ��� 	� :9������ ����� � �����v�  ��� � � ��� �Q �� :���  ������ �����x  �� � ��� � !@
 � ���
���������S������ ����� �� ���	� :9������ �:9���� 	��� K���
���� ������ !@A �����,� ������� �� ���	� :9������ ���r���D9�� �������
�:x ���:NC� � !

 �   ��	�� ��� �g�G� ��� �� ��y��� �<=��C��	����y��� 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I����9�� ���� ��� ��	� :N������ ��	�	� ���� ����� � ���� !%
 ���
;�N�� � ��� ����� �� :9���� ���� ����� � ��� ������� �����x  �� � ��� � � �I������� ��� � ����� ������� ���I����� ������� ����9������o����� �� :��������
� �[=������%� ���� ��������C� ��� � 	 � ��� ������!�F ��� � ��� � ��� ������ � � ��� � � � 	 � ���:NO��� 	��������H;�N�� � �6> �����������  ����P����,� � ���
� �� :�������� ������� ����9���� �����C��� ������� ������� ���I����� ������� ������������������� ����� ����� � ���p9� ����C�� ���U9� ���\� � !g
 �� ��:��� �
	��S� �����C�� ���;�N�� � ��� ����� � ������� ���E��� ����� �� ��v� � ��� � � �����6> 	��S� �����C�� �� ������� ���I����� 	 � ���:NO����� �E���D� �� :��������
� �[=������%�o>������ � 	��S� �����C�� �� ������� ���I����� ����� � ��� ������	����S������#� � 
��� �� �<=%9��C���R9���� 	��� �J� ��� ��� �� ���%� ��� � � � ����=
��� ��� ������� ���I��� !

 �   ��	�� �{�p\� ����� ������� ��� ��
C� �
��	�	� ���� ������� ����.�,� � ���   ��	�� �`� �g� !#� �s� ��� �� ��6> 	 ���� � �����C���������
9�� �����?>���� � �����C�� ����o� �� :�,������Q�,��� ��� � ����� ������� ����9 !

 �   ��	�� �`� �7�Q� ��� �� � �J� �<= 	����� ���������}������9�� �����L��� ��x����:NC� � ��	� :N�� �J� ��	�	� ���� ����� � ����*� ��� �� R9 	��� �����
  ��	�� ���D� �g� ���o�5\� !#
 ����;�N�� � ��������� �� :9���� ���� ������� ������� � �I������� ��� �L��� � ������������� ���I����� ���� � �����	 ����M
� ��� ����� ��� ��9��:9 ����� �?x,9��������o� ��� � �K��� �y� ����� !

 ���   ��	�� ���t��� ��x 	 �U� �g� ���e� �7���?x ��� � ������
C� � ����	 �����?>�� ��� � 	� :9��������� ���� �y� � �����,� �r� ����� �7� � ���� ���	� :9<M
����� ����� ����� 	 ��� � �����,� �Q��� ������� ���I��� ��� �J� �<=�	����� ������������� �J� ����	������r� ��9�� ����� !

��� ��� � � � � �#=��C��	����������   ��	�� ����	 ���� � � 	� ������NC� �Q���
�����x  �� � ��� � !

Q �
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��� � ���v� ��o���.� �� :�,� ���������������� � ����� ���� ��������C� ��� � ����	@9� ����C�� ���� � z � ���  ���� ����� ��M ������������� � ! � ! � > 	�����
� � � !0T ����� � �� � ���� ���J� � ��;I� ��� ����� � ��� 	��� ���LN��� ���� ��� ���J� �<=�	@9� ������ ���n��� �����x  �� � ��� � !8
 ����	��� ���LN��� ����
� � ���� �� ���E��� � M 
 � �� ���� �� � ��� �����C��=.����� � ���:9���� ��� ���J� ��	�	�� ��� ��������� ���
	 ���I������� � � ���� ��R9�� ��� ����� � ����	�� �� ��
� � �����  ��J� ����� �<=�� � ! � ! � >�	����� S#�g� !

	 
 � 
�� ���/1 �  "#� "#1

 ���� :9������ � ����� �<= 	@9� ��S� ��� � ����=
����� ���� �� ��� � � ����	 ��� � ��� ����� � ��� ���kz
� ! ����� 	��� ���� �C������ �� �:9 �E��� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI

� !����
������	��� ������������� 	 �� �� �� �� ��� �����K�����J� ��� ��� �� ���%� �vAHI
 � ���������v�L9���� �����r��� � M 
 � �� ���� �� � � ���

�� �����r� ��9�� �  �S�� � � �:9
K Z\^�^`'�d �gZ\d0)y-8"%/�&5'U-�Z\3pd@+�L ! * � � 	� ��C����N� �� �<=�	@9� ������ ����������� �K� � �<=��C��	������ � ��	�	� ���� ����� � ���� !

A ��� ���<M ��� ���������������`� �	� ������� �� o���l��������� � ��	�	� ���� ������� ����6>�������	 �� �� ��� � ���
�
� ����� �����?> ��� � ��� ������� ��� ��� �
�J��9�� ���t�����:x ���RN<� � �:�� �������
C� � � �����6> 	 ���� � ������� � ��� � ��� !I
�� ��� � �  ������ �C� ��� ������� ������� � 	� :9������ �:9Q� ��� �
�����   ��	�� ���L� �g�<>#�5\� ����� �7����� ���LP 6�� �� � !�Q�!@
���9�� ����� ��� ������� ����� � �I�����,�I9 	��� t��� � �� � :9 � ���  L� ��� �������?>
�  ��� � � � ���   ��	�� � � �g��� !HT ��� �  ��C� �� :�,� ��� �*��� �
�J� �<=�	����� ���������W��� �����x  �� � ��� � �k� ����� 	���� ����� �����
�   ��	����D� �7��� !BA ����� ��������� ���i� ��� �r��� �6> �%N��r�,� � ������x����:NC� � ���*�%9��������  ��  ��� ���S����6> �J� ��� ���C�v����U�����
� �� :����������������K9�� ����� �<= 	����� :9���� � �R�,�k� � ���y� ��� ��� � ����� ��
��� ���� ������P�9���	 ���� � �����	 �������� ���������� �� ��� � ���
� ��9O����� � �S� �� !HA ����� � �J� ��� ���C�v����.��� ������9�� ������	 �<� ����� � �����I�����  �� � �� �� ��� ���S����6> � ��� ���� ���� ������� �����
� �� :�������� ���� ��������C� ��� � 	 � ��� ������!#F�� ��	� :N�� �J� ��� ��� �� ���%� �D��� � � ����= ��� ��� ������� ���I���6> ����� ��� �� �����9�� �����
� �?x ��� �����o� �� :�,� ���� �����(� � ������ ���� ��	��S� � �<= 	����� :9��t� 	��� ����  E��� ���r� ��� ��� � !P* �.@9��I9<P������ �I����� � 	��� 
���������s� ������P�� ����������� ������� � �H�����8� �� :���������� ����� ��� � � ����� ���E�%9����������� �������� ��� ���S���� �����8��� �6>�� 	��� ����  
��� ���r� ��� ��� �?> ��� ��� � ��� ������� ��������� ��x����:NC� �Q� ��� ����� 9�� ���t�%9 ��� �<= 	����� :96>�� � �����I�����  � ���� �� ��� ���S���� !\
 �
  ��	�� ��� �g� � � �S� ���� �� ����� ��� �kz ��� �	� ���?>,� 	��� ����  H�����k� �S��	 �� ����E��� ��� ��� � ��������� ����_x  �� � ��� �6> ����� � ����=U� � ��� �
�����������k> ��x_�v ��� ���:9 	��� ���� ��;�N�� � �L� ��� � ���   ��	�� �o� �g�<> 	 �� �� ��� ��� �:x ���:NC� ����� � �  ��	�	� �� � � �� Q� � ���
���S���� !�F�� 	��S� �7>�� ��� � � ���� ���� ��� 	��� ������C��� ���� ?>�����	 ��� � �����,� �y��� ������� ���I��� � �I����� ����� �� �[� ������� ������6� �C�� 
��� ���S� ������� 	��� ����  ���� �k� �S��	 �� �������� ���%9�� ������� �:x ���:NC� �y� � � � � ����=�� � ��� � ������� ���I����� ������������ �� ������� �
 :9��:��� � ���H�������  ��	�	� �� � � �� ���� ��� ���S����7� !,
 ��  ��	�� ���p���8� ��� �� �������	��� ������C������ �� �:9t�����J� ��� ��� �� ���%� �yAHI
Uz
���E� ������P�� ���������������#� �� :�,�������� �����#� ������� � �s�%N������ � ��� ��x����:NC� �s�%9��������  �� ��� ���S������ ��� ����� ��	� :N�� �J� ����� ���
�
�
� � !�
 �   ��	�� ��� �7�G� ��� �� ��y�,�k� ��	��� ����  ���� ����� � � ��� ��� �?> ��� � ���v� ��y� � � �:9� ��������� � 	 ���� ���� ���� ������ ���S����
����������� ��� ��� � ���K��� ���S� ��� !


 ���   ��	�������� �g� ���o� �?����� ����P 6�� �� � ! R�� � �S� ���� ���� ������� ��� ���,� � �J� ��	����S� ��� � �:9D��� ��� 	 ��� � ���S��� �.���
������� ���I�����%9�	 ���I�������J� �<= 	����� ���������{�����E9�� �����t�,��� �U9��:9 �	� �������I9�� � ����� � ���L�%9�������� �� �������� ��� ���S���� !

 ����  ��	�� ����� �g� ���v� �7��������� ��� � ������ :9������ � ������� � ��	�	� ���� ����� � ����v� 	��� ����  E� � ���D��
C� ����� � �  ������ �C� ��� �?>
	 � � �:9O� ��� �E���C��= ���S������ !I
G� 9�� ��� � ��� ������� ����� � � ������� ����9 �������  ��C� ��� ����� �����,� ������� ��� !I
 �   ��	�� ���5@����� ���
P 6�� �� � ! R�� � �S� ���� ����J� �<= 	����� ���������{�����E9�� ����� ���� � �����	 ���I� ��� �r���J� ��	�	� ���� ������� ���������  ��	�� �*� �g� ! � ����� ���
  ��	�� ��� �7� ����� ����������n��	��� ����  H� � ���   ��	�� �E� ��9�� ����� � ��� �������8� �����%9C%���H��� �J� ��	�	� ���� ������� ����?� 	 � ���:9O� ��� �
�J� � � �:9�  ��� � �:9r����� �� ��� ��� ������� � 	 � �����S���������� �J� �<=����S� �������o����� �� ��� ��� ������� ��� ������� � ����=n9 � ����� ���� ���� ������=�� !
T ��� �  ��C� �� :��� ��� ����� � ��� 	 ��� � ������� ����� ������� ���I��� 	 ���� L� �g� �k� ������	���� ��	����S� �����6> ������ ����,�k� ��� ��� �J� �����
	 ���� �� �7� !�A �����������K��� ���.� ���I��� �r� � �<=�	����� ���������e�8� ��� �� :9 	��� �����  ��	�� ���5\�K� !


�� ��� ��� �� ���%� �UAHI
 �����:�� ��v��� � ���0���i9�� ��� 	 � ���:NO���v��� � �� :�������� ���� ��������C� ��� ��	 � ��� ��� ��> ������ �� �J� ����M
��� �� ���%� �.��� � � ����=���� ��� ������� ���I��� 	 �� �� ����� � �� �������  L� ������	 �6�� �� ���e� ��� � ����� � ���S���� ! � � � ���J>
&5'�)n4,35$8&5'�)�-�'_Xkm@'�d~+ �g+?/['{mBXB'�)�4,Z\^h^h' 28',)n-�Z@3pd@+?)�2 � "�+O+?/�"%46+735Z\d ! A ������� ��9�� ��� 	 � ���R9O� ��� �E���
� �� :�������� ���� ��������C� ��� ��	 � ��� ��� � 	 �C����
��� �� ������������P�9 ���e� ��� ������������� ��� �������������S�������� �� �� �����:�,� ��� �����
�J� ��� ��� �� ���%� �t����� � ����=L����������� ���I���AI �������  ��&J �����:x ���:NC� ����	��� ����  H���������H9�� ��� !,T ��� � 	 ����� ��� � ��� � ���

Q �
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0.669 0.676 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.740 0.732 0.725

0.676 0.683 0.689 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.747 0.740 0.732

0.669 0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.755 0.747 0.740

0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.762 0.755 0.747

0.696 0.703 0.711 0.718 0.725 0.732 0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.770 0.762 0.755

0.740 0.747 0.755 0.762 0.770 0.778 0.786 0.778 0.770 0.762

0.000 0.000 0.000 0.778 0.786 0.794 0.786 0.778 0.770

0.000 0.000 0.923 0.000 0.000 0.000 0.786 0.794 0.802 0.794 0.786 0.778

0.904 0.914 0.932 0.000 0.810 0.802 0.794 0.786

0.914 0.923 0.932 0.941 0.951 0.961 0.970 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810 0.802 0.794

0.904 0.914 0.932 0.941 0.980 0.851 0.843 0.835 0.818 0.810 0.802

0.895 0.904 0.932 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818 0.810

0.000 0.000 0.000 0.923 0.869 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818

0.000 0.000 0.000 0.914 0.904 0.895 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826

0.000 0.000 0.000 0.886 0.878 0.869 0.860 0.851 0.843 0.835 0.826 0.818
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(d) Modification des marquages des états
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(e) Nombre d’itérations avant atteinte de l’objectif

(b) Valeur des marquages des états

(c) Exploration des états

(a) Politique de commande

K Z\^�^`'_d@+?"I3(/�',)�� 
 ���   ��	�� ����� �g�<>~�5\� ���y� �?� ����� � ���������� � ��	� :N�� ���E��
<� � ��	�	� ���� ������� ����6>�� ��� �s���
��� � �  ������ �C� ��� � 	 � ���:9O� ��� �G��� �K��������� �����S����v�  ���	� :9�� ��� �:9���	��� G��� ���� ������7� !,
 � � �� � :9 ��� �������s�� ��� � � �
���   ��	�� �Q� �g� � �I������� � �J��9�� ���H� � � ��� ������� ��� ���������n��� �:x ���:NC� � ���L�%9C%���H����� �����,� ����� � ���I� � ��	�	� ���� ������� ���� !

 �   ��	�� �o� �g��� �I������� � ��� 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I��� ���������� � ! 
 ��� � ������� � � 	 � ���:9O� ��� ��	��������Q;�N�� � �
�k� ��� �I����� �����09��:9 �<=�	����� :9����?> ����������	 �<� � 
��� ��  ����� ������,9 ���� ���   ��	�� �G� � �<=�	����� ���������*� �7� ��� ���� ���   ��	�� �
�5\�<> � ��� �� ��� �v�����r� �� :����������v�����������C�� ������ ��� 	 ���� �����Q9�� ������� ��� �<=�	����� :9�� !����� �����  ��	�� ��� �g�<> ���
��� � � ������� �y��� � � ����� ���y���k� ��� �:��� �t��� 	� �� � � � ��� 	� �� � � ����� �������E;�N�� � ����� �I�����,����� ��� ����������� ���I�����
	 � �����S������?> ��� �� ������� �.����� ������N� �� ���� �� ��� � �{� ��� ���S���� !KA ����� 	 �C��� 
��� �� � ���:����� ���:9�� ��� � ���   ��	�� �
�5\� 	��� �J� �<=���������� ����� � ���   ��������� � ��� ��� ��� ���b�����L� �� :����������?>H������	 �C���C
��� ��
 ��C� ��� �:9L��� �:���k� � ���
�������C�� �� �[= �S�v�%� � � ���� ��� ���S����7� !_
 �   ��	�� ���p����� ��� �� ��y�,�k� � � �<=��������E��� �E� ������P�� ���������.� ������� � �E�����
� �� :����������8��� ��������	� :N�� ��� �
�
� NC� � ����� ���J> ���y�,� � ���� � �����	 ���I� 	� :9������:9C� ��� � ���*� ��� ��� ���� ��� ���S����������
�%9�������� �� ����U�   ��	�� ��� �7��� !

��� ��� � � � � � �� ������C������ �� �:9��E��� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
a� � �Q �
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(a) Politique de commande
(c) Politique de commande

après exploration totale des états(b) Exploration limitée des états

(d) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

(e) Politique de commande
lorsque l’ensemble des marquages est petit

après une exploration limitée des états après une exploration totale des états

K Z@^h^h'�d@+?"I35/�',)��

 ���   ��	�� ����� �g�<>G�5\�����U� �7� �� ��� ����� �Q�����J� � ��;I� ��� ���U��� �J� �<=�	����� ��������� ���� ���.�,����� � �:9L������� 	 ��� � ������� �
����������� ���I��� !s
 ���   ��	�� ��� � �g�������5\��� ��� �� ���� � ��� 	 ��� � �����,� ������������� ���I����������� �o���D���C��= ��	�M
	� ���� ��� � � ���������� �~9� ���� ��� !�� ���� .� �g�<> ��� 	��� ��?> ��� �%9C%������� �J� ��	�	� ���� ������� ����6>#� � ���   ��	�� �n� ��9�� ����� � �
	 � � �:9O� ��� � ��� �C��� � �� ��� ��� �������}� �J� �<= 	 � �� ��������� ���i ������� � �J� ��	�	� ���� ����� � ������������������I9�� 	��� ����   ��	 � �
�5\���C> ������ ��r�,� � 	 ���� U� �7�<> ��� 	��� ��r� � ���   ��	�� � 	 � ���R9O� ��� ���J� � � �:9�  ��� � �:9U�������� ��� ��� ������� �  :9 ��� ��� �������� !

 �  :9������ � ��� �����y�,� � ���   ��	�� �.� �7�E������� �v��� � 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I� � ��	����S� �����o� � ���v� ������ ���S� ���
��� ������� ���I����� 	 ���� � �� � ��� �I�� ��r��� �����������C��= ���S�������� 	��� ����  ������k� �S��	 �� ����Q��� ���k9�� ��� � !\A � �k� ������	����
��� � ��� 	 ���� ����   ��	�� ��� �g� !

 ���   ��	�� ���.�p�������.� �7�Q������� ��� � ����� 	 ��� � �����,� ������� ������� ���I� ��� ���������� ��� ��	� :N�����	�	� ���� ������� ����6> ���
P%= ��� � ��� �������C�� *��� 	��� ���LN��� �� �b� ��� !�A ����� ���  ����P�� �,�k� ���b9�� ��� � ��	 ���� � � � � ���  ����a� �� :�,������
���� ��������C� ��� � 	 � ��� �������,� � �?� � ��� �����Q� ��� � ����� ��� ������� ���I������� 	��� ����  ���� �������� ������� 	 ���� ��������� �I�� ��
�J� �������������� !_
 ������� � 9� ���� ����� ��� �� ����p��� ���y� �7� ����� � �����H��
C� �������k� � � �� ���� �g� ���y� �7� !_F ��� � ����� �����I��� ������� �?>
����  ��	�� ��� �7�y� ��� �� ��L��� ��	 ��� � ������� �L��� ������� ���I��� ��	����S� ����� � ����� � �����Q9�� �����v� 	��� ����  v�����:��� ����� ���
	 �C���  �� ����� �I�� ������ �������r���C��= ���S������ ���i� ��� � �r��� ��� ������� ���I����� 	 � � �:NO����� �y���{� �� :�,������ ���� ��������<M
� ��� � 	 � ��� ��� ��>�� �I�������I9 	��� ��� 	� :9������ ���E� � ����� ��� � �H��� ��;�N�� � �7� !7N � � ��� �H��� � ������� �k� ����� 	���� �  ����	 ���� 
���   ��	�� �U����� !

������� � ����� � �� ������C������ �� �:9 �E��� �J� ��� ��� �� ���%� ��AHI
b� � �

Q �
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�%9� ����� �������' ��� ���K� � ������ ������������	 ���� ������K���C��= ���S������ !IF ��� � ��� � ���K���
  ��	�� �U� �g�<>����A' ��� ���k� ������ ���<M
��������������� ���S���� ��� ���I9���� ��� � ����	��� ������AI ��� ��� �C� � � J���� �����x  �� � ��� � ����� � �S��� �:9��t�y��� � � ��� ��1��J� ��� ���C�v����
����� ������ ���� � ���������<=�	����� :9���� ����� �Q� ����� ��� ' ��� �U� � ������ ����������� ��� ���o���C��=���NC� � ���S���� !�� ���� ����   ��	�� �
�p���<>������K���C��=C' ��� ��������� ���:9�	��� :9����K���y� ������N� �� ��	����S� ������z\� 	��� ����  ���� � �����,� �r9�� ���?>����
���y���  �� �� � �  �
�������S���� ��� 	��S� � 	� �� � � �6> ��� ���\���n9�� ��� ������� ���r��
C� �t������� ��� ����� ��� ���� �� �t��� � ����� ��t��� ������� ���I����� �
�����t���C��=����S������?> ��� 	 ��� � �����,� ����� ������� ���I��� 	 �C������� ��� �� ��� ��x����:NC� ������� � � �� ������ � ���S����6> ����� � � �  �
�J� ������ ��6>�� � ��� ��� ������N� ��Q9O�,��� 	� ���������� !

� ��P��k>�� ��� ��� ��� �� ���� � �J� � ��;I� ��� ��������	��� ���LN��� ������(P%=�9v� ���
� ��� �:���k� �����(� !�T ������ ��	�	 ������� �t���k� � �
� �I������� � ��� � ���v� ���� �[=��S�v�%� ���v� �� :���������� ���� ��������C� ��� � 	 � ��� ����� � ������ ����y��� � � !@� �8�%9�� �S��� ��� �J��9�������M
��� �v��� �������� � � � ������ �����������{� � ��� � ���S����6> �6� ������M��[M ���  �� �J� �<=���������� ����� � ��� 6������� � �� �� �J� ��������������G� ������� �
� �����S����M ��� ���{� �[=��S�v�%� ���{� � �:9� ��������� � !kF ��� � ����� � ��� 	� :9��O9O����� ���?> ��� �������C�� Q�����{9�� ��� � ���� ���C� ��� �
����� � ��� ��� !@T ��� ����� ����� �  ���� �����  y� �J� �<=��C��	���� 	� :9��O9O����� �?> ���DP%= ��� � ��� �������C�� t���v� � ��� !\
 ���   ��	�� ���
�p��� ���o� �7��� ��� � ��������
C� ���L�,� �{� �g� ���.� �7�<>8� ����� � � ������� 	��� ���LN��� ��o�� � ��� ������	 	��S� � 	 ����� � !�
 ���
�������� � �G�k� ������ ����������� ����� � � �����S������E� ������;�N�� � ��� � �I�����,� ��� � �J� �<=�� ������� ����� � ���U� �� :�������� ���� ��������C� ��� � 	 ��M
��� ����� ��!�N � ���  ����I��������	����v�,� � ���� :9O��� ��������� ���D�������� ��� � ������ ����������� ��� ���L���C��= ��NC� � ���S���� � 	 �� ������
� � ����6� ��� ���� ��� � ���v� ��L� ��9�� ����� ������	� ����r� ��� � �����S������� ��� 	� ��C����N� ������S�����z ������� ��������� ��� � ��� ���,� �
�J� �<= 	����� ��������� �?� ����� 	 ���� ������ � ��� ���������� ���� ��� 	� ��C����N� �� ���S����6>�	%�����R�,� � �����#9�� ����� 	� �� � � ������� ����� ���<M ��� ����� �
� 	��S� ����� ��� � ����������� �J� ������ ������S������p����� � � � 	 �C������� � 	�����
��� ���� �� :���I9�� 	 � ��� ��� � �C� ��� �G� � ��� � ��� � ��� ���7� !
N �  ��C� �� :��� �L�,� � ���   ��	�� �D�p��� �k� � �I����� � 	��������{�������� �`� � ������ �����������h� �[=��S� ��� 	 ���� ���*���C��=���NC� �
���S����6>�	 ���� E�����  ��������� �E���r� ���I��� �Q� � �<=�	����� ��������� ����� �� ��� ��� ������� � 	 � �����S������ !I
 �   ��	�� �n� �7��� ��� �� ��
��� ����� �� ���  ������ � ���Q���� ��� ��� � ������ ����������� ���������� y�����t���C��= � �S�������������	 �� ���� �J� � � �:9�  ��� � �:9������t9�� �����y�
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(d) Somme moyenne des modif. des qualités par essai  (QL)
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(c) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)
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(f) Evolution comparée du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL/QL)
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(d) Evolution du nombre moyen d’erreurs par essai (CbL)
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(b) Evolution moyenne du nombre de marquages modifiés (CbL)
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(c) Evol. du nombre moyen d’itérations avant cible (CbL)

(e) Exploration des états (CbL)
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(a) Politique de commande (CbL)
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(g) Evolution du nombre de marquages modifiés
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(h) Nombre d’itérations avant cible

(a) Environnement initial (b) Ajout d’une cible (c) Ajout d’une cible

(d) Ajout d’une cible (e) Ajout d’une cible (f) Ajout d’un mur
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T ���� �� �������������� �����t� ��9����I������ ��J� ��	�	� ���� ������� �������� ������	 �� ����C� ��� ���k� 9�� � ���C� ��� ��	��� �:��� � �8���Q�v�� !


 � 	� ������NC� ��� � ��������� � ����� � �������������� ����� ��� ����� ���  :9� ��9����L����� � ��� ��� � �J� ��� ��� �� ���%� �E��� ��� � �  ��������� � ! �I>6��� �
� �����K��� ���J� ��	�	� ���� ����� � ���������� ���� ���� �I9 !


G� ��� ��� �� ���I� �oAH�
G� � � ���� �o����� � ���:9 	 ���� ��� 	� ������NC� �*��� � ������ � � �:9 !#
�� ��� ���C�v����*������� �� :�,��������
	 � �����S������ �����  :9O����� �t� � � > M � � !

T ��� � �	� ������� ��� � ���
� ��	�	� ���� ������� ������ !�A �����C���W�������C��=_M ��� ������	 �� ���� ���
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� ����� ����� !HA �����,� � ����M
� ��� ������	 �� ����F� �
� ! �
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� � �:9� ��������� � !O* � ����� ��� ����� ����� �����%9� :9 ������� �  :9C� ����� ��� ���  ��� ��� �  �����	 �����:9 �����
����� �� ��� � �����E��� � ������ � � �:9 	 � ��� ��� � � �
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� � �:9� ��������� � ����� �:9��C����� � ��� !
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�?x ��� � ��	�	� ���� !H� ���� �����t���C��= ��	�	� ���� ����� � ������?> ��� � ��� ������� ����� ���  ��� ��� 	� :N��y� � ��� �v�� ?>@���v� ������N� ��
� ���v�,� ������� �����I��� ��� ����� � ��� ��������������������� ��� � � �� ����������  ���������� �y� ��� � ����' ��� �v����� ������ � � �:9v��� 	� �����N<� �
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 � �� ���� �� �����v���L��
C� � �������� ������ � 	 ���� � � 	� ������NC� � 	� :9��O9C� � � � !8T ��� �����
� ��� ��������� �� ���� � ���*P �D� � �������Sx���� !


G� ��	 	� ���� ������� ���� ����� �	� �������I9�� ��� � �J� ��� � �  ����� �C� ��� ���������I9�	��� ���QP 6�� �� � ! � � !�T ��� �s� ��� �� �  ��� �
	��� ���� �:��� ����������� ��	������ �:9��E���
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� �J� ��� ��� �� ���%� �rAHI
 ��� ����� � ����� � ���� ���� �I9�� 	 �� H��� �:� ���ON��?> ���������� ��	� :N��s��� � ���v� ��y� � ����� ����� ���� ������ �
��� �� �� � �����:� � !�
 ��P 6�  �� � ! � �� :9����%� � ������ :9������ � ����� 	 ���� K������� ����� ���
� ��	�	� ���� ������� ������ !�
 �   ��	�� �
� �g�y� ��� �� �� ����9�� ���S���������e��� ���.���  :9��U��� � ������ � � �:9 ����� ����� ����� � ���v� ��U�k� ��� � �������	� �������I9�� !B� � ��	�	��� �����
��� �
���`���� :9�������� ������ � � �:9 ����6� ��� ��� ����� ��� ������� � �C� ��� � ����=�� ��� ��� ��� �� ��� �<= 	����� ������
� ����� � ����=
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������� ����6> ���L�,��� ���  ����P��U��� ���J� �<= 	����� ���������e��� �J� ����	������U����	 �� �����	�������� �.9��:9 	� ����:��� ������� �������   ��	�� �
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����� ���E��� ���C��	 ��� � ��	�	� ���� ������� ���� ��� � �  ���� Ry� ����� 	��S� � �S��	 �� �� ��� ����� � 	 ���� KAHI
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Position de départ du robot

Position de l’objectif

Comportement d’atteinte de l’objectif actif

Comportement de suivi de mur actif

Zone de visibilité
du robot simulé
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 �� ��:��� � �������,������ �� ������ ��� ��� � ���%��_��� ��	�	� ���� ������� ����6> ��� �����8����� � ����� ��� ����� ����� �J� ��� ��� �� ���%� �K� � ����M
����� � ���U� � �������������� � ! ��� � ���  ��� 	�����FR@��� !k
 �  :9������ � ��� � ����� ������� ������	 �� ����C� ��� �����  ��� ���������Q�������I9
	��� �����P 6�� �� � ! � � !

A ����� ��� �G9�� ������� ��� ������	 �� ����C� ��� �G���� ��� ��� ���������� ������ �J� ��	�	� ���� ������� ���� �ET ��� � � ����� � ����� ��� ���:9
��� � ���  ��� ��� ������� ��� ����	��� ����� �  �� �����K�v�� �� ���
	��S� ��	� :N�� !�N  ?> �������������� ���:9� ��� � �  �� ��� ��� � 	����K��� �
�R9��C�� �� �:9 ����� ������� ��� ������� ������� � ���kz ��� �	� ���?> ����� � ��	����C�� ������  ��� ����	 �C��� ��� ��� � 	����  ����I�� � ������	����
� � ��� � 	 ����� ��� ����	@9� �� �:9 ��� ��� � � ��� � � �����v�� ��(P 6�  �� � ! � Qg�<> � �� � � �<=��������v����� ' ��� ��� I�� ���C�� �����LJ !@A ���
�<=�	@9� ������ �����LIv� ��� � �C�� ��C� �����"J � ��� � �����I�����  �� ���  �� ���G���:��� �  �� �����v�� G� � ��� 	 �C��	��S� � ����� �k>���� �� :9 ��� �
���������� t��� �S���k��� �!' ��� �Q��� �:9��C�� �� �:9 ����� �(' �S��	 �� �� ��� ����	 ���  �9�� � ���� ����� ��� ������������� � 	 ���� ������R�,� ��� ���������
������� � �:9v��� � ��	 �� �����	�������� � ���S��� 	 �� �� ��� 	����t���� �� ��� ���  t� � �����Q� ������N� �� ���� �� ��� � �Q��� 	��� ������� ���� ��� �
����� � ��������� ! � ����� ��� �����I���k> ������9������  � �C� ��� � �����  :9�6����9 	��� ��������� �� ��� � ������� � � 	���� �� ���	 �?��9������  � �� G� � ���
�v�� !~F���� �6> ���  �� ��������� � �� ��������� ?> ��� ������� ����� 	 � �����S����6>\��� ������	� �������� ��� �� �� �����y���C��= ����� �� ��� � �����
��� �6� ����� �������k� � � �� � �� � �Q�v� ���  �� !


 � ������	 �� ����C� ��� �K���  ��� �����Q���n� ��� ��� ���������I9 ����������� � ��� �����I9� ���� ��� � � ��� �J� ��� ���C�v����y��� �����
�<=�	@9� ������ ����� 	���� �:9����kz��J� �[� �����G� � ��� � ����� � ��� ����� 	��� ������C��� ���� 	 �C��� 	� �� ������� �� ���� � ��������C� ��� �H� � ������M
	 �� ����C� ��� � �� :N�� � ����� 	��� �����%9����������� ������ � ��� � �� ��� ��� �������i� ��� � ���   ��	�� ��� ��9�� ����� � ��� ��AH � *y� !@
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�  :9O��� ��� ���y� � ��	�	��� �� �������D��������� � ��� �k� ����� �C��� ��� ��;I� ��� ��� ���� ���  :9������ � ����P �����J>�	%�����:��� � ��� ����� �� ��� � ���
� ��9O����� � �S� �� � � 	 ��� ����� ��� ��x����:NC� �t�r� ������P��� �����H� �� :����������������s9�� �����s���k� ��� 	� ��C������ � ���  ���� ����� �� :9�z
������� ��� �� ������� � 	��� �J� �[� ������� � ��� �
������� �<=������a� ��� �����   ��	�� �
	 �� �����	�������>������ 	 �C��� ��������I�� ��� U��� �
 ���	��:�� ��r��� ��� �����I9� ���� ����� ������� ��� 	��� ��������� ����� �� ��� � ��� !
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(b) Evolution du nombre d’états explorés
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 �   ��	�� �.� �g��� ��� �� �� �J��9������S���������`��� � ���v� ���� � � �:9� ��������� � � ������������:��� ����� � ��������� � �����?>�	 ���  t��� ��	�M
	� ���� ������� ����� :9C� �����J>��,��� � � ���� ���� � � ���o �����E��� � � ����� �����v� � �
� ! �
�
� � �:9� ��������� � ����� �:9��C����� � ��� � ���������� � !

 �   ��	�� �o�5\� 	� :9������ ���6> 	 ���� ����� ��	 	� ���� ������� ����6> �J��9������S���������`��� � ���v� ���� ��9�� ������	��� ������� �� � 	��� ����
��x����:NC� � ��� ������ ��y����������� ����� !�� ��P ��> ���   ��	�� �.� �7�K� �������i9�� ������� ��� ���  ��������������{����� �<=�������� ��� �� �� ���
�%9�������� �� �������� � ����� � ����=�9�� ����� ��� �J� ����6� ��� � ���������L��� ���E���� :9������ � ������ � � �:9 !6
 �E�� ���� ��� ���� � �����	 ���I��� ���
� ��� � ���C�� ��E� ���%9�� ��� ���������*��� ��� �����  ��������������k> �:��� ����� � � � �� �� �:N� ��E�����H� ��� �I�� ���� � �� � :9����?> 	��� H��� �K� ��� ���������
��������� �� �� ���<=�	B� �[= ��@�<> � �����r= ����� ���v� ��v� ��9�� ����� �<=�	����� :9��t����  ��	�� �6>�I ��J.9�� ��� � ����	 ��� ���v�������
�� ���� ��� ���.Iv$J � � 	 � ��� ��������� �J� �� ��  � � � !

������� � � L � � #�9���� � � �����K� � ��	�	� ���� ������� ���������� ���� ������ � �J� ������ �
T1
!

������� � � L � � A ���K� ��9�� � ��� ��� ������� � ���  ��� ���E� �?��9������  � �� E���o�v�� !
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Position de départ du robot

Position de l’objectif

��� ��� � � L ��� T ����� ��� ��� � �  ������ �C� ��� � 	� :9�� ��� �:9����
 ��� ��� !


 � � ��������C� ��� ��� � ��� � �  ������ �C� ��� � � � 	 � ��� 	����H��� 	� ������NC� ���(P 6�� �� � ! � R6��!�F ��� � � �����C���*����� � ���7>
���� ��� ��� ��� ��	 �� �*P ��� � 	���  �����	 �������� �J� � � �:9�  ��� � �:9���������� ����� �� ��� � ������� � ������� ��	����r�������C��	 � !O� �
�	� ���?>��J� ���%9�� ����� ��M �����I����� ���J� ��� ��� �� ���%� � �����K��� ���J� ��	�	� ���� ������� ���������� ���������Q� � � �:9�  ��� ���� � �:9� ����r��� � ���
	��� ������C��� ���� ��L� ��� ����� � �����C�v����  �� :� ��� � ������������ �� � � �����I9� ���� ��� ����� ��� ������������� ����� �� ��� � ������	��� �����M
�C��� ��N� ���� !B
 � �� ��� ���C� ��� ��� � ��� � ������� ��� � ��� ����� �	� �������I9U�%N�� � ��� ��	�	��� �� �������l� �[�������v� � ��� � � ����� ��� ���
������� �<=������h� ��� � ���   ��	�� ��	 �� �����	������ ����� 	 �C��� 	� ��������  ������ � ��������C� ��� �v���{� �� :�,������L�������� �� ��� � �
9�� ���������   ��	�� � 	 �� �����	�������!_
 �� ��:��� � ��� ����� ���� ���	� :9�� � � ���� ��>���� �C��� �t� �,��� P �����������o�����H� �� :�,�������� � �
� �� ���	� ��������  ��	��S� �v� 	����K� � �[����������� ��������� =������k>������ ���<M ��� �<= ����� ��� ���%9 �:�g� !

F ��� � ��� ����� ���<= ���6> ���� ��R�,� � ���  ��� ��� ����� 	������O9s� ��� �0��� � ������������� � �  ������ �C� ��� �?>���� ��	�	� ���� ������� ���� �
� ���C� ��� ����� ��� � �  ������ �C� ��� � ������	 �� ���������� � ��� 	 �� �����	������ �0����� �����  ���� ����� �� R9�� ����	��� � ����� �r� �<=�	����� ���������
��� � ����� � ����=`9�� �����������%9����������� �������� � ��������� ����� ������� �<=������ � ��� �� ��U�����Q9�� �����v�%9 ���
�<= 	����� :9�� � !B� � �����
�S��	 �� �� ��� �s��� � ������ H��� � �J� �[� �����H� � ��� � ������� ��� � ��� � � 	� �� � ����� � 	���� �J� ���%�� �\����� � ���G�%9 �:�� ���� ����� �� :9��kz
��� � ���J> ��� ���  ���	�������� ���  ��� ����� ��� ����� ��� ������� ��� � �  ������ �C� ��� �?> ���  ��� ����� �  �������������� ���� ��	�������*���
 ��C��	�� �  ����������� �� ��� � �����?>I� ������� � ���y� �� � 	 �C����M 
��� ��Q� � ��� ��� ������N� �� 	��S� �.I 	� ��I����� ���&J !

N � 	 �C��������� � ������ 	��S� �����C�� �� ��� � �  ������ �C� ��� ����	 ���� y� ���  ��v� ����� 	 ������ ��	������C� ��� ��� �J� ��� � �C�v����L�����
��� ������������� � 	 �� �����	���� ����� !\
�� ���%9�������� ������ ������CI 	� �� ������� �� LJ �����%9�������� �� ����  ��	������v�������� ��� ��� ������� �E���
  ��	�� �n� ��9�� �����?> ���U����� 	 �� �� ����� � �����O9���9� ��� ���
����� � �� ����� ������� �J� ��� ��� �� ���%� �.AHI
 !�� ���� ��������> � ��� �
����� ���� ���������� �#��� ��� ���C�v������ � ��� � �  ����� �C� ��� ��� 	 � ���:9O� ��� � � �����C������� � 	��� ������C������ �� �:9�	 �� �����	���� ���Q� ���� ���
��� 6�k> �����������  v9��� ���� �?> ����� ! ��!BT ��� ��������������� ����� ��������� ��	������ �:9���� � � � �� :9C� ��� � ��� � �R9���� �J� ��� ��� �� ���%� �*AsI

��� � ��� � 	 ����� ��� � �����v����� � ������ 	 ���� ����� ���� ����  ��n��� ��� ���C�v����n��� I ��� ����� � J��
�J��9���N � � ��� ��	 �� ��!+� �� 
�<=��C��	�����z
� !������ � �k� � ���o�v�� ����� ��� ��� ����� ���<=��L�(P 6�� � � ! � So� �g���
� !������ � �k� � ���o�v�� ����� ��� �����,� ���������I��� �U�(P 6�� �� � ! � So�5\���
� !������ � �k� � ���o�v�� �� ��� �K���
��� � �  ������ �C� ��� � 	 � ���:9O� ��� ������� 	 �� ������v�(P�6�� �� � ! � So� �7���
� !������ � �k� � ���o�v�� �� ��� �K���
��� � �  ������ �C� ��� � 	 � ���:9O� ��� �������������������  ����(P 6�� �� � ! � So�p�����
��!������ � �k� � ���o�v�� �	 � ���:9O� ��� ����� 	 ����� ����� ����	@9� �� �:9��v�(P�6�� �� � ! � So� �7���
Q�!������ � �#� � ���{�v�� �	 � ���R9O� ��� �����   ���I����������	@9� �� �:9��?> 	 ��� ����� �  ��������C�v����� Q��������	 �� ������ ���`�n�����
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�����������  ��v�(P 6�� �� � ! � So�(� ���
A ������� ����� �������,� � 	 �� �� ������� ���.I ����� ����� �� ��� "J ���� H��� ��x 	 �E��� 	 �� �����	��������.�������I9 �[P �*� � �<=��� ����� ��	@9<M
����P��,���<� ��� ������ ��� ��� !IF ��� � � ���� �� � ���K���tP 6�� ��6> ������� �k� � 	���� 	 �� ����������� :9O�����  �� ����� ���v� ��r� � ����� �����
�I9�������� ���  ������ ���  :9C� ����� ���E��� �J� ��	�	� ���� ������� ����6>�� �� �����S����M ��� �����s�%9 ��� �� :N��H���� !M� �� ����� �� ��6>_� ��� �s����� � ���
	��S� � ������	����<=����?> �������������� ���:9� ����	 �� �� ���Q��� 	���������  ��	������C� ��� ��� �  ��� ���Q� ��� �y��� ����� ������������� 	��� �����M
�C��� ��N� ��6>���
C� � ��� ����� ��� M ��� ����� 	 �C�o�  :9O�,� ��� ���v� ��� ����� ��� � �  ������ �C� ��� ��Iv� �7x ���$J !H� � ��������� ��� �������������
�k� ������	������ ������ ����:9��6> ���  ��� ���r9�� � ��� �L����� ����	� :N������ ���C��	 � ������ �� ! 
 �n���� :9������ ��� ��� ����� ���  ���	� :9<M
����� ���� ��������C��	 �����k� � � � ������	 ���� � :9������I�� �� ������� � �C��� �:9���	@9�����P���� � !

� ��P��k> � � � ��� � � �<������ �S��	 �� �� ��� ��� � �	� ������� �� ���� �  ��C� �� :��� � ����� ���� ������ � �J� ��� ��� �� ���%� �.��� �������
��� � � ��� � ! � !_A �������  ��C� �� :��� ��	 �� �� � ���� & � Xk+73p&p35)?"�+735Z\dh2 � X0d0'U)?1��kXB'_dB4g'n28'U4,Z\^h^h"IdB28',)r"%-8-8/�35)?'�)
-�Z\X0/�2#35)?4g/�35^�3pdB'�/U28',)�4g"�+?1,�\Z�/�35'�)�-�'�/[4,',-0+73cm@',) ��� �6� ����� 	� :9������R9<� ��� � �J� ��������� ����� �C��=D��� �J� � �H� !

�� ��� ��� �� ���%� �L��� ����������� ��� ��� ��	@9�����P�� ��� � � ����= 	��� ���� �� ������ ����� ���<= ��������� � 9� ���� ���L� ��� ���� r� �J� ���������������>
����� �  �� ���t�v�� ����� ������ ���� ���6> ����� �  �� ���y�v�� �:�� ���  ��� � � �7� � �*� ��� ���������o��� 	 � ��� ��������� �C� ��� �E���  ��� ���
	���  ��	�	 �� ��n� � ��� ��� � �  ������ �C� ��� �kz"I ��� ���  �� ��� 	 �C��� ��� ���� �:�� � �  ��� � � �.J ���  ����P�� I ���  ��� ���
�[M ��M � ����� 	��������o���
���.�I9 	 �������� ���� � �  ��� � � �
� ��� � ��� ���� � �� LJ !�N  ?> ���  :9�	 ��� ���D� ���������o��� �����������
�����v�������I9�� 	��� �J� �<=�	@9� ���� �����n��� ���
����� �� ��� � ��� I � � 	���� ��� ���� � �� LJ@>B����� ����� ��	�	� ������ !0
 �D�%9������������
��� �� ��
����� �� ������ ����� ���<=������ 	 �C��������� ���?� �	� ������� �� LP � �C� ��� � �������  ��� ��� � ���O������� ��� � ��	������ �:9����
� �
�%9�	��������� i� � ����� �������������� 	� :9������<��� ��� � ���
���� � �� n� ����� ����� ��� � �  ������ �C� ��� � !sT ��� � ���7x ��� �U����� �������
��� ��� � �S� ���� ���������W�����J� ��	�	� ���� ������� ����i�h���C��= ��� ��� ����= > 	 ���� ���O�,� ��� �J� ��	�	� ���� ����� � ���� ���D���� ��� � � ���
� ��� � �  ��������� � ��� � � � � ��� � � �� ������ ��� � ����=.� � 	��S� ����������� � � � ���e� ��������� �I�� ��r��� ���� ��������� 	� :9������ � !�T ��� �
� � ��� � ���  ������9H��� � ���  ��� ��� ������� ����� ��� � 	��� ����� �  ��G���v�v�� #��� �� :N�� 	� :N��?> 	%����� �?� ����9������  ����� � ��	� :N��8�����
�<= 	@9� ������ �����.Iv� ��� � �C�� ��C� �����"J !�� �
����� �:9O��� ��� ���6>�� ��� ���������D����I.����	 �C��= ��� ���� ����� �� �  ��� � � � � �����
� � � �&Jv9�� ���S� ��9� �����C� � � �?> 	%�����:��� � ����� ����	���������� �:9��C�� �� �:9�����6� ��� ��� !gF���� � ��� 	� ������������%9������������L� � ���
����� ���<=���� � � 
��� ��s� ������P�9��6>�� ��� 	���� 	��� �J� ��	�	� ���� ������� ����K��� ������� ���%9������������ ��� ��� ���<MJ��
C� �6>6� ����� 	��� #���
��	�	� ���� ������� ����Q���y���� ��� � � ��� !�A ���S����M ��� ���� � �����	 ���I�D����� "I-0-8/['_d@+735)?)?"%��'�-�',/�4g',-0+73 u 1_&51�^`'_d@+?"I35/[' !

� ��� � � � � � �v���� �

T ��� � � � ��� ������� ���� ���� �K��� ��� ��� �� ���%� �v� � � N�>���	�	 ����9vAHI
 	 ���� tA ��� ���� ��� � ��������O�o
 � �� ���� ��I>\�,���
������� ���I�%9 ���� ���  :9 ������������������x����:NC� �L�p�,��� ���������
  ��	�� �Q� ��9�� ������	 � ���R9O� ��� � � �����C���o���o� �� :��������7�
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et(x,a) =

{

1 + γλet−1(x,a) si x = xt et a = at
γλet−1(x,a) sinon
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et(x,a) =

{

1 si x = xt et a = at
γλet−1(x,a) sinon

ActeurCritique
renforcement interne

Système

état

renforcement externe r(t)

action
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xt+1

eTt := rt+1 + γVt(xt+1)−Q(xt,at)
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Q(xt,at) := Q(xt,at) + βeTt et(xt,at)
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Sélection stochastique

d’une action

Estimation de la

valeur d’une action

Système

actionétat
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Chariot

Cone de viabilité
tige

F −F

θmax

θ
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k�s� Yv[�iy@l��,� Ó q|x_~�t{y@l�u�l�n"!�n@t@¸rq|l �rt{�Y��z �[�$#Su�lIn{t�oIx_q�}Jx[n ���T� �i~³o0pAs`y{z�x_tV}Jx[n@n��I�Ys`~�t��i~³�ilrv[y����iluwzwÂJlry{t����«s �ilV�ilIn&% � lrtC�m� �Y~±}Jlr~Y���iu�l[�Alr~±uwz¾s`z�n@x_~§y@x_t{�iu�l.s°¶]lIo�u�lVo0pAs`y{z�x_t°�A�ix_~�t>x_~§n{�i}i}Jx[n@lVÑh�m� zwum}Jx[n{�n0¸I�il �rvhs`u�lrq|lr~�tK�i~.�ilrv[y��¬�ilMuwzwÂJlry{t��[�ºn"!�q.ÂJx_uwz�n��M}As`y�u���s`~iv[u�l
θ
lr~�t{y@l¤u¾s;t{zwv]l¤lrt�u���s �ilM¶hl�y@t{z�oIs`u����.o0pAs`y{z�x_t°�

kmlIn �IÑh�As`t{z�x_~Yn��il�u¾s��'!�~As`q�z�Ñ��YlV���§n"!�n{t@¸rq|l�n@x_~�t;y@lr}iy{z�n0lInC�il|�Ä�>~Y�ilry@n@x_~m� >)( Ò ( � �ik�lIn;¶hx_z�orz]Æ

θ̈ =
mg sin θ − cos θ (F +mplθ̇

2 sin θ)
4
3ml −mplcos2θ

ẍ =
1

m
(F +mpl(θ̇

2 sin θ − θ̈ cos θ))

k�sµn@zwq.�iu¾s`t{z�x_~��it{zwuwz�n@l�u¾s'q �rt{pYx��il��T�+*��iu�lry·}Jx_�iy·zw~�t��rv[y@lry.oIlIn �IÑ��As`t{z�x_~Yn°��s°¶hlIo��i~³}As_n·�T� �Io0pAs`~��t{zwuwu�x_~i~As`v]l
τ
�

�>x_�YnVy@lr}iy@lr~Yx_~Yn·u�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l[�mt@lru¬Ñh�m� zwu¬s �rt��|� �Iory{zwt.�Ys`~Ynf�Ä¿�s`y{t@xflrt�s`u��w� >)( Ò[Ó � ��s°¶]lIo�u�lInVq Arq|lIn}As`y0s`q|¸rt{y@lInC}ip,!�n{z�Ñ��YlIn���¶hx_zwy�u¾s,t0s`Âiu�l��.� > � ��k¤�Äx_Â @ lIort{z´��lIn{t;�il2qfs`zw~�t@lr~izwy>�.u¾s.��x_z�n�u�l�o0pAs`y{z�x_t�lr~�t{y@l�u�lInuwzwq�zwt@lIn
Xmin

lrt
Xmax

lrtVu¾s'}Jx[n@zwt{z�x_~�s`~iv[�iu¾s`zwy@l��il�u¾s't{zwv]lf�Ys`~YnVu�lfo.-_~Yl|�il|¶�z¾s`Âizwuwzwt���� �ruwz´q�zwt��f}As`y
−θmax

lrt
θmax

�Ylr~±�i~Yl·�ilIn��ilr� �§s_ort{z�x_~Yn>n{�izw¶_s`~�t@l.��o0pAs_Ñh�Al�}As_n��ilVt@lrq�}YnmÆi}Jx_�An@n@lry�n{�iyCu�lVo0pAs`y{z�x_t¶hlry@n;u¾sEvhs`�Yo0pYl[�As°¶hlIo��i~Yl��«x_y@oIl0/Qx_�±}Jx_�Yn@n@lry�n{�iy;u¾s���y@x_zwt@l[�As°¶hlIo��i~Yl2�«x_y@oIl1/��
2�s`~Yn½�Ä¿;s`y{t@x|lrt>s`u��w� >)( Ò[Ó � �¬u�lIn'�ix_~i~ �IlIn'�T�Älr~�t{y��Il¢n@x_~�t7u�lIn7Ñ��As`t{y@lÐ¶_s`y{z¾s`Âiu�lInµ�T� �rt0s`t

θ
�
x
�
θ̇
�
ẋ
�k¤�ÄlIn{}As_oIlV�T� �rt0s`t@n>lIn{tC� �IoIx_�i} �·lr~µÂJx�3�t@lIn�n@�izw¶_s`~�tCu¾s,t0s`Âiu�l·�.�54��YoIl�Ñ��izm�ix_~i~Yl >)674EÂJx�3�t@lIn°�

OQP� �P¡  8|¦T¨�W?¥MX9�¤WA^:�¬¦*X]¦Ta;�iZ[X]W?^§\9cdZ_WAXhcMWA^±g�£Mª�\S^`\S^<�;ª�¥¤X¢¨>=¾¦*¨9©mªmXh\«Z]£¤ajW�'eI®CWY¦*Xhc¤\ScM©
k�sE¶_s`u�lr�iy��ilInC}As`y0s`q|¸rt{y@lIn>�Ys`~YnCu���s`uwv]x_y{zwt{piq|l,¯E�

λ
� lIn{t;u¾s�n{�izw¶_s`~�t@l�Æ

? γ = 0.99
? λ = 0.8
? β = 0.5
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����� Ì¬Í±Î �µÏ�� s`u�lr�iy��ilInC}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�}ip,!�n{z�Ñ��YlInC���±}iy@x_Âiu�¸rq|l·���µ}Jlr~Y���iu�lVzw~�¶hlry@n��
�¢s_n@n@l����±o0pAs`y{z�x_t�q >
	�v�¢s_n@n@l��il�u¾sEt{zwv]l

mp
9�� >
	�v

2�lrq�z´��u�x_~iv[�Ylr�Yy>�il�u¾s,t{zwv]l�u�� 4 9�� @ qÃ�x_~Yn{t0s`~�t@l·�il�}JlIn$s`~�t@lr�iyCv (�� Ò �,�
kg−1�s_n��T� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l

τ
9�� 974�n

� s`u�lr�iy>s`ÂYn@x_uw�Yl1/Q�il�u¾s.�«x_y@oIl·s`}i}iuwz�Ñh� �Il.s`�±o0p?s`y{z�x_t > 9��
Xmax

4�� B q
θmax

>)4E�ilrv
����� Ì¬Í±Î � Ï 2 �IoIx_�i}As`v]l·�il�u��ÄlIn{}As_oIl·�T� ��t$s`t@n

θ
���ilrv � � � 6��m� � 6�� ��>[�w�m� ��>�� 9��w��� 9�� >[�w�m� >��56��w� ≥ 6

θ̇
���ilrvY�

s−1
� � @ 9µ�m� � @ 9�� @ 9��w� ≥ 50�³��q � � � 9�� Ò �m� � 9�� Ò � 9�� Ò �w� ≥ 0.8

ẋ
��q±�

s−1
� � � 9�� @ �m� � 9�� @ � 9�� @ �w� ≥ 0.5

Kx_�YyEuwl'o0pYx_z����Yl�u���s_ort{z�x_~m�K~Yx_�YnE�it{zwuwzwn0x_~Yn,�i~Yl7q �rt{pYx��il³�E�§u¾sÐ¿�x_uwt{ÀIqfs`~i~¢�J�K�ix_~�tEu�lf�«s_ort@lr�iy�il·t@lrq�} �ry0s`t{�iy@lE»F¶[s`�it:9�� 9 >Es`�½� �rÂi�it��il·u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]lElrt2��zwq�zw~��Yl.y��rv[�iuwz�¸ry@lrq|lr~�t¼�Ts`�½� �rÂi�it��ilo0pAs_Ñ��YlVlrn0n0s`z��
!�"�� � �>�MLN&�+>=?3²4,& (K8&�@(K1��§4,&D:,<JH��,8��E->�@-{= �

; ~joIx_~Yn{z��i¸ry@l±�i~ y��Ilru
ε ∈]0,1[ s`zw~Yn{z>Ñh�Ylµu¾s¢¶[s`y{z¾s`Âiu�lÐs`u �°s`t@x_zwy@l§�izwn0ory@¸rt@l X

�M� �  Y~iz�l§}As`y|u¾s¢u�x_zn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀k ∈ N∗P (X = k) = ε(1− ε)k−1

*�t��� % 8:9 � 8 9��
#Sumn°��s`v[zwtCÂiz�lr~§�T� �i~Yl�u�x_z��il�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��.n{�iy

N
o°s`y ∑∞

k=0 P (X = k)
l���z�n{t@l�lrtC¶_s`�it�>[�

k¤� lIn@} �ry0s`~YoIl *C� % � n@l�o°s`u�or�iu�lVoIx_q�q|l·n{�izwtmÆ

E[X] =
∞
∑

k=0

kP (X = k − 1) =
∞
∑

k=0

(k + 1)(1− ε)k

; y°�*u¾s'n@x_q�q|l ∑∞
k=0(k + 1)rk

�*}Jx_�iy
r ∈ [0,1[

�TlIn{t��i~Yl�n0x_q�q|l�oru¾s_n@n{z�Ñ��YlElrt�¶[s`�it
1/(1 − r)2

�
2E�Äx��VÆ

E[X] = 1/ε

2E��s`�it{y@lV}As`y{t°�iu¾s,¶[s`y{z¾s`~YoIl � s`y°� % � lIn{tC�ix_~i~ �IlV}As`y;u��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
V ar[X] = E[X2]− (E[X])2

�2x_�YnCo°s`u�or�iu�x_~Yn
E[X2]

Æ
E[X2] =

∞
∑

k=0

(k + 1)2ε(1− ε)k

Ò 6



� ��� ��� ��� ��!� ��� � �5������)
 � � ���!�
ε̂
" ����� ��
���� � ��� � � 
 �
	��)
%�!
 ��� � � ���)� �
����� �+���

�>x_�Yn>�it{zwuwz�n0x_~Yn��f~Yx_�i¶]l°s`�½u�l.y��In{�iuwt0s`t��il·u¾s�n@x_q�q|l,oru¾s_n@n{z�Ñ��Yl.n{�izw¶_s`~�t@l�Æ ∑∞
k=0(k + 1)(k + 2)rkÑ��izT¶[s`�it

2/(1− r)3
� *�~§� �IoIx_q�}Jx[n0s`~�t

E[X2]
}Jx_�iyC�«s`zwy@l·s`}i}As`y0s 3�t{y@l·oIlrt{t@lVn@x_q�q|l[�Ax_~±x_Âit{z�lr~�tmÆ

E[X2] = (2− ε)/ε2

; ~§l�~§� �I���izwt�u��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~±�Yl � s`y°� % � Æ
V ar[X] = (1− ε)/ε2

!�"� � 8&�@(K1 �²47691.+ &�3i=?-0LN8;=?&�1·<
ε̂
:E8;< �08 L �K=J).H�4.& 4.1 LN8 ��-$L�1EL 4,&

��<J8�-@3A&ML � �08C+.(K&
; ~joIx_~Yn{z��i¸ry@lÐ�i~ y��Ilru

ε ∈]0,1[ s`zw~Yn{z>Ñ��Yl±u¾sÁ¶[s`y{z¾s`Âiu�l½s`u �°s`t@x_zwy@l½��z�n0o�y0¸�t0l:%E�¤� �  Y~iz�l§}As`y�u¾sÁu�x_zn@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∀k ∈ N∗P (X = k) = ε(1− ε)k−1

*Mt��� %�8:9 � 8 9
; ~EoIx_~Yn{z��i¸ry@l;�C}iy��In0lr~�tK�i~,~�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~

x1,x2,...,xn
z�n@n@�,�il¬~,x_ÂYn@lry{¶[s`t{z�x_~Yn��il %E� *�~�n{�i}i}Jx[n0s`~�tÑ��Yl�oIlIn�x_ÂYn@lry{¶_s`t@zwx_~An�n@x_~�t;zw~Y� �r}Jlr~Y�Ys`~�t@l°n°�Yu¾s,��x_~Yort{z�x_~

L(x1,x2,...,xn|ε)
¶[s`�itmÆ

L(x1,x2,...,xn|ε) =
n
∏

k=1

P (X = xk)

*M~±}iy@lr~As`~�tCu�l�u�x_vhs`y{zwt{piq|lV~ �r} �ry{z�lr~Ð�ilVkM�i}Jx_�iy�n{zwq�}iuwz  Alry�u�lInCo°s`u�or�iu�n°�Yx_~§x_Âit{z�lr~�tmÆ
lnL =

∑

k=1

n(ln ε+ xk ln(1− ε))

�2x_�YnCo0pYlry@o0pYx_~Yn�u�l�qfs ��zwq.�iq �il�k�n{�izw¶[s`~�t;u¾sE¶[s`y{z¾s`Âiu�l
ε
��u�x_y@n0Ñh�Yl

x1,x2,...,xn
n@x_~�t  � �In°� #SuT¶�z�lr~�tmÆ

∂ lnL

∂ε
=

n

ε
−
∑n

k=1 xk

1− ε
�x_�iy

ε ∈]0,1[ �ioIlrt{t@l·� �ry{zw¶ �IlVn°��s`~i~��iu�lV}Jx_�iymÆ
ε =

1
∑n

k=1 xk

n + 1

; ~'¶ �ry{z  Al�Ñh�Yl2oIlrt{t@l2¶[s`u�lr�iy�oIx_y{y@lIn@}Jx_~Y�7Âiz�lr~±�·�i~7qfs ��zwq.�iq±� Kx_�iy;oIlru¾s���zwu?��s`�it�y@lrvhs`y@�ilry�u¾s.� �ry{zw¶��Iln0lIoIx_~Y�il�Æ
∂2 lnL

∂ε2
= − n

ε2
−
∑n

k=1 xk

(1− ε)2
< 0

; ~§x_Âit{z�lr~�t>�ix_~Yo��i~§lIn{t{zwqfs`t@lr�iy
ε̂
�
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�·"0# �+2=A<JH�4,1.(�=?-@HC+
� P9RTP9R ��� �YWA^ �¤\�XhWAg�Z[Xh\9g�W?^

�>x_t{y@l�q|x��i¸ru�l¤�T� �i~·n"!�n@t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l¤�T��s_ort{z�x_~Yn�y����Al���lIn�lIn{tmn0orzw~Y����lr~·�ilr� ��n@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|lrn�Æu�l¬}iy@lrq�z�lryMn°�Äx�oIor�i}Jl��il¬u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�}Jlry@oIlr}it{z´�����  � �_s`u�x_y@n�Ñh�Yl¬u�l�n@lIoIx_~Y�,t{y0s`zwt@l��il�u��Äs`}Y}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�il�u���s`t{t@lrzw~�t@l2�T� �i~'x_Â @ lIort{z´����� ; � ��k�sV}Yy@lrq�zw¸ry@l2}As`y{t{z�l>�il>oIl>�ix�or�iq|lr~�t;s·oIx_~YoIlry{~��>u��Ä� ; ��k�l�y��In{�iuwt0s`t�il�u��Ä�  lIn{t�&���� *+,C2�� .1-)*���� 4 �"!�.#� .#�$�&%'�)(*� .#+!254?�
¹�~�n@o0p��rqfsµ���³q|x��i¸ru�l����³n0x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n$s`v]l|}Jlry@oIlr}it{z´�>s,�rt��|�ix_~i~-�|�Ys`~YnVu���s°¶[s`~�t �}iy@x_}Jx[n·�  Yv[�iy@l >[��}As`v]l � ��zwz � �'#9uTn@l>��x_~Y�il�n@�iy.%&� 4/� *�.1-)*��0� 4 &217-��3� *+,C2�� .1-�*4�5� -768!�,C4 � . 4	�34	9�4!&�&)4�34;: 03���&� *��fÆh~Yx_�Yn;s`}i}Jlru�x_~Yn�u¾s·~Yx_�i¶hlruwu�l>~Yx_t{z�x_~ -<�3� *�,�2=� .1-�*��?> 4�,@9�4A> .1-7B+4?� 2�s`~Yn�~Yx_t{y@l2o°s_n°��u�� zw~���«x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�lIn{t2u�l.y��In{�Yu´t$s`t��T� �i~½}Yy@x�orlIn0n{�Yn��'!�~As`q�z�Ñ��YlE�il,n��ru�lIort{z�x_~��f}As`y{t{zwy��T� �i~Án{zwv[~As`ulrtV�T� �i~�l�~An@lrq.Âiu�l��T�C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n.s`t{t@lr~Y���Yn·oIx_~YoIlry{~As`~�t·u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~Á���it{�iy@l����³n{zwv[~As`u���Ã�lrtVlr~Yn0lrq.Âiu�llIn@t;~Yx_q�q"��2�! 2�*+-�, 4?�
kmlfn@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|l"�rt{�Y��zD��lIn{t·u¾s'q"�rq|x_zwy@l[�Kk�sµq|x���z  Ao°s`t{z�x_~��ilfoIlruwu�l��9o�z;s`��oIx_�iy@n.����t@lrq�}Yn.n0lry0ss`}i}JlruD�Il|Í$>3>3, 4E��.1-��#�#� (+4=F 4 ,G9�4A> .1-7�$�TÃ�x_~��«x_y{q"�rq|lr~�t·��~Yx_t{y@lE���rqfs`y@o0pYl[�Tx_~Án{�i}i}Jx[n@l,Ñ��Yl.u�lEn@x_�Yn �n>!�n{t@¸rq|l|�.q"�rq|x_zwy@l,��lIn{t;n@x_�iq�z�n°�i�,o0pAs_Ñ��Yl2}As_n;�il2t@lrq�}Yn¼�i�.�i~µlr~Yn@lrq.Âiu�lV�il�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lInmÆYorlruwu�lIn{�9orzn0lry@x_~�t�~Yx_q�q"�IlInIH�*4� . ,@� -<��. 4J�K1�LNM&� 4 ,OB���M -�&�-).#!5PQHRLTS�lrtUH�*4��. ,@� -<��. 4J�K1WV/�3-�9�-).#!5PQHIVJS¼�?kmlVy����n@�iuwt0s`t��il�u���s`}i}iy@lr~�t{z�n@n$s`v]l>}Jlry@oIlr}it{z´�KlIn{t¬�i~7o0pAs`~iv]lrq|lr~�t;�il�u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l2�ilIn¬zw~���x_y{qfs`t@zwx_~An�}Jlry@oIlr}it{zw¶]lIn���rt@lIort0s`Âiu�lIn¼�
k�s�q"�rq|x_zwy@l�lIn{tX%&� 4 �3� 4!2JM3&�4=�81Y!ZB�! � 4 2�4 ��.#�	> *�. 4 ��.1-�4!&�&�4!254 � .	�&!�. 4A9�.#��M3&�4 �]�morx_~Aorlry{~?s`~�t

&21Y!ZB�*+&<% .1-�*4�[�2% .O% ,C4\�]%[�1-�(4�3� & ��oIlr� ���9orz�n@lry@x_~�t.~Yx_q�q"�In 0�(*> * .103+A�14A�^�81Y!ZB�*+&<% .1-�*4�[�&%[� -)(��_� &x_�m�]}iuw�Yn¤n{zwq�}iu�lrq|lr~�t°� 0�(*> *�.10_+ � 4A�]kds�n{}��Iorz  Ao°s`t{z�x_~7�T� �i~YlCp,!�}Jx_t{pY¸In@l�n@lry0s��ix_~i~��Il��Ys`~Yn¤oIlCo0pAs`}izwt{y@l[�k¤� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~ }Jlry@oIlr}it{zw¶hlÐlIn@tf�i~bn@x_�Yn �9lr~Yn@lrq.Âiu�lÐzw~Yoruw�Yn7�Ys`~Yn7oIlrt�lr~Yn0lrq.Âiu�l[� *Muwu�lÐoIx_y{y@lIn{}Jx_~Y��y0sQ�u��C�rt0s`t����½n"!�n{t@¸rq|l[�?Ñ��izKlIn{t>�i~Yl,�ix_~i~��Il,�T�Älr~�t{y��IlE���½n@x_�Yn{�9n"!�n@t@¸rq|l·�T��s`}i}iy@lr~�t@zwn0n0s`v]lE�T�Äx_Â @ lIort{z´����o0pAsº�}izwt{y@l�4 � �
kM� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Á}Jlry@oIlr}it{zw¶]lElIn@t2���rt@lry{q�zw~��IlE}As`y2�i~½q"�Io°s`~iz�n@q|lE�il,n��ru�lIort{z�x_~m�*Ñ��Yl·~Yx_�Yn����Iory{zwy@x_~Yn�Ys`~Yn;oIl�o0pAs`}izwt{y@l[���2x_�Yn¬�«x_�iy{~izwy@x_~Yn�u�lIn;s`uwv]x_y{zwt{piq|lInC�il�n��ru�lIort{z�x_~m���Ys`~An�u�l�oIs_n;x��7u��Älr~Yn0l�q,Âiu�l��T� p,!�}Jx`�
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Information perceptive
Sélection des

hypothèses valides
Signal X

Ensemble
d’hypothèses

Mémoire M

instant t instant t+hÈ2ÉËÊ�Ì�	mÎ�� Ï�� �Yl�vZ�r~��ry0s`u�l·���§n@x_�Yn �9n>!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n0n0s`v]lV}Jlry@oIlr}it{z´�
�>x_�Yn�o°s`y0s_ort��ry{z�n@x_~Yn�u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~E}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[�`~Yx_~,}As_nKv[y��_oIl����i~Yl¬q|lIn{�iy@l�n{�iydu��ÄlIn@}As_oIl����En{zwv[~As`u��}As`yU�Io0pAs`~�t@z´uwu�x_~i~?s`v]l � �Tqfs`z�n�v[y��_oIl|s`�³o°s`u�or�iu �AB�����. &21 4	� > ! ,C-�4E�_9�4§�Yl,u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��|�il����rt@lIort{z�x_~�ilIn �r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@lIn2lrt>�E�i~Yl�y@¸rv[u�lV�ilVy@lrv[y@x_�i}Jlrq|lr~�t2�ilVoIlIn �r¶A�r~Ylrq|lr~�t@n>l�~§zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Yn}Jlry@oIlr}it{zw¶hlInE��oIx_~�t{y0s`zw~�t@l.�T� �i~iz�orzwt�� � �?�Yl�u¾s_Ñ��Ylruwu�l·���IoIx_�iu�l·u¾sE~Yx_t{z�x_~½�T�Äx_t{pYx_v]x_~As`uwzwt��,lr~�t{y@l·�ilr� �±zw~���x_y �qfs`t{z�x_~Yn�}Jlry@oIlr}it{zw¶]lIn¼�?Ã�lrt{t@l�y@¸rv[u�l·lIn{t;ÂAs_n��IlVn{�iy;u¾sE~Yx_t{z�x_~§�ilU�1-�2^%3&/.#���3! -).#!?�
kM�ÄlIn{}As_oIl¬Ñ��izh~Yx_�Yn�zw~�t��ry@lIn@n0lMz�orz�lIn{t��i~?4A�#>&��9�4 �81Y!ZB�! � 4 2�4 ��.#�h�`Ã¬pAs_or�i~,�Ylrn&��¶A�r~Ylrq|lr~�t@n&�ruD�rq|lr~��t0s`zwy@lIn¬lIn{tMy@lruwzD�>s°¶hlIo;�i~Yl;v[y0s`~Y�ilr�iy¬}ip,!�n{z�Ñ��Yl[��Ã�l;uwz�lr~f}Jlry{q|lrt¬�ilCo°s`u�or�iu�lry¬u¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��>�T��s`}i}As`y{zwt{z�x_~�ilEu��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t°�mÑ��iz�lIn{t·��u¾s7ÂAs_n@l��ilIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn,s`}i}iuwz�Ñh���IlIn.��u¾s7q"�rq|x_zwy@l[�mk�s7~Yx_t@zwx_~��il�n{zwq.�iu´�t0s`~��rzwt��V¶[s,}Jlry{q|lrt{t{y@lVu�l�y@lrv[y@x_�i}Jlrq|lr~�t2�T�C�r¶Z�r~Ylrq|lr~�t �ruD��q|lr~�t0s`zwy@lIn°�AÑ��izT~YlVn@x_~�tC}As_n;t@x_�Yn;��x_y@o)�rq|lr~�ts_n0n@x�orzD�In2�Eu¾s|q A�q|l·v[y0s`~Y�ilr�iy2}ip,!�n{z�Ñh�Yl[�A�>zw~Yn{z��+&���� * .1-�*4� �817-<�_� *�,�2=� .1-�*4�'> 4 ,G9�4 > .1-7B�4 4 � .���
 &7�M&��� 4�� 2^% &).1- ��25* �3��&)4?�

� P¡ �P¡  ��ª ���A¨�W�©d¨�ª��¬¦*¨
kml�n@o0p��rqfs'���¢q|x��i¸ru�l|���Án0x_�Yn �9n"!�t@¸rq|lE�T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l�}Jlry@oIlr}it{z´�;lIn{t��ix_~i~���}As`y�u¾s� Yv[�iy@l Ó � >[�k�l,q"�Io°s`~iz�n{q|l��il,n �ru�lrort{z�x_~Á}Jx[n@n@¸I�ilE�ilr� �½lr~�t{y��IlIn�ÆJu�l,n@zwv[~As`u

X
�J}iy{z�n�lr~�t{y@l,u�lIn2zw~Yn{t0s`~�t@n

t
lrt

t + h
�s`zw~Yn@z�Ñ��Yl�u¾s�q"�rq|x_z´y0l�2���Ðn"!�n@t@¸rq|l[�YÑh�izdoIx_~�t{z�lr~�t��i~Ðlr~Yn@lrq.Âiu�l.�T� p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn>�T�C�r¶]x_uw�it{z�x_~½���Ðn{zwv[~As`ulr~�t{y@l�u�lIn�zw~Yn{t0s`~�t�tf�����rÂi�itV���Áq"�Io°s`~iz�n{q|l|�ilEn �ru�lIo�t@zwx_~ � lrt�t�=>p ��¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~��T� �i~Yl�x_�³�ilE}iuw�Yn{z�lr�iy@np,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°��u�l�o°s_n �Io0p��°s`~�t�� � � *�x_~�y>-_u�l�lIn{t,�ilf¶_s`uwz��ilry,x_���T� zw~�¶[s`uwz��ilry,u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l7�ilIn·p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�}iy{z�n0l'�i~Yl§�½�i~Yl[�MoIx_~�t@lr~��YlIn��Ys`~Yn�u¾s¢q"�rq|x_zwy@l[�¤�>x_�Yn|n@�i}i}Jx[n@x_~Yn|Ñ��YlµoIl'q"�Io°s`~iz�n@q|lµ}Jx[n@n0¸I�il'�i~Yl��zwq|lr~Yn@z�x_~�t@lrq�}Jx_y@lruwu�lÁ��u¾sÐ���iy��Il7�ilf¶[s`uwz��Ys`t{z�x_~�p � �KkM� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Q}Jlry@oIlr}it{zw¶hl7lIn{t,���ruwzw¶�y��Il7�Ys`~Yn.u�lo°s_n2x��½s`�Ðq|x_zw~Yn>�i~YlVp,!�}Jx_t{pY¸In@l.lIn{t�¶[s`uwz����Il[�?kml·t@lry{q|l'�.}iy@x_}iy{zD�rt��,�J�AÑ��YlV~Yx_�Yn�s°¶]x_~Yn��it{zwuwz�n��.�Ys`~Ynu¾sÁn@x_�Yn �9n0lrort{z�x_~ }iy��Io)�I�ilr~�t@l[�¬lIn{t�y@lr}iy��In@lr~�t��±z�orzC}As`y|�i~Yl'p !�}Jx_t{pY¸In@l±�T�C�r¶hx_uw�it{z�x_~j��� n@zwv[~As`u��K��s`zwt@l§�u�� zw~Yn@t0s`~�tCtClrtC¶_s`uwz����Il.�,u�� zw~Yn{t0s`~�tCt�=>pm�
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X
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xt,xt+1,...,xt+h−1
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? u�l�t0s`� �µ�il�¶_s`u�lr�iy@n����§n{zwv[~As`u��ilr¶_s`~�t�Art{y@l·�Eu�� zw~�t��ry{z�lr�iy>���µ��x�or�Yn.�����In{zwv[~���}As`y.��p���z � �ºp �
� 4A��9�*���. ,G� -<��. 4 �/��>&> &�-��*%3!�4 � 
 &�� 2=!!25*�-),C4�B�*4��./9Z� ,@��9 .#!�,�-�� 4�, &�4A� . ,C-�>3&�4�.#��P 0)�7-��7& SRB�� �

&�-�� 4 ��� 4 � � *��_9 .1-�*4� �34 &21 4 �3� 4 2JM &�4^� 4 � 0�(*> * .103+A� 4 �^P . ,C-�> &�4�.���� * 9A%3� SN9�*+2�> *-�#��� .'&�� 2=! �
25*�-�, 4?�
� P¡ �P�� � �Ag�¦Tc¤\S^_ajW �¤WQ^��A¨�W?g�Z[\9ª�c �¤WA^§£�� �;ªTZ]£ �?^ºW?^µU*¦T¨9\ �¤WA^
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hypothèses à t
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Ensemble des
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M1,M2,...,Mn
 �A¹�~YlVp,!�}Jx_t{pY¸In0l
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lIn@t>s_n@n@x�orzD�Il.��i~YlV�«x_~Yort{z�x_~½vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl

Cj(t)
�Js`zw~Yn{zKÑ��m��s`�Ðt{y{zw}iu�lrt��

hj ,ij ,lj
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tk ≤ t
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� P��¤P¡  &�ª�c¬^¼Z]\�Z]¥�Z]\�ª�c �MW�¨�¦ a �Aabª�\9X]W¢e�cMªmZ[¦?Z]\9ª�c¤^

�2x_�Yn¬s`uwu�x_~Yn¬���Iory{zwy@l��i~YlCo°s`t��rv]x_y{z�l>�ilCq"�rq|x_zwy@l�}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@l[��}Jx[n@n��I�Ys`~�t¤�i~�l�~An@lrq.Âiu�lCzw~' Y~iz?�T� p,!��}Jx_t{pY¸In@lIn°�JÃ�lVo°s_nClIn@t;zw~�t��ry@lIn@n0s`~�t°�Yo°s`yC~Yx_�Yn>s`uwu�x_~Yn�q|x_~�t{y@lry>Ñ��m�Äx_~±}Jlr�itCt{y@x_�i¶hlryC�i~Yl·s`}i}iy@x ��zwqfs`t{z�x_~�il�u�� lr~Yn0lrq.Âiu�l **��t � ��o0pAs_Ñ��Yl�}As_n��il�t@lrq�}Yn°�
�2x_�Yn¬n{�i}i}Jx[n0x_~Yn¬Ñ��YlCu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l2�ilIn¤p !�}Jx_t{pY¸In@lIn�n@x_~�t�s_n@n@x�orzD�IlIn����i~,%3�3-��*% 4.t{y{zw}iu�lrt���pm� z�� u � � �s`yoIx_~�t{y@l[�io0pAs_Ñ��Yl2p,!�}Jx_t{pY¸In@l�lIn{t�y@lruwzY�IlV�.�i~'��x�or�Yn;�ix_~�t;u¾s.vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlVlIn{t��i~Yl>�«x_~Yort{z�x_~µ}As`y0s`q"�rt{y{z�Ñh�YlÃb�.}'}As`y0s`q|¸rt{y@lInCy��Ilru�n

a1,a2,...,ap
��k�lIn�¶[s`u�lr�iy@n;�il�oIlIn�}'}As`y$s`q|¸�t@y@lInCoIx_~Yn{t{zwt{�Ylr~�tC�i~'¶hlIort@lr�iy

α
���il��zwq|lr~Yn{z�x_~§}VÆ

α = (a1,a2,...,ap)
�ikds,¶[s`u�lr�iy��il�u�sEvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl,�,u�� zw~Yn{t0s`~�tCt�n@lry0s,~Yx_t��Il

Cα(t)
�

�2x_�Yn�n{�i}i}Jx[n@lry@x_~Yn;Ñ��Yl>u¾s.vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl��T� �i~7�«x�or�Yn�~Yl2}Jlr�it Art{y@l�s_n@n@x�orzD�Il�Ñh�m���.�i~7�i~iz�Ñ��Yl2¶]lIort@lr�iy
α
��2�s`~Yn�oIlVo°s_n°�i�i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@lVlIn{t�lr~�t{z�¸ry@lrq|lr~�t2���Iory{zwt@l�}As`y�u¾sEoIx_~i~As`z�n0n0s`~YoIl·�il�u¾s,¶[s`u�lr�iy��il

α
 � �_�kmlCv[y0s`}ipYl,�«s � �ilCu¾s  Av[�iy@l Ó � @ q|x_~�t{y@l>oIlrt{t@l�oIx_y{y@lIn{}Jx_~Y�Ys`~YoIl2�Ys`~Yn¤u�l�o°s_n¤x��

alpha
lIn{t¤�YlC��zwq|lr~Yn{z�x_~

4E��u�lIn��ilr� �,��zwq|lr~Yn@z�x_~YnMn@x_~�t�~Yx_t��IlInMs2lrt�Â�n{�iy�u�l�v[y0s`}ipYl � �]��zw~Yn{z��`u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l;�ilIn�n0x_uw�it{z�x_~YnM�>u�� zw~Yn{t0s`~�tt°�T~Yx_t�� **��t � ��Ñ��iz¤lIn{t·oIx_q�}Jx[n��f�ilInVp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn·¶_s`uwz����IlIn,�'t°�T}Jx_�iy@y0s Art{y@l�s_n@n@x�orzD�f�'u��Älr~Yn0lrq.Âiu�lf�ilIn¶hlIo�t0l��Yy@n
α
�*kmlEv[y0s`}ipYl±��Â � �ilEu¾s  Yv[�iy@l Ó � @ q|x_~�t{y@lEu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~³�T� �i~Álr~Yn0lrq.Âiu�l��ilEn@x_uw�it{z�x_~YnV�Ys`~Ynu��ÄlIn{}As_oIlV�ilIn
α
�

�%� 
L6a���5�,� ��78���4��$3NI73�,� �X/ � $ � 7 �+�"2M� -"#%��� FI6 � 7XU �,6I24�"� HI73� ?1�,2 /Gc@NO#���/1d"24�"2��,� 78) ;�)978�,F1� ?1�
α
�"2M�����"N1��!"24�,6G�0)9��$3;=� ?1�

78):D%!,6I!,�0) �4��$3-"� ?1F Z #�-,FI2�)�2424#G-"$3! �[FI61�]/Gc@NO#���/1d"24� NC)9�4��$3-"F173$8d����%� _G���.6^;%#%$&��$3-"$S73�"2+78$3�"612�) ;%�"-]7 ) �4�0)�6I2MZ #�����!"��?1�
� #%FID�/��
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t t+h0
0

1

temps

C(a ,b )0 0

temps
t t+h

a

b

a

b

Valeur du signal

Valeur du signal

a

b

0

0

(b) un ensemble de focus généré à partir de deux paramètres a et b

(a) un unique focus

k�lIn|v[y0s`}ipYlIn�t@lrq�}Yn �`n{zwv[~As`u>n0x_~�tf�ix_~i~��In7�¢vhs`�Yo0pYl[��s`u�x_y@n�Ñh�Ylµu�lInfv[y0s`}ipYlIn��il±��y@x_zwt@l§y@lr}iy��In@lr~�t@lr~�tu��Älr~Yn0lrq.Âiu�l§�ilIn|¶[s`u�lr�iy@nf�il
α
oIx_y{y@lIn@}Jx_~Y�Ys`~�t's`� ���«x�or�Ynf�ilIn@n{zw~��Infn{�iy|u�lIn|v[y0s`}ipYlIn��il±vhs`�Yo0pYl[�¤kmlInvZ�r~��ry0s`t{z�oIlIn|n@x_~�tE�ilInE��y@x_zwt@lIn°�����rt@lry{q�zw~��IlInf�§}?s`y{t{zwy��il7�ilr� ��}As`y0s`q|¸rt{y@lInfsÐlrtEÂ ��}Jlr~�t@l'lrtE¶_s`u�lr�iy��u��Äx_y{zwv[zw~Yl � ��Kx_�iyµu¾s  Yv[�iy@l ��Â � ��~Yx_�Yn'~Yl½y@lr}iy��In@lr~�t@x_~Ynµu�lInµ�ilr� �j��x�or�Yn��,l���t{y#Arq|lIn>�b��vhs`�Yo0pYl��u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l·�Ylrn�¶[s`u�lr�iy@n��il

α
s_n@n@x�orzD�IlIn2��oIlInC��x�or�Yn>n@x_~�t>�ix_~i~��IlIn°�?�|��y@x_zwt@l[�A}As`y�u�l�}As`y0s`uwuD�ru�x_v[y0s_q�q|lpAs_o0p��Yy��[� È2ÉSÊ�Ì 	TÎ/6 Ï »�y0s`~Yn �«x_y{q"�IlV�il��2x_�iv[pm�
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� P��¤P � � ª�Xhab¦*¨S\9^`¦JZ]\�ª�c �MW ¨>=�WAc¬^`WAa �¬¨9W����@Z����¤WA^j^`ª�¨9¥MZ]\�ª�c¬^�e�X �A^`ª�¨S¥�Z]\�ªdc �&=¾¥¬c �¤X]ªTe
�¬¨ �AabW � =¾\9cdU�WYX�^`\9ª�c5W?c¤^`WAa ��¨9\9^ºZ[W

�2x_�YnEn0x_q�q|lIn��Ys`~YnEu�l'o°s_n�x��Q�i~Qt{y{zw}iu�lrt§��pm� z�� u � lIn@t� ����}Jx_�iy�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�lµ�ilInEp,!�}Jx_t{pY¸In@lIn°�Ku�lInvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlInN�rt0s`~�t·}As`y0s`q"�rt{y��IlIn,}As`y·u�l|¶hlIort@lr�iy
α
��kmlf}iy@x_Âiu�¸rq|l�Ñ��Yl�~Yx_�Yn,s°¶hx_~Yn,�'y��In0x_�Y��y@l|}Jx_�iy���rt@lry{q�zw~YlryVu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � �ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn°�m��u�� zw~Yn{t0s`~�tVt°�Jy@lr¶�z�lr~�t·��y��In0x_�Y��y@lE�i~¢}iy@x_Âiu�¸rq|l�zw~�¶hlry@n@l�Æt{y@x_�i¶hlry>u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l.�ilIn>¶]lIort@lr�iy@n

α
t@lru�n2Ñh�Yl.s`�Ðq|x_zw~Yn>p���z�y@lru¾s`t{z�x_~Yn2}As`y{q�zdp§}Jx[n0n{zwÂiu�lIn>n@x_z�lr~�t2n0s`t{z�n ��«s`zwt@lIn��Ys`~YnCu�l�n"!�n{t@¸rq|lIn Ó � >[�















































(ID) ∀t ∈ [0,h− 1], Cα(t) ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 ∈ [Cα(0)− l/2,Cα(0) + l/2]
(I2) xt−h+2 ∈ [Cα(1)− l/2,Cα(1) + l/2]���

(Ik) xt−h+k ∈ [Cα(k − 1)− l/2,Cα(k − 1) + l/2]���
(Ih) xt ∈ [Cα(h− 1)− l/2,Cα(h− 1) + l/2]

� Ó � > �

kds'y@lru¾s`t{z�x_~
ID

�ix_zwt Art{y@l�zwq�}��ry0s`t{zw¶hlrq|lr~�t,n0s`t{z�n ��s`zwt@l[��*�uwu�lfl���}iy{zwq|l|u�lE�«s`zwt·Ñ��Yl�uwlInVvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn�ix_zw¶hlr~�t>s°¶]x_zwy��ilIn;¶[s`u�lr�iy@nCoIx_q�}iy@zwn0lIn�lr~�t{y@l�9�l�t�>[�
� P��¤P�� � �iZ]£Mª �¤W �¤W�X �A^`ª�¨9¥MZ[\9ª�c

k�l7n"!�n@t@¸rq|l Ó � >7lIn{t.t{y@¸In,vZ�r~��ry0s`u�� 2�s`~Yn.u�l7o°s_n,x���u�lIn.��x_~Yort{z�x_~Yn,vZ�r~��ry0s`t{y@zwoIlIn|n@x_~�tE�ilIn,��y@x_zwt@lIn°�}Jx[n@n��I�Ys`~�tf�ilr� �Q}As`y0s`q|¸rt{y@lIn�s¢lrt|ÂF��u¾s½¶[s`u�lr�iyf�½u��Äx_y{zwv[zw~Yl � �
α = (a/h,b)

� ; ~ }As`y0s`q|¸rt{y@l±o0pAs_Ñ��YlvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlV}As`yCu��C�IÑ��As`t{z�x_~
Cα(t) =

a
h t+ b

�ikmlVn"!�n{t@¸rq|l��ilr¶�z�lr~�t>s`u�x_y@nmÆ














































(ID) b ∈ [0,1], a+ b ∈ [0,1]
(I1) xt−h+1 − l/2 ≤ b ≤ xt−h+1 + l/2

(I2)
h
k (xt−h+2 − l

2 − b) ≤ a ≤ h
k (xt−h+2 +

l
2 − b)���

(Ik)
h
k (xt−h+k − l

2 − b) ≤ a ≤ h
k (xt−h+k +

l
2 − b)���

(Ih) xt − l
2 − b ≤ a ≤ xt +

l
2 − b

� Ó �54 �

k�x_y@n@Ñh�Yl>z)8:97��x_~'���In{zwy@l�t{y@x_�i¶hlry;s·lrt�Â�t@lru�n�Ñ��Yl�t@x_�it@lIn�u�lIn¬zw~��rvhs`uwzwt��In;n@x_z�lr~�t�n0s`t{z�n ��s`zwt@lIn � ��x_~�}Jlr�ity��In@x_�Y��y@lfu�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l�}As`y?&�� 2=!�.10 * �345�]% �1-�2=> &)4	� 4A�m�¢s`z�n°�Tu�x_y@n0Ñh�Yl|z¤lIn@tV~Yx_~�~��iu��mzwu¤~m�ÄlIn{t·}As_n}Jx[n@n{zwÂiu�l7�T��s`}i}iuwz�Ñh�Ylry�oIlrt{t@l�q"�rt{pYx��il'Ñh�iz��ix_~i~Yl7�i~Yl�n@x_uw�it{z�x_~Qy@lIn{}JlIort0s`~�t,u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��µ�ilIn.zw~��IÑh�Asº�t{z�x_~Yn°�_k�s2n@x_uw�it@zwx_~�}Jlr�it Art{y@l�x_Âit@lr~��Yl;lr~�oIx_~Yn{z����ry0s`~�t�u�� �i~iz�x_~|�ilIn�n0x_uw�it{z�x_~YnMs`}i}Jx_y{t��IlIn¤�>�ilIn�n"!�n{t@¸rq|lIn�ilfp�� 	¢zw~��IÑ��As`t{z�x_~Yn°�d}Jx_�iy�	¢¶[s`y{z¾s`~�t,�il 9Ð�µz]Æmu�lf~Yx_q.Âiy@l��Ylfn"!�n{t@¸rq|l��µy��In@x_�A��y@l�lIn{t.�ix_~Yo$�rvhs`u��
∑i

k=0Ch,k
�AÑ��izm}Jlr�it Art{y@l . ,@+A�'-�2=> *+,1.#����.]��2,��s`�it@y@lV}As`y{t°�Au¾s�q"�rt{pYx��il.���½n{zwq�}iu�l���l·~Yl·n°��s`}i}iuwz�Ñh�YlÑ��Yl�n{z*u��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~±�ilIn

Cα
lIn{t &�-<�_! � -�, 4?� �x_�iy;t@x_�it@lInCoIlIn;y0s`z�n@x_~Yn°��zwuT~Yx_�Yn��«s`�it;�i~YlVs`�it{y@l�q"�rt{pYx��il[�

kds|}iy@lrq�z�¸ry@lEn@x_uw�it{z�x_~¢lIn{t>�m� l�ÅTlIort{�Ylry��i~Ðqfs`zwuwu¾s`v]l,���½�Yx_qfs`z´~Al,�ilIn>¶hlrort@lr�iy0n
α
¶_s`uwz��ilIn¼�Azw~Y��z�Ñh���}As`y�u¾s�y@lru¾s`t{z�x_~Q�

ID
� � Kx_�iy2o0pAs_Ñ��YlV}Jx_zw~�t2�il·oIlVqfs`zwuwu¾s`v]l[�?x_~Ð}Jlr�it2s`u�x_y@n�¶A�ry{z  Alry�u�lV~Yx_q.Âiy@l.�ilVy@lru¾sº�t{z�x_~Yn�n0s`t{z�n ��s`zwt@lInClrtC���I���izwy@l·�il�oIlru¾sEu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;}Jx_zw~�t@n�n0s`t{z�n ��s`z�n0s`~�t;~Yx[nCoIx_~�t@y0s`zw~�t@lIn°�A�½s`z�n°�ioIlrt{t@ln@x_uw�it{z�x_~½}iy �rn0lr~�t@l,�ilIn2zw~YoIx_~�¶Z�r~iz�lr~�t@n�ÆJzwuKlIn{t���z��forzwu�l � "���� �����m�il,oIx_~i~As 3�t{y@l,u¾sfv[y@x[n@n@lr�iy����½qfs`zwuwu�s`v]l�±s`}i}iuwz�Ñ��YlrymÆdn{z¤oIlruw�iz´�9orz�lIn{tVt{y@x_}  Y~m�mu�l|~Yx_q.Âiy@l��il�}Jx_zw~�t@n,�µt@lIn{t@lry.l���}iu�x[n0l|n{�izw¶[s`~�tVu�l|~Yx_q.Âiy@l��il��zwq|lr~Yn{z�x_~Yn>���µ¶hlIort@lr�iy

α
��qfs`z�n�n{zmoIlruw�iz´�9orzdlIn{t;t{y@x_}±v[y@x[n0n{z�lry°�ix_~±y{z�n@Ñ��Yl��il�}Jlry@��y@lV�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn°�
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#9udl���z�n{t@lV�i~YlVq"�rt{pYx��il,Ñh�izdlIn{t�}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lrq|lI~�t2Âiz�lr~½s_�As`}it��Il,��~Yx_t{y@lV}iy@x_ÂiuD�rqfs`t{z�Ñ��Yl�Æ?zwudn°��s`v[zwt�T� �it{zwuwz�n0lry�u�lIn�}iy@x_}iy{zD�rt��In·���Áo°s`u�or�iuMn{�iy�u�lIn�zw~�t@lry{¶[s`uwu�lInLVlrtV�T�Äl���}iy{zwq|lryVu��C�IÑh�As`t{z�x_~ Ó � >En0x_�Yn2u¾s���x_y{q|l�T� �i~/>3,C*-M &7+!254	�K17-�� B+4 ,G�1-�*�� 4 �3� 4 2JM &�-7� . 4A�iÑh�iz*}Jlr�it�A�t@y@l�q�zwnCn@x_�Yn�u¾s.��x_y{q|l�vZ�r~��ry{z�Ñ��Yl�n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
y = f−1(x)

k�l§}iy{zw~Yorzw}Jl¢�il§y��In@x_uw�it{z�x_~ ���b}iy@x_Âiu�¸rq|l½�T� zw~�¶hlry@n{z�x_~ lr~Yn@lrq.Âiuwz�n@t@l[�¬uwzD�½s`�bn>!�n{t@¸rq|l Ó � >[��lIn{t7���Iory{zwt�Ys`~Yn,���hs`�iuwzw~Ðlrt���s`uwt@lry°� >)(7( Ó � x_�½�Ys`~Yn.���hs`�iuwzw~Ðlrt>s`u��w� >)(7(76 � ��2�s`~Yn�~Yx_t{y@l.o°s_n°�Azwudn°��s`v[zwt2�il·���IoIx_�i}Jlryy��Ior�iy@n@zw¶]lrq|lr~�t�u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l7zw~izwt{z¾s`u !�lr~�ÂJx�3�t@lIn,}Jx_�iyEu�lIn@Ñ��Ylruwu�lInEx_~�¶_sÐo°s`u�or�iu�lryEu�� zwqfs`v]l7}As`y,� � � x_z�orzoIx_q�q|lr~�t�~Yx_�Yn�o0pYx_z�n{z�n@n0x_~Yn��T� !'lrt;��Æ
? !'lrn@t;�i~Yl�ÂJx�3�t@l�zw~Yoruw�As`~�t�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l·�ilIn;¶[s`u�lr�iy@n��il

alpha
¶Z�ry{z  ?s`~�t�u¾s,y@lru¾s`t{z�x_~��

ID
�

? �µlrn@t;�i~±zw~�t@lry{¶_s`uwu�lVzw~Yoruw�Yn��Ys`~YnV� 9�� p �
? �@� ! � lIn{t��i~³zw~�t@lry{¶[s`uwu�l±� q�zw~m� qfs � � ���  Y~iz¬�ilEu¾s'qfs`~iz�¸ry@lfn{�izw¶_s`~�t@lMÆ*q�zw~�lIn{tI�rvhs`u¬s`�Á}iuw�YnV}Jlrt{zwt~Yx_q.Âiy@l'�ilfy@lru¾s`t{z�x_~YnE�il Ó � >�n0s`t{z�n{�«s`zwt@lIn,lr~�oIx_~Yn@z����ry0s`~�t,u��Älr~Yn0l�q,Âiu�l7�ilIn �ruD�rq|lr~�t@n��il !h�ds`u�x_y@nÑ��Yl�qfs �QlIn{tEu�l�}iuw�YnEv[y$s`~Y��~Yx_q.Âiy@lµ�il7y@lru¾s`t{z�x_~Yn|n0s`t{z�n{�«s`zwt@lIn�lr~�oIx_~Yn{z����ry0s`~�t�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l±�ilIn�ruD�rq|lr~�t@n>�il�!h�

�x_�iy�o°s`u�or�iu�lry��@� ! � �?zwuK�«s`�it�}Jx_�i¶hx_zwy�zw~�¶hlry@n@lry�o0pAs_Ñh�YlEy@lru¾s`t{z�x_~
(Ik)

�J�il,qfs`~iz�¸ry@l|��u¾s�q|lrt{t{y@l�n@x_�Yn2u¾s�«x_y{q|l�Æ
α ∈ G(xt−h+k,l)

�Ax���� lIn@t��i~Yl��«x_~Yort{z�x_~¢��¶[s`u�lr�iy@n>�Ys`~Yn
Rp � ; ~¢s_n@n@x�orz�l,� (Ik)

u¾s�¶[s`u�lr�iy?>n@z
y ⊂ G(xt−h+k,l)

�hu¾s·¶[s`u�lr�iy 9.n{z
y
⋂

G(xt−h+k,l) = ∅
lrt�u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�lE� 9�� > � n{zw~Yx_~m��k�s,n@x_q�q|l2�il2oIlIn¶[s`u�lr�iy@n��ix_~i~Yl��i~±zw~�t@lry{¶_s`uwu�lVzw~Yoruw�Yn��Ys`~Yn·� 9�� p � �

k�sEt{p��Ix_y{z�lV~Yx_�Yn�s_n@n@�iy@l�Ñ��m�Äx_~µ}Jlr�it�oru¾s_n@n0lry;u�lIn;ÂJx�3�t@lIn&!'lr~±t{y@x_z�nCo°s`t��rv]x_y{z�lInmÆ
>[�;u�lIn�ÂJx�3�t@lIn�}Jx_�iy�u�lIn@Ñ��Ylru´u�lIn *4� 4A� ./9�4 ,1.#� -<� Ñh�Yl,u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��|�ilIn�}Jx_zw~�t@n��Yl,u¾sfÂJx�3�t@lE¶A�ry{z  Alr~�t~Yx[n.oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn'�«s`��q|x_zw~Yn·pi��z¤y@lru�s`t@zwx_~An.n$s`t{z�n �«s`zwt@lIn � ÆTu�� zwqfs`v]lf}As`yV�C�ilfoIlInVÂJx�3�t@lIn,�ix_~i~Yl|�i~zw~�t@lry{¶[s`uwu�l|� q�zw~m� qfs � � t0l�u�Ñ��Yl�q�zw~ ≥ p���z��
4��;u�lInMÂJx�3�t@lIn¤}Jx_�iy¤u�lIn@Ñh�Ylruwu�lIn *4��4A� .I9�4�, .#� -<�½Ñh�Yl;u�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��2�ilInM}Jx_zw~�t@n¤�ilCu¾s�ÂJx�3�t@lC~Yl;¶A�ry{z  Alr~�t}As_nC~Yx[nCoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn,��}iuw�Yn��il�zTy@lru¾s`t{z�x_~Yn�~Yl�n0x_~�t;}As_nCn$s`t{z�n �«s`zwt@lIn � Æ�u�� zwqfs`v]lV}As`y;���ilVoIlrnCÂJx�3�t@lIn�ix_~i~YlV�i~µzw~�t@lry{¶[s`uwu�l|� q�zw~m� qfs � � t@lrumÑ��Yl�qfs � � p���z��Ó �;u�lIn;ÂJx�3�t@lInC}Jx_�iyCu�lrn0Ñh�Ylruwu�lIn;zwu�l���z�n{t@lV�,u¾s,��x_z�nC�ilIn;}Jx_zw~�t@n;¶A�ry{z  ?s`~�tCu�lInCoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn>lrtC�ilIn;}Jx_zw~�t@n~Yl.¶A�ry{z  ?s`~�t2}As_n2u�lIn�oIx_~�t{y0s`zw~�t@lInmÆ*u�� zwqfs`v]lE}As`y>�¤�il,oIlIn2ÂJx�3�t@lIn��Yx_~i~Yl.�i~½zw~�t@lry{¶[s`uwu�l'� q�zw~m� qfs � �t@lru�Ñh�Al�q�zw~ � p���z�lrt;qfs � ≥ p���z��

k�l7���IoIx_�i}As`v]lµn°�Äl�ÅTlIort{�Yl7n@�iy,u�lrn,ÂJx�3�t@lIn|s`}i}As`y{t@lr~As`~�tf�§u¾sÐt{y@x_z�n{z�¸rq|l'o°s`t��rv]x_y{z�l[��¹�~Qory{zwt@¸ry@l'�T��s`y{y#Artn@�iy�u¾s±��zwq|lr~Yn{z�x_~�q�zw~izwqfs`u�l��T� �i~Yl|ÂJx�3�t@l|}Jlry{q|lrt.�il�qfs 3�t{y{z�n@lry.u¾s'}iy��Iorz�n{z�x_~��il�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � �ilInn0x_uw�it{z�x_~Yn°�
kmlIn�Ñh�As`t{y@l�}Jx_zw~�t@nC}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lrqflr~�t>zw~�t��ry@lIn@n0s`~�t@n��ilVoIlrt{t@l�q"�rt{pYx��il·n@x_~�tCu�lInCn{�izw¶[s`~�t@nmÆ
? lruwu�l�}Jlr�itCvZ�ry@lryCu�lInC}iy@x_Âiu�¸rq|lInC}Jx_�YyCu�lIn@Ñh�Ylru�nCp���zTy@lru¾s`t{z�x_~Yn�}As`y{q�zmp§�ix_zw¶]lr~�t�Art{y@lVn$s`t{z�n �«s`zwt@lIn
? lruwu�l·s`�it@x_y{z�n@l�u�� �it{zwuwz�n$s`t{z�x_~Ð�il�vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn Cα

~Yx_~±uwzw~��°s`zwy@lIn
? lruwu�l����IoIx_�i¶�y@lCu�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��>�ilIn¬n@x_uw�it{z�x_~Yn°�]q Arq|lCu�x_y@n@Ñ��YlCu«�Älr~Yn0lrq.Âiu�l��ilIn¬n@x_uw�it{z�x_~Yn¬lIn{t��«x_y{q"�C�il}As`y{t{z�lInC~Yx_~§oIx_~i~Yl��ilIn
? lruwu�l�}Jlry{q|lrt��T�Älr~Yo°s_��y@lry�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l **��t � }As`y��ilr� �'lr~Yn0lrq.Âiu�lInmÆiu�� �i~±lIn{t;y@lr}iy��In0lr~�t���}As`y;u�� �i~iz�x_~�ilIn·ÂJx�3�t@lIn,�il|}iy@lrq�z�¸ry@l7o°s`t��rv]x_y{z�l�lrt.u���s`�it{y@l�lIn{tV��x_y{q"�f}As`y·u�� �i~iz�x_~Q�ilIn·ÂJx�3�t@lIn.�ilfu¾s5>I¸ry@lflrt�il·u¾s|t{y@x_z�n{z�¸rq|l.o°s`t��rv]x_y{z�l[�*kml·}iy@lrq�z�lry�lr~Yn@lrq.Âiu�l,lIn{t�zw~Yoruw�Yn2�Ys`~Yn **��t � �Js`u�x_y@n2Ñ��YlVu�l.�ilr� ��zw¸rq|loIx_~�t{z�lr~�t **��t � �

�������(73�"-����"F1�BNO#%F@�4�0) -"#�6I24F173������� �:#G#���� � �
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Ã�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°�Ju�x_y@n@Ñ��Yl·u¾s|��zwq|lr~Yn@zwx_~¢�ilIn>¶hlIort@lr�iy@n
α
~m�ÄlIn{t>}As_n>}Jlrt{zwt@l'��lr~Ð}iy0s`t{z�Ñh�Yl[�?zw~�� �ry{z�lr�iy@l,� @lr~�¶�zwy@x_~ � ��u�l>~Yx_q.Âiy@l��il>ÂJx�3�t@lIn;ory��)�IlIn�}Jlr�it;n¼��s_oIory@x�3�t{y@l �r~Yx_y{q"�rq|lr~�t°�iy@lr~Y�Ys`~�t�zwq�}Jx[n@n@zwÂiu�l2u�� zw~Yoruw�Yn{z�x_~���'o°s`uwor�iuT�il **��t � �Ys`~Yn��i~�}iy@x�oIlIn0n{�Yn¤�«x_~Yort{z�x_~i~As`~�t;lr~�t@lrq�}Yn�y��Ilru��iÃ�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°��~Yx_�Yn�s°¶hx_~Yn�oIx_~Yn{t0s`t��Ñ��Yl[��}Jx_�iy��i~YlV��zwq|lr~Yn{z�x_~Ð�il

α
¶[s`u�s`~�t 4��iu¾sEq"�rt{pYx��ilV}iy��In@lr~�t��Il·orz´�9�ilIn@n{�Yn�lIn{t�lr~�t{y@l 4�lrt B �«x_z�n;}iuw�Yny0s`}iz��ilVÑ��m��s°¶hlIo��i~Yl�q"�rt{pYx��ilV�it{zwuwz�n0s`~�tC�i~±qfs`zwuwu¾s`v]l·oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t?> 9�� 9 9 9E}Jx_zw~�t@n  �

� P��¤P�� OÁ¨�©mª�Xh\«Z[£¤abW
�2x_�Yn��it{zwuwz�n@x_~Yn�u¾s.q"�rt{pYx��il�}As`y;���IoIx_�i}As`v]l��T� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lIn°�ikM��s`uwv]x_y{zwt{piq|l Ó �54,Ñ��Yl>~Yx_�Yn�}iy��In@lr~�t@x_~Ynz�orzmn°��s`}i}iuwz�Ñ��YlV�,�i~µ}iy0x_Âiu�¸�q|lV}Jx_�iy;u�lIÑ��YlruTu�lIn;vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIlIn>n@x_~�tC�ilIn���x_~Yort{z�x_~YnC}As`y0s`q"�rt{y{z�Ñ��YlIn°�YoIx_qE�}Jx_y{t0s`~�t2}Ð}As`y0s`q|¸rt{y@lIn°�J�2x_�Yn�y0s`}i}Jlru�x_~Yn�Ñ��YlVu�lIn>p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn2oIx_q�}Jx[n0s`~�t2u¾s|q"�rq|x_zwy@l,n@x_~�t�s_n@n@x�orzD�IlIn�,�i~±�i~iz�Ñ��Yl�t{y{zw}iu�lrt.��pm� z�� u � �
Ã�lrt>s`uwv]x_y{zwt{piq|l·���IoIx_�iu�lV��zwy@lIort@lrq|lr~�t>�il�u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l * # � #Ë� �>���r¶hlru�x_}i}���}As`y���s`�iuwzw~§lrt ��s`uwt@lry°�k�s>�«x_~Yort{z�x_~ �blIn{t�oIlruwu�l;���Iory{zwt@lC�Ys`~Yn�u�s�n@x_�Yn �9n0lIort{z�x_~E}iy��Io)�I�ilr~�t@l[� 2�s`~Yn�u¾s>��x_~Yort{z�x_~�Ã�s`u�or�iu
/;� � ���Iory{zwt@l�Ys`~Yn�u«��s`uwv]x_y{zwt{piq|l]� !·���In@zwv[~Yl��i~Yl¬ÂJx�3�t@l�zw~Yoruw�Yn0l��As`~Yn

Rp �_�ix_~�t�uwlIn�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@lInMn{�izw¶_s`~�t�u�lIn���z´Å �ry@lr~�t@ns �ilrn¤n0x_~�tMu�lInMzw~�t@lry{¶[s`uwu�lIn
y1,y2,...,yp

� 2�s`~Yn¤u���s`uwv]x_y{zwt{piq|l�}iy{zw~Yorzw}As`u��
yinit

���In@zwv[~YlCu¾s�ÂJx�3�t@lCzw~izwt{z¾s`u�l[��Ñh�iz¶_s Art{y@l�n{�YoIoIlIn@n{zw¶hlrq|lr~�t����IoIx_�i}��Il�v[y��_oIl;��u¾s���x_~Yort{z�x_~ * # � #Ë�E� � �_Ã�lruwu�l��9orz�y@lrt@x_�iy{~Yl;�ilr� �,lr~Yn@lrq.Âiu�lInmÆ`u�l}iy@lrq�z�lryClIn{t�zw~Yoruw�Yn;�Ys`~Yn�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�**��t � lrt�u���s`�it{y@l�oIx_~�t{z�lr~�t�**��t ��� ��kds·��x_~Yort{z�x_~:2�lIoIx_�i}Jl]� � ���IoIx_�i}Jl�i~Yl�ÂJx�3�t@l1!'lr~§�ilr� �'ÂJx�3�t@lIn>�il�q A�q|lV¶hx_uw�iq|l[�Yn0lruwx_~§u«��s �il�}Jx_y{t0s`~�t�u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�l
yk
�ix_~�t�u¾sEu�x_~iv[�Ylr�iylIn{t2u¾sf}iuw�Yn�v[y0s`~Y�il[�*kmlIn2��x_~Yort{z�x_~Yn�q�zw~Álrt2qfs �½���In{zwv[~Ylr~�t�y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�t�u¾sfÂJx_y{~Yl,zw~��<�ry{z�lr�iy@l�lrt2u¾sÂJx_y{~Yl�n{�i}��ry{z�lr�iy@l��T� �i~|zw~�t@lry{¶[s`uwu�l[�hk�s2�«x_~Yort{z�x_~�k�s`y{v]lr�iy�s`}i}iuwz�Ñ����Il>���i~Yl;ÂJx�3�t@l !E���In{zwv[~YlCu¾s�u�x_~iv[�Ylr�iy���7}iuw�Yn�}Jlrt{zwt�zw~�t@lry{¶_s`uwu�l

yk
��kml2ory{zwt@¸ry@l��il2��zw¶�z�n{zwÂizwuwzwt����T� �i~Yl2ÂJx�3�t@l !flIn@t����rn@zwv[~��2}As`y�u�l2}As`y0s`q|¸rt{y@l

δ
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kmlIn>p,!�}Jlry@or�iÂJlIn �rt0s`~�t���z�n @ x_zw~�t@n2�ilr� �½�f�ilr� �*�Jx_~½lr~½���I���izwt�Ñh�Yl·u�l·¶hx_uw�iq|l·t@x_t0s`u��il·u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn�lIn{tC�ix_~i~��V}As`yCu��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~§n{�izw¶_s`~�t@l�Æ
i
∑

k=0

Ck
h(1− l)k.lh−k

k�sµ}iy@lrq�z�¸ry@l7oIx_~�t{y0s`zw~�t@l��il7Ã ; zwq�}Jx[n@lfÑ��Ylforl|¶hx_uw�iq|l�n@x_zwtVzw~�� �ry{z�lr�iyE�
ε
� *�uwu�l|zwq�}iuwz�Ñ��Yl��ix_~YoÑ��Yl�u�lInCt{y{zw}iu�lrt@n.��pm� z�� u � �iy@lIn@}JlIort0s`~�t2Ã ; ¶A�ry{z  Alr~�tmÆ

i
∑

k=0

Ck
h(1− l)k.lh−k ≤ ε

� B � > �
Ã�lrt{t@l,y@lru¾s`t{z�x_~�s`�iy0s`zwt�}i� Art{y@l�x_Âit@lr~��Yl�n0s`~Yn��it{zwuwzwn0lry�u�lIn�¶]x_uw�iq|lIn¼�Jqfs`z�n�lr~³s_n@n@x�orz¾s`~�tV��u��C�r¶A�r~Yl��q|lr~�t �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@l7�.u¾s�	�z�¸�q|l�oIx_q�}Jx[n0s`~�t@l

xk
���µp�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~§lIn@t�zw~Yoruw�Yn@l��Ys`~Yn�u�l>�«x�or�YnCs_n@n@x�orzD�IlV�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@lV�il�}As`y0s`q|¸rt{y@lInCpm��zmlrt;ud���i~Yl�¶_s`y@z�s`ÂYuwl·s`uD�°s`t@x_zwy@l·��z�n@ory@¸rt@l�n{�izw¶[s`~�t;�i~Yl�u�x_zm�il�¿�lry{~Yx_�iuwuwz��

; ~�}Jlr�it¤s`u�x_y@nMoIx_~Yn@z����ry@lry�u¾s2¶[s`y{z¾s`Âiu�lCs`uD�°s`t@x_zwy@lC��z�n@ory@¸rt@l;y@lr}iy��In@lr~�t��Il;}As`y�u¾s2n0x_q�q|l;�il�oIlIn�pE¶[s`y{z¾s`Âiu�lIns`uD�°s`t@x_zwy@lIn,n{�Y}i}Jx[n��IlInVzw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t0lIn°��Ã�lrt{t@lf~Yx_�i¶]lruwu�lf¶_s`y{z¾s`Âiu�l7s`uD�°s`t@x_zwy@l�n{�izwtV�i~Yl|u�x_z¤Âizw~Yx_q�z¾s`u�l��il}As`y0s`q|¸rt{y@lInfuClrt|pm��k�s¢}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��§Ñ��Yl'~Yx_�Yn|y@lIo0pYlry@o0pYx_~Yn�orx_y@y@lIn{}Jx_~Y� �¢u�s¢}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��§Ñ��YlµoIlrt{t@ln0x_q�q|lVn@x_zwtCn{�i}��ry{z�lr�iy@l·x_���rvhs`u�l·�,p���z��
Kx_�iy'��x_y{q.�Yuwlryµu¾s��ilr� ��z�¸rq|lÁoIx_~�t{y0s`zw~�t@l[�;~Yx_�Yn±s`uwu�x_~Yn±oIx_~Yn{z����ry@lry±Ñ��YlÐu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l³�ilInµn{zwv[~As`� �}Jlry@Çr�Yn�y��Ilruwu�lrq|lr~�t�}Jlr�it	Art{y@l�q|x����ruwz�n��2�il�u¾sVqfs`~iz�¸ry@l2n{�izw¶_s`~�t@l[� ; ~7n{�i}i}Jx[n@l>Ñ��YlCu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l2�ilIn¬¶hlIo��t@lr�iy@nC�

xt−h+1,xt−h+2,...,xt
� n@x_~�t��ilInKy��°s`uwz�n0s`t{z�x_~YnM�T� �i~E¶hlIort@lr�iy��joIx_q�}Jx_y{t0s`~�t�pE¶_s`y{z¾s`Âiu�lInMs`uD�°s`t@x_zwy@lIny��Ilruwu�lIn°���[�rt0s`~�tCq�z�n�n@x_�Yn;u¾s,��x_y{q|lVn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

Y = Xd +B

Xd
lIn{t��i~'¶hlIort@lr�iy°��oIx_~Yn{t0s`~�tC�Ys`~Yn�u�l2t@lrq�}Yn°�is`}i}As`y{t@lr~As`~�t>�.u«� p !�}Jlry@or�iÂJl

[0,1]h
lrt

B
lIn{t��i~'¶hlIort@lr�iy�ilE¶_s`y{z¾s`Âiu�lIn·s`uD�°s`t@x_zwy@lIn·oIx_~�t{zw~��YlIn

B1,B2,...,Bh
Ñ��m�Äx_~Án@�i}i}Jx[n@lry0s7zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@lIn°��kmlIn

Bj
}Jx_�iy{y@x_~�t

Art{y@lEs_n@n@x�orzD�IlIn��f�ilIn>u�x_z�n2�il·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��E��z´Å �ry@lr~�t@lIn>u�lIn>�i~YlIn2�ilIn�s`�it{y@lIn¼�?¹>~YlVy��°s`uwz�n$s`t{z�x_~¢�il.¿²n0lry0s�i~�¶hlIort@lr�iy°�h~Yx_t��
b1,b2,...,bh

� ; ~7oIx_~Yn{z��i¸ry@l �rvhs`u�l�q|lr~�t�u�l�¶]lIort@lr�iy��
p1,p2,...,ph

� ∈ [0,1]h
�h�ix_~�t�o0pAs_Ñ��YloIx_q�}Jx[n$s`~�t@l

pj
���  Y~izwt;u¾s.}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���}Jx_�iyCÑh�Yl

xt−h+j
s`}i}As`y{t{z�lr~i~Yl.s`�7�«xhor�YnCs_n0n@x�orzD���.u�� p,!�}Jx_t@pY¸In@l�il�u¾sEq"�rq|x_z´y0l�Æ

pj = P (Y ∈ [C(t− h+ j)− l/2,C(t− h+ j) + l/2])

k�s�n@lIoIx_~Y�ilVoIx_~�t{y0s`zw~�t@l.lIn{t�s`u�x_y@n�l���}iy{zwqfs`Âiu�lV}As`yCu¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∑

E⊂H(m)





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)



 < ε
� B �54 �

�d¶hlIo
H(m)

lr~Yn@lrq.Âiu�l,�ilIn�}As`y{t{z�lIn��il {0,1,...,h − 1} orx_q�}Jx_y@t0s`~�t m
�ruD�rq|lr~�t@n°�Jlrt

E
lr~Yn@lrq.Âiu�lIn2�ilIn�ruD�rq|lr~�t@n>�il {0,1,...,h− 1} ~m��s`}i}As`y{t@lr~As`~�t>}As_n�� E

�
Ã�lrt{t@l2y@lru¾s`t{z�x_~µn@l>n@zwq�}iuwz  Al2�Ys`~Yn�u�l2oIs_n�}As`y{t@zwor�iuwz�lryCx��7u�lIn

pj
n0x_~�t�t@x_�Yn �rvhs`� �*� ; ~7y@lrt{y@x_�i¶hl�s`u�x_y@nu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�T� �i~YlVu�x_zTÂizw~Yx_q�z¾s`u�l[�?n{zwq�zwu¾s`zwy@l·��orlruwu�l·�il�u¾sEy@lru¾s`t{z�x_~ B � >[�

> >)(
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�MP¡ �P � ��£��YªmX �?ajW � =�W �M\9^ºZ[WAc¤g�W � =¾¥¤c¤W�a;�?ajªd\�X]W�X]WA^��;WAg�Z_¦TcdZ & � WYZ &��

�2x_�Yn,s`uwu�x_~Yn.q|x_~�t{y@lry,Ñ��Yl[��n@x_�An·oIlry{t0s`zw~YlInEoIx_~Y��zwt{z�x_~YnEn{���fn0s`~�t@lIn°��zwu¬lIn{t·}Jx[n0n{zwÂiu�lf�il�oIx_~Yn{t{y{�izwy@l�i~Yl�q"�rq|x_zwy@l.oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t>�i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In@l�y@lIn@}JlIo�t$s`~�t�Ã ; ��2E��s`�it{y@lV}As`y{t°�Y~Yx_�Yn>s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry2Ñh�Yl[�n@x_�Yn�oIlry{t0s`zw~YlInCs`�it{y@lIn;oIx_~Y��zwt{z�x_~Yn;n{���fn0s`~�t@lIn°��s`�Yor�i~Yl2q"�rq|x_zwy@l2}Jx[n@n �I�Ys`~�t��i~Yl>�i~iz�Ñ��Yl>p,!�}Jx_t{pY¸In0l>~Yln0s`t{z�n ��s`zwt>Ã ; �
; ~½n@�i}i}Jx[n@l.Ñh�m�Äx_~½oIx_~i~As 3�t�}iy��Iorzwn �rq|lr~�t2u¾s|¶[s`u�lr�iy2���Ð¶hlIo�t0l��Yy

Xd
n@}��Io�z  -�,�Ys`~Yn>u¾sfn@x_�Yn �9n0lIort{z�x_~}iy��Io)�I�ilr~�t@l[��2�s`~Yn;oIl�oIs_n¼��x_~µoIx_~Yn{t{y{�izwtCu�l>��x�or�YnCs_n0n@x�orzD���.u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l��il2u¾s.q"�rq|x_zwy@l[�Y�il�qfs`~iz�¸ry@lV�oIlVÑh�Yl�n0lIn�¶[s`u�lr�iy@n�oIx��«~Yorz��ilr~�t2s°¶hlIo

Xd
�

2�x_~i~Yx_~Yn;t@x_�itC�T��s`ÂJx_y@�'�i~µl��ilrq�}iu�l[��zwuwuw�Yn{t{y0s`~�t;u¾s.}iy@x_}Jx[n@zwt{z�x_~±Ñ��iz*¶_s,n{�izw¶�y@lE��¶hx_zwy�u¾s  Yv[�iy0l B � > � �
2�s`~YnCoIlru´�Yz �9orz��Ax_~±n{�i}i}Jx[n@l�Ñ��Yl

Xd
lIn{t;oIx_~Yn@t0s`~�t@lV�Ys`~Yn;u�l2t@lrq�}Yn�lrt;¶_s`�it�9�� @ �i�2x_�Yn��Yt{zwu´z�n0lry@x_~YnC�ix_~Yo�i~ �«x�or�Yn��ix_~�t7u¾s³vZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl¢lIn{t
Xd

��t@x_�it@lIn7u�lIn7orx_q�}Jx[n$s`~�t@lIn'��� �«x�or�Yn�n0x_~�t$�rvhs`u�lInµ� 9�� @ � �¬kdsy@lr}iy��In@lr~�t0s`t{z�x_~¢���±��x�or�Yn2�E�i~§zw~Yn{t0s`~�t�t�lIn{t>�ix_~i~��IlV}?s`y�uwl·n@lrv[q|lr~�t>pYx_y{zwÀ°x_~�t0s`u&�r}As`z�n>�T�Äx_y@�ix_~i~��Il'>[�¶��7�Ys`~Yn�u�lIn�v[y0s`}ipYlInV�«s � lrtV��o � � ; ~µn{�i}i}Jx[n@l2Ñ��Yl>u�lIn
Bi

n{�izw¶]lr~�t�t@x_�it@lIn�u¾s.q Arq|l2u�x_z����ix_~�t�u¾s.�ilr~Yn{zwt���il·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��,��z´ÅT¸ry@l.n{�izw¶_s`~�t>u�lIn�v[y0s`}ipYlIn��«s � �K��Â � lrtE��o � �?kmlIn>v[y0s`}ipYlInE��� � �K��l � lrtE�¡� � y@lr}iy��In@lr~�t@lr~�tu�lIn2¶�z�n{�As`uwz�n0s`t{z�x_~Yn��T� �i~YlEx_ÂYn0lry{¶_s`t{z�x_~³���¢n@zwv[~As`u��Ys`~Yn�u�l,t@lrq�}Yn°�Jz�n@n{�YlIn2y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�tV�ilIn��ilr~Yn{zwt��In�ilC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In��ilInMv[y0s`}ipYlIn��«s � �A��Â � lrt2��o � � Kx_�iy¤u�lCv[y0s`}ipYl,��Â � �[u¾sVoIx_�iy{ÂJl>�ilC�ilr~Yn{zwt����ilC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��lIn{t�oIx_~��«x_~Y���Yl�s°¶hlIo�uwl2n@lrv[q|lr~�t�y@lr}iy��In@lr~�t0s`~�t�u�lC��x�or�Yn¼��Ñh�iz?~m�ÄlIn{t¬}As_n�y@lr}iy��In@lr~�t��2lr~�t{y0s`zwt �r}As`z�n°���>x_�Yn~Yx_�YnCzw~�t��ry@lIn@n@x_~Yn>�E�ilr� �±s`zwy@lIn���z´Å �ry@lr~�t@lInmÆ
? u���s`zwy@l A1

���ruwzwq�zwt��Il¢¶hlry{t{z�o°s`u�lrq|lr~�tµ}As`yµu�l½n0lrv[q|lr~�t'y@lr}iy��In@lr~�t0s`~�t±u�lÐ��x�or�Yn³��pAs_o0p��iy��IlÁn{�iy'u�lv[y0s`}ipYl2�«s �d� �¼Ñ��izhy@lr}iy��In@lr~�t@l¤u¾sC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��¬}Jx_�iyKÑh�m� �i~Yl¤¶[s`u�lr�iy �Vo0pAx_zwn@z�l¬s`uD�°s`t@x_zwy@lrq|lI~�t�n{�izw¶[s`~�t�i~Yl�u�x_zT�i~iz´�«x_y{q|lVn{�iy·� 9�� > � s`}i}As`y{t{z�lr~i~Yl.s`�µ�«x�or�Yn°�
? u���s`zwy@l A2

���ruwzwq�zwt��Il½}As`y'u�lIn�q Arq|lIn'}Jx_zw~�t@n  lrt±¯,��oIx_~YoIlry{~As`~�tµu¾s³�«x_~Yort{z�x_~ �il½�ilr~Yn{zwt��¢�il}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[��Ã�lruwu�l��9orz�y@lr}iy��In@lr~�t@l¢u�lrn
pj

��Ñ��iz�n@x_~�t7t@x_�Yn,�rvhs`� �b�Ys`~YnµoIl½o°s_n � ��o[�ÄlIn{t �S�º�9��zwy@l¢u¾s}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��V}Jx_�iy�Ñ��m� �i~Yl�¶_s`u�lr�iy��µ���±n@z´v[~?s`u�s`}i}As`y{t{z�lr~i~Yl,s`�µ��x�or�Yn°�kmlInCt{y@x_z�nCv[y0s`}ipYlInCq|x_~�t{y@lr~�t�t{y@x_z�n�o°s_nmÆ
>[�

A1 < A24��
A1 = A2Ó �
A1 > A2�2x_�Yn�q|x_~�t{y@lry@x_~Yn·Ñ��Yl[�T�Ys`~YnVu�lE}iy@lrq�z�lry.o°s_n°�Tx_~Á}Jlr�itVt@x_� @ x_�iy@nVt{y@x_�i¶]lry·�ilIn�¶[s`u�lr�iy@nV�il�p³lrt�zM}Jlry �q|lrt{t0s`~�t��Ðu¾sÐ�«x_z�n�Ñh�Yl'u�l't{y{zw}iu�lrt§��pm� z�� u � ¶Z�ry{z  Al§Ã ; qfs`z�nfs`�Yn@n@z;Ñh�Yl'u¾s¢���rt@lIort{z�x_~ �il'u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hlVn0x_zwt  ?s`Âiu�l�ÆYu��Äl���lrq�}iu�lVt !�}iz�Ñh�YlV�il�u�x_zm�il�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��,s_n@n@x�orzD�Il·s`� �

Bi
}Jlry{q|lrt{t0s`~�t>oIlVo°s_nlIn{tCu¾sEu�x_zm~Yx_y{qfs`u�l[� ; ~±y@lrqfs`y@Ñ��Yl·Ñ��Yl[�Y�Ys`~YnCu�lVo°s_n��T� �i~YlVu�x_zm~Yx_y@qfs`uwl[�A~m� zwq�}Jx_y{t@l.Ñh�Al�uwu�lV¶_s`u�lr�iy>�il�u~Yx_�Yn�}iu¾s_oIlC�As`~Yn�u�l;o°s_n >[�]kmlC�ilr� ��z�¸rq|l�o°s_nMlIn{t��i~fo°s_n�uwzwq�zwt@l�Æ[u¾s��ilr~Yn{zwt��C�il�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���lIn{t��Y~iz´��x_y{q|ln{�iy�� 9�� > � � 2�s`~Yn¤orlCo°s_n°�]x_~|~Yl;}Jlr�itM}As_nMt{y@x_�i¶hlry¤�il;t{y{zw}iu�lrt@n>��pm� z�� u � � *�~' Y~m�]u�l;t{y@x_z�n{z�¸rq|l�o°s_nMlIn{tMt !�}YzwÑ��Yl�il.}iy@x_Âiu�¸rq|lIn�}Jx_�iy�u�lIn@Ñ��Ylru�n2u�lrn��ix_~i~��IlIn�y��Ior�i}��ry��IlIn�}iy@x¼¶�z�lr~i~Ylr~�tV�il.}iuw�Yn{z�lr�iy@n�n@x_�iy@oIlIn����ilr� �½�Ys`~Yn~Yx_t{y@l�l���lrq�}iu�l � �i�d¶hlIo>u�l�o0pYx_z �'�il2uT���'v[y0s`}ipYl|��o � ��x_~µq|x_~�t{y@l�Ñh�m��s`�Yor�i~µt{y{zw}iu�lrt·��pm� z�� u � ~Yl�oIx_~�¶�z�lr~�t �}As`y>oIx_~�t{y@l[�?n{z�x_~½s`�iv[q|lr~�t@l·u��Yx_~§}Jlr�it,���As`~YnC~Yx_t@y@l·l���lrq�}iu�l � y@lrt{y@x_�i¶hlry�u�l·o°s_n�>[�A�ix_~YoVt{y@x_�i¶hlry>�ilInt{y{zw}iu�lrt@nf��pm� z�� u � y��r}Jx_~Y�Ys`~�t.��~Yx[n��ilr� �¢ory{zwt@¸ry@lInf�  ?s`Âizwuwzwt��|�il,u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~³}Jlry@oIlr}it{zw¶]l|lrt�y@lIn{}JlIortV�ilÃ ; � �*�½s`z�n¼�?�Ys`~Yn�oIl,o°s_n°��*�� � 4=> 4 % .,>&���,�#! >3� ,C4�,�&�4A�,� *�% ,@9�4 �]�J�>x_�Yn2q|x_~�t{y@lry@x_~Yn�}As`y�u�s7n{�izwt@lÑ��m� z´uClIn{t�}Jx[n@n{zwÂiu�lµ�ilµn��r}As`y@lry|oIlIn�n0x_�iy@oIlIn�lr~��it{zwuwz�n0s`~�t|�i~Yl'q"�rq|x_zwy@l§�Ð}iuw�Yn@z�lr�iy@n�p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn°��Ñh�iz}Jx_�iy{y0s Art{y@l�zw~�t@lry{}Yy��rt��Il·oIx_q�q|l��Y~±n"!�n{t@¸rq|l��ilVn��r}As`y0s`t{z�x_~Ð�il�n0x_�iy@oIlIn°�

�>lr¶]lr~Yx_~Yn��E~Yx_t{y@l�}iy@x_ÂiuD�rqfs`t{z�Ñ��Yl[� � x_z�orzmu��C�r~Yx_~Yo)�·���µt{p��Ix_y@¸rq|l·�T�Äl���z�n{t@lr~YoIl�Æ
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lIn{t{zwq"�[�m���³�ilru¾�µ�il�oIl�n@lr�izwu��Tu¾s7}Jlry ��x_y{qfs`~YoIlfo0p��it@l�Âiy{�Yn@Ñ��Ylrq|lr~�t°�mk�s'¶[s`u�lr�iyV�il�oIln0lr�izwu¤���r}Jlr~Y�����³}As`y0s`q|¸rt{y@lfu��mkmx_y@n@Ñ��Yl�u��C�Io°s`y{t·v[y0s`~Y��zwt·ÂJl°s`�YoIx_�i}m��u�l�t0s`� �Á�il|���rt@lIort{z�x_~�t@lr~Y�Á¶hlry@n

9��JÃ�lVy��In{�iuwt0s`t>~m�ÄlIn{t�}As_n�n{�iy@}iy@lr~As`~�t°�?kM� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~½u¾s�}iuw�Yn�zw~�t��ry@lIn@n0s`~�t@l.lIn{t�u¾sE~As`t{�iy@l.�ilIn>oIx_�iy{ÂJlInx_Âit@lr~��Alrn�ÆJlruwu�lIn�n@x_~�t>��x_y{q"�IlIn��il,�ilr� �§}iu¾s`t@l°s`� �T�?u�� �i~¢oIx_~�t@lr~As`~�tV�ilIn>¶[s`u�lr�iy@n2�il.u��C�Io°s`y{tVs_n@n@x�orzD�IlIn���i~�t0s`� �³�ilf���rt@lIort{z�x_~�qfs ��zwqfs`u���u���s`�it{y@l�oIx_~�t@lr~As`~�tE�ilIn·¶_s`u�lr�iy@n.�ilfu�� �Io°s`y{t�s_n@n@x�orzD�IlIn,�µ�i~�t0s`� �³�il���rt@lIort{z�x_~Q~��iu��Kkds±u¾s`y{v]lr�iy�����}iy@lrq�z�l�yE}iu¾s`t@l°s`�Qzw~Y��z�Ñh�Alfu��Älr~Yn0lrq.Âiu�l7�ilIn.��x�or�YnEs_n0n@x�orzD�InE�±u¾s§q Arq|lp,!�}Jx_t{pY¸In@l½��pm� z�� u � }Jl�y@q|l�t@t0s`~�t.�i~Alf���rt@lIort{z�x_~  ?s`Âiu�l��il|u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶]lf}Jx_�iy.u�lfn{zwv[~As`u�%E�
; ~µ}Jlr�itCl�Å*lIort{�Ylry;�i~Yl�l���}��ry{z�lr~YoIl�n{zwq�zwu¾s`zwy@l[�iqfs`z�n;lr~µoIx_~Yn@z����ry0s`~�t;�i~Yl�zwq�}iy��Iorz�n{z�x_~§n{�iy�u¾s.¶[s`u�lr�iy;�il
σ
�ikmlInCy��In{�iuwt0s`t@n�n@x_~�t��ix_~i~��InC}As`yCu¾s� Yv[�iy@l B � @ ��#9u�nCn@x_~�tCn0lrq.Âiu¾s`Âiu�lIn>�EoIlr� �µt{y@x_�i¶Z�In�orz´�9�ilIn@n{�Yn°�

�¤P¡ �P�� &�ªda;�¬¦*X]¦T\9^`ª�c \Sc)( ªmXhabWA¨S¨«WÐWAcdZ_XhW & � WiZ'¨�¦�g�ª�cdZ[X]¦T\9cdZ[W¢\9a �;ª�^��YW9�¬¦JX±¨�WÐZ]£��Yª*eX �?ajW �&=
�?gh£M¦TcdZ]\9¨9¨9ª�c¤c¤¦*©mW��MW ��£¤¦*c¬cMªdc
2�s`~Yn�~Yx_t{y@l�l���}Jx[n��[��~Yx_�YnCs°¶hx_~Yn;oIx_~Yn{z����ry���zwq�}iuwz�orzwt@lrq|lr~�t>Ñ��Yl2u�l2}As_nC�T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l·lIn{t  ���[�s`u�x_y@nfÑ��Yl'uwlµ}As`y0s`q|¸rt{y@l
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lIn@t�¶_s`y{z¾s`Âiu�l±lrt|n@zwv[~iz  Al��,pQ��x_z�n�u¾s¢���iy��Il±��� }As_n|�T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l,�*�

; ~±}Jlr�itC¶hx_zwy;u�l�}iy@x_Âiu�¸rq|l·��z´Å �ry@lrq�q|lr~�t2lr~< �Ys`~�tC�i~YlV���iy��IlV�µ�il�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~Ð�il�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l·lrtClr~oIx_~Yn@z����ry0s`~�t2Ñh�Yl�u�lV}As_n��T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~Y~As`v]l,lIn{t��i~±}As`y0s`q|¸rt{y@l,�il�~Yx_t{y@lV}iy@x_Âiu�¸rq|l[�T¯>�Yl·oIl�u¾sfn{zwv[~iz  Al��t ��zwu �
����� #%F@�S� �5�"-,��F1�,�L-"�,�4���Q�,Y@NO!,��$3�"6I-"� ��61#%FI2 F1��$373$324#%6I2L7XU )�73D%#9�0$&��/I����?1�Q24!"73�"-���$8#�6 �@�3����$86I?1$8EGFI!T78#9��2�E�F	U $371�,Y@$32M���RFI6�6I#�� H@���
AC6I$	?	U /Gc@NO#���/1d"24�"2��"6:��!"��#%$&���%�

>)4 Ó



�  !��"+�����#� � � � �����!��� � ������ �>�������� ���%�� " ����� " �#� ��� �C����� "+�"��" �C� � � � � ��� �.����
 ����� ��� " ��� ��� "���� �C�

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

T
au

x 
de

 d
ét

ec
tio

n 
de

 l’
in

fo
. p

er
c.

Ecart du centre du segment par rapport à l’optimum théorique

Effet d’une imprécision de Xd sur la détection d’info. perc.

l=0.9l=0.8l=0.7l=0.5l=0.5l=0.4l=0.3l=0.05

k�s7q"�rq|x_zwy@l|lIn{tVoIx_~Yn{t{y{�izwt@l|�ilEqfs`~iz�¸ry@lf��}Jlry{q|lrt{t{y@l�u¾s� ?s`Âizwuwzwt��|�ilEu�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶]l�}Jx_�iy�i~½n@zwv[~As`u�s`uD�°s`t@x_zwy@l,vhs`�Yn@n{z�lr~9%,�?�il·}?s`y0s`q|¸rt{y@l
σ = 0.05

�?k�sf~Yx_t{z�x_~¢�il1 Js`Âizwu´zwt��ElIn{t�s_n@n0x�orzD�rlE�|�i~Yl¶_s`u�lr�iy��il
ε = 10−15

�È2ÉSÊ�Ì ��Î � Ï�� ¶hx_uw�it{z�x_~±���7t0s`� �7�il����rt@lIort{z�x_~±�il>u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~µ}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�lr~7�«x_~Yort{z�x_~µ�il>u�� zwq�}iy��Iorz´�n{z�x_~§n{�iy
Xd
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Valeur de σ

Effet d’une imprécision de σ sur la détection d’info. perc.

l=0.9l=0.65l=0.35l=0.05

kds7q"�rq|x_zwy@l|lIn{t�oIx_~Yn@t{y{�izwt@l��ilEqfs`~iz�¸ry@lf�7}Jlry{q|lrt{t{y@l�u¾s� ?s`Âizwuwzwt��|�il,u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~³}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�}Jx_�iy�i~¢n{zwv[~As`u�s`uD�°s`t@x_zwy@l.vhs`�Yn0n{z�lr~ %E�?�il·}As`y0s`q|¸rt{y@l
σ = 0.05

�?kds|~Yx_t{z�x_~Á�il1 ?s`Âizwuwzwt��Elrn@t�s_n@n@x�orzD�Il,�f�i~Yl¶[s`u�lr�iy��il
ε = 10−15

�È2ÉËÊ�Ì �mÎ/6 Ï � ¶]x_uw�it{z�x_~±���'t0s`� �7�il2���rt@lIort{z�x_~±�il2u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~±}Jlry@oIlr}it{zw¶]l�lr~��«x_~Yort{z�x_~µ�il2u�� zwq�}iy��Iorz´�n@z�x_~±n{�iy
σ
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¹>~Yl2p,!�}Jx_t@pY¸In@l2y@lr}iy��In@lr~�t@l�u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~§n{�i}i}Jx[n��Il��m� �Y~µn{zwv[~As`umn{�iy�p'}As_n;�il2t@lrq�}Yn°�in0s`~Yn�zw~Y��z�Ñh�Ylryu¾s|�i�iy��Il·t@x_t0s`u�l.�ilIn>p§}As_n2�il·t@lrq�}Yn°� *�uwu�l.���  Y~izwt��ix_~Yo·u��C�r¶]x_uw�it@zwx_~¢���½n{zwv[~As`u��|�i~Yl.oIx_~Yn{t0s`~�t@l·q.�iu´�t{zw}iuwz�o°s`t{zw¶]lV�il2t@lrq�}Yn�}iy@¸In·��u¾s.¶_s`u�lr�iyC���'}As_n;�il2t@lrq�}Yn � �ik�sEoIx_~�t{y0s`zw~�t@l·Ã ; zwq�}Jx[n@l�Ñ��Yl2u¾s.¶[s`u�l��Yy;�ilp¢n@x_zwtVs_n@n@lrÀN�ru�lr¶Z�Il,y@lru¾s`t{zw¶hlrq|lr~�t·�fz�lrt2u�� �s`y�oIx_~�t{y@l[�*lruwu�l,~Yl.}Jx_y{t@lE}As_n�n{�iy2u¾s����iy��Il����½}As_n��T��s`}��}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]l[�,22x_~Yo[�hn@zYx_~fzwq�}Jx[n@lC�i~Yl����iy��Il��|Ñ��Ylru�oIx_~YÑh�Yl�~��IoIlrn0n0s`zwy@l>��u¾s�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~7�il;u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�Ã ; ¶[sVzwq�}Jx[n@lry��i~Yl>¶[s`u�lr�iy��il>p7zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@l��il2oIlrt{t@l����iy��Il[� ; y°��~Yx_�Yn;s°¶]x_~Yn�q|x_~�t{y��[���Ys`~Yn�u�l2o°s_n�T� �i~Yl2q"�rq|x_zwy@lV�·�i~Yl2p,!�}Jx_t{pY¸In@l[��Ñ��Yl>p7}Jx[n@n0¸I�il>�i~Yl2ÂJx_y{~Yl2zw~��<�ry{z�lr�iy@l|��}Jx_�iy�t@x_�it�u*lrt�}Jx_�iy�t@x_�it�z � ����r}Jlr~Y�Ys`~�t@l,�ilIn
Bj
�A�ix_~Yo·�ilVu¾s�~As`t{�iy@l.�ilVu�� zwq�}iy��Iorz�n{z�x_~¢�ilIn��ix_~i~��IlIn�s`�it@x_�iy2�il

Xd
��n@lVy@lr}Jx_y{t@lry��u¾s  Yv[�iy@l B �54�lrt��Eu¾sE���rq|x_~Yn{t{y0s`t@zwx_~½�il�u¾s,}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ > � �

�s`y;oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°��x_~µs·q|x_~�t{y��[���Ys`~Yn��i~'o°s_n�}As`y{t{z�or�iuwz�lry°�iÑh�Yl�Ã ; }Jlry{q|lrtC�il2�ix_~i~Ylry %&� 4,M *�, � 4�O%3> !�,�-�4 % , 45�&% >&���;�81Y! 9C03����.1-�&�&�*4�&�_� (+4#� �3! > 4 �3�3��� . 40%3�3-��*% 4!254E��.�� 4 &�� �3� .O% ,C45�34A�
Bj
�

#Su�!§s|�ix_~Yo·�i~Yl.oIlry{t0s`zw~YlEs`~As`u�x_v[z�l,s¼¶]lIoVu�l·t{p��Ix_y@¸rq|l,�T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~?s`v]lE�il *�pAs`~i~Yx_~m� �s`y�orx_~�t{y@l[�Azwul���z�n@t@l�t{y@x_z�n���z´Å �ry@lr~YoIlIn�qfs @ lr�iy@lIn�Ñ��iz*�«x_~�tCÑ��Yl·Ã ; ~m� zw~�t@lry{¶�z�lr~�t�}As_n>s`�±q Arq|l�~izw¶]l°s`�·Æ
? u�l·}As_n��T�C�ro0p?s`~�t{zwuwu�x_~i~As`vhl,~Yl.}Jlr�it2}As_n Art{y@l  ���.�T� �i~Yl,qfs`~iz�¸�y0lEs`ÂYn@x_uw�Yl[�Jqfs`z�n>y@lru¾s`t{zw¶hlrq|lr~�tV�u¾sEoIx_~Yn{t0s`~�t0lV�il�t@lrq�}Yn��
? u�l·}As_n��T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~?s`v]lE~Yl,���r}Jlr~Y�½Ñ��Yl,�ilIn2o°s`y0s_ort��ry{z�n{t{z�Ñ��YlIn��il.u¾s|q"�rq|x_zwy@lµ�  ���IlIn2v[y��_oIlE�Ã ; � lrt;~Yx_~§�ilIn�o°s`y0s_ort��ry{z�n{t{z�Ñh�YlIn>���§n{zwv[~As`umy@lIÇr�±}As`yCu�l�n>!�n{t@¸rq|l
? Ã ; ~m�ÄlIn{t�}As_n��i~YlÐoIx_~�t{y0s`zw~�t@l½¶�z�n0s`~�t'�³y@lIoIx_~Yn{t{y{�izwy@l  A�i¸ru�lrq|lr~�t'u�lÐn{zwv[~As`u>y@lIÇr� �³}As`y{t{zwy'�ilu�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Ð}Jl�y0orlr}it@z´¶hl[�kdsÐ}Yy@x_ÂiuD�rqfs`t{z�Ñh�Yl§lIn{t��ix_~Yo't{y@¸In|��z´Å �ry@lr~�t@l±�Ys`~YnE~Ax_t{y@lµo°s_n°� #Su�~Yl'}Jl��Yt�}As_n !�s°¶hx_zwy�u¾sÐq Arq|lzw~�t@lry{}iy��rt0s`t{z�x_~Ð}ip,!�n{z�Ñh�Al�Ñh�Yl��Ys`~An;u�lVo°s_��y@lV���±t{p��Ix_y@¸rq|l·�T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l.�il�*�pAs`~i~Yx_~m�

�MP¡ �P�� ®�\Sab\�Z_¦JZ]\«ª�c¬^��MWA^ a �Aabª�\9X]WA^�� ¥¬cMW
£ � �;ªTZ]£��A^`W�e ����Z[WAc¤^_\9ª�c �¬¥ X �A^_¥¬¨«Z[¦JZ
�&=�W ��\S^ºZ_W?c¤g�W��j¥¤c¤W�g�¦?Z7�Y©�ªmXh\�W�� =�WAc¤^`WAa ��¨�W?^ ��c¤\S^:�&=¡£ � �;ªTZ]£��A^`WA^

¹>~Yl.q"�rq|x_zwy@l�sf�i~Yl,p,!�}Jx_t{pA¸rn0l.~Yl.}Jlry{q|lrtV�il,���rt@lIort@lry�Ñ��m� �i~Yl.zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Á}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�TkM�C�rt0s`t����n"!�n{t@¸rq|l�}Jlr�it Art{y@l'o°s`y0s_ort��ry{z�n �_�¤�½o0pAs_Ñh�Yl'zw~Yn{t0s`~�tEt°�K}As`y�u¾s½���rt@lIort{z�x_~ x_�Qu¾sÐ~Yx_~����rt@lIort{z�x_~ �ilu�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�Jkds|oIx_~�t{y0s`zw~�t@l�Ã ; zwq�}Jx[n@l.Ñh�Yl·u�� p,!�}Jx_t{pY¸In0l.�ix_zwt Art{y@l.o0pYx_z�n{z�l.�il·qfs`~iz�¸ry@l�7oIlEÑ��Yl.u¾s�~Ax_~Á���rt@lIort{z�x_~�n@x_zwt��i~��r¶A�r~Ylrq|l�~�t�y0s`y@l[� �s`y�oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�Tn{z�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In0lElIn@t�s_���IÑ��As`t@l[�u�l|n"!�n{t@¸rq|l�~Yl�}Jx[n@n@¸I�il[��lr~³y��°s`uwzwt��[��Ñ��m� �i~³�i~iz�Ñ��Yl"�rt0s`t¼�moIlfÑh�iz¤lIn{tV�i~�o°s_nVzw~izw~�t��ry@lIn0n0s`~�t.lr~³¶��Yl|�ilu�� zw~�t@lry �«s_Ç°s`v]l|���Án@x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l,�T�Ä� ²s°¶hlIo,oIlruw�iz��T�Ä� ; � #SuK~Yx_�Yn>��s`�it��ix_~YoN�rt@lr~Y��y@lE~Yx[n2y��In@�iuwt0s`t@n°� �
"+��� ��������~Yx_�Yn;y@lIo0pYlry@o0pYx_~Yn>u«�Älr~Yn0lrq.Âiu�lV�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lInCu�l�}iuw�YnCv[y@x[n;}Jx[n@n@zwÂiu�l[�in$s`t{z�n �«s`z�n$s`~�t>Ã ; lrt>Ã�¹,�

�¢s`z�n°�KoIlru¾s§}Jx[n@l�y0s`}iz��ilrq|lr~�t|�ilIn,}iy@x_Âiu�¸rq|lIn��T�Äx_y@��y@l7t{p��Ix_y{z�Ñ��Yl[� *�~�l$ÅTlrt°�du�l�}iy@x_Âiu�¸rq|lµ�il7o°s`u´�or�iuM�ilE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[�mzw~Y���izwt�}As`y�u�lIn�y@lru¾s`t{z�x_~Yn B ��>|l�t B �54��*y��In@z��il�lIn@n@lr~�t{z�lruwu�lrq|lr~�t·�Ys`~Yn�u�l,��s`zwt�Ñ��Yl,u�lIn���rt@lIort{z�x_~Yn��ilIn���z´Å �ry@lr~�t@lIn2p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn>~Yl,n@x_~�t>}As_n>zw~Y���r}Jlr~Y�Ys`~�t@lIn¼�Jlr~½vZ�r~��ry0s`u�� *�zKx_~¢oIx_~Yn{z��i¸ry@l.�i~y0s`z�n@x_~i~Ylrq|lr~�tM�it{zwuwz�n0s`~�tMu�l�¶]x_uw�iq|l;�ilInMn@x_uw�it{z�x_~Yn°�[oIlru¾s>y0l�¶�z�lr~�t¤�2n0s°¶hx_zwy�o°s`u�or�iu�lry�u¾s�n@x_q�q|l;�il�¶hx_uw�iq|lIn�T� p,!�}Jlry@or�iÂJlInC~Yx_~§��z�n @ x_zw~�t@n°�
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Comparaison proba. de découverte aléatoire

unique hyp.: paramètres (h,i=5,l=0.1)
infinité d’hyp.: paramètres (h,i=5,l=0.1)
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k¤� z����Il±lIn{t��il'oIx_~Yn@t{zwt{�Ylry��i~Yl'ÂAs_n@l7zw~izwt{z¾s`u�lµ�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn�u¾sÐ}iuw�Yn�y{z�o0pYl'}Jx[n@n{zwÂiu�lÁ��lr~�t@lry{q|lµ�il¶_s`u�lr�iy@n¤�il;pflrtM�il;uA��z´Å �ry@lr~�t@lIn � �]Ñ��iziy@lIn{}JlIort@lCu�� zw~�t��rv[y0s`uwzwt��>�ilInMoIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn�s°¶_s`~�tMu�lC���rÂi�it¤�il;u��Äl���}����y{z�lr~YoIl[� �²~Yx_t@y@lVs°¶�z�n°��u�l�t@lry{q|lf�,u�s,}iuw�Yn;y{z�o0pYl�}Jx[n@n{zwÂiu�l·�7n°� zw~�t@lry{}iy@¸rt@l�}As`yC�i~Yl�~Yx_t{z�x_~±�il�qfs ��zwq.�iqn°��s`}i}iuwz�Ñ��As`~�t±��u¾s�q"�rq|x_zwy@l�Æ�u���s @ x_�itµ�T� �i~Yl½p,!�}Jx_t{pY¸In@l¢n{�i}i}iuD�rq|lr~�t0s`zwy@lÁy@x_q�}iy0s`zwtµu�lIn'oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn¼��2x_�Yn�~Yx_t@x_~Yn·Ñ��YlEu¾sµ�ilr� ��z�¸rq|lfoIx_~�t{y0s`zw~�t@lf�il�Ã ; ~Yl|n@lE}Jx[n@l�}As_n.s°¶[s`~�t�u�l|���rÂi�it.�il�u��Äl���}��ry{z�lr~YoIl[�}i�iz�n@Ñ��YlCu�l�n"!�n{t@¸rq|lC~m��sV}As_n¬lr~YoIx_y@l �rt��>oIx_~���y@x_~�t��2�·�ilIn¬n{zwv[~As`� �|y��Ilru�n°�,22lCq Arq|l[�iÃ�¹b~Yl>n@lC}Jx[n@lC}As_n~Yx_~³}iuw�Yn°�mk�sµn@lr�iu�l|oIx_~Y��zwt{z�x_~�}Jx_y{t@l|�ix_~Yo|n{�iyVu¾s7}iy@lrq�z�¸ry@lfoIx_~�t{y0s`zw~�t@lf�il�Ã ; �mkmx_y@n0Ñh�Yl�u�l|n"!�n@t@¸rq|l¶_s7y@lIorlr¶hx_zwyVn@x_~Á}iy@lrq�z�lryVn@zwv[~As`u�� @ s`qfs`z�nVl���}��ry{zwq|lr~�t��[�mu¾s�}iy@lrq�z�¸ry@l|oIx_~�t{y0s`zw~�t@l|�ilfÃ ; ¶_s�zwq�}iuwz�Ñ��YlryÑ��YlVu�l.n"!�n{t@¸rq|lV~Yl·¶[s�}As_n2���rt@lIort@lry��T� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�*lr~Ðt@x_�it@l·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[� �s`y�oIx_~�t{y@l[�?u¾s�ilr� ��z�¸�q|l;oIx_~�t{y0s`zw~�t@l;�ilCÃ ; ¶[s Art{y@l�y@x_q�}i�Yl[�_}i�iz�n@Ñh�m�Älruwu�l;n{t{zw}i�iu�l�Ñh�Al¬u¾s>���rt@lIort{z�x_~f�T� �i~Yl�zw~���x_y@qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hlClIn{t¤s_n@n{�iy��Il 4E�=> ,@� .1-��*% 4?�hÃ�x_q�q|lr~�tM�«s`zwy@l�}Jx_�iyMy��rt0s`Âiuwzwy¤u�s��ilr� ��z�¸rq|lCoIx_~�t{y0s`zw~�t@lC�il>Ã ; ��2x_�Yn;n0s°¶]x_~Yn¼��}As`y;p,!�}Jx_t{pY¸In0l��il�oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~m�YÑ��m�Äx_~'~Yl�}Jlr�it�}As_n;y0s @ x_�it@lry;�i~Yl�~Yx_�i¶hlruwu�l�p,!�}Jx_t{pY¸In0llr~§q"�rq|x_zwy@l[�Jn@x_�YnC}Jlrzw~Yl.�ilVy@x_q�}iy@l·u¾s�}iy@lrq�z�¸ry@l,oIx_~�t{y0s`zw~�t@l.�ilEÃ ; �AkM� z����Il.lIn@t>s`u�x_y@n2�ilVq|x���z  Alry>u¾svZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl��T� �i~'x_�'�il>}Yu´�An{z�lr�iy@n¬�«x�or�Yn°���Yl>qfs`~iz�¸ry@l��.oIl2Ñh�Yl>u�l2n{zwv[~As`uJ}iy@x¼¶hx�Ñ��Yl>u¾s.���rt@lIort{z�x_~µ�T� �i~Ylzw~���x_y@qfs`t{z�x_~Ð}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�J�>x_�Yn>n@x_�ipAs`zwt@lry{z�x_~Yn2Ñ��Yl·orlrt{t0lVq|x���z  Ao°s`t{z�x_~¢n°�Äl�ÅTlIort{�Yl·n0s`~Yn>o0pAs`~iv]lry>u�l·o°sº�y0s_ort@¸ry@l½�.qfs ��zwqfs`uK�¢�il|u¾s'q"�rq|x_zwy@l[�d�;��q|lrt{t@x_~Yn.Ñ��Yl�~Yx_�Yn.n0s_o0piz�x_~YnVu�l��«s`zwy@l[�K¯>�Ylruwu�lIn·p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn�«s`�Yt ��zwu�q|x���z  AlryV}Jx_�iy·s_n@n{�iy@lry�oIlrt{t@lEy��°s_ort{z�x_~����Án"!�n{t@¸rq|l � 2�s`~Yn�Ñ��Ylruwu�l,q|lIn{�iy@l�oIl�o0pAs`~iv]lrq|lr~�tV~Yl¶_s|}As_n�}iy@x¼¶hx�Ñh�Ylry>�Y~Q�,x_�iÂiuwzK�±�il·n@zwv[~As`� �§��� @ �|}Jlry@Çr�Yn ��Ã�x_q.Âiz�lr~¢�T� p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn���s`�it ��zwudq|x���z  Alry �

#Su´uw�Yn@t{y@x_~Yn·~Yx[n.}iy@x_}Jx[n,lr~��it{zwuwz�n0s`~�t.�i~�y0s`z�n@x_~i~Ylrq|lr~�t�n{�iy·u�lIn.¶]x_uw�iq|lIn°�dk�s±}Yy@lrq�zw¸ry@l'orx_~�t{y0s`zw~�t@l7�ilÃ ; zwq�}Jx[n@lµÑh�Yl7u�l7¶]x_uw�iq|lµ�il7u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l't@x_t0s`uC�ilIn,¶hlIort@lr�iy@n�n@x_uw�it{z�x_~Yn|lIn{tEzw~��<�ry{z�lr�iyf�Ð�i~Qy��Ilru
ε
�Ñ��iz�lIn{t�s_n@n@x�orzD���fu�� zw~�t@lry{}iy��rt0s`t{z¾x_~��il.u¾s�y0s`y@lrt��[�*¹>~Yl.q"�rq|x_zwy@l��il,t0s`zwuwu�l,qfs ��zwqfs`u�l�lIn{t2u�lEo°s_n2uwzwq�zwt@l}Jx_�iy;u�lIÑ��YlrumoIl�¶hx_uw�iq|l�lIn{t �rvhs`u��

ε
��k�l�o0pAs`~iv]lrq|lr~�t>�il�u¾s,~As`t{�iy@l��il�oIlry{t0s`zw~Yn;�«x�or�Yn;�ix_zwt�n°�Äl�Å*lIort{�Ylry��¶]x_uw�iq|lEoIx_~Yn@t0s`~�t°� *�~³�T��s`�it{y@lIn�t@lry{q|lIn¼�Ju¾s�q|x���z  Ao°s`t{z�x_~��il,u¾sfvZ�r~��ry0s`t{y{z�oIl|�ilEoIlry{t0s`zw~Yn2�«x�or�Yn��ix_zwt}iy@x¼¶hx�Ñh�Ylry�u�l2���r}iu¾s_oIlrq|lr~�t��T� �i~Yl2}As`y{t{z�l��il2u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn�¶hlrort@lr�iy0n�n@x_uw�it{z�x_~Yn�¶hlry@n��i~Yl2ÀIx_~Al @ �Yn@Ñ��Ylu¾�µzw~Yx�oIor�i}��Il��il|u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilInV¶hlIort@lr�iy@n.n@x_uw�it{z�x_~Yn°� Kx_�iy.u�lfo0pYx_z �³����n@x_�Yn �9lIn{}As_oIl��±���r}iu¾s_oIlry°�dx_~}Jx_�iy{y0s`zwt�zwqfs`v[zw~Ylry�}iy@lr~Y��y@l·oIlruw�izdÑh�izdsR�rt���u�l�q|x_zw~Yn>s_ort{zw¶Z�Vn@�iy;�i~YlVoIlry{t0s`zw~YlV}��ry{z�x��il·�il�t@lrq�}Yn¼�Y���ÂJx_�itV�T� �i~ÁoIlry{t0s`zw~Át0l�q�}An°�*oIl,q"�Io°s`~iz�n{q|l�¶_s�}Jlry{q|lrt{t{y@l|�ilEoIx_~YoIlr~�t{y@lryVu�lEn@x_�Yn{�9lIn{}As_oIlE�ilIn�¶hlIort@lr�iy@nn@x_uw�it{z�x_~Yn�.10_! *�,�- �*% 4A��s`�³~izw¶hl°s`������n@x_�Yn �9lIn{}As_oIlf�ilInV¶]lIort@lr�iy@n.n@x_uw�it{z�x_~YnI>3,G� .1-��*% 4A�]��*M~��T��s`�it{y@lInt@lry{q|lIn°�Au¾sf�ilr� ��z�¸rq|l,oIx_~�t{y0s`zw~�t@lIn��ilEÃ ; t@lr~Y��y0s`zwt�� Art{y@l.y@lIn{}JlIort��Il[�*s`u�x_y@n2Ñh�Yl·u¾s|}iy@lrq�z�¸ry@l.u�l.n@lry0s`zwtt@x_� @ x_�iy@n°�
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Processus de

catégorisation

Information

perceptive

M1

M2

X1

X2È2ÉËÊ�Ì ��Î � Ï My@x�oIlrn0n{�Yn��il�n �ru�lIort{z�x_~±}Jx[n@n �r�As`~�t��ilr� �µn{zwv[~As`� �µ�T�Älr~�t{y��Il[�
Ã�lrt{t@lMy����Al���z�x_~·~Yx_�Yndn@lrq.Âiu�l¤n0s`t{z�n ��s`zwn$s`~�t@lM���V}Jx_zw~�td�il�¶��YlM���Vy@lIn{}JlIortd�il¬Ã ; �¼�¢s`z�n°�Ilruwu�lM~m��s`ÂJx_y@�il}As_n2Ã�¹.�

�¤P��MP�� � �Ac �AX]¦T¨9\9^`¦JZ]\�ªdc �j¨ =¾¥�Z]\S¨�\�^`¦JZ]\«ªdc �MW �¬¨S¥¤^_\�WA¥¤Xh^±^_\�©�c¤¦*¥ � �&=�W?c�Z[X �AW
�>x_�Yn·~Yx_�Yn,n@x_q�q|lIn·uwzwq�zwt��InE�±u��C�rt{�Y�il��T� �i~�}iy@x�oIlIn@n{�Yn,�ilfn��ru�lIort{z�x_~�~Ylf}Jx[n@n��I�Ys`~�t,Ñh�m� �i~�n{zwv[~As`u�T�Älr~�t{y��Il[�;Ã�x_q�q|lr~�tf�«s`zwy@l±u�x_y@n@Ñ��m� zwu>l���z�n{t@l±}iuw�Yn{z�lr�iy@n�n{zwv[~As`� � �Ð�>x_t{y@l±z����Il§lIn{t��il±���I��z�lry��i~Yl±q"���q|x_zwy@l·}As`y{t{z�or�iuwz�¸ry@lE�|o0pAs_Ñh�Yl.n{zwv[~As`u���¶hx_zwyCu¾s  Yv[�iy@l B � Ò � ÆA~Yx_�Yn>n{�izw¶]x_~An�lr~ÐoIlru¾s�u¾s|n{}��Iorz¾s`uwz�n0s`t{z�x_~¢�ilIn��z´Å �ry@lr~�t@lInVÀ°x_~YlIn·����oIlry{¶]l°s`�m��k�s'q"�rq|x_zwy@l|t@x_t0s`u�l|lIn{t°�T}Jx_�iyV~Yx_�Yn°�Tu¾s'n@x_q�q|l|�ilInVq"�rq|x_zwy@lInV}iy@zwn0lInzw~Y��zw¶�z����Ylruwu�lrq|lr~�t¼� 2�l|}iuw�Yn°��~Yx_�Yn·}Jlr~Yn@x_~Yn,Ñh�Al�u¾s±}iy@lrq�z�¸ry@l7oIx_~�t{y0s`zw~�t@l7�il7Ã ; �ix_zwt Art{y0l|y@lIn@}Jlrort��Ilzw~Y��zw¶�z����Ylruwu�lrq|lr~�t¼��}Jx_�iy7o0pAs_or�i~Yl¢�ilInfq"�rq|x_zwy@lIn¼��s`u�x_y@n7Ñ��Yl±u¾s��ilr� ��z�¸rq|l½oIx_~�t{y0s`zw~�t@l¢�il¢Ã ; lrt�u¾soIx_~�t{y0s`zw~�t@l�Ã�¹ n@lEoIx_q�}iy@lr~i~Ylr~�t.n@�iy�u��Älr~Yn0lrq.Âiu�l|�ilIn�q"�rq|x_zwy@lIn·���I��zD�IlIn·o0pAs_or�i~Ylf�7�i~³n{zwv[~As`u�� � x_z�orzu�� zw~�t@lry{}iy��rt0s`t@z�x_~E�il¤oIlru¾s��¼k�lM}iy@x�oIlIn@n{�Ynd�il¤n��ru�lIort{z�x_~.~m�ÄlIn{t�}As_n�q|xh�iz  4��Æ¼zwu]¶[s`uwz��il¤x_�·zw~�¶[s`uwz��ilMu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l�ilIn�p,!�}Jx_t{pY¸In@lInMoIx_~�t@lr~��YlIn¤�Ys`~Yn�u�lIn�q"�rq|x_zwy@lInMlr~|lr~�t{y��IlC����n>!�n{t@¸rq|l[�_y@lru¾s`t{zw¶]lrq|lr~�t¬s`� ��n{zwv[~As`� ��s`� ���Ñ��Ylru�nCoIlruwu�lIn �9orzdn@x_~�t����I��zD�IlIn°��2�s`~YnC~Yx_t{y@lVl���lrq�}iu�l·�il�u¾s� Yv[�iy@l B � Ò �

M1
n@lry{t>�,¶[s`uwz��ilry

X1
�Ys`u�x_y@n�Ñ��Yl

M2
n@lry{tM�>¶[s`uwz��ilry

X2
� 2,��s`�it{y@l�}As`y{t°�_u�l�n@x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T�Ä� Á~Yl¬��x_�iy{~izwtMÑh�m� �i~Yl;n@lr�iu�l�zw~���x_y@qfs`t{z�x_~�}Jlry �oIlr}it{zw¶hl[�[k�s�oIx_~�t{y0s`zw~�t@l>Ã�¹ zwq�}Jx[n@l;Ñ��m� �i~Yl�p,!�}Jx_t{pY¸In0l�~Yl�}i�iz�n@n@l�}As_nMs`}i}As`y{t@lr~izwy¬���ilr� �,zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Yn}Jlry@oIlr}it{zw¶hlIn°���>zw~Yn{z��Tn@zM�ilr� �¢p,!�}Jx_t{pY¸In@lIn·n0x_~�t�¶[s`uwz����IlIn·n{zwq.�iuwt0s`~-��q|lr~�t7��lruwu�lIn·}Jlr�i¶]lr~�t,s`}i}As`y{t@lr~izwyE��ilr� �.q"�rq|x_zwy@lIn �ruD�rq|lr~�t0s`zwy@lInM��z´Å �ry@lr~�t@lIn � �[lru´u�lIn�n@x_~�tMs_n@n@x�orzD�IlIn��>�i~Yl��i~iz�Ñh�Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jl�y0orlr}it@z´¶hl[�

Ã�lrt{t@l>s`~As`u !�n@lClIn{t¤oIx_p��ry@lr~�t@l2s°¶hlIo;u�l;�«s`zwt¤Ñ��Yl;~Yx_t{y@lC}iy@x�oIlIn@n@�Yn¤�il;¶�z�n{z�x_~|~Yx_�Yn¬�ix_~i~YlCu�� zwq�}iy@lIn@n{z�x_~Ñ��Yl,u¾sf��x_y{q|l��T� �i~Áx_Â @ lrt�lrt�n0s7oIx_�iu�lr�iy��«x_y{q|lr~�t��i~Át@x_�it°�Ts`u�x_y@nVÑh�m� zwu�n�n@x_~�tVs`~As`u !�n��In�}As`y��ilIn�À°x_~YlIn��z´Å �ry@lr~�t@lIn����,oIlry{¶hl°s`�m�`qfs`z�n��T� �i~Yl¬qfs`~iz�¸ry@l�n{zwq.�iuwt0s`~��Il���}Jx_�iy��i~Ex_Â @ lrt��ix_~i~��[�`u���s`~As`u !�n@l��il¬u¾sC��x_y{q|ls_ort{zw¶hlry0s`zwt¤t@x_� @ x_�iy@nMu�lIn�q Arq|lInMy��rv[z�x_~Yn¤���foIlry{¶]l°s`�m��s`u�x_y@nMÑ��Yl�u���s`~As`u !�n@lC�il�u¾s�oIx_�iu�lr�iy¤n@lry0s`zwt¤l�ÅTlIort{���Il�rvhs`u�lrq|lr~�t>}As`y;�Y~Yl�y��rv[z�x_~Ðn{}��Iorz  AÑ��Yl � �
�¤P��MP�� �ÁWAc �?^ºW �MWQ¨ =¾\9c ( ªmXhab¦JZ[\�ª�c��;WAXhg�W��MZ]\�U�W �j¨>=¾¦*\ �MW�� =�¦Tg�Z]\�ª�c¬^µX ����W ��WA^

¹�~Yl¬z����Il����rÂAs`t{t{�Yl;s_ort{�Al�uwu�lrq|lr~�tM�Ys`~YnKu�l¬�ix_qfs`zw~Yl;�ilInKn0orzwlr~YoIlIn�oIx_v[~izwt{zw¶]lIn�lIn{tdu�l¬y>-_u�l��il�oIlry{t0s`zw~YlIns_ort{z�x_~Yn·y����Al��ilIn·�Ys`~YnVu��Äx_Âit@lr~�t{z�x_~��T� �i~Yl|zw~���x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶]l[�dkM�Äl���lrq�}iu�lft !�}iz�Ñh�Yl|lIn{t·oIlruw�iz¬�ilInn$s_oIo°s_�ilIn2x�or�iu¾s`zwy@lIn°�J�Yx_~�t2x_~¢sf���rt@lry{q�zw~��,u�� zwq�}Jx_y{t0s`~YoIl��Ys`~Yn>u�lIn>t��_o0pYlIn2�il.y@lIoIx_~i~As`z�n@n0s`~YoIl,¶�z�n{�Ylruwu�l��y@lIoIx_~i~As`z�n0n0s`~YoIl|�T� �i~³¶�zwn$s`v]l[�*}As`yVl���lrq�}iu�l � �m¹>~YlEp,!�}Jx_t{pY¸In0lEt@lr~As`Âiu�l|lIn{tVÑh�AlEoIlIn�q|x_�i¶hlrq|lr~�t@n·n@l��y0s`z�lr~�tE��z�n@ory{zwq�zw~As`~�t@n,}Jx_�iy.u�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~�}Jlry@oIlr}it{zw¶hl[� � x_z�orz�oIx_q�q|lr~�t,~Yx_�Yn.zw~�t��rv[y@x_~Yn,oIlru¾sÐ�±~Yx_t{y@lq|x����ruwz�n$s`t{z�x_~Ð���±n0x_�Yn �9n"!�n{t@¸rq|l��T��s`}i}iy@lr~�t{z�n@n0s`v]lV}Jlry@oIlr}it{z´�{�
kmlC�«s`zwt��ilCÂJx_�iv]lry�u�lCÂiy0s_n°�h}As`y�l���lrq�}iu�l[��lIn{t¬lr~iv]lr~Y��y��>}As`y¬�i~�n@z´v[~?s`uAq|x_t@lr�iy°��qfs`z�n�lIn{t�s_oIoIx_q�}Asº�v[~��E�T� �i~YlEn@lr~Yn0s`t{z�x_~½}As`y@t{z�o��Yu´z�¸ry@l]�TÑh�izK}Jlry{q|lrt��il,n$s°¶]x_zwy�Ñ��m�Äx_~½ÂJx_�iv]lEl�Å*lIort{zw¶hlrq|lr~�t�u�l.Âiy0s_n¼�TÃ�lrt{t@ln0lr~Yn0s`t{z�x_~�}Jlr�it Art{y@lf���Iory{zwt@lfoIx_q�q|lf�i~�n{zwv[~As`u¬Ñh�iz�s_oIoIx_q�}As`v[~Ylfu�l|q|x_�i¶]lrq|lr~�t°�d�2x_�Yn·n@x_�ipAs`zwt@x_~An°�t@x_�it�n{zwq�}iu�lrq|lr~�t°��}iu¾s_oIlry|oIl7n{zwv[~As`uC�§u��Älr~�t{y��Ilµ����}iy@x�oIlIn0n{�YnE�il'n��ru�lIort{z�x_~m� 2E��s`}iy@¸InEu¾s½n@x_�Yn �9n@lIort{z�x_~
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ij ,ik

lrt
il
��s`z�n0s`~�t�}As`y{t{z�lC�T� �i~YlCn{�izwt@l;oIx_p��ry@lr~�t@l[�~Yx_�Yn>s°¶]x_~Yn��ilr� �µo°s_n;}Jx[n@n@z´ÂYuwlIn�Æ

>[�
ij = il

���IÑh�izw¶[s`u�lr~�t>�,u¾sE}iy@lrq�z�¸ry@lV}Jx[n@n{zwÂizwuwzwt��Vorzwt��IlVorz´�9�ilIn0n{�Yn°�
4��

ij 6= il
���IÑh�izw¶[s`u�lr~�t>�,u¾s��ilr� ��zw¸rq|lV}Jx[n@n{zwÂizwuwzwt��·o�zwt��Il·orz´�9�ilIn@n{�Yn°�

2�s`~Yn;oIl��ilr� ��z�¸rq|l�o°s_n·��¶hx_zwy�u¾s� Yv[�iy@l�¿�� B � ��~Yx_�Yn;}Jx_�i¶hx_~YnC���  Y~izwyC�i~µn0lr~Yn;�il�}As`y@oIx_�iy@nC���±n@lrv[q|lr~�t
ik
�

		! ���3-/.1-�*�� � ���� ���7� ���C� ��� � ��� ��� ��
�������� � �
ij

� � ���	����� � ��� � ����� ���!��� � ���� 	 ���
il

 � �?���\� �+���3��� ���

�C����� �
ik

��� ����� �� � �:� �"����� � � �	� ��� � � �)�"��� � �� �
ik

����� ����� ������� " �C������� �C��
������ � ���,� � � � � ���?� � � ���>��� �

i+k
�

� ��� ������� �����#��� ����� �%� �����C� ��� �7������ �
 ������ � �
ij

� ����� ��� ���?��� " ����� �� ��� ������� 	����
il

 �7�%���X���+��� ��� ���

�C����� �
ik
� � ���>����� � �*����� �� � � � � ��� � �����"��� � �� �

ik
���������� ���+��� � ����� ��� �C��
����� � ��� �� �	������� � � � ���"��� �

i−k
�
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p=1/6
0 1

résolution r = 6

k¤� zw~�t@lry{¶_s`uwu�l
[0,1]

lIn@t;}As`y{t{zwt{z�x_~i~��·lr~ 6En0lrv[q|l�~�t@n��il�u�x_~iv[�Ylr�iy@n �rvhs`u�lIn>�
1/6

�
È2ÉËÊ�Ì��7ÎM� Ï k¤� zw~�t@lry{¶_s`uwu�l�� 9���> � ¶��§s°¶hlIo��i~Yl�y��In@x_uw�it{z�x_~§y�8�6��

0 1
i0 i1 i2 i3 i4 i5

signal émis à
l’instant t

0 1

i0 i1 i2 i3 i4
0 1

i0 i1 i2 i3 i4 i5 i7 i8 i9i6

p=1/6

p=1/5

p=1/10

È2ÉSÊ�Ì��7Î�� Ï �>}i}iuwz�o°s`t{z�x_~Ð���±n{zwv[~As`u�%E��¶��YlVn@x_�YnC��z´Å �ry@lr~�t@lInCy��In@x_uw�it{z�x_~Yn
� }As`y{t{zwyM�T� �i~Yl;n{�izwt@l;Ñh�Al�u�oIx_~YÑ��Yl;�il;n@lrv[q|lr~�t@n°�_zwuilIn@t�}Jx[n@n{zwÂiu�l;�il�ory��Ilry��i~Yl;n{�izwt@l��i~iz�Ñh�Yl;�il;n@lrv[q|lr~�t@nx_y{z�lr~�t��In¼�Yk�lIn ��uD�rq|lr~�t@n>�Yl�oIlrt{t@l·n{�izwt@l[�Yo[�ÄlIn{t �S�º�9��zwy@l·u�lInCn0lrv[q|lr~�t@n�x_y{z�lr~�t��In°�i��x_y{q|lr~�t�u�lInCzw~���x_y{qfs`t{z�x_~Yn}Jlry@oIlr}it{zw¶hlIn|�il�ÂAs_n0l7����n"!�n{t@¸rq|l

PX
��Ã�lruwu�lIn �9orzCl���}iy{zwq|lr~�t��ix_~Yo'�i~Yl'n{�YoIoIlIn@n{z�x_~��il7q|x_�i¶]lrq|lr~�t@n°�}Jx_�iy>o0pAs_or�i~YlV�ilInCy��In@x_uw�it{z�x_~YnC}Jx[n0n{zwÂiu�lIn°�

3 PSRTP¡  � \�¦ �¬\S¨9\«Z � �MW?^§\9c ( ªmXhab¦JZ[\9ª�c¤^<�;WAXhg�W��MZ]\�U�WA^µª��MZ[WAc�¥¤WA^
2�s`~Yn�~Yx_t{y@l;���rqfs`y@o0pAl_�]�i~Yl;zw~���x_y{qfs`t{z�x_~f~Yl�}Jlr�it Art{y@l��it@z´uwz�n �Il;�Ys`~YnMu�l;o°s_��y@lC�T� �i~�}iy@x�oIlIn@n@�YnM���Iorz´�n@z�x_~i~Ylru*Ñh�Yl>n@zJlruwu�l2lrn@t� ?s`Âiu�l[���>zw~Yn{z��hu��Älr~Yn@lrq.ÂYuwl��ilIn��ix_~i~��IlIn���z�n{}Jx_~izwÂiu�lIn�}Jx_�iy�}iy@lr~Y��y@l2�i~Yl2���Iorzwn@z�x_~�ix_zw¶hlr~�t Art{y@l.l��is_ort@lIn°�AoIl·Ñ��izm~Yl·n@z´v[~Yz  ?lV}As_n>Ñh�m�Älruwu�lIn>n@x_z�lr~�t>}iy��Iorz�n@lInmÆY~Yx_t{y@l.x_Â @ lIort{z´�¤lIn{t��il·���rvhs`v]lryu�lIn2t{y0s`zwt@n�u�lIn2}iuw�Yn  Y~Yn2}Jx[n@n@zwÂiu�lrn��T� �i~¢n{zwv[~As`u��*lr~Ás)!�s`~�t�s_n@n@�iy0s`~YoIl,�il.u�lr�iy�l��Ys_ort{zwt{�Y�il[� 2�s`~Yn�oIl.}Asº�y0s`v[y0s`}ipAl_�m~Yx_�Yn�q|x_~�t{y@x_~Yn·Ñh�m� �i~YlEt@lr~Y�As`~YoIl_�m}iy{z�n@lEz�n@x_uD�rq|lr~�t°�T~m�ÄlIn{t�}As_n��i~YlEzw~��«x_y{qfs`t{z�x_~  ?s`Âiu�l[� �}As`y{t{zwy��il�oIl�oIx_~Yn{t$s`t°�]~Yx_�Yn¤zw~Y��z�Ñ��Yx_~Yn¬oIx_q�q|lr~�t�u¾s�}iy{z�n@l�lr~�oIx_q�}it@l>�T� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Yn�n{�i}i}YuY�rq|lr~�t$s`z´y0lIn

1 3 2

È2ÉSÊ�Ì��7Î
	 Ï k�s�n{�izwt@lV�il�n@zwv[~As`� �µ�ix_~i~Yl��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl·�il�y@lrt@x_�iy{~Ylrq|lr~�t
> Ó��
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0 1

t t+2t+1

0 1

t+1 tt+2

i2 i2+ -
�5vhs`�Yo0pYl[�Yu�l�n@lrv[q|lr~�t

i2
lIn{tCx_y{z�lr~�t��V}Jx[n{zwt{zw¶]lrq|lr~�t>lrtC~Yx_t��

i+2
�Ys`u�x_y@n�Ñ��m���E��y@x_zwt@lVu�l�n@lrv[q|lr~�t

i2
lIn{tx_y{z�lr~�t��V~��rvhs`t{zw¶]lrq|lr~�t2lrt;~Yx_t��

i−2
�

È2ÉSÊ�Ì �7Î � Ï *�lrv[q|lr~�t@n>x_y{z�lr~�t��In°�

0 1

tt+1

i2i1 i3

kmlIn��ix_~i~��IlIn
X(t)

lrt
X(t+ 1)

t@x_�Yo0pYlr~�t�y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�t�u�lInCn@lrv[q|lr~�t@n
i3
lrt

i1
�iÑh�izm~Yl�n@x_~�t;}As_n¶hx_z�n{zw~Yn°�È2ÉSÊ�Ì �7Î76 Ï k�l�n@zwv[~As`u$%�lIn{t;zw~YoIx_p��ry@lr~�t>}Jx_�iyC�i~Yl�y��In@x_uw�it{z�x_~±y�8�6

0 1
i2i1 i3

1 2 4

i0 i4 i5

6 3 5

k�s|n��IÑ��Ylr~YoIl·�ilIn�n{zwv[~As`� �5>[�54�� Ó � B � @ lrt 6�lr~iv]lr~Y��y@l·u¾s|oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~½�ilVu¾s|n{�izwt@lV�il·n@lrv[q|lr~�t@n�t@x_�Yo0p��In
i1,i3,i4,i3,i2

�]k�sV}iy@lrq�z�¸ry@l>x�oIor�iy{y@lr~YoIl>�il
i3
s`}i}As`y0s 3�t¬u�x_y@n@Ñh�YlCu¾s�t{y0s`~Yn{zwt{z�x_~7�il

i1
¶hlry@n

i3
lIn{t¬���rt@lIort��Il��n{zwv[~As`u 4 � ��kmlµn{zwv[~As`u Ó ��t@x_�Yo0pAs`~�t"�rvhs`u�lrq|lr~�t

i3
~m�Äl�~Yv]l�~A��y@lµ}As_nEu¾s½oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~ �T� �i~Yl'�Yl�� ��z�¸rq|lx�oIor�iy{y@lr~YoIl·�il

i3
oIx_~Yn��Ior�it{zw¶hl[�È2ÉËÊ�Ì��7Î�� Ï Ã�x_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~Ð�T� �i~Yl·n{�izwt@l��ilVn@lrv[q|lr~�t@nCt@x_�Yo0p��InC}?s`y;�i~§n{zwv[~As`u

> Ó[Ò
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0 1

i0 i1 i2 i3 i4
0 1

i0 i1 i2 i3 i4 i5 i7 i8 i9i6

p=1/5

p=1/10

1 2 3

�x_�iy>�i~YlVy��In@x_uw�it{z�x_~¢�il @ �Yu��C�r¶hx_uw�it{z�x_~½���Ðn@zwv[~As`u >[�54�� Ó lr~iv]lr~Y��y@l.u¾s|n{�izwt@l
i1,i2,i3

Ñ��izdlIn{t>oIx_p��ry@lr~�t@l[�
�s`y�oIx_~�t{y@l[�*}Jx_�iy2�i~Yl,y��In@x_uw�it{z�x_~ > 9��Ju��C�r¶]x_uw�it{z�x_~³���¢n{zwv[~As`u >[�54�� Ó }iy@x����izwt�u¾s�n{�izwt@l

i3,i5,i7
Ñh�izK~m�ÄlIn{t}As_n�oIx_p��ry@lr~�t@l[�È2ÉSÊ�Ì ��Î�� Ï k�sE~Yx_t{z�x_~Ð�il�oIx_p��ry@lr~YoIl.lrn@tC���r}Jlr~Y�Ys`~�t@l·�il�u¾sEy��In@x_uw�it{z�x_~m�

s`�±oIx_�iy@nC���'t@lrq�}Yn;}Jlry{q|lrt��il�oIx_~' Yy{q|lry�x_�±�T� zw~' Yy{q|lryCu�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~±zw~izwt{z¾s`u�l[��*�~±x_�it{y@l[�ioIl�}iy@x�oIlIn �n@�Yn�}Jlry{q|lrt��T�C�ruwzwq�zw~Ylry�t@x_t0s`u�lrq|l�~�t�u¾sf}iy@x����Yort{z�x_~Á�T� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~YnV�f}As`y{t{zwy��T� �i~¢n{zwv[~As`u�s`uD�°s`t@x_zwy@lE�il}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��·�i~iz´��x_y{q|l·n{�iyV� 9�� > � �
�;��q|lrt{t0x_~Yn�Ñ��m�Äx_~'���rt@lIort@l2�i~'n@lrv[q|lr~�t;x_y{z�lr~�t��[�'#SuJlIn{t��it{zwu�l2�il2n@l2�ilrqfs`~Y�ilry;�Ys`~Yn�Ñ��Ylruwu�l>}iy@x_}Jx_y �t{z�x_~ÁoIlrt{t@lE���rt@lIort{z�x_~Á}iy@x¼¶�z�lr~�t��T� �i~Yl,y��°s`uwzwt��Ex_ÂYn0lry{¶_s`Âiu�lµ��u�lEn{zwv[~As`u�t{y0s°¶]lry@n@l,y��Ilruwu�lrq|lr~�tVoIl,n0lrv[q|l�~�t �x_���T� �i~�}ip��r~Yx_q|¸r~Yl'�il¢�.q�zwy0s`v]l.�³�!�Qs`��Âiy{�izwt,�ilfq|lIn@�iy@lfzw~�t{y@x����izwt,}As`y,u�l�o°s`}it@lr�iy°� Kx_�iyEoIlru¾s��~Yx_�Yn>s`uwu�x_~YnCoIx_~Yn{z����ry@lryC�i~§n{zwv[~As`u�s`uD�°s`t@x_zwy@l

X
y��rv[zT}?sºyC�i~Yl�u�x_zT�i~iz´�«x_y{q|lVn{�iyV� 9�� > � � #Su*}As`y0s 3�t �r¶�z��ilr~�tÑ��Yl�oIl�n@zwv[~As`uT~YlV�ix_zwtC���rvhs`v]lry2s`�Yor�i~YlVoIx_p��ry@lr~YoIl·lrt�Ñh�m�Äx_~±~Yl�}Jlr�itCt{zwy@lry>s`�Yor�i~Yl�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~: ?s`Âiu�l�,}?s`y{t{zwy��il�oIlruw�iz´�9orz�� Kx_�iy{t0s`~�t°�Yu¾s,}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��
Pr

�il����IoIx_�i¶�y{zwyC�i~Yl�z´~i��x_y{qfs`t{z�x_~Ð�il�ÂAs_n@lf��t@lr~Y�Ys`~YoIl}Jx[n@zwt{zw¶]lVx_�µ~��rvhs`t{zw¶hl � lIn{t;~Yx_~±~��iuwu�lVlIn{t;¶[s`�itmÆ
Pr = Pr+ + Pr− =

2

(r − 1)2
,r ≥ 3

��¿�� > �
�d¶hlIo

Pr+
��y@lIn{}��

Pr−
� y@lr}iy��In@lr~�t0s`~�tVu¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��|�Yl,t{y@x_�i¶]lry�}As`y�pAs_n0s`y@�½�i~YlEt@lr~Y�Ys`~YoIl�}Jx[n{zwt{zw¶]l��y@lIn@}m�h~��rvhs`t{zw¶hl � lrt

r
y@lr}iy��In@lr~�t0s`~�t�u¾s·y��In@x_uw�it{z�x_~µs°¶hlIo�u¾s_Ñ��Ylruwu�l>u�l>n"!�n{t@¸rq|l

PX
}Jlry@ÇIx_zwt�u�l>n{zwv[~As`uTs`uD�°sº�t@x_zwy@l[��2�s`~YnC~Yx_t{y@lVo°s_n°�

r
lIn{tCn{�Y}���y@zwlr�iy>x_���rvhs`uK� Ó �Yo°s`yCu�l�~Yx_q.Âiy@l·�ilVn@lrv[q|lr~�t@n��ix_zwt Art{y@l·s`�±q|x_zw~Yn�il Ó }Jx_�iy.}Jx_�i¶]x_zwy,����t0lrort@lry,�i~Ylft@lr~Y�Ys`~YoIl[�MÃ�lrt{t@lfy@lru¾s`t{z�x_~QlIn{t.���rq|x_~�t{y��Il'lr~�s`~i~Yl��il�¿�� >[� Ó ��}As`v]l

> B B lrtC¶Z�ry{z  -�Il�}?s`y;u��Äl���}��ry{z�lr~YoIl·�Ys`~Yn�oIlrt{t@l�q Arq|l·s`~i~Yl��il[�
Ã�lEy��In{�iuwt0s`t·n{zwv[~iz  Al[�mn0s`~YnVn{�iy{}iy{z�n@l[�mÑh�m�Äx_~³~YlE}Jlr�it�}As_n·n@l� Alry.�7�i~YlEt@lr~Y�Ys`~YoIl|}iy{z�n@lEz�n@x_uD�rq|lr~�t}Jx_�iy��i~Yl>y��In@x_uw�it{z�x_~µ�ix_~i~��Il[��oIs`y�u¾s.n{�iy{¶hl�~��Yl>�T� �i~Yl2lry{y@lr�iy;lIn{t¬t{y@¸In¬}iy@x_ÂAs`Âiu�l[���¢s`z�n°��Ñ��Ylruwu�lIn�n@x_~�t�u�lIn}Jx[n0n{zwÂizwuwzwt��In·}Jlry{q|lrt{t0s`~�tE�il|y �r�i�izwy@l�oIl|y{z�n@Ñ��Yl|�ilfqfs`~iz�¸ry@l7�±oIlfÑ��Yl�u���s`}i}As`y{zwt{z�x_~��T� �i~Yl�l�y@y@lr�iy.n0x_zwtt{p��Ix_y{z�Ñ��Ylrq|lr~�t·}Jx[n@n{zwÂiu�lEqfs`z�n�}iy0s`t{z�Ñh�Ylrq|lr~�t·t{y@¸In�z´q�}Yy@x_ÂAs`Âiu�l �'Ã�s`y°�T�Ys`~Yn�u�lEo°s_nVx��Á~Yx_�Yn�}Jx_�i¶]x_~Ynt{y@x_�i¶hlry��i~Yl�q"�rt{pYx��il;}Jlry{q|lrt{t0s`~�t¤�il�q�zw~izwq�z�n@lryMoIl�y{z�n@Ñh�Yl��il�qfs`~iz�¸ry@l��2oIl�Ñ��m� �i~Yl�lry{y@lr�iy�~Yl�n@�iy{v[z�n@n@l

@ s`qfs`z�ndlr~.y��°s`u´zwt�����q Arq|l¬n{z�lruwu�l¤lIn{t�t{p��Ix_y{z�Ñ��Ylrq|lr~�tK}Jx[n@n@zwÂiu�l � �¼oIlru¾s�n{zwv[~iz  Al¬Ñ��Yl�~Yx_�YnKn@x_q�q|lIndo°s`}As`Âiu�lIn�il|n{}��Iorz  AlryVu¾s7~As`t{�iy@l|�T� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~Yn.Ñh�iz��*u�x_y@n@Ñ��m�Älruwu�lInVn0x_~�tV���rt@lIort��IlIn°�T~YlE}Jlr�i¶hlr~�tV}As_n Art{y@l�q�zwn0lInlr~§�ix_�it@l[�
2E��s`}iy@¸In�u��C�IÑ��As`t{z�x_~,¿�� >[�°u¾s�}iy@x_Â?s`Âizwu´zwt��

Pr+k
x_�

Pr−k
}Jx_�iyKÑh�Yl 	2t@lr~Y�Ys`~YoIlInK�ilMq Arq|l¤~As`t{�iy@l>��}Jx[n@zwt{zw¶]lx_�±~��rvhs`t{zw¶hl � n@x_z�lr~�t����IoIx_�i¶hlry{t@lIn�oIx_~Yn �Io��Yt{zw¶]lrq|lr~�t2�Ys`~Yn;u�lVn{zwv[~As`uds`uD�°s`t@x_zwy@l1%�lIn{t�Æ

Pr+k = Pr−k =
1

(r − 1)k+1
,r ≥ 2 + k

��¿��54 �
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2�l¤q Arq|l[�ºu¾sC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��
Prk

}Jx_�iy�Ñ��Yl 	�t@lr~Y�Ys`~YoIlIn;��Ñ��Ylruwu�l¬Ñ��Yl¬n@x_zwtdu�lr�iyd~As`t{�iy0l � n@x_z�lr~�tK���IoIx_�i¶hlry{t@lInoIx_~Yn��Ior�it{zw¶hlrq|lr~�t>�Ys`~YnCu�l�n@zwv[~As`u�s`uD�°s`t@x_zwy@l1%�lIn{tmÆ
Prk =

(

2rk−1

(r − 1)2k

)

,r ≥ 2 + k
��¿�� Ó �

*�~³s`�iv[q|lr~�t0s`~�t 	J�Jx_~¢}Jl��Yt���zwq�zw~��Ylry�u�lIn�t@lry{q|lIn
Pr+k

�
Pr−k

l�t
Prk

s`�it0s`~�t�Ñ��m�Äx_~½u�lEn@x_�ipAs`zwt@l[� *�~�ilIn@n@x_�YnC�T� �i~§oIlry{t0s`zw~§n@lr�izwu
ε
�ix_~±}Jx_�iy{y0s�oIx_~Yn{z����ry@lry�Ñ��Yl�u��C��¶A�r~Ylrq|lr~�t�~m��s`y{y{zw¶]lry0s @ s`qfs`z�nClr~±}iy0s`t{z�Ñh�Yl���Ys`~YnC�i~µt@lrq�}Yn,�.y$s`zwn0x_~i~As`Âiu�l.� � �YkmlIn �IÑh�As`t{z�x_~Yn>¿2�54�lrtC¿�� Ó }Jlry{q|lrt{t@lr~�t>�ilV�ix_~i~Ylry

k+,k−
lrt�	'lr~��x_~Ao�t@zwx_~Ð�il

ε
lrt

r
Æ

k+ = k− =

[

−1− log(ε)

log(r − 1)

]

+ 1,r ≥ 3
��¿�� B �

k =

[

log(12εr)

log( r
(r−1)2

)

]

+ 1,r ≥ 3
��¿�� @ �

��¶hlIo
[]
���In{zwv[~As`~�t·u¾s���x_~Yort{z�x_~³}As`y{t{z�l|lr~�t{z�¸ry@l|lrt

log
u¾s��«x_~Yort{z�x_~³u�x_vhs`y{zwt{piq|lf���Iorzwqfs`u��mk�s't0s`Âiu�l|¿�� >�ix_~i~YlEu�lIn�¶[s`u�lr�iy@n��il

k
�
k+

l�t
k−

}Jx_�iy
ε = 10−15

 �*k�s'���rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~��ilEoIlIn��ilr� �½y@lru¾s`t{z�x_~YnVlIn{t}iy��In@lr~�t��Il·�Ys`~Yn�u¾s�n@lIort{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l[��#9u�lIn{t�oru¾s`zwy�Ñ��Yl�u¾sE¶[s`u�lr�iy��il
ε
���rt@lry{q�zw~Yl·u�lV�ilrv[y��·�ilVoIlry{t{zwt{�Y�il�Ys`~Yn�u�l,t@lrq�}Yn��il,u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Á��x_�iy{~iz�l[� Kx_�iy��i~YlE���iy��IlE���rt@lry{q�zw~��Il[�moIlrt{t@lE¶_s`u�lr�iy�oIx_~Y��zwt{z�x_~i~Yl�u¾s}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���}Jx_�iy¤Ñ��m� �i~YlClry{y@lr�iy¬n{�iy{¶�z�lr~i~Yl[�h�Ys`~YnMu¾s�q|lIn{�iy@lCx��fx_~foIx_~i~As 3�t¤u�l;~Yx_q.Âiy@l��T� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~Ynx_Âit@lr~��YlIn>�Ys`~YnCoIlrtCzw~�t@lry{¶[s`uwu�lV�il�t@lrq�}Yn°�

k�lrn�t@lr~Y�Ys`~YoIlIn;n@x_~�t��ilIn¬Âiy{z�Ñ��YlIn��il>ÂAs_n@l>�Ys`~Yn¬u¾s·}Jlry@oIlr}it{z�x_~µ����q|x_�i¶hlrq|lr~�t;���7n{zwv[~As`u�� ; ~�}Jlr�itu�lIn;oIx_q.Âizw~Ylry>s°¶hlIo��ilIn�zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~YnCoIx_~YoIlry{~As`~�tCu¾s.u�x�o°s`uwz�n0s`t{z�x_~§���±n{zwv[~As`u���*�zTx_~±oIx_~Yn{z��i¸ry@l�u�l�n{zwv[~As`us`uD�°s`t@x_zwy@l
X
�il7u�x_z��i~iz´�«x_y{q|l'n@�iy'� 9�� > � �Ku¾s§}Yy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'}Jx_�iy�Ñ��Yl

X(t)
s`}i}As`y{t{z�lr~i~Yl§�§�i~�n@lrv[q|lr~�t�ix_~i~��[�Y}Jx_�iy��i~YlVy��In@x_uw�it{z�x_~

r
�YlIn@t

1/r
�Y��zw~Yn@z«�iu¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

Prp
}Jx_�iy>Ñh�Yl�}§¶_s`u�lr�iy@n>oIx_~Yn��Ior�it{zw¶]lIn

X(t),X(t+ 1),...X(t+ p− 1)
n@x_z�lr~�t��Ys`~Yn�oIl�q Arq|l·n@lrv[q|lr~�t�lIn{tmÆ

Prp =

(

1

r

)p

,r ≥ 3
��¿2�56 �

Ã�x_q�q|l2}iy��Io)�I�ilrq�q|lr~�t¼�ix_~7}Jlr�it����  Y~izwy��i~Yl2¶_s`u�lr�iy;�il>}7t@lru´u�l�Ñ��Yl
Prp

n@x_zwt�zw~��<�ry{z�lr�iy;x_�,�rvhs`um�·�i~Yl}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·n0lr�izwu
ε
�

p =

[

− log(ε)

log(r)

]

+ 1,r ≥ 3
��¿�� � �

k�sEt0s`Âiu�lV¿��54��ix_~i~Yl�u�lIn;¶[s`u�lr�iy@n��il�}±}Jx_�iy
ε = 10−15

�
¹>~µy@lrvhs`y@�µy0s`}iz��ilVn{�iy;u�lIn;t0s`Âiu�lIn�¿2� >VlrtC¿��54,~Yx_�Yn;q|x_~�t{y@lVÑ��Yl�u��Äl���zwv]lr~YoIl·�il�oIlry{t{zwt{�Y�il[�Yt@lruwu�lVÑh�Yl~Yx_�YnCu���s°¶hx_~Yn����  Y~iz�l[�?s`ÂJx_�it@z´t����ilInC¶_s`u�lr�iy@n>�il

k,k+,k−
lrt

p
t{y@¸In �ru�lr¶Z�IlIn°�Y¶]x_zwy@lVq Arq|lVzwy{y��°s`uwz�n0s`Âiu�lIn}Jx_�iy

k+
lrt

k−
s°¶hlIoµu�lInfy��In@x_uw�it{z�x_~Yn @ lrt�> 9��Mk¤�Äl���}��ry{z�lr~YoIlÐq|x_~�t{y@l§Ñ��m��s°¶hlIo±oIl§�ilrv[y��§�T�Äl���zwv]lr~YoIl�

ε = 10−15
� �Ms`�Yor�i~Ylµt@lr~Y�Ys`~YoIl±~iz�s`�Yor�i~ }Jx[n{zwt{z�x_~i~Ylrq|lr~�t7n{t0s`t{z�Ñh�Ylµ~m�ÄlIn{t|���rt@lIort��µ}Jx_�iy|�i~ n{zwv[~As`us`uD�°s`t@x_zwy@l·�il�u�x_zT�i~iz´�«x_y{q|lVn{�iy·� 9�� > � �

�>}i}iuwz�Ñ��Yx_~Yn�qfs`zw~�t@lr~As`~�tµ~Yx_t{y@l½���rqfs`y@o0pYl¢�il§y@lIo0pYlry@o0pYl¢�il½oIx_p��ry@lr~YoIl¢n{�iy��i~ n{zwv[~As`u
Y
�ilÐu¾s��x_y@q|l

Y (t) = (1− λ) f(t) + λX(t)
�Ys°¶hlIo

λ ∈ [0,1]
�
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
lrt

X(t)
n{zwv[~As`uds`uD�°s`t@x_zwy@l�il.�ilr~Yn{zwt��.�il·}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��,�i~iz´�«x_y{q|l.n@�iy.� 9�� > � �J�>x_�Yn2oIx_~Yn{t0s`t@x_~Yn�Ñh�Yl·u�x_y@n@Ñh�AlVu���s`q�}iuwzwt{�Y�ilE�il·u��C�Io°s`y{tqfs ��z´q,�iq lr~�t{y@lC�ilr� �,}Jx_zw~�t@n¤oIx_~Yn��Ior�it{z´��n

Y (t)
lrt

Y (t+1)
lIn{t�zw~�� �ry{z�lr�iy@lCn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t¬�2u¾s2y��In@x_uw�it{z�x_~m�

�%���.#�FI2�F1��$373$324�,��#%612�-"���4���(;�)�73�"F@��)9��H1$&�4�0)�$&����?1�
ε
-"#%�����B��!,Z\!,���,6I-"���
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k
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k+,k−
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�x_�iyCzwuwuw�Yn{t{y@lry�oIl���s`zwt°��}iy@lr~Yx_~YnC�Y~±n{zwv[~As`u

Y
���  Y~iz�oVx_q�q|lVn{�izwtmÆ

{

Y (t) = 1
2 (1 + sin(t)) ,si C(t) < λ

Y (t) = X(t) ,si C(t) ≥ λ

��¶hlIo
C
lrt

X
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Amplitude maximum du bruit: λ

Evolution de la cohérence suivant l’amplitude λ du bruit appliqué à f(t), pour différentes résolutions

r=5r=7r=10r=15r=25r=50r=100

r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

k�s ��x_~Ao�t@zwx_~ s`y{t{z  Aorz�lruwuwlrqflr~�tÁÂiy{�izwt��Il�}As`y½�i~5Âiy{�izwt¢�il�u�x_z.�i~iz´�«x_y{q|l��T��s`q�}iuwzwt{�Y�il
λ
lIn{t

f(t) =
1
2 (1 + sin(t))

�
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Taux de données aléatoires (échelle logarithmique)

Evolution de la cohérence suivant le taux de données aléatoires du signal, pour différentes résolutions

r=5

r=7

r=10

r=15

r=25

r=50

r=100

r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

kds,��x_~Yort{z�x_~§lIn@t
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
�

È2ÉSÊ�Ì ��Î�� Ï Ã�x_p��ry@lr~YoIl.���rt@lIo�t �rl·lr~µ�«x_~Yort{z�x_~§���±t0s`� �µ�il��ix_~i~��IlIn2s`uD�°s`t@x_zwy@lIn

0

20

40

60

80

100

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

P
ou

rc
en

ta
ge

 d
e 

co
hé

re
nc

e 
de

 la
 c

ou
rb

e

τ

Evolution de la cohérence suivant le pas d’échantillonnage τ appliqué à f(t), pour différentes résolutions

r=5r=7r=10r=15r=25
r=50

r=100
r=200

r: résolution

f(t)=0.5*(1+sin(t))

kds,��x_~Yort{z�x_~§lIn@t
f(t) = 1

2 (1 + sin(t))
� *�uwu�l�~m��sE}As_n �rt���Âiy{�izwt��Il.s`y{t{z  Aorz�lruwu�lrq|lr~�t°�

; ~7y@lrqfs`y@Ñ��Yl�Ñh�Yl>u¾s.oIx_p��ry@lr~YoIl�oIx_q�q|lr~YoIl��.o0p��it@lry�u�x_y@n@Ñ��Yl
τ > 2r

� ; ~7y@lrt{y@x_�i¶hl�s`zw~Yn{zJ�i~'l���lrq�}iu�l���±y��In{�iuwt0s`t����±t{p��Ix_y@¸rq|l·�il *�pAs`~i~Yx_~Ðn{�iy;u��C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~?s`v]l[�È2ÉSÊ�Ì��7ÎM��� Ï Ã�x_p��ry@lr~YoIl.���rt@lIo�t �rl·lr~µ�«x_~Yort{z�x_~§���±t0s`� �µ�T�C�Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~i~As_v]l[�
> BhÓ
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3 P9RTP � ��X]ª��¤¦ ��\9¨9\«Z7� �¤W ���Ag�ª�¥MU�WYX[Z[W�¦T¥ £M¦T^`¦*X � �&=¾¥¬c ^`WY©�abWAcdZ§ªmX�\�WAcdZ7�
Ã�lrt{t@l¤n@x_�Yn �9n0lIort{z�x_~���s`z´tmy���� �ry@lr~YoIl¬��u��C�IÑh�As`t{z�x_~.¿�� >M�ix_~i~��IlM}As`v]l�> Ó (V��}Jx_�iy�u�lM���rt0s`zwu��ilInm~Yx_t0s`t{z�x_~Yn°�n@l�y@lr}Jx_y{t@lry2s`� �µ�ilr� �µn@x_�Yn �9n0lIort{z�x_~Yn;}iy��Io)�I�ilr~�t@lIn � Æ

Pr = Pr+ + Pr− =
2

(r − 1)2
,r ≥ 3

*�x_zwt
X
�i~|n{zwv[~As`uY�ix_~�t�u¾s���z�n{t{y{zwÂi�it{z�x_~�n{�izwt��i~Yl;uwx_zY�i~iz´��x_y{q|lCn{�iy;� 9�� > � lrt

r
u¾s2y��In@x_uw�it{z�x_~�s°¶hlIo�u¾s_Ñh�Ylruwu�lu�l�n@zwv[~As`u?lIn@t¤¶��m�hk�l�n0lrv[q|lr~�t2� 9�� > � lIn{t¤}As`y{t{zwt{z�x_~i~���lr~fy�n@lrv[q|lr~�t@n��ilCq Arq|l>u�x_~iv[�Ylr�iy

l = 1
r

�]~Yx_q�q"�In
i0,i1,...,ir−1

�
Ã�x_~Yn@z����ry@x_~Yn2�i~¢n@lrv[q|lr~�t

ik−1
�*s°¶]lIo

k ∈ {2,...,r − 3} �?t@x_�Yo0p��E�fu�� zw~Yn{t0s`~�t2t2}As`y2u�l.n{zwv[~As`u X(t)
��2x_�YnEn@x_�ipAs`zwt@x_~Yn|o°s`u�or�iu�lry�u¾sÐ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

Pr+
�il'���rt@lIort@lry�u�lµn@lrv[q|lr~�t�x_y{z�lr~�t��

i+k
��kml'n@o0p��rqfs¢�il���rt@lIort{z�x_~Ð�ilVoIl�n@lrv[q|lr~�t>x_y{z�lr~�t��VlIn{t��ix_~i~���}As`yCu�l�v[y0s`}YpYlV¿�� > >[�

; ~�lr~Q���I���izwt,Ñ��Ylfu¾s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'�il����rt@lIort{z�x_~Ql�ÅTlIort{zw¶]l��i��n@lrv[q|lr~�tEx_y{z�l�~�t��
i+k

s`��ÂJx_�it,�il @}As_n��ilEt@lrq�}YnVn°�Äl���}iy{zwq|l�lr~¢��x_~Yort{z�x_~����¢}As_n@n$s`v]lE�Ys`~Yn�u�lInX�rt0s`t@n
	���>[� 	½lrt 	 =?>[�*�>zw~Yn{z��J}Jx_�iy�4�}As_n�il.t@lrq�}Yn|��t@lrq�}Yn�q�zw~izwq.�iq
�il,¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~ � �*u¾sf}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��E¶[s`�it
l2
�<�rt0s`t 	Ð�fu�� z´~An{t0s`~�t�t�=?>,lrt 	 =?>�Eu�� zw~Yn{t$s`~�t�t�=�4 � � Kx_�iy Ó }As_n>�il�t@lrq�}Yn¼�Yu¾sE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��.¶_s`�it

2l3
�<�rt0s`t�	h��>.�Eu�� zw~Yn{t0s`~�t>t�=?>[�-�rt0s`t�	µ�u�� zw~Yn{t0s`~�t¬t�=�4·lrtK�rt0s`t�	 =?>2��u�� zw~Yn{t0s`~�t¬t�= Ó ; ¹ �rt0s`t�	|s`� �|zw~Yn{t0s`~�t@n¬t�=?>�lrt¬t�=�4��A�rt0s`t�	 =?>>��u�� zw~Yn{t0s`~�tt�= Ó � � *�~�vZ�r~��ry0s`u��K}Jx_�iy @ }As_n,�il�t@lrq�}Yn°�du¾s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'¶_s`�it

(j − 1)lj
Ædu�l¢� @ ��>·�³lIn{t,x_Âit@lr~���lr~oIx_q�}it0s`~�tVuwl,~Ax_q.Âiy@l��il,}Jx[n@n{zwÂizwuwzwt����il,t{y@x_�i¶]lryV�ilr� �¢lr~�t{z�lry@n|��~Yx_q.Âiy@l|�il,}As_n@n0s`v]lIn��Ys`~Yn�u��C�rt0s`t
	h��>lrtC~Yx_q.Âiy@lV�il�}As_n@n0s`v]lIn��Ys`~Yn;u��C�rt0s`t�	 � t@lru�n�Ñh�Yl�u�lr�iy�n@x_q�q|l�¶_s`�it @ ��>[�

�s`y�oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�
Pr+ =

∑∞
j=2(j− 1)lj

��Ã�lrt{t@l2l���}iy@lIn@n{z�x_~7l���z�n{t@l[��o°s`y�uJlIn{t�n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�zw~��<�ry{z�lr�iy� >[��*�uwu�l�}Jlr�it·n@lEq|lrt{t{y@l|n@x_�Yn�u¾s��«x_y{q|l
l2
∑∞

j=0(j + 1)lj
�Tk�lEy��In{�Yu´t$s`tV�Yl�oIlrt{t@l|n@x_q�q|l�zw~' Y~iz�l|lIn{t

�,oru¾s_n@n{z�Ñ��Yl·�Ðlrt�¶_s`�it 1
(1−l)2

� �s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�
Pr+ = l2

(1−l)2
��*�~³��zw¶�z�n$s`~�t�}As`y

l2
�Jx_~Áx_Âit@zwlr~�t�u��Äl����

}iy@lIn@n{z�x_~§���In{zwy��Il�Æ
Pr− = 1

(r−1)2
�

k�l��«s`zwt��il����IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl>��}Jx[n{zwt{zw¶hlMx_��~��rvhs`t{zw¶hl � �rt0s`~�tmu¾s�y��r�i~iz�x_~.�il��ilr� ���«s`zwt@nmzw~Y���r}Jlr~���Ys`~�t@n°�i�ix_~�t;u�lIn;}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In�n@x_~�t
Pr+

lrt
Pr−

��x_~±lr~±���I���izwtCu��Äl ��}iy@lIn@n@zwx_~±���In@zwy��Il��il2u¾s,}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���ilV���IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIl���}Jx[n{zwt{zw¶]lVx_�±~��rvhs`t{zw¶hl � �
k�x_y@n@Ñh�Yl

k ∈ {1,2} �du¾s§}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��µ�il'���IoIx_�i¶�y{zwyE�i~Yl7t@lr~Y�Ys`~YoIl7~��rvhs`t{zw¶hlµ�§}As`y{t{zwy��il ik−1
lIn{t~��iuwu�l[��}i�iz�n@Ñ��m� zwu?��s`�it;s`�'q�zw~izwq.�iq t@y@x_z�n�n@x_�Yn �9n0lrv[q|lr~�t@n�oIx_~Yn��Ior�it{z´�«n°�'2�l>q Arq|l[��n{z

k ∈ {r− 1,r− 2} �u¾sE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·�ilV���IoIx_�i¶�y{zwy��i~Yl�t@lr~Y�Ys`~YoIlV}Jx[n{zwt{zw¶]lVlIn{t;~��iuwu�l[�
Kx_�YyCoIx_~' Yy@q|l�y>l���}��ry{zwq|lr~�t0s`u�lrq|lr~�t>u�lIn;l���}iy@lIn@n{z�x_~YnC�il

Pr+
lrt

Pr−
��~Yx_�Yn>s°¶]x_~Yn;�it{zwuwz�n���u�l�}Yy@x`�oIlIn@n{�YnE�il7���rt@lIort{z�x_~ �il'oIx_p��ry@lr~YoIlµlr~�u�l'n@x_�iq|lrt{t0s`~�t|�Ð�i~Qn{zwv[~As`u

X(t)
�il7�ilr~Yn@zwt��7�il7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���i~iz´�«x_y{q|l�n{�iy|� 9�� > � �T�2x_�YnVs°¶hx_~Yn�oIx_q�}it���u�l,~Yx_q,Âiy@l��ilEt@lr~Y�Ys`~YoIlInV~��rvhs`t{zw¶hlIn�t{y@x_�i¶A�IlIn�lrtVo°s`u�or�iuD��u�ly0s`t{z�xElr~�t{y@l�oIl>~Yx_q.Âiy@l�l�t�u�l>~Yx_q.Âiy@l�t@x_t0s`u*�il2y@lIo0pYlry@o0pYlIn;�il�oIx_p��ry@lr~YoIl[� 2�s`~Yn�oIl2o°s_��y@l[��zwu?��s`�it�~Yx_t@lryÑ��YlVoIlVy0s`t{z�xf~m�ÄlIn{t�}As_n>l��is_ort@lrq|lr~�t �rvhs`uK�

Pr− ÆYlr~Ðl�ÅTlrt°�Y�i~YlVt@lr~Y�Ys`~YoIl.~��rvhs`t{zw¶]l·~YlV}Jlr�it�}As_n Art{y@l���IoIx_�i¶hlry{t@l�n{zYu¾s�y@lIo0pYlry@o0pYl>�ilCoIx_p��ry@lr~YoIl>���rÂi�it@l�n{�iyMu�� �i~f�ilIn¤�ilr� ��}iy@lrq�z�lry@n¬n@x_�Yn{�9n@lrv[q|lr~�t@n
i0
x_�

i1
�o°s`y¤u¾sV���rt@lIort{z�x_~�~��IoIlIn0n{zwt@lCt{y@x_z�n¬n@x_�Yn{�9n@lrv[q|lr~�t@n¬oIx_~Yn��Ior�it{z´�«n°� �s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�]u¾s�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��>y��Ilruwu�l>�ilt{y@x_�i¶hlry��i~YlEt@lr~Y�Ys`~YoIl�~��rvhs`t{zw¶]l|�7}As`y{t{zwyV���Án{zwv[~As`u

(t)
��t@x_�Yn�n0x_�Yn �9n@lrv[q|lr~�t@nV�ilE���r}As`y{tVoIx_~��«x_~Y���Yn �lIn{tC�ix_~i~��IlV}As`yCu��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~

(1− 2
r ).P r−

�
k�lrn¤y��In{�iuwt0s`t@n¬oIx_~YoIlry{~As`~�t¬u�lInMy��In@x_uw�it{z�x_~Yn¬�il @ � > 9 9�}As`y¤}As_n¤�il @ n0x_~�t¤n"!�~�t{p��rt{z�n �In¤�Ys`~YnMu¾s  Yv[�iy@l¿�� >)4�� Kx_�iy,o0pAs_Ñ��Yl|y��In@x_uw�it{z�x_~m�du���s`uwv]x_y{zwt{piq|l7lIn{tV}Jx_�Yy@n{�izw¶�z @ �Yn@Ñ��m���±s`t{t@lrzw~Y��y@l<4 9 9 9 9§���rt@lIo�t@zwx_~An,�il
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k−1

k

k+1

l

T

1−2l

l

1−3l

l

k�lIn�s`y@oIn¬n0x_~�t¤qfs`y@Ñ����In¬}As`y¬u¾sV}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt����il�t{y0s`~Yn{zwt{z�x_~'�T� �i~T�rt0s`t��Vu���s`�it{y@l[��kM�C�rt0s`t��il�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~'�ilu¾s,���rt@lIort{z�x_~µ���µn@lrv[q|lr~�t;x_y{z�lr~�t��
i+k
lIn{tV��	 =?>·�J��kM�C�rt0s`tC�T� zw~�¶_s`uwz��Ys`t{z�x_~±�il2u¾s.���rt@lIort{z�x_~±lIn{tV�,»F�J�

È2ÉËÊ�Ì �7ÎM�S� Ï ��y0s`}ipYl��ilIn]�r¶hx_uw�it{z�x_~YnK}Jx[n0n{zwÂiu�lInK�As`~YnKu�l¤}iy@x�oIlIn0n{�Yn��il����rt@lIort{z�x_~��T� �i~�n@lrv[q|lr~�t�x_y{z�lr~�t��
n0lrv[q|lr~�t@n�x_y{z�lr~�t��InC~-��vhs`t@z´¶hlrq|lr~�t°�?¹�~±~Yx_q.Âiy@l·�T� zwt��ry0s`t{z�x_~Yn�z��ilr~�t{z�Ñ��Yl�}Jx_�iy>o0pAs_or�i~Yl·�ilIn;y��In0x_uw�it{z�x_~Yns`�iy0s`zwt|�ix_~i~��µ�ilIn,y��In{�Yu´t$s`t@nEq|x_zw~Yn�n{zwv[~iz  Ao°s`t{z´�«nE}Jx_�iy��ilInEy��In@x_uw�it{z�x_~Yn�v[y0s`~Y�ilIn°�K}Jx_�iy�u�lIn@Ñh�Ylruwu�lInE�i~t{y@x_}³�«s`zwÂiu�l�~Yx_q.Âiy@lf�il|���IoIx_�i¶hlry{t@lInV}Jlr�it,s`}i}As`y0s 3�t{y@l[��y@lr~Y�Ys`~�t·u¾s'oIx_q�}As`y0s`z�n0x_~�t{p��Ix_y{z�l �`l���}���y@z�lr~YoIlt{y@x_}±zwq�}iy��Iorz�n0l[�
3 PSRTP�� � �Ag�ª�¥MU�WYX[Z[W �MW c Z_W?c��M¦Tc¬g�WA^¢giª�c¤^��Agi¥MZ[\�U�WA^ �;ª�¥¤X�¥¤cD^_\�©�c¤¦T¨1�MW �¤WAc¤^_\�Z7� �MW

�¤X]ª��¬¦ �¬\S¨9\«Z7��¥¤c¬\ ( ªmXhabW
�>x_�YnMs`uwu�x_~Yn�q|x_~�t{y@lry°�_}i�iz�n�¶Z�ry{z  AlryMl���}��ry{zwq|lr~�t$s`uwlrqflr~�t¼�[u¾s>y@lru¾s`t{z�x_~|¿��54��`uwz¾s`~�t�u¾s>}iy@x_Â?s`Âizwu´zwt��

Pr+k�il·���IoIx_�i¶�y{zwy 	7t@lr~Y�Ys`~YoIlIn2oIx_~Yn �Ior�it{zw¶]lIn2�ilVq A�q|l.n{zwv[~Yl.s°¶hlIoVoIlrt{t@l·¶[s`uwlr�iy 	J�iu�x_y@n0Ñh�m� �i~Ðn@zwv[~As`u
X(t)�ilV�ilr~Yn{zwt��V�il�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��V�i~iz´�«x_y{q|lVn@�iyV� 9�� > � lIn{t�s`}i}iuwz�Ñ�����Æ

Pr−k =
1

(r − 1)k+1
,r ≥ 2 + k

�2x_�Yn;q|x_~�t{y@x_~Yn>oIlrt{t@lVl���}iy@lIn@n{z�x_~±}As`y;y��Ior�iy{y@lr~YoIl.n{�iy�	*� *�uwu�lVlIn{tC¶�y0s`z�l�}Jx_�iy�	 8 >f��y@lru¾s`t{z�x_~Ð¿�� > � ��C��q|lrt{t@x_~Yn,Ñh�m�Älruwu�l�n@x_zwt·¶�y0s`z�l|}Jx_�iy
k > 1

� *�x_zwt
i+k

u¾sµt@lr~Y�Ys`~YoIl�}Jx[n{zwt{zw¶]lfÑ��Yl|~Yx_�Yn·¶]lr~Yx_~Yn.�ilf�����oIx_�i¶�y{zwy§�.}As`yEpAs_n0s`y@�Ð�J� ; y°�Ku�x_y@n@Ñ��m�Äx_~�s½���IoIx_�i¶]lry{t
i+k
�Ku�sÐ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��µ�T�Älr~Qt{y@x_�i¶hlryE�i~Yl'n@lIoIx_~Y�iloIx_~Yn �Ior�it{zw¶]lrq|lr~�t

i+k+1
n@lVy��In{�iq|l,�|u¾s�}iy@x_Â?s`Âizwu´zwt��E�il·}As_n@n@lry>�il·u��C�rt0s`t

ik+1
��u��C�rt0s`t

ik+2
��lr~Ðy@lr}iy@l��~As`~�t��i~µv[y0s`}ipYl·n{zwq�zwu¾s`zwy@l·�Eu¾s� Yv[�iy@l·¿2� >)4 � �

*�~'y@lr}iy@lr~As`~�t;u�l2q Arq|l2y0s`z�n@x_~i~Ylrq|lr~�t�Ñh�Yl2}Jx_�iy�u¾s.���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~±�il2u��Äl���}iy@lIn0n{z�x_~µ�il
Pr+

��¶hx_z´yu���s`~i~Yl��ilV¿2� >[� Ó � �iu¾s,}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��·�il�}As_n@n0s`v]l��il
ik+1

�
ik+2

lr~µ�i~µ}As_nC�il�t@lrq�}YnClIn{t �rvhs`u�lV� 1
r

��}Jx_�iy�ilr� �¢}As_nV�il,t@lrq�}Yn¼�*u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��flIn{t��il 1
r2

�*}Jx_�iy @ }As_nV�il,t@lrq�}Yn¼�*u¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��|lIn@t��il 1
rj

� ; ~lr~Ð���I���izwt2Ñ��YlVu¾sE}Yy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��.�ilV}As_n0n0s`v]l·�il
ik+1

�
ik+2

n°�Äl���}iy{zwq|l·}As`y�u¾s|n@x_q�q|lVzw~' Y~iz�l.n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∑inf

j=1
1
rj

� ; y°�doIlrt{t@l�l���}iy@lIn@n{z�x_~�lIn{t �rvhs`u�l7� 1
r−1

� �s`y,oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°��u¾s±}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��'�il����rt@lIort@lry 	 =?>t@lr~Y�Ys`~YoIlIn.}Jx[n{zwt{zw¶hlIn·oIx_~Yn��Ior�it{zw¶]lIn.lIn{tmÆ
Prk+1 = Prk.

1
(r−1) = 1

(r−1)

�dÃ�lrt{t@lfl���}iy@lIn@n{z�x_~�lIn@t�¶[s`u¾s`Âiu�l
> B @



� ����� 	�� � � � � ��
�������� �#��� � ��� ����� � � !��"+�����#� �

1e−05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 20 40 60 80 100

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

P
r+

/P
r−

E
ca

rt
 th

éo
rie

/e
xp

ér
ie

nc
e 

(%
)

Résolution

Détermination expérimentale des probabilités Pr+ et Pr−
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Données experimentales
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2rk−1

(r − 1)2k

)
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(
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3 P � P9R �ºcdZ_Xhª �¤¥¬g�Z[\9ª�c e ��ªTZ[¦?Z]\9ª�c¤^
Ã�lrt{t@l�n@lIort{z�x_~ÁlIn@t�oIx_~Yn0s_ory��Ilf��u¾s�}iy@lr�i¶]l��il,u¾s�}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ >[�J}As`v]l >)4 9��*�2x_�Yn�s`uwu�x_~Yn�}iy@x�o)�I�ilry}As`y �rt0s`}JlIn�Æ
>[�C�½x_~�t{y@lry�Ñh�m� zwu�l ��z�n{t@l.�ilIn>t@y{zw}iu�l�t0nE��pm� z«� u � t@lru�n2Ñ��Yl·u��C��¶A�r~Ylrq|lr~�tf� #Su�~m� !Ðs|}As_n2�il.���rt@lIort{z�x_~Á�ilu�� zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~½}Jlry@oIlr}it{zw¶hl.�±lIn{t�y0s`y@l[�TÃ2�ÄlIn{t>u��Äx_Â @ lrt2�il·u¾s|}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ � �?Ñ��YlV~Yx_�Yn>}iy@x_�i¶hlry@x_~Yn�Ys`~YnCu¾sEn0x_�Yn �9n@lIort{z�x_~§n{�izw¶[s`~�t@l[�
4��C�½x_~�t{y@lry�Ñ��m� zwu�l���z�n{t@lV�ilInCt{y{zw}iu�lrt@n,��pm� z�� u � ¶A�ry{z  ?s`~�t�Ã ; �?Ã�� lIn@tCu��Äx_Â @ lrt>�il�u¾sE}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ Ò ��¶]x_zwyu¾s�n@x_�Yn �9n@lIort{z�x_~§¿�� Ó � Ó � �Ó �&2�x_~i~YlryX�34A�,9�*��_� -).1-�*4�_�,�O%��5�#����. 4 �,}Jx_�iy�Ñh�Yl.u�� zw~�t@lry@n0lIort{z�x_~³�ilIn��ilr� �½lr~Yn@lrq.Âiu�lIn�n@x_zwt2~Yx_~¶�z��il[�dx_��}Jx_�iy,Ñ��Yl�orlrt{t0lfzw~�t@lry@n@lIort{z�x_~�n@x_zwt.¶�z��il[�doIl�Ñ��iz¬lIn@t·u��Äx_Â @ lIort{z´�>�il�oIl�t@t@l�n@lIort{z�x_~m��Ã�lru¾sn@lry0s,�«s`zwt��Ys`~Yn;u¾s�n@x_�Yn �9n0lIo�t@zwx_~§¿�� Ó � B �
; ~µoIx_~Yn{z��i¸ry@l�u�l>p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~��

b1,b2
�*�w�w�w�

bh
� �«x_y{q"���.}As`y{t{zwyC�ilIn�y��°s`uwz�n0s`t{z�x_~YnC�ilIn�¶[s`y{z¾s`Âiu�lInCs`uD�°sº�t@x_zwy@lIn¤y��Ilruwu�lIn

B1,B2
�A�w�w�w�

Bh
�
pj
lIn{tMu¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���}Jx_�iy�Ñh�YlCu¾s�y��°s`uwz�n$s`t{z�x_~

bj
�Yl;u¾s�¶[s`y{z¾s`Âiu�l>s`uD�°s`t@x_zwy@l

Bj
n@x_zwt��Ys`~Yn�u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�lµ� ��u�� 4�� u�� 4 � �dÃ�lrt{t@lE}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���lIn@t2z��ilr~�t{z�Ñ��Yl|�fu¾s7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt���Ñ��Yl,u¾s�¶_s`u�lr�iy

xt+j−1
��� n{zwv[~As`u&%N�½u�� zw~Yn{t0s`~�tft�= @ ��>§s`}i}As`y{t{z�lr~i~YlÐs`����x�or�Yn°� ; ~ oIx_~Yn@z��i¸ry@lµu¾s½¶[s`y{z¾s`Âiu�l§s`uD�°s`t@x_zwy@l��z�n0ory@¸rt@l
Uj
�J�|¶_s`u�lr�iy@n��Ys`~Yn {0,1} �?Ñh�izd¶[s`�it?>.n{zdu¾s|y��°s`uwz�n0s`t{z�x_~ bj

lIn@t>�Ys`~Yn2u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�l'� ��u�� 4�� u�� 4 � lrt¶[s`�it 9·�Ys`~Yn�u�l>o°s_n�oIx_~�t{y0s`zwy@l[�
Uj

n@�izwt¬�i~Yl>u�x_z*�il>¿�lry{~Yx_�iuwuwz����il>}As`y0s`q|¸rt{y@l
pj
�,*�~' Y~m��x_~'oIx_~Yn{z��i¸ry@l>u¾s¶[s`y{z¾s`Âiu�l>s`uD�°s`t@x_zwy@l **�h��¶_s`u�lr�iy@n¬��z�n@ory@¸rt@lIn��Ys`~Yn {0,1,...,h} �]Ñ��izYy@lr}iy��In@lr~�t@l�u�lC~Yx_q.Âiy@l>�ilCoIx_q�}Jx[n$s`~�t@lIn�ilV���±p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~Q�

b1,b2
�m�w�w�w�

bh
� oIx_q�}iy{z�n0lIn��Ys`~Yn;u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lf� ��u�� 4�� u�� 4 � Æ

S =
∑h

j=1 Uj
�

2�s`~Yndu�l¬o°s_nKx��.u�lIn
pj
n@lry0s`z�lr~�t]�rvhs`u�lIn°��*Vn{�izw¶�y0s`zwtd�i~Yl¬u�x_z�Âizw~Yx_q�z¾s`u�l[�]Ã�lr}Jlr~Y�Ys`~�t°�`~Yx_�YnKoIx_~Yn{z����ry@x_~YnÑ��Yl�u�lIn

pj
}Jl��Y¶]lr~�t>s°¶hx_zwyC�YlrnC¶[s`uwlr�iy0nC��z�n{t{zw~Yort@lIn¼�

3 P � P¡  � \�¦ �¬\S¨9\«Z � �MW�¨�¦ ���iZ[WAg�Z]\�ªdc � =¾¥¤c¤W�\9c ( ªmXhab¦JZ[\9ª�c��;WAXhg�W��MZ]\�U�W
2�s`~Yn�u¾s|���rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~¢Ñ��izdn{�izwt°�Y~Yx_�Yn  ��x_~Yn�u¾s|¶_s`u�lr�iy2�ilVu���#Sum�«s`zwt�Âiz�lr~½n@lVy0s`}i}Jlru�lry�Ñh�YlVu�lIn

pj���r}Jlr~Y�ilr~�t°�A}As`y�oIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~m�A�il�u��
� x_z�orzmu¾s,}iy0x_}Jx[n{zwt{z�x_~ÐÑh�Yl�~Ax_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lrymÆ

F�, *4> *-�1-).1-�*4� � ��� ����� � �7���
pj

� ���+� ������ � � ��
����+� " �C������� ��� ����� � ���'�)� � 	��)��� � � � �� � ��
��� � ��� ����� "+�7����

  ��� ��� ��� ���+�� �?� � � � �����
�������� ��� � � 
'��" ����� � � �� �#� ��� ��� ��� � � ��� �.����
 ����� ����" ��� ��� "���� �C�2� ����� � ���#� � � ��
�� � ��
����7�	" �C��� �>��� � � � �>����������� � ����� ���!�#�	"'���!���)�� ��� � " �� ��� ���

pj
� � ���)�7� �� �	" ��� � ����� � �3���1" ���� ���!� �

> B (



� ����� 	�� � � � � ��
�������� �#��� � ��� ����� � � !��"+�����#� �

�����)�7��� � � �����%" ��� � ���"��� �C���:� �  � ��� �� � 
  ��� ��� � � � "'� � ��� �%� � ���#� � 	��X����+������� � � �#���� ��� ����� �� �:� ���� � 	 ���
� � ��� � ��
����7� � ���  " �C��� �>��� � ��� �>����������� " ����� ��� ��� ��!� � � " �� � ����� � ��
����+� � ���

pj
� � ����� � �� �	"'���!� �����!�  

�)�1� ����� ���!� �'�����)�7��� � � � �7� �����<"+�7�� 
  ��� ��� �%� � " ��� � ��� � ���#�%� 	��X�����+��� � � � � �#���� �

kdsE~Yx_t{z�x_~§�il�y0s`y@lrt��Vn@lry0sEzw~�t@lry{}iy��rt��Il.�E}As`y{t{zwy��T� �i~±y��Ilru
ε ∈]0,1[  ��� ��"+��� � �����

kds�}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��E�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl,�il·u��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�t|� #9u�~m� !§s�}As_n>�Yl·���rt@lIort{z�x_~¢�il·u�� zw~���x_y{qfs`t{z�x_~¢}Jlry �oIlr}it{zw¶hl·�7lIn{t.�rvhs`u�lV� ��)* � p���z � � �s`y����  Y~izwt{z�x_~m�YoIlrt �r¶Z�r~Ylrq|lr~�t�lIn{tC���Ioru¾s`y���y0s`y@l�n@z ��)* � p���z � �
ε
�Ã2�ÄlIn{tCu¾�,~Yx_t{y@lV}Jx_zw~�t��ilV���r}As`y{t°�

�� * � p���z � n°�C�Iory{zwtmÆ
P (S ≤ h− i) =

h−i
∑

m=0

P (S = m)

kmlInC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In
P (S ≤ h− i)

lrt
P (S = m)

���r}Jlr~Y�ilr~�t�y@lIn{}JlIort{zw¶]lrq|lr~�t>�il�p±lrt;z���}i�iz�n��il�p±lrtCq±��2x_q�q|x_~Yn ��u�lIn¬y@lIn{}JlIort{zw¶hlrq|lr~�t
uh,i

lrt
vh,m

lrt¬oIx_~Yn@z����ry@x_~Yn¬u�lIn¬n@�izwt@lIn��V�ilr� �|zw~Y��z�oIlIn
(uh,i)

lrt
(vh,m)

�
�2x_�Ynf�it{zwuwz�n@x_~Yn7u�s³}iy@x_}iy{zD�rt��½�T� zw~Y���r}Jlr~Y�Ys_~YoIl¢�ilIn

Bj
}Jx_�iyf��x_y{q.�iu�lry7u��Äl���}iy@lIn0n{z�x_~jvZ�r~��ry0s`u�l½�il

vh,m
Æ

vh,m =
∑

E⊂H(m)





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)





��¶hlIo
H(m)

lr~Yn0lrq.Âiu�l.�ilIn>}As`y{t{z�lIn2�il {0,1,...,h − 1} oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t m
�ruD�rq|lr~�t@n°�Jlrt

E
lr~Yn0lrq.Âiu�lIn2�ilIn�ruD�rq|lr~�t@n>�il {0,1,...,h− 1} ~m��s`}i}As`y{t@lr~As`~�t�}As_n>� E

�
kds����rqfs`y@o0pYl·�il�~Yx_t{y@lV���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~ÐlIn{tCu¾sEn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
>[�;t{y@x_�i¶]lryC�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIlVuwz¾s`~�tCu�lIn

vh,m
4��Clr~±���I���izwy@lV�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl·uwz¾s`~�tCu�lIn

uh,iÓ ���,}As`y{t{zwy����±}Jx_zw~�tC}iy��Io)�I�ilr~�t°�Aq|x_~�t{y@lry>Ñh�Yl�Æ
�«s � n@zTx_~  �il ��"+��� �����J�i~

ε ∈]0,1] �izwuml���z�n{t@l��i~ imin
t@lru�Ñh�Yl

uimin,imin
≤ ε��Â � u¾s�n{�izwt@l

(uh,i)
lIn{t�ory@x_z�n@n0s`~�t@lVn{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ���[�ilrt�lruwu�l�t@lr~Y�µ¶]lry@n >�u�x_y@n@Ñ��Yl�pt@lr~Y�µ¶hlry@n;u�� zw~' Y~iz��

��o � �E}As`y{t{zwy��ilVoIl��ilry{~iz�lry�}Jx_zw~�t°�Yx_~§lr~§���I���izwtCu��Äl���z�n{t@lr~YoIlV�il
hmax

�
�2x_�Yn¤}Jx_�i¶hx_~Yn����IoIx_q�}Jx[n@lry�u¾s·n@x_q�q|l

vh+1,m
lr~7�ilr� ��n@x_q�q|lIn¼�hu�� �i~Yl2oIx_q�}Jx_y{t0s`~�t;�ilIn�lr~Yn0lrq.Âiu�lIn *}Jx[n@n��I�Ys`~�tCu�lV�ilry{~iz�lry ��uD�rq|lr~�t�pm�Ylrt;u���s`�it{y@lV~Yl�u�l�}Jx[n@n �I�Ys`~�tC}As_nmÆ

vh+1,m =
∑

E⊂H
′
(m),h∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)



+
∑

E⊂H
′
(m),h/∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E

(1− pj)





Ã�x_q�q|l2pf��s`zwt¬}As`y{t{z�l2�il *Q�Ys`~Yn�u¾sV}iy@lrq�z�¸ry@l�l���}iy@lIn@n{z�x_~'�il>oIlrt{t@l>y@lru¾s`t{z�x_~m��u�l>t@lry{q|l
ph+1

��s`zwt¬}As`y{t{z�l���j}iy@x����izwt ∏
j∈E pj

lrt'x_~j}Jlr�it7u�l§q|lrt{t{y@l½lr~j�«s_ort@lr�iy°� 2�l§q Arq|l[��oIx_q�q|lÐpj~Yl±��s`zwt�}As_n�}As`y{t{z�l�il * �Ys`~Yn�u¾s¢n@lIoIx_~Y�il±l���}iy@lIn@n@z�x_~m��u�l't@lry{q|l
1 − ph+1

}Jlr�it Art{y@l'q�z�n|lr~Q��s_ort@lr�iy|�Ys`~Yn�u�l'}iy@x����izwt
> @ 9



� � � �  �#��� �C���?� �����������+���+� � � � � ����� ������� � � � � �� �#� ��� ��� ����� � ��� �.����
 � ��� ��� " ��� ��� "���� �C�

∏

j∈E(1− pj)
�AÃ�lVÑh�izm�ix_~i~Al�u¾s,y@lru¾s`t{z�x_~Ðn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

vh+1,m = ph+1
∑

E⊂H
′
(m),h∈E





∏

j∈E,j 6=h

pj









∏

j∈E

(1− pj)





+ (1− ph+1)
∑

E⊂H′ (m),h/∈E





∏

j∈E

pj









∏

j∈E,j 6=h

(1− pj)





; y°�Iu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~ ∑
E⊂H

′
(m),h∈E

(

∏

j∈E,j 6=h pj

)(

∏

j∈E(1− pj)
) lIn{t�l��is_ort@lrq|lr~�t�u¾s�q Arq|lMÑh�Yl

vh,m−1
�

2�l|q Arq|l[�du��Äl���}iy@lIn@n@z�x_~ ∑
E⊂H

′
(m),h/∈E

(

∏

j∈E pj

)(

∏

j∈E,j 6=h(1− pj)
) ¶[s`�it

vh,m
�KÃ�lfÑ��iz¬�ix_~i~Ylu�l�y@lru¾s`t{z�x_~Ð�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl.n{�izw¶_s`~�t0l�Æ

vh+1,m = (1− ph+1)vh,m + ph+1vh,m−1
��¿�� > > �

*�z¬x_~�l�Å*lIort{�Yl|u¾sµn@x_q�q|lf�ilInI�ruD�rq|lr~�t@n.�il�u¾s'y@lru¾s`t{z�x_~�¿2� > >|}Jx_�iy
m ∈ {1,...,h − i} �mx_~�x_ÂYt{z�l�~�t·u¾sy@lru¾s`t{z�x_~Ðn{�izw¶[s`~�t@l�Æ

h−i
∑

m=1

vh+1,m = (1− ph+1)
h−i
∑

m=1

vh,m + ph+1

h−i
∑

m=1

vh,m−1

; y°�i}Jx_�iyCt@x_�it�oIx_�i}iu�l
(h,i)

�Ys¼¶]lIo
0 ≤ i ≤ h

� ∑h−i
m=0 vh,m = uh,i

�
; ~§lr~§���I���izwtCu�lInCt{y@x_z�n;y@lru¾s`t{z�x_~Yn>n{�izw¶[s`~�t@lIn°��}As`y��ilIn�o0pAs`~iv]lrq|lr~�t@n>�T� zw~Y��z�oIlIn2s`}i}iy@x_}iy{zD�InmÆ

h−i
∑

m=1

vh+1,m = uh+1,i+1 − vh+1,0

h−i
∑

m=1

vh,m = uh,i − vh,0

h−i
∑

m=1

vh,m−1 = uh,i+1

; y°�
vh+1,0 =

∏

j∈{0,..,h}(1− pj+1) = (1− ph+1)vh,0
�AÃ�lVÑh�Yzm�ix_~i~Yl�u¾sEy@lru¾s`t{z�x_~VÆ

uh+1,i+1 = (1− ph+1)uh,i + ph+1uh,i+1
��¿�� >)4 �

Ã�x_q�q|l
uh,i = uh,i+1+ vh,i+1

lrt¬Ñ��Yl
vh,i+1

lIn{t¬�i~ft@lry{q|l�}Jx[n{zwt{z´��x_��~��iu���x_~�lr~7���I���izwt�Ñ��Yl
uh,i+1 ≤

uh,i
� ; y°�

ph+1
lIn{t,�Y~Yl7}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��[�M�ix_~Yo'lIn@tEoIx_q�}iy{z�n|�Ys`~YnEu�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�lÁ� 9�� > � ���s`y|oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Ku¾sy@lru¾s`t{z�x_~Ð¿�� >)4�lIn{t;�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~§ÂAs`y"!�orlr~�t{y{z�Ñh�Yl·lrt;zwq�}iuwz�Ñ��Yl�u�� zw~��rvhs`uwzwt��.n{�izw¶_s`~�t0l�Æ

∀(h,i),h ≥ i ≥ 0,uh,i+1 ≤ uh+1,i+1 ≤ uh,i

; ~�lr~����I���izwt·Ñ��YlEu�x_y@n0Ñh�Yl�zMlIn{t� � �[�mn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t·}Jx[n{zwt{z´�{�*u¾sµn{�izwt@l
(uh,i)

lIn{t·ory@x_z�n@n0s`~�t@l|n{�izw¶[s`~�t�pm�
�s`y>oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°� ∀h ≥ i,uh,i ≥ ui,i

� ; y°�
ui,i =

∏i
j=1(1− pj)

�?Ã�x_q�q|l.x_~§n{�i}i}Jx[n0l[�i}As`y�p,!�}Jx_t{pY¸In@l[�Ñ��Yl�u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l'�ilIn
pj
}Jlr�it Art{y@l�q�zw~Yx_y��7}As`y,�i~

pmin
n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�}Jx[n{zwt{z´�,��oIl7Ñ��iz�n@zwv[~iz  Al7Ñ��Ylfu¾s}iy@x_ÂAs`ÂYz´uwzwt��,�m� Art{y0l,��u�� zw~�t��ry{z�lr�iy��T� �i~Ðn0lrv[q|l�~�t>�il·u¾s`y{v]lr�iy>u�~m�ÄlIn{t @ s`qfs`z�n�~��iuwu�l � �

ui,i
lIn{t>n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t���Iory@x_z�n0n0s`~�t@lElrt�t@lr~Y�½¶]lry@n�9fu�x_y@n0Ñh�Yl,zKt@lr~Y�½¶]lry@n2u�� zw~' Y~iz���Ã�l,Ñ��iz�n{zwv[~iz  AlEÑ��Yl,n{z�x_~9 ��l �?"+��� �����m�i~
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ε ∈]0,1] ��zwu�l���z�n{t@l��i~ imin
t@lrumÑ��Yl

uimin,imin
≤ ε

�
2E��s`�it{y@l±}As`y{t°�¤n{zCx_~jo0pYx_z�n{zwtf�i~

i ≥ imin
�Mx_~js��rvhs`u�lrq|lr~�t

ui,i ≤ ε
�M�T��s`}iy@¸Infu¾s¢y@lrqfs`y@Ñ��Yl§n{�iy|u¾s���Iory@x_z�n@n0s`~YoIl·�il

(ui,i)
��2x_�Yn�s`uwu�x_~Yn>�,}iy��In@lr~�tCq|x_~�t{y0l�y>Ñ��Yl�u¾s�n{�izwt@l

(uh,i)
t@lr~Y�µ¶hlry@n >�n{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñ��Yl�zmlIn@t  � �[��2x_�Yn�s°¶hx_~Yn2��� @ �fy@lrqfs`y@Ñh���EÑ��Yl·u¾s�n{�Yz´t0l

(uh,i)
lIn@t2ory@x_z�n@n0s`~�t0l,n{�izw¶[s`~�t2pm�Au�x_y@n0Ñh�Yl.z�lIn{t  ���[� ; y°�?u�lIn

uh,i
n@x_~�t;�ilIn;}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In°�Y�ix_~Yo

(uh,i)
lIn{t�qfs @ x_y��Il�}As`y >[� �s`y�oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°�

(uh,i)
oIx_~�¶hlry{v]l�n{�izw¶[s`~�tpm�Au�x_y@n0Ñh�Yl.zKlIn{t  ���[� *�x_zwt

li = limh→∞ uh,i
lrt

li+1 = limh→∞ uh,i+1
�?k�s�oIx_~�¶hlry{v]lr~YoIl�s`z´~An{zKÑ��Yl·u¾sory@x_z�n@n0s`~YoIlV�il

uh,i
n{�izw¶[s`~�t;pm�iu�x_y@n@Ñh�Yl�zmlIn{t  � �[�i}Jlry{q|lrt{t@lr~�t>�T��s �|y{q|lrymÆ
∀α > 0,∃h0 ∈ N,∀h ≥ h0,li − uh,i < α et li+1 − uh,i+1 < α

Ã�x_q�q|l
(uh,i+1)

lIn{t����Iory@x_z�n@n0s`~�t@l�n{�izw¶_s`~�t�z����Vp  ���[�
uh,i+1 ≤ uh,i

�
li−uh,i < α⇒ li−uh,i+1 < α

�
; y°�º�T��s`}iy@¸InKu¾sCy@lru¾s`t{z�x_~E¿�� >)4��

uh,i+1 ∈ [uh−1,i+1,uh−1,i]
� �s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�

li−uh,i+1 ∈ [li−uh−1,i,li−
uh−1,i+1]

�?Ã�x_q�q|l
li − uh−1,i ≥ 0

�ix_~§l�~§���I���izwt�u��Älr~Yo°s_��y@lrq|lr~�tmÆ
0 ≤ li − uh,i+1 < α

*�~§�T��s`�it{y@lIn�t@lry{q|lIn°�YoIlru¾sR�rt0s`~�tC¶�y0s`zT}Jx_�iyCt@x_�it
α
�
li = limh→∞ uh,i+1 = li+1

�
�2x_�Yn;¶hlr~Yx_~YnC�ix_~YoV�il�q|x_~�t{y@lry>Ñh�Yl�}Jx_�iyCt@x_�itCz  ���[�

limh→∞ uh,i = li = li−1 = ... = l0
�

; y°�
uh,0 = 1

}Jx_�iyCt@x_�itCpm�?Ã�l�Ñ��izTq|x_~�t{y@l
limh→∞ uh,i = 1

}Jx_�iyCt0x_�it;z��
�s`y>oIx_~Yn��IÑh�Ylr~�t°�i}Jx_�iyCz  ����t@lru�Ñ��Yl

i ≥ imin
��zwuml���z�n{t@l��i~

hmax
t@lrumÑ��Yl�Æ

∀h ≥ hmax, uh,i ≤ ε et uhmax+1,i > ε

�2x_�Yn�¶hlr~Yx_~Yn·�ix_~Yof�il|���ruwzwq�zwt@lry·u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn�t{y{zw}iu�lrt@n7��pm� z�� u � }Jx_�iy·uwlIn0Ñh�Ylru�nVu��C�r¶Z�r~Ylrq|lr~�tµ� #Su~m� !µs,}As_n��il����rt@lIort{z�x_~Ð�il�u�� zw~���x_y@qfs`t{z�x_~§}Jlry@oIlr}it{zw¶]l,�7lIn{tCy0s`y@l[�
3 P � P � ��X]WA¥�U�W �¤WQ¨9¦ �¤X]ª �;ª�^_\«Z]\9ª�c��

� x_z�orzTu¾sE}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~ÐÑ��Yl�~Yx_�Yn�n@x_�ipAs`zwt@x_~YnCq|x_~�t{y@lry°�
F ,C*-> *-� -/.1-�*�� � � � ��� � ��
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�2x_�Yn;y@lr}iy@lr~Y��y@x_~Yn�u�lInC~Yx_t0s`t{z�x_~YnC�it{zwuwz�n �rlIn��Ys`~YnCu¾s�n@x_�Yn �9n@lIort{z�x_~±}iy��Io)�I�ilr~�t@l[�
kds.oIx_~�t{y0s`zw~�t@lVÃ ; zwq�}Jx[n@l2Ñ��Yl�u¾s.���rt@lIort{z�x_~±�T� �i~Yl>zw~��«x_y{qfs`t{z�x_~'}Jlry@oIlr}it{zw¶hl�lr~'n@x_y{t{z�l2�i�'n"!�n@t@¸rq|ln@x_zwt|�i~'�r¶A�r~Ylrq|lr~�tfy0s`y@l[�¤�2x_�YnfoIx_~Yn{z����ry@x_~Ynf�i~ n@zwv[~As`u&%N�ix_~�t�o0pAs_Ñ��Yl

Bj
n@�izwt|�i~Ylµu�x_z��i~iz´��x_y{q|ln{�iy.� 9�� > � lrt�u�l

Xd
¶_s`�it 9��A�>x_�Yn>n0s°¶hx_~Yn�Ñh�YlVu�l�¶hx_uw�iq|l·�ilVu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l.�ilIn�p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~Yn

b1,b2,...,bhvZ�r~��ry��InE�µ}As`y@t{zwy,�il % lIn{t �rvhs`u��5>[��Ñ��iz¬oIx_y{y@lIn{}Jx_~Y�Qs`��¶]x_uw�iq|l��ilfu��Älr~Yn@lrq.Âiu�l7�ilIn·p�� �Io0pAs`~�t{zwuwu�x_~YnvZ�r~��ry��In,�µ}As`y{t{zwy.�il|u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��il|t@x_�Yn·uwlIn.n{zwv[~As`� �Á}Jx[n0n{zwÂiu�lIn°�dÃ�x_q�q|lfu¾s±oIx_~�t{y0s`zw~�t@l'Ã ; }Jlr�it.n0l
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t{y0s_���Yz´y0lElr~Ðt0l�y@q|lrn��il,o°s`u�or�iu��il·¶hx_uw�iq|l,�il.u��Älr~Yn@lrq.Âiu�l��ilIn2n@x_uw�it{z�x_~Yn�lr~¢n@x_y{t{z�l,���¢n"!�n{t@¸rq|l[�?x_~¢lr~���I���izwt;Ñ��Yl�~Yx_t{y@l����rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~'~Yl2o0pAs`~iv]lry0s.}As_n�n{zJx_~'oIx_~Yn{z��i¸ry@l2�i~7�i~iz�Ñh�Yl�n{zwv[~As`u
X
��s_n@n@x�orzD��s`� �

Bj
Ñh�AlC~Yx_�Yn¤¶hlr~Yx_~Yn¬�il����  A~izwy°� ; y°�hu¾s�}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��2�T�Äx�oIor�iy{y@lr~YoIl��ilCu��C�r¶A�r~Ylrq|lr~�tV�,¹�~YlCzw~��«x_y{qfs`t{z�x_~}Jlry@oIlr}it{zw¶hl2lIn{t¬���rt@lIort��Il,��lIn@tK�rvhs`u�l2� ��

S ≥ h− i
� �,2�s`~Yn¤u�l>o°s_n¤}As`y{t{z�or�iuwz�lry;�il>oIl

X
�hu�lIn

pj
x_Âit@lr~��Yn��}As`y{t{zwy>�ilIn

Bj
n@x_~�t �rvhs`u�lIn>lrt�¶[s`u�lr~�t�u��Ykml·o°s`u�or�iuK�il ��

S ≥ h− i
� lIn{t��ix_~YoV�«s_orzwuwzwt��V}As`y�y0s`}i}Jx_y{t��u¾s�n@x_�Yn �9n0lIo�t@zwx_~±}iy��Io)�I�ilr~�t@l[�?o°s`yCu¾s,u�x_z��il *7lIn{t;ÂYz´~Ax_q�z�s`u�l[�?�il�}As`y$s`q|¸�t@y@lIn�p±lrtCu�� #Su*¶�z�lr~�tmÆ

Pr(S ≥ h− i) =
h
∑

m=h−i+1

Cm
h lm (1− l)h−m

Ã�x_~Yn@z����ry@x_~YnCu¾s�n{�izwt@l
(v

′

h,m)
���  Y~iz�l�}As`yCu¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∀m ∈ {1,..,h}, v

′

h,m = Cm
h lm (1− l)h−m

�2x_�YnC���  Y~iz�n@n0x_~Yn;u¾s�n{�izwt@l
(u

′

h,i)
lr~µ��x_~Ao�t@zwx_~Ð�ilIn

v
′

h,m

Æ

∀i ∈ {1,..,h}, u
′

h,i =

h
∑

m=h−i+1

v
′

h,m

2�x_~Yo[�
u
′

h,i = Pr(TS ≥ h− i)
�

; y°�Yn0s_o0p?s`~�t�Ñh�Yl ∑h
m=0 v

′

h,m = 1
�ix_~±}Jlr�itCt{y0s`~Yn �«x_y{q|lryCu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il

u
′

h,i

Æ

u
′

h,i = 1−
h−i
∑

m=0

v
′

h,m

; y°�Ju¾s7n{�izwt@l
(v

′

h,m)
lIn@t2�i~Áo°s_n2}As`y{t{z�or�iuwz�lry·�il,u��C�rt{�Y�il.��s`zwt@l�s`�¢}As`y0s`v[y0s`}ipYl�¿�� Ó �54��Ts°¶hlIoE�ilIn

pj
t@x_�Yn�rvhs`� �±lrt;¶[s`u¾s`~�tCuM�ik�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ���[�ix_~§lr~±���I���izwt>Ñh�YlMÆ

limh→∞

h−i
∑

m=0

v
′

h,m = 1

�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�iu�x_y@n@Ñ��Yl�z�lIn{t  ����Æ
limh→∞u

′

h,i = 0
�s`yforx_~An��IÑh�Ylr~�t°��u�x_y@n0Ñh�Yl

ε > 0
lrt�zCn@x_~�t  ���In°��zwuCl���z�n{t@l'�i~

hmin
t@lru�Ñh�Yl'}Jx_�Yy�t@x_�it

h ≥ hmin
�

Pr(TS ≥ h− i) < ε
�

3 P � P�� �fX]WA¥MU�W �¤¥�Z]£ �Yª�X �AabWbR � �¤¦*X]¦*©mXh¦���£MW �MP¡ �P ��� �¤¦*©mW RA �� �
2�s`~YnfoIlµ}As`y0s`v[y0s`}ipYl[�¤~Yx_�Yn|�it{zwuwz�n0lry@x_~Yn��ilIn|~Yx_t0s`t{z�x_~Ynfz��ilr~�t{z�Ñ��YlIn��ÁoIlruwu�lIn�lrq�}iu�x !Z�IlIn��Ys`~Ynfu�lIn}iy@lr�i¶hlIn,�ix_~i~��IlInEs`��oIx_�iy@n,�ilIn·}As`y0s`v[y0s`}ipYlIn�¿2� Ó �54§lrt,¿�� Ó � Ó �dlr~�}As`y{t{z�or�iuwz�lry,}Jx_�iy.u�lIn,n{�izwt@lIn

(uh,i)
�

(u
′

h,i)
lrt

vh,m
�

2�s`~Yn2�i~¢}iy@lrq�z�lry�t@lrq�}Yn¼�J~Yx_�Yn�s`uwu�x_~Yn�oIx_~Yn{z����ry@lryVÑ��Yl.u�lIn
pj
n@x_~�t2t0x_�Yn �rvhs`� �½lrt�¶[s`u�lr~�t2}m�*�  Y~�il�q�z�lr� �'oIx_q�}iy@lr~Y��y@l�u¾s,���rq|x_~Yn{t{y0s`t{z�x_~ÐÑh�izTn{�izwt°��u¾s  Av[�iy@l�¿�� > B q|x_~�t{y@l�u��C�r¶]x_uw�it{z�x_~§�ilIn;n{�izwt@lIn

uh,ilrt
u
′

h,i

n{�izw¶_s`~�t;z���u�x_y@n0Ñh�Yl�p±lIn{t  � �[�i}Jx_�iyCu�lIn;t{y@x_z�n�o°s_nC�il� Yv[�iy@lVn{�izw¶[s`~�t@nmÆ
>[�;u � }·Æio°s_n�x��µzwu�l���z�n{t@l��ilInCoIx_�i}iu�lIn>n@x_uw�it{z�x_~

h,i
}Jx_�iyCt@x_�it

ε > 0
�
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Cas de figure 1: p > l (p=0.5, l=0.2, h=30)
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Cas de figure 2: p = l (p=0.5, l=0.5, h=30)
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Cas de figure 3: p < l (p=0.2, l=0.5, h=30)

Probabilité uh,i Probabilité u’
h,i uh,i + u’

h,ik�s.n@x_q�q|l
uh,i+u

′

h,i

y@lr}iy��In0lr~�t@l>u¾sV}iy@x_}Jlr~Yn{z�x_~µ�ilIn��ilr� ��n{�izwt@lIn��V}Jx_�i¶hx_zwy�x_�7~Yx_~'s°¶hx_zwy��ilIn¬¶[s`u�lr�iy@n}Jlrt{zwt@lIn�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t°�È2ÉSÊ�Ì ��ÎM� � Ï ¹�~Yl�z����IlV�Yl�u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~§�YlrnC}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In��§lrt;�m�Yn{�izw¶[s`~�t;z��
4��;u 8 }VÆ�o°s_n¬uwzD�[��lr~�t{y@l�s`�it{y@lIn°��s`�f��s`zwt��il�y@lIoIlr¶]x_zwy��i~7n{zwv[~As`u

X(t)
�ix_~�t�o0pAs_or�i~Yl2�ilIn¬¶[s`u�lr�iy@n�n{�izwt�i~Yl�u�x_zT�i~iz´�«x_y{q|lVn{�iy·� 9�� > � �i}Jx_�iyCu�lIÑ��YlruTzwum~m�Äl���zwn@t@l�}As_n��il�oIx_�i}iu�lIn>n@x_uw�it{z�x_~m�Ó �;u � }VÆ[o°s_n�uwzD�[�]lr~�t{y@lCs`�it{y@lIn¼�]s`�E��s`zwtMÑh�Yl�u�l;oIlr~�t{y@l����E��x�or�YnMlIn{t�t{y@x_} �ru�x_zwv[~��C����}Jx_zw~�t¤�il;�ilr~Yn{zwt��qfs ��zwqfs`u�l·�il

X(t)
�

k�l�}Yu�s`~§�Yl�~Yx_t{y@lV���rq|x_~Yn@t{y0s`t{z�x_~ÐlIn{tCu�l�n{�izw¶[s`~�tmÆ
>[� � t{�Y�il·�il�u��C�r¶hx_uw�it{z�x_~Ð�il

vh,m
n@�izw¶_s`~�tCq±�Y�Ep< ���[�

4�� � t{�Y�il>����o°s_n¤u � }VÆhx_~7���I���izwt����f}Jx_zw~�t¬}iy��Io)�I�ilr~�t��ilr� ����x_~Yort{z�x_~Yn¬qfs @ x_y0s`~�t@lIn����i~YlC}Jx_�iy
uh,ilrt;�i~Yl�}Jx_�iy

u
′

h,i

� �iÑ��izTt@lr~Y�ilr~�t�t@x_�it@lInCu�lInC�ilr� �'¶hlry@n�9,u�x_y@n0Ñh�Yl�pµt@lr~Y�µ¶hlry@n;u�� zw~' Y~iz��
Ó � � t{�Y�il·���±o°s_nCu 85}·Æix_~±q|x_~�t{y@lVÑ��Yl

uh,i + u
′

h,i = 1
}Jx_�iyCt@x_�itCp±lrtCt@x_�itCz��

B � � t{�Y�il·���±o°s_nCu � }VÆYx_~±q|x_~�t{y@lVÑ��Yl
uh,i + u

′

h,i ≥ 1
}Jx_�iyCt@x_�itCp±lrtCt@x_�it

i ≤ h
�

k�x_y@n@Ñh�Ylfu�lIn
pj
n@x_~�t,n{�i}i}Jx[n��In.oIx_~Yn@t0s`~�t@n°��¶_s`u¾s`~�t.}m��u¾sµ}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��

vh,m
n°�Äl���}iy{zwq|lf}As`y.�i~Ylfu�x_z
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Evolution de vh,m
 suivant m (h=100, p=0.3)

p.h

È2ÉSÊ�Ì ��ÎM� 6 Ï � ¶]x_uw�it{z�x_~Ð�il�u¾sEn{�Yz´t0l�¶*�in{�izw¶_s`~�t;q±�A�,p< ���[�
Âizw~Yx_q�z¾s`u�l.�il�}As`y0s`q|¸rt{y@lIn,��pm� q � Æ

vh,m = Cm
h pm(1− p)h−m

�>��y@lrvhs`y@���il�Ñ��Ylru�Ñh�YlIn,l��ilrq�}iu�lInE�T�C�r¶]x_uw�it{z�x_~��il
vh,m

n{�izw¶[s`~�t.q ��¶hx_zwy.u¾s  Yv[�iy@l7¿�� > @ � ���±p  ���[�~Yx_�Yn>~Yx_�An�s`}Jlry@oIlr¶]x_~Yn�Ñ��YlVu��C�ruD�rq|lr~�t�qfs ��zwq.�iqN�il.oIlrt{t@l,n{�izwt@l.lIn{t2oIlruw�izK�ix_~�t>u¾s|¶_s`u�lr�iy�lIn{t�u¾s|}iuw�Yn}iy@x�o0pYl·���±}iy@x����izwt
p.h

�Y�>x_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry>Ñ��Yl�oIlrt{t@lVx_ÂYn@lry{¶[s`t{z�x_~§lIn@t @ �Yn@t{z  -�Il[�
�x_�iy2oIlru¾s��?~Yx_�Yn>�it{zwuwz�n@x_~Yn2�i~YlV��x_~Yort{z�x_~Ás`� ��zwuwz¾s`zwy@l.}iy@x_u�x_~iv]l°s`~�t

vh,m
}Jx_�iy��ilIn>¶_s`u�lr�iy@n>~Yx_~¢lr~�t{z�¸ry@lIn�il�p±lrtCq±�

f(h,m) = c(h,m)pm(1− p)h−m

s°¶hlIo
c(h,m) =

Γ(h)

Γ(m)Γ(h−m)kds,��x_~Yort{z�x_~
Γ
�T�+*��iu�lry�}iy@x_u�x_~iv]lVu¾s.�«x_~Yort{z�x_~µ��s_ort@x_y{z�lruwu�lV}Jx_�iy��ilIn;¶[s`u�lr�iy@n;~Yx_~§lr~�t{z�¸ry@lIn¼�kds����ry{zw¶Z�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�ilVo]��pm� q � n{�Yz´¶[s`~�tCq lIn{t��ix_~i~��Il�}As`yCu��Äl���}iy0lrn0n{z�x_~§n{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀h > 0,m ∈]0,h[, ∂c

∂m
(h,m) = c(h,m)

(

Γ′(h−m)

Γ(h−m)
− Γ′(m)

Γ(m)

)

Ã�x_~Yn@z����ry@x_~YnCu¾s,��x_~Yort{z�x_~Ð�µn{�izw¶[s`~�t@l�Æ
∀m ∈ [0,h[, d(m) = ln (Γ(h−m)) + ln (Γ(m))

kds2��x_~Yort{z�x_~���lIn{tMoIx_~�t{zw~��AlClrt¤���ry{zw¶[s`Âiu�lCn{�iyC� >[� p � � ; ~|y@lrqfs`y@Ñh�Yl�Ñh�Yl;u¾s����ry{zw¶A�Il
d′(m) = −Γ′(h−m)

Γ(h−m) +
Γ′(m)
Γ(m)

�s`y�oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�Yu«�Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il�u¾s����ry{zw¶Z�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�il
c(h,m)

n{�izw¶_s`~�tCq n¼�C�Iory{zwtmÆ
∀h > 0,m ∈ [0,h[,

∂c

∂m
(h,m) = −c(h,m)d′(m)

; ~§lr~§���I���izwtCu��Äl���}iy@lIn@n{z�x_~§�il�u¾sE���ry{zw¶A�Il�}As`y{t{z�lruwu�l·�il���n{�izw¶[s`~�t;q²Æ
∀h > 0,m ∈ [0,h[,

∂f

∂m
(h,m) = f(h,m)

[

−d′(m) + ln

(

p

1− p

)] ��¿�� > Ó �
Ã�x_q�q|l��K~YlVn°��s`~i~��iu�lV}As_n°��u���s`~i~��iu¾s`t{z�x_~½�il ∂f

∂m(h,m)
zwq�}Jx[n@l�Æ

−d′(m) + ln

(

p

1− p

)

= 0

> @7@
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�2x_�Yn¬s`uwu�x_~Yn���}iy��In@lr~�t¤q|x_~�t{y@lry¬Ñ��YlCoIlCt@lry{q|l�n¼��s`~i~��iu�lC}Jx_�iy¤�i~YlC¶[s`u�lr�iy¬�il;qN�.}iy@x�o0pYl.���il;}ipm� �s`yoIx_~Yn{t{y{�Yort{z�x_~Ð�il
Γ
�ix_~Ðs�Æ

Γ(ph+ 1) = (ph+ 1)Γ(ph)

Γ(h− ph) = (1− p)hΓ(h− (ph+ 1))

�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ
d(ph+ 1)− d(ph) = ln (ph+ 1)− ln ((1− p)h)

*�~±q|lrt{t0s`~�t�}±lr~µ��s_ort@lr�iy��Ys`~Yn;u�l�}iy@lrq�z�lry�t@lry{q|lV�il�u¾sE��z´Å �ry@lr~YoIl�Æ
d(ph+ 1)− d(ph) = ln (p)− ln (1− p) + ln

(

h+ 1/p

h

)

; ~ÐsE�ix_~Yo�Æ
∀h > 0, d(ph+ 1)− d(ph) > ln

(

p

1− p

)

limh→∞(d(ph+ 1)− d(ph)) = ln

(

p

1− p

)

; ~§o°s`u�or�iu�lV�il�q Arq|l�Æ
d(ph)− d(ph− 1) = ln (p)− ln (1− p)− ln

(

h+ 1/(1− p)

h

)

�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ
∀h > 1, d(ph)− d(ph− 1) < ln

(

p

1− p

)

limh→∞(d(ph)− d(ph− 1)) = ln

(

p

1− p

)

; y°�Y�T��s`}iy@¸InCu�l�t{p��Ix_y@¸rq|l·�il �>x_uwu�l[�ioIx_q�q|l·�µlIn{t�oIx_~�t{zw~��YlVlrt����ry{zw¶[s`Âiu�lVn{�iy·� 9�� pm�°Æ
∃m1 ∈ [ph,ph+ 1], d′(m1) = d(ph+ 1)− d(ph) ≥ ln (p)− ln (1− p)

∃m2 ∈ [ph− 1,ph], d′(m2) = d(ph)− d(ph− 1) ≤ ln (p)− ln (1− p)

k�s����ry{zw¶A�IlV�T���rt0s`~�t>oIx_~�t{zw~��Yl[�AoIlru¾s�n{zwv[~iz  AlVÑh�YlMÆ
∀h > 1,∃m0 ∈ [ph− 1,ph+ 1], d′(m0) = ln (p)− ln (1− p)

Ã�lVÑh�izTq|x_~�t{y@lVÑ��Yl ∂f
∂m(h,m)

n°��s`~i~��iu�lVn{�iy
[ph− 1,ph+ 1]

}Jx_�iyCt@x_�itCp � >[�
2E��s`�it{y@lf}As`y{t°�

ln (Γ(m))
�rt0s`~�t.�i~Al��«x_~Yort{z�x_~�oIx_~�¶hl��ilf�ilr� �Á�«x_z�n.���ry{zw¶[s`Âiu�l[�dn$s±���ry{zw¶Z�Il�n0lroIx_~Y�Yl�lIn{t�i~Yl��«x_~Yort{z�x_~ n{t{y{z�ort@lrq|lr~�t|}Jx[n{zwt{zw¶]l'n@�iy'� >[� pm�w� 2�l7q Arq|l[��u¾s½���ry{zw¶A�Il'n0lIoIx_~Y�il'�il

ln (Γ(h−m))
lIn{tn{t{y{z�ort@lrq|lr~�t�}Jx[n{zwt{zw¶hl>n{�iy�� >[� pm�*��}As`y�oIx_q�}Jx[n{zwt{z�x_~µ�ilIn¤�«x_~Yort{z�x_~Yn

Γ (m)
lrt

h−m
� � �s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�

d′lIn{t>ory@x_z�n@n0s`~�t@l·n@�iy·� >[� pm�w� *�~§}As`y{t{z�or�iuwz�lry°�Jx_~Ðlr~Ð���I���izwt>Ñ��Yl
d′
~YlV}iy@lr~Y�±u¾s�¶[s`u�lr�iy

ln (p)− ln (1− p)Ñ��m� �i~Yl�n0lr�iu�l2�«x_z�n°�i�ix_~Yo[�Ylr~±y@lr¶hl�~?s`~�t>�,u��C�IÑ��As`t{z�x_~Ð¿2� > Ó Æ
>[� ∂f

∂m(h,m)
~YlVn°��s`~i~��iu�l·Ñh�m� �i~YlVn@lr�iu�l���x_z�n¼�i�Ys`~Yn;u�� zw~�t@lry{¶[s`uwu�l

[ph− 1,ph+ 1]
�

4��C�T�8�rt0s`~�t�ory@x_z�n0n0s`~�t@l§n@�iy§� >[� pm�¬lrt|��}Jx[n{zwt{zw¶hl[�¤x_~jlr~j���I���izwt7Ñ��Yl±u�l±}Jx_zw~�t��m�Äs`~Y~��iu¾s`t{z�x_~ �il±u¾s���ry{zw¶Z�Ilf}As`y{t{z�lruwu�l7�il���lIn{t·�i~�qfs ��zwq.�iq������ry{zw¶Z�Ilf}As`y{t{z�lruwu�l�}Jx[n{zwt{zw¶hlfn{�iy7� >[� }Yp���> � lrt.~��rvhs`t{zw¶]ln{�iyV� }ip+=?>[� pm�w�
> @ 6
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Ã�lVÑ��izmoIx_~Yoruw�it�u�l�}iy@lrq�z�lry�}Jx_zw~�t��il�u¾s,}iy@lr�i¶hl[�
�>x_�Yn>s`uwu�x_~Yn2�E}iy��In@lr~�t �rt{�Y��z�lry�u�lVoIx_q�}Jx_y{t@lrq|lI~�t2oIx_~ @ x_zw~�t>�ilIn�n{�izwt@lIn

(uh,i)
lrt

(u
′

h,i)
n{�izw¶_s`~�t�u�lInt{y@x_z�n�o°s_n ��¶hx�Ñ����In�s`�§���rÂi�it��ilVoIl�}As`y0s`v[y0s`}ipYl[�

2�s`~YnK�i~E}iy@lrq�z�lry�t@lrq�}Yn°�`~Yx_�Yn�oIx_~Yn{z����ry@x_~Yn�u�� p,!�}Jx_t{pY¸In@l�u � }m�_kml�t{y0s°¶[s`zwuil�Å*lIort{���;�Ys`~Yn�u�l¬}iy@lrq�z�lry}Jx_zw~�t�~Yx_�Yn;}Jlry{q|lrt>�T�C�Iory{zwy@lVu�� zw~��rvhs`uwzwt��·n{�izw¶[s`~�t@l[�i}Jx_�iyCt@x_�it
kp < [ph]

Æ
∀k ≤ kp, C

k
hp

k(1− p)h−k ≤ C
kp

h pkp(1− p)h−kp
��¿�� > B �

2�l�q Arq|l[�i}Jx_�iyCt@x_�it
kl > [lh] + 1

Æ
∀k ≥ kl, C

k
h l

k(1− l)h−k ≤ Ckl

h pkl(1− l)h−kl
��¿�� > @ �

�s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Ylr~§n@x_q�qfs`~�t�n{�izw¶[s`~�tC�iz Å �ry@lr~�t@lInC¶[s`u�lr�iy@n��il 	*�ix_~±x_ÂYt{z�l�~�tmÆ
kp
∑

k=0

Ck
hp

k(1− p)h−k ≤ (kp + 1)C
kp

h pkp(1− p)h−kp

h
∑

k=kl

Ck
h l

k(1− l)h−k ≤ (h− kl + 1)Ckl

h lkl(1− l)h−kl

; y°�i}Jx_�iyCt@x_�itC}§lrt;t@x_�it�uT¶Z�ry{z  ?s`~�t�} � u��Yx_~Ðs,u¾sEy@lru¾s`t{z�x_~§n@�izw¶_s`~�t@l�Æ
∃h0,∀h > h0,∃k∗, [lh] + 1 < k∗ < [ph]

�s`y2oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�
k∗
¶Z�ry{z  Al,n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t�u�lIn�y@lru¾s`t{z�x_~Yn�¿�� > B lrt>¿�� > @ � ; y°�Jn{zdx_~Ð}Jx[n@l

k∗ = h − i∗
�s°¶hlIo

i∗ ∈ [(1− p)h,(1− l)h]
��u�lIn;�ilr� �'n@x_q�q|lIn�}iy��Io)�I�ilr~�t@lInC~Yl�n@x_~�tCs`�it{y@lInCÑh�Yl

uh,i∗

lrt
u
′

h,i∗

�'2E�Äx��u�lInCy@lru¾s`t{z�x_~Yn�n{�Yz´¶[s`~�t@lIn°�i¶Z�ry{z  -�IlIn�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�t>}As`y
i∗
Æ

uh,i∗ ≤ (h− i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1− p)i∗

u
′

h,i∗ ≤ (i∗ + 1)Ci∗
h lh−i∗(1− l)i∗

�x_�iy�q|x_~�t{y@lry7Ñh�Yl±u�lIn��ilr� � qfs @ x_y0s`~�t@n7�ilInfy@lru¾s`t{z�x_~Yn7¿�� > B lrt�¿�� > @ t@lr~Y�ilr~�t7¶]lry@n'9��M~Yx_�Yn7s`uwu�x_~Yny@lIo0pYlry@o0pYlry��i~$�IÑ��izw¶_s`u�lr~�t��il�oIlr� ���9orz?u�x_y@n@Ñ��YlCpft@lr~Y��¶]lry@n¤u�� zw~' Y~iz�� 2E��s`}iy@¸In¬u¾s��«x_y{q.�iu�l>�il *�t{zwy{uwzw~ivY���i~�IÑ��izw¶[s`u�l�~�t��il�~	�YlIn{tmÆ
n! ∼

h→∞

√
2π n

(n

e

)n

�2x_�Yn�y@lrqfs`y@Ñ��Yx_~YnKÑ��YlMu�x_y@n@Ñh�AlMp.�ilr¶�z�lr~�tdv[y0s`~Y�T�
i∗
�ilr¶�zwlr~�t�v[y0s`~A�T�ºo°s`y

i∗ ≥ (1−p)h
� �s`yKoIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�u��C�IÑ��izw¶_s`u�lr~�t�}iy��Io)�I�ilr~�t¤n°��s`}i}iuwz�Ñ��Yl;s`� �,t{y@x_z�nK��s_ort@x_y{z�lru´u�lInM�il

Ci∗
h

� ; ~E}Jlr�itM�ix_~Yo;�ix_~i~Ylry��i~R�IÑh�izw¶[s`u�lr~�t���±qfs @ x_y0s`~�t��il
uh,i∗

lrtC�ilVoIlruw�iz��il
u
′

h,i∗

�

(h− i∗ + 1)Ci∗
h ph−i∗(1− p)i∗ ∼

h→∞

h− i∗ + 1√
2π

hh+1

(h− i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗

ph−i∗(1− p)i∗

(i∗ + 1)Ci∗
h lh−i∗(1− l)i∗ ∼

h→∞

i∗ + 1√
2π

hh+1

(h− i∗)h−i∗+1 ii∗+1∗

lh−i∗(1− l)i∗

> @��
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*�~±}Jx[n0s`~�t
i∗ = αh

�As°¶]lIo
α ∈ [1− p,1− l]

��u�lIn �IÑh�izw¶[s`u�lr~�t@nC}iy��Io)�I�ilr~�t@n>n°�C�Iory{zw¶]lr~�t�Æ
h(1− α) + 1√
2π hα(1− α)

gp(h,α)

hα+ 1√
2π hα(1− α)

gl(h,α)

s°¶hlIo�Æ
gp(h,α) =

(

p

1− α

)(1−α)h (1− p

α

)αh

gl(h,α) =

(

l

1− α

)(1−α)h (1− l

α

)αh

�½x_~�t{y@x_~Yn·�7}iy��In@lr~�t·Ñh�Yl
gp(h,α)

lrt
gl(h,α)

�ilr¶�z�lr~i~Ylr~�t·oIx_~ @ x_zw~�t@lrq|lr~�t,s`�Yn@n{z�}Jlrt{zwt@n·Ñh��� x_~³u�l�n@x_���pAs`zwt@l[� �x_�iy�oIlru¾s��YoIx_~Yn{z����ry@x_~Yn
ln (gp(h,α))

lrt
ln (gl(h,α)

Æ
ln (gp(h,α)) = hqp(α) avec qp(α) = (1− α) ln

(

p

1− α

)

+ α ln

(

1− p

α

)

ln (gl(h,α)) = hql(α) avec ql(α) = (1− α) ln

(

l

1− α

)

+ α ln

(

1− l

α

)

kmlInC¶_s`y{z¾s`t{z�x_~Yn>�il
qp(α)

lrtC�il
ql(α)

n@x_~�t��ix_~i~��IlIn>�,}?s`y{t{zwy��il�u�lr�iy����ry{zw¶A�Il�Æ
q
′

p(α) = ln

(

(1− p)(1− α

pα)

)

q
′

l(α) = ln

(

(1− l)(1− α

lα)

)

; y°�`n{z
α ∈ [1−p,1−l]

�º�ilIn�lr~Yo°s_��y@lrq|lr~�t@n�q|x_~�t{y0l�~�t�Ñh�Yl
q
′

p(x) ≤ 0
lrt

q
′

l(x) ≥ 0
}Jx_�iy

x ∈ [1−p,1−l]
�

�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�t°�
qp(x) ≤ qp(1− p)

lrt
ql(x) ≤ ql(1− l)

� ; y°�
qp(1− p) = ql(1− l) = 0

�
�s`y>oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Y}Jx_�iy

α ∈]1− p,1− l[
�Ax_~Ðs�u�lIn��ilr� �µzw~��rvhs`uwzwt��In

qp(α) < 0
lrt

ql(α) < 0
�An{zwq.�iuwt0sº�~��rq|lr~�t°�Yzw~Y���r}Jlr~Y�Ys`q�q|lr~�t>�il�pm�?Ã�l�Ñ��izTq|x_~�t{y@l·Ñh�Yl�Æ

lim
h→∞

ln (gp(h,α)) = −∞

lim
h→∞

ln (gl(h,α)) = −∞
�s`y�oIx_~Yn �rÑ��Ylr~�tmÆ

lim
h→∞

gp(h,α) = 0

lim
h→∞

gl(h,α) = 0

Ã�x_q�q|l�Æ
lim
h→∞

h(1− α) + 1√
2π hα(1− α)

=
1√
2π α

> 0

lrt
lim
h→∞

hα+ 1√
2π hα(1− α)

=
1√

2π (1− α)
> 0
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; ~�lr~³���I���Yz´t.Ñh�YlEu�lIn���x_~Yort{z�x_~YnVqfs @ x_y0s`~�t@lIn·�il
(uh,i)

lrtV�il
(u

′

h,i)
}Jlr�i¶hlr~�t�Art{y@lEy@lr~Y���YlIn·n@zwq.�iuwt0sº�~��rq|lr~�t>s`�Yn0n{z*}Jlrt{zwt@lIn�Ñh�m�Äx_~µu�l�n0x_�ipAs`zwt@l[�ilr~< �Ys`~�t;�i~µzm�Ys`~Yn;u�� zw~�t@lry{¶_s`uwu�l

]lh,ph[
�YÃ�x_q�q|lVoIlInCn{�izwt@lInn0x_~�tE}Jx[n{zwt{zw¶hlInE}As`y|���  Y~izwt{z�x_~F��}iy@x_ÂAs`Âizwuwzwt��In � ��~Yx_�Yn�¶]lr~Yx_~Yn|�ix_~Yoµ�il'���rq|x_~�t{y@lry|u�l'}iy@lrq�z�lry|o°s_n��il

 Yv[�iy@l|} � u>��u��Äl���z�n{t@lr~YoIlf�T� �i~
hmin

�i~YzwÑ��Yl�t@lru¤Ñ��Yl|���  Y~iz¤�Ys`~YnVu¾s'}iy@x_}Jx[n{zwt{z�x_~�zw~izwt{z¾s`u�lflIn@t�t{y{zw¶�z¾s`u�l�Æo[�ÄlIn@t;u¾sEÂJx_y{~Yl�zw~�� �ry{z�l��Yy@lV�ilIn�n@x_uw�it{z�x_~Yn.��pm� z9��p �{� �
2�s`~Yn�u�lCo°s_n¤�il  Yv[�iy0l;u)8>}m�[zwuAn{���|t¤�il;y@lr}iy@lr~Y��y@lCu�lInMy@lru¾s`t{z�x_~Yn¬�il�y��Ior�iy{y@lr~YoIl>oIx_~YoIlry{~As`~�t

(uh,i)
lrt

(u
′

h,i)
}Jx_�iy¬oIx_~Yn{t$s`t@lry¬��zwy@lIort@lrq|lr~�t�Ñh�Yl

uh,iu
′

h,i = 1
}Jx_�iy¤t@x_�it¬pflrt¤t@x_�it

i ≤ h
� �s`y¬oIx_~Yn �IÑh�Ylr~�t°�

uh,ilrt
u
′

h,i

~Yl,}Jlr�i¶hlr~�t�}As_n�Art{y@l�n{zwq.�iuwt0s`~��rq|lr~�tVzw~�� �ry{z�lr�iy@n·� 9�� @ � 2�x_~Yo[�*}Jx_�iy�t@x_�it
ε < 0.5

�Jzwu�~m�Äl���z�n{t@ls`�Yor�i~ÐoIx_�i}iu�lV�ilVn@x_uw�it{z�x_~Yn.��pm� z � ¶A�ry{z  ?s`~�tCu�lIn��ilr� �'p,!�}Jx_t{pY¸In0lIn°�
Ã�x_~Yn{z����ry@x_~Yn2�,}iy��In@lr~�tCu�lV�ilry{~iz�lry�o°s_n��il� Yv[�iy@lf��u � } � � *�x_zwt

(Sh,i)
u¾s�n{�izwt@lV���  Y~iz�l�}As`ymÆ

∀h ∈ N,∀i ∈ N,i ≤ h, Sh,i = uh,i + u
′

h,i�2x_�Yn�s`uwu�x_~YnCq|x_~�t{y@lry�}As`yCy��Ior�iy{y@lr~YoIl·n{�iyCp±Ñ��Yl�o0pAs_Ñ��Yl�t@lry{q|l
Sh,i

lIn{tCn@�i}��ry{z�lr�iy�x_���rvhs`ud� >[�
�x_�iy¬p+8?>[�

S1,0 = 1
lrt

S1,1 = (1−p)+ l > 1
�hkM� p,!�}Jx_t{pY¸In@l2�ilCy��Ior�iy{y@lr~YoIl�lrn@t¬�ix_~Yo�¶�y0s`z�l�}Jx_�iy¬p+8?>[�

*��i}i}Jx[n0x_~Yn·Ñh�Yl�oIlrt{t@l�p,!�}Jx_t{pY¸In@l|n@x_zwt�¶�y0s`z�l @ �Yn@Ñ��m��s`�¢y0s`~Yv
h ≥ 1

� Kx[n0x_~Yn
l = p + α

�ms°¶]lIo
α > 0

��2x_�Yn·s`uwu�x_~Yn.���rt@lry{q�zw~Ylry·�i~Yl�y@lru¾s`t{z�x_~��il�y��Ior�iy{y@lr~YoIlfuwz¾s`~�tVu�lIn
Sh,i

� �x_�iy·oIlru¾s��m~Yx_�YnV�it{zwuwzwn0x_~Yn·oIlruwu�lÑ��izml���z�n{t@l�lr~�t{y@l�u�lIn
uh,i

lrt�lr~�t{y@l�u�lIn
u
′

h,i

�YÑh�izT}Jlry{q|lrt>�T�C�Iory{zwy@l�Æ
uh+1,i+1 + u

′

h+1,i+1 = (1− p)uh,i + p.uh,i+1 + (1− p− α)u
′

h,i + (p+ α)u
′

h,i+1

*M~±y@lrv[y@x_�i}As`~�t�u�lIn;t@lry{q|lIn¼�izwuT¶�z�lr~�tmÆ
Sh+1,i+1 = (1− p)Sh,i + p.Sh,i+1 + α(u

′

h,i+1 − u
′

h,i)

; y°�
u
′

h,i+1 − u
′

h,i = v
′

h,i+1 ≥ 0
� �s`y�oIx_~Yn��IÑ��Ylr~�t°�Yx_~Ðs,u�� zw~��rvhs`uwzwt��.n{�izw¶_s`~�t@lMÆ

Sh+1,i+1 ≥ (1− p)Sh,i + p.Sh,i+1

�s`y�p !�}Jx_t{pY¸In@l��il2y��Ior�iy{y@lr~YoIl[�
Sh,i ≥ 1

lrt
Sh,i+1 ≥ 1

� ; ~µlr~µ���I���izwtCÑ��Yl
(1− p)Sh,i + p.Sh,i+1 ≥ 1��y@lru¾s`t{z�x_~³ÂAs`y"!�oIlr~�t{y{z�Ñh�Yl � ��2E�Äx��

Sh+1,i+1 ≥ 1
�mÃ�l�u¾s,�rt0s`~�t�¶�y0s`z�}Jx_�iy�t@x_�it

i ∈ {0,...,h} �*lrt�n0s_o0pAs`~�tÑ��Yl
Sh+1,0 = 1 ≥ 1

��x_~±lr~±���I���izwtCÑ��Yl ∀i ∈ {0,..,h+ 1}, Sh+1,i ≥ 1
�AÃ�l�Ñh�izTt@lry{q�zw~Yl�u¾s.y��Ior�iy{y@lr~YoIl[��2x_�Yn�¶hlr~Yx_~Yn;�ix_~Yo��il2}iy@x_�i¶hlry�u�l�o°s_n�u � }m�'*�~±l�Å*lrt°��u¾s,n@x_q�q|l��il��ilr� ��t@lry{q|lIn �rt0s`~�t;n{�i}��ry{z�lr�iy@l�x_��rvhs`u�l.� >[�iu�� �Y~§�ilInC�ilr� �'t@lry{q|lIn��ix_zwt�Art{y@lVn{�Y}���y@zwlr�iy>x_���rvhs`ud� 9�� @ �

> @ (



� ����� 	�� � � � � ��
�������� �#��� � ��� ����� � � !��"+�����#� �

>)6 9



� ��� ��� ����� � ����������

� ���  	�� � � �	� ��
 � � � ��� � �  � ������� � � 	 � �  � �
� � 	 �� � ��� ������� � 	�� � �

����





�

� ��� ��� ����������	�� � � � � 	��� � ����� ��� ��� ������  �
� � � �������
	

�������
	��� ��� ��� � ��� ��� � ����������� � �����
	�� ��� 	������ � ���! �"� � ��� � � �
# � ����$

%�&�'�(�)+*-,/.+*10�&2'+3/)541687�)�0�&9.�0�&2:;3<.�6�=>,/416?:/6A@86�4-,/B�6C'

� "$# EDGF�%�HID1(�J %�,LK�J-(',.%�H
M 3>:���N/3/.�:/6O&�0�.+)�6QPSR�P�&9.UTV,/)�0�,W0�'YX�&�0�3�'ZPSR[0�&�'�'�0�3/4-*-\�&�]^416C'�)�]�3�'�'+*-.�6C'�:/6^(C6�)+._P�*-&�'�=`09:/a�4-6C'�*-&�'+,/*-)�]C'

:;3bRE*-R�P�&E.SX[6�&b)�0�NW0�.+*1c93�6d=`0�N/*-416�eEfd0�3�'gPSRh0�&�'O&�0�.�]dc93�6�X[=�P�4-B�6�3/)�6�3�'�6�=`6�&9.SX;(C6C'O=`09:/a�416C'^&�6d'�0�&9.O,�P�'
(C0�=>,�P�.+*-N/416C'iPSRh6C(j&�0�.+)�6j,W0�'+.+3/4P�.SX�(SP�)Q*-4k=�P�&�c93�6j3/&�6j\�)_P�&�:/6j,�P�)+.+*16A:�687l0�)+=�P�4-*1'_P�.+*10�&ke

�m,/)�]C'�6�&9.jc[3�6n&�0�3�'jPSR[0�&�'i(C0�&�'+.+*-.+3�]G&�0�.+)�6G=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&o:qp 3/&r'�sE'+.�a�=`6tP�,/,/)�6�&�P�&9.A:/6C'jP�(�.+*10�&�'
)�]"u�6"v/6C'SX�*-4k&�0�3�'d'�6�=nN/416A*-&9.�]�)�6C'�'_P�&9.d:/6A)�6�\[P�)�:/6�)d:�P�&�'dc93�6�4-4-6A=`6C'+3/)�6A*-4w6C'+.5,/4P�3�'+*-N/416?:qp 3/&2,W0�*-&9.d:/6
RE3�6j:;3xRE*-R�P�&9.Se

y^*16"&z6�&9.�6�&�:;3kXw(C6�.+.�6�,/4P�3�'+*-N/*-4-*-.�]�&�6�'Yp{P�,/,/4-*1c[3�6�,�P�'n|<3/&}&/*-R[6SP�3},/B9s;'+*1c93�62~!&�0�.+)�6b'+s;'+.�a�=`6�6C'+.
P�N�'�.+)_P�*-.��"X/=�P�*1'dP�3x&/*-Rh6SP�32:/6C'�(�0�&�(�6�,/._'53/.+*-4-*1'�]C'Se

fd0�.+)�6�=`09:/]�4-*1'�P�.+*10�&�6C'+.G7l0�&�:/]C6�'+3/)t4Vp�6"vE*1'+.�6�&�(C6<:/6��h�
���S�������W�S�9�}���W�S�[���L�9�x|�3/&�'+sE'�.�a�=`6�X�c93/*
:/0�*-R[6�&9.���.+)�6z)�6C'+,W6C(�.�]C6C'o|�(_B�P�c[3�6z*-&�'+._P�&9.Sei@tp 3/&�,W0�*-&9.�:/6zR93�6zN/*10�4-0�\�*1c93�6�Xj(C6�4P�6C'+.�|�)_P�,/,/)�0�T
(_B�6�)>:/6 � ����� � 	�� ��� # �z� �!��� ��� �!� ���"� � ���9�G:/6<�O4P�3�:/6�yg6�)+&�P�)�:�6�.>:qp  � ��� ��� � 	��"� �t:/6 ��P�4-.�6�)`�gP�&/&�0�&
� �gP�&/&�0�&kX �S������  e

¡w0�3/.�6"7�0�*1'YX/�L���S���x�w���Y�!�
��¢w�x�h�
�W�S�������W�S��£�����¤�¢w�E¥§¦r¢©¨1¤w��ª}«[�h�����!�Yªo�<¬�W®k�Y�!�W¥§�
¯
�!°k¤L��¢w�
�[�
�W�S��±
¥!��²/:�P�&�'Q&�0�.+)�6i=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&kX
¥!�9�>�h�W�W�S�������W�S�9���L�2�S�W�W�>¬w�/�`¢��!���[���S�Eªo�E�W�`��³w�Y�[��£/�/³�¥!�9�hX
=�P�*1'8416�3/)j6"vE*1'�.�6�&�(C6n*-=>,/4-*1c[3�6tc93�6?416G'+s;'+.�a�=`6GP�3�c93�6�4�(C6�4-416C'UT�(�*�'Sp{P�,/,/4-*1c93�6�&9.i,W0�'�'�aC:/6G(C6�)+._P�*-&�6C'i,/)�0�T
,/)+*1]�.�]C'O0�N�'�6�)+R�P�N/416C'YXhc[3/*�'_0�&9.Z¢��[�j�h�W�L�S«9°k¤L�E�L�[�[��:/6Q4Vp{P�,/,/4-*1(SP�.+*10�&�:/6Q(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'^P�3�'+s;'+.�a�=`6�X�=�P�*1'

����



�  	 " � ����� ����� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

P�3�'�'+*k:/6j4Vp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�& :/6j(C6A:/6�)+&/*16�)8PSRh6C(A'�0�&x6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.Se

@jP�&�'?(C6�.+.�6`0�,/.+*1c93�6�Xq&�0�3�'A&�0�3�'A*-&9.�]�)�6C'�'�6�)�0�&�'?,/4-3�'A,�P�)+.+*1(�3/4-*1a�)�6�=`6�&E.G|x¥�¨-�/¬w¬����E�W�Y�!�S�S�/¯
��¬Z�[�	�
�h�9¬L�Y��
_X/:/0�&9.g416i.�6�)+=`6j6C'+.Q6�=>,/)+3/&9.�]?| �8*-N�'�0�&ke�wPG:/]�=�P�)�(_B�6j,/)�0�,/)�6A|n&�0�.+)�68=`09:/]�4-*1'�P�.+*10�&2'+3/,/,W0�'�6
c93�6j4Vp�6�&�'�6�=nN/416n:/6C'5*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'd6C'+.�416j)�]C'+3/4-._P�.d:qp 3/&�6?'�.+)+3�(�.+3/)_P�.+*10�&�*-&9.�6�)+&�6G|t4Vp�6�&9.+*-.�]
P�,/,/)�6�&�P�&9.�6�X
:/0�&9.5416i)�]C'+3/4-._P�.�,W6�3/.�'Sp�6"vE,/4-*1c93�6�)�6�&<3/.+*-4-*1'�P�&9.�:/6�3;v�,W0�'+.+3/4P�.�'L²
� eQ4P<,�P�)+.+*1(�3/4P�)+*-.�]�:/6C'?*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'G,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'G6C'+.n:;3�6b|<4Vp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&�PYRh6C(`4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.
:�P�&�'Q416Cc93�6�4k4Vp�6�&9.+*-.�]A6C'�.5��«9�9¥�¥!�9ª}�9�W�A,/410�&/\h]

� eQ4PA'+.+)+3�(�.+3/)�6d:qp 3/&�6�&�'_6"=GN/416d:qp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'^,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'^0�NW]�*-.gP�3;v�(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'g:qp�0�N�'�6�)+R�P�N/*-4-*-.�]
6�.5:qp 3/&/*1(�*-.�]�X�°k¤w�9¥^°k¤L�2�S�W�§�`¥�¨-�9�W£L�!���
���L�Eªo�E�W�

�©0�*1(�*q416C'�(C0�&�'�]Cc93�6�&�(C6C'�:/6j&�0�.+)�6j=`09:/a�416A'�3/)Q4PG&�P�.+3/)_6A:/6j4Vp * &/7�0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�²
� eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&r,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6G6C'+.�416?)�]C'+3/4-._P�.8:qp{¤���¬����q�h�9�S�Y¤w��¢O¨-���W�Y�!�[�!¬w�;�Y�!�
� ~�(C0�&�'�]Cc93�6�&�(C6G:;* T
)�6C(�.^:/6�&�0�.+)�6d(C0�&�'+.+)+3�(�.+*10�&<:;3b'_0�3�'UT�'+s;'+.�a�=`6�:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h68,W6�)�(C6",�.+* 7UXEc[3�*
6C'+.©3/&�:/]�.�6C(�.�6�3/)��

� eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�6C'+.?��³w�S�9�q¤w�z��¤ ³Z�W¤k�2¢O¨1¤w�w���h�[���S�����L��¢�¤w��«[�z~�(C0�&�'�]Cc93�6�&�(C6�:/6
4Vp 3/.+*-4-*1'_P�.+*10�&�:qp 3/&x=`]C(SP�&/*1'+=`6?:/6A'�]�416C(�.+*10�&
�

� eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&I,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6�6C'+.xª ¤�¥§�Y����ªo�q¢w��¥§�I~�(C0�&�'�]Cc93�6�&�(C6r:/6 4Pz(C0�&9.+)_P�*-&9.�6�:qp 3/&/*1(�*-.�]�'+3/)
:/6C'�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'�'�*-=n3/4-._P�&�]�=`6�&9.<:/]�.�6C(�.�]C'YXO=�P�*1'�]�._P�&9.<P�'_'�09(�*1]C'�|�:/6C'b\�)_P�&�:/6�3/)�'�,/B9s;'+*1c93�6C'
:;*1'+.+*-&�(�.�6C'��

��eQ4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6A6C'+.Q4-*1]�6?PSRh6C(i416C'g&�0�.+*10�&�'5:/6j��«[¯W¤w¥!�/����S«�6�.5:/6j���9¢w�W�L¢����L�[�2~�(C0�&�'�]"T
c[3�6�&�(C6C'�:/6j4Pt(C0�&9.+)_P�*-&9.�6n:qp�0�N�'�6�)+R�P�N/*-4-*-.�]Y�

� eQ4Px:/]�.�6C(�.+*10�&�:qp 3/&�6�*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&z,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6�6C'+.?*-&�:;*1'�'�09(�*P�N/416�:;3z�S�9�W�Y��ª}�9�W� ¢����h�9�Y�Y�§�Y¤L¢��
(C0�&�(C6�)+&�P�&9.A4PbR�P�4-*1:;*-.�]>:/6t(C6�.+.�6>:/]�.�6C(�.+*10�&�~!4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&o,W6�)�(C6�,/.+*-R[6>6C'+.iN�P�'�]C6t'+3/)i4Pb&�0�.+*10�&
:/6��
P�N/*-4-*-.�]?c93/*k'�0�&9.54 *1]C6C'dP�3;v<(SP�)_P�(�.�a�)�6C'd:/6j)�]�\�3/4P�)+*-.�]?6�.5:/6j)�6C:/0�&�:�P�&�(C6Y�

�wPzc93�P�.+)�6 ,/)�6�=>*1a�)�6C'x(SP�)_P�(�.�]�)+*1'�.+*1c[3�6C'2'�0�&9.<0�3 0�&9.<]�.�]r4Vp�0�N�U6�.x:/6 .+)_PSR�P�3;v�:�P�&�'<4-6�:/0�=�P�*-&�6
:/6C'G&�6�3/)�0�'�(�*16�&�(C6C'SX�:/6b4P�,�'+s;(_B�0�TV,/B9sE'+*1c93�6�0�3�:/6�4P2,�'+s;(_B�0�410�\�*16�e��Zp *-&;u�3�6�&�(C6x:/6b4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.
~�(C0�&9.�6"v;.�6Y�Q'+3/)54Pt,W6�)�(C6�,/.+*10�& 6�.54Pt4-*-=>*-.�6?:/6A(C6�.+.�6A*-&;u�3�6�&�(C6n'�0�&9.�]�\[P�416�=`6�&9.8:;*1'�(�3/.�]C6C'Se���P�)d(C0�&9.+)�6�X
416j:�6")�&/*16")�,W0�*-&9.�6C'�.Q,/4-3�'5'�3/)+,/)�6�&�P�&9.Se

�©p 0�N��U6C(�.+* 7?:/62(C62(_B�P�,/*-.+)�6�6C'+.b:/62:/0�&/&�6�)b¢��[�z«E¥!«9ªo�E�W�S��¢����C¤w�C�Y�����h�;�Y�!�
��|�(_B�P�(�3/&�:/62(C6C'
,W0�*-&9.�'SX�:/0�&9.Q*-4�7VP�3/.5'�6i'_0�3/Rh6�&/*-)5c93kp *-41'5'�0�&9.5:/6C'Q,/)�0�,/)+*1]�.�]C'�'�6C(C0�&�:�P�*-)�6C'YX/=�P�*1'50�N�'�6�)+R�P�N/416C'SX/:/6i&�0�.+)�6
=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&ke���&z(C6�'�6�&�'SXL(C6�4-416"T�(�*O*-&�:;3/*-.n416�3/)n6"v;*1'+.�6�&�(C6�ew@i0�&�(�XL(C6�(_B�P�,/*-.+)�6�(C0�&�'+.+*-.+3�6�¥�¨-«[³���¤L��L�
¢©¨1¤��L�G��«����� L�!�
� °k¤w���/¬�¬�¤��!�[������d�W¤ ���!���h�C�S�9�����§�j¥!��¬Z���S���§³���¥��§�S«n¢��n�S�����w�S¬Z�
�S�[�j�w���S���tªo�q¢�"9¥!�
�/³��C�S�����§��¢w���w�`¥!� ªo�
�w¢w�2��«9�9¥ e

# "%$ &(' J ' ,LK
F�J-(�H/K (*),+1%�H D %.-	/ '1020 J %�+8K*(�H�H '43 % 0 %�J ,.% 0 K (*5
6�7�897;: <>=@?4A�BDC�EGF�=;HJID=@KLE�C�INMOEG=�PQFHJID=�KRE

�L6Q.�6�)+=`6 	 "�"
��� � � �§�_�C	 �[� "��"� ��� "�� � S c[3�6Q&�0�3�'^PSRh0�&�'©(_B�0�*1'�*�6C'+.UTV*-4
(C0�B�]�)�6�&9.^PSR[6C(5(C6�4-3/*
c[3�*�6C'�.�3/.+*-4-*1'_]
:�P�&�'5416C'5:/0�=�P�*-&�6C'd:;3<RE*-R�P�&E.UT

�L6�'Z(SP�,�P�(�*-.�]C'Z:/6^,W6�)�(C6�,/.+*10�&�'�6©7l0�)+=`6�&9.Z|d,�P�)+.+*-)Z:/6^4Vp�6"vE,W]�)+*16�&�(C6�²�*-4/6"v;*1'+.�6^N/*16"&>3/& 	 "�"W��� � � �§�_��	 �[�
"��"� ��� "W� � S e��^6`.�6�)+=`6�Xk=>*1'n6�&}R�P�416�3/)?,�P�)?4Vp 	 "�"
� � �� ;�x�#� ��� � � �@V ���n:/6W��416SP�&�0�)YX8*-N�'�0�&4ZbXk)�6�\�)�0�3/,W6�3/&
6�&�'�6�=nN/416t:/6G=`]�(SP�&/*1'�=`6C'SX�c93�6n&�0�3�'8&�6G:/]�._P�*-4-416�)�0�&�'j,�P�'i:�P�&�'j(C6G:/09(�3/=`6�&9.\[heWf80�3�'i6�&r'�0�3/4-*-\�&�0�&�'
]_^W`�acbUdfehg@g;iYjkd_ahl@enmpo�q%gsr t�uwvhl@d_a,q%o�t�uwvnl@dfa\x\]zy_{_{}|Gq~o�r t�u�vhl@d_a�x�]zy �_yf|�^ ��^Y��q�mwqkj%o�qke	g�bUdfehg@g;iWl@q2g�qkbUd}g@o�q%g��
r t�d_m��hl�o�dfanqfx�]zy_yf�_|�^

�� �



� ����� ��	 � 	 �C���"� �� � ��V ��� � # � ��� 	 "�"
��� � � �����	 �[� "��"� ��� "�� � S

:/6�3;v<*1(�*h²;416C'5=`]C(SP�&/*1'+=`6C'd:/6j¢����©«[���9�w�[�!�;�Y�!�
�}6�.�:qp{¤��w�����h�;�Y�!�
�Oe

�k6`,/)�6�=>*16�)n=`]C(SP�&/*1'+=`6b'+3/,/,W0�'_6`c93kp *-4©&kp soP�,�P�'GPh�+0�3/.?:/6�(C0�&/&�P�*1'�'�P�&�(C6C'GP�3}&/*-R[6SP�3},W6�)�(C6�,/.+* 7UX
=�P�*1'gc93kp�0�&�,�P�)+.QPSRh6C(d3/&�68(SP�,�P�(�*-.�]i:/68:;*1'�(�)+*-=>*-&�P�.+*10�&�)�]C:;3/*-.�6�X;c93/*W'�6�.+)_P�:;3�* .g,�P�)^3/&b7lP�*-N/416d&�0�=nN/)�6
:/6<(SP�.�]�\h0�)+*16C'>,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'SXZ6�.>c93�6�4Vp�6"vE,W]�)+*16�&�(C6<,W6�)+=`6�.�:/6�.+)_P�&�'U7l0�)+=`6�)`(C6C'>(SP�.�]�\h0�)+*16C'`\�)�0�'�'+*1a�)�6C'Se
Xi*-N�'�0�&bPj=`0�&9.+)�]�c93�65(C65,/B�]�&�0�=`a�&�6�,W0�3/R�P�*-.O'�6Q,/)�09:;3/*-)�6d'_P�&�'Z3/.+*-4-*1'_P�.+*10�&�:/6Q=`]C(SP�&/*1'+=`6C'^:/6�(�0�&�:;* T
.+*10�&/&�6�=`6�&9.t0�3zP�3/.+)�6C'n:qp{P�3/.+)�6C'?)�6�.�0�3/)�'n:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�& � Xi*-N�'�0�&26�. X8*-N�'_0�&kX �S�U�U��  e��`¨-�[�C� ¢w���w�2�[�
�Y�9�w�>°k¤w���w�
¤w�>�S«[¬��/���W�L��¥�¨��	� ¢w� ¥�¨
��� ¢w���w�`�w���S����ªo�q¢�"9¥!��e

��0�3/)5*-4-4-3�'+.+)�6�)�(C6jc[3kp�6C'+.Q416i=`]C(SP�&/*1'+=`6A:/6j:;*�q]�)�6�&�(�*P�.+*10�&kX�0�&<,W6�3/.�(�*-.�6�)5:/6C'56"v/6�=t,�4-6C'5,W0�3/)Q416C'+T
c93�6�41'w*-4E6C'+.�(C0�=>=n3/&�]�=`6�&9.�)�6C(C0�&/&93tc93kp 3/&G'�6�&�'�'Sp�]C:;3�c93�6^PSR[6C(©4Vp�6"vE,W]�)+*16�&�(C6�²�=n3�'�*1c[3�6O0�3t:/]�\�3�'+._P�.+*10�&
:/6GRE*-&keJ�k6C'i=`]�410�=�P�&�6C'A'_PSR[6�&9.8.+)�aC'iN/*16�&�c93�6n4Vp�0�)�6�*-4-416>'Sp�]C:;3�c93�6G6�.jc93kp�0�& ,W6�3/.j&�6��G(C0�=>,/)�6�&�:;)�6��
3/&�6n=n3�'�*1c[3�6Gc93kp{P�,/)�aC'83/& (C6�)+._P�*-&r&�0�=nN/)�6t:qp�]C(C0�3/.�6C'SX�'_P�&�'8c93kp{P�3�(�3/&�6n7lP�(�3/4-.�]��n*-&9.�6�4-416C(�.+3�6�4-416��<&�6
'_0�*-.t=>*1'�6<6�& �+6�3ke��d&�,W6�3/.`(�*-.�6�)�]�\[P�4-6�=`6�&9.�4Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6x:qp 3/&�6<4P�&/\�3�6<]�.+)_P�&/\ha�)�6�XZc93/*g=`6�.`6�&
� 3/RE)�6�4PA(C0�&�'+.+)+3�(�.+*10�&�:qp 3/&�6d(SP�,�P�(�*-.�]8:qp�]C(C0�3/.�6�X9,/)�0�,/)�68|A(C6�.+.�6�4P�&/\�3�6�X9,W6�)+=`6�.+._P�&9.g:/6�:�]�(_B�*��)�6�)O4P
�n=`]�4109:;*16��`:/6d(C6�4-416"T�(�*VeE@tp{P�3/.+)�6d,�P�)+.SXE:/6C'^6�v;,W]�)+*16�&�(C6C'^=`6�&�]C6C'g'+3/)^:/6C'O&�0�3/)+)+*1'�'�0�&�'^=`0�&9.+)�6�&9.gc93kp *-41'
)�6C(C0�&/&�P�*1'_'�6�&9.Q:qp{P�NW0�)�:�416d.+*-=nN/)�68:/6d4P?R[0�* v�:/6d416�3/)^=`a�)�6�XE,/3/*1'^4PA=`]�4109:;*16i:/68'_P?4P�&/\�3�68=�P�.�6�)+&�6�4-4-6�e

�k6Q.�6�)+=`65:/65:;*��]�)�6�&�(�*P�.+*10�&b,W6�3/.©]�\[P�416�=`6�&9.O'Yp{P�,/,/4-*1c[3�6�)O|i4Pd7l0�)+=�P�.+*10�&b:/6g4PiR9*1'+*10�&keh@i6C'Z]�.+3�:/6C'
=`0�&9.+)_6"&E.ic[3�6?416?NW]�NW]?,W0�'�'�aC:/6?3/&�6GP�(�3/*-.�]nRE*1'+3�6�4-416?.+)�aC'57VP�*-N/416G|`4P>&�P�*1'_'_P�&�(C6n6�.8c[3�6n(C6�4-416"T�(�*�'�6?:/]"T
R[6�410�,/,W68P�3�(C0�3/)�'^:/6C'O,/)�6�=>*1a�)�6C'g'�6�=�P�*-&�6C' ��� P�&9.��?6�.dP�4Ve-X �S� ���  e;�^6�4PA&�6d'�* \�&�* �
6�,�P�'Oc93�6�'_6C'O0�)+\[P�&�6C'
:/6n,W6�)�(C6�,/.+*10�&r&�6n'�0�&9.d,�P�'�7l0�)+=`]C'SX�=�P�*1'8c93�6n'_P�'+.+)+3�(�.+3/)_P�.+*10�&r&�6�3/)�0�&�P�416�X�c[3/*�:/0�&/&�6n4P�(SP�,�P�(�*-.�]>|
,W6�)�(C6�R[0�*-)SX�&kp�6C'+.Q,�P�'dP�(_B�6�R[]�6 � ¡w6�4-416�)SX �S������  e

�k6?=`]C(SP�&/*1'+=`6G:qp 3/&/* ��(SP�.+*10�&kXqP�3 (C0�&9.+)_P�*-)�6G:;3�,/)�]C(C]C:/6�&9.SXW,W6�)+=`6�.8:/6?)�6�\�)�0�3/,W6�)i:/6C' � � � �%� � � c93/*
]�._P�*16�&9.`,W6�)���3�'`(C0�=>=`6<]�._P�&9.`:;*�q]�)�6�&9.�'`6�&�3/&�.�0�3/.>3/&/*1c[3�6�e9�wP�)�6C(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6x:/6�RE*1'_P�\h6�6C'+.t3/&
6"v/6�=>,/416�:/6�(C62=`]C(SP�&/*1'+=`6�²O*-4iP}]�.�]�'+3/\�\h]�)�]�c93�6x4162RE*1'_P�\h626C'+.�P�&�P�4-sE'_]2(C0�=>=`6�3/& .�0�3/.�6�.b&�0�&
(C0�=>=`6i3/&�68'�0�=>=`6i:/68'�,W]C(�* ��(�* ._]�' ��� P�)_P�BkX �S������  e��Zp *1:/6�&9.+* ��(SP�.+*10�&2:qp 3/&�=`0�.Q6�&�3/&�.�0�3/.Q6�&�6C'+.g]�\[P�T
416�=`6�&9.�3/&26"v;6�=>,/416�e

@jP�&�' � Xj0�41:/'+.�0�&�6�X �S������  XRXi0�41:/'+.�0�&�6>:/]C(�4P�)�6`c93�6G416C'j=`]C(SP�&/*1'+=`6C'?:/6>:;*��]�)�6�&�(�*P�.+*10�&�6�.A:qp 3/&/* �/T
(SP�.+*10�&<&�68'�0�&9.^,�P�'g(C0�&9.+)_P�:;*1(�.�0�*-)�6S'SX;,�P�)_P�:/0Sv/P�416�=`6�&E.k²;416C'^,/B�]�&�0�=`a�&�6C'�PSs9P�&9.^4-*16�3�����ªr¤w¥§�S���L«Eªo�E�W�
0�&9.d.�6�&�:�P�&�(C6tP`��.+)�6A)�6�\�)�0�3/,W]C'i6�&23/&�'�6�3/4VXWP�410�)�'dc93�6A416C'd'�0�3/)�(C6C'd:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'ic[3/*��w� �S�
�W�b¬w�/�
�[������«E¥§«9�[�nP�3/)_P�*16�&9.�.�6�&�:�P�&�(C6n|t��.+)�6A'_]",
P�)�]C6�'Ye

�Zp�6�&�'�6�=nN/416j:/68(C6C'O7VP�*-.�'^'�6�=nN/416i��.+)�686�&<(C0�B�]�)�6�&�(C6jPSR[6C(d&�0�.+)�68&�0�.+*10�&<:qp{P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6i,W6�)�(C6�,/.+* 7Ue
�wPj(C0�&9.+)_P�*-&9.�6�:qp 3/&/*1(�*-.�]5)�a�\�41654Pd7l0�)+=�P�.+*10�&b:/6C'Z]�._P�.�'SXh'�6�410�&`416Q,/)+*-&�(�*-,W6�:/65'+*-=n3/4-._P�&�]�*-.�]�X[6�.©6�&/\h6�&�:;)�6
416C'5,/B�]�&�0�=`a�&�6C'd:/6A:;*��]�)�6�&�(�*P�.+*10�& 6�.5:qp 3/&/* ��(SP�.+*10�&Le

697�8�7�8  nE�! M C�EOFC#"OM FKRELI C%$�IUC#&nMGB(';C*) A FH EG=+&,) C*" C#"O=@?4A B�C�EGF�=;HJIU=;KRE

fd0�.+)�6�=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&�*-=>,/4-*1c[3�68c[3�6�4Vp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&<PYRh6C(�4Vp�6�&9R9*-)�0�&/&�6�=`6�&9.Q:/]�.�6�)+=>*-&�684lp�6�&�'_6�=nN/4168:/6C'
,W6�)�(C6�,/.+*10�&�'�:;*1'_(�)+*-=>*-&�P�N/416C'SeQ�^6�4P}'+*-\�&/* ��6�c93�6x4Po'+,W]C(�* ��(�*-.�] :/6x4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.�*-&;u�3�6�&�(C6 :;*-)�6C("T
.�6�=`6�&9.b4P�&�P�.+3/)�6�:/62(C6�.b6�&�'_6�=nN/416�eO@iP�&�'�&�0�.+)�6 P�,/,/)�09(_B�6�XO41Po:/6�3;v;*1a�=`62,�P�)+.+*16�:/6x4Po(C0�&9.+)_P�*-&9.�6
:qp�0�N�'_6�)+R�P�N/*-4-*-.�]�0�N/4-*-\h654165'+s;'+.�a�=`65|j6�&/\h6�&�:;)�6�)©3/&�6Q*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6d|8,�P�)+.+*-)O:/65'+*-\�&�P�3;v>]�=>*1'
6�&�)�]SP�4-*-.�]�e9f80�3�'^PSRh0�&�'©,/)�0�,W0�'�]�X96�&�,W6�)�'+,W6C(�.+*-Rh6C'YXh3/&�=`]C(SP�&/*1'+=`6d,W6")�=`6".�._P�&9.^:/65=`09:;* ��6�)^,/)�0�\�)�6C'�'+* T
R[6�=`6�&9.53/&x6�&�'�6�=nN/416A:qp�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'d:/6i=�P�&/*1a�)�6?|t(C6Ac[3�6j(C6�3;vET�(�*L(C0,-l&�(�*1:/6�&9.8PSRh6C(j(C6�3;v<:/]�.�6C(�.�]C'�6�&
)�]SP�4-*-.�]�ekf80�3�'APSR[0�&�'j'+3/,/,W0�'_]tc93�6G416C'j\h]�&�]�)_P�.+)+*1(C6C'?:/6C'i7�09(�3�'j,W0�3/)+)_P�*16�&9.?��.+)�6t=`09:;* ��]C6C'?:�P�&�'A(C6�.+.�6

��U�



�  	 " � ����� � ��� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

0�,W]�)_P�.+*10�&ke9@jP�&�'O(C6�(SP�'SXh6�.O'�0�3�'Z4PA(C0�&9.+)_P�*-&9.�6dc93�6541Pj=`6C'+3/)�6�:�6Q4Vp�6�&�'�6�=nN/416d:qp�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'O)�6C'+.�65,/4-3�'
,W6�.+*-.�6�c93kp 3/&}(C6�)+._P�*-&

ε
�/v/] 	 "
� �l� � � Xq&�0�.+)�6`=`]C(SP�&/*1'+=`6�P�NW0�3/.+*-.GP�3o7lP�*-.?c93�6`'�6�3/416C'?416C'AB9s9,W0�.+B�aC'_6C'

,W0�3/R�P�&9.���.+)�6j)�]C6�4-416�=`6�&9.�R�P�4-*1:/]C6C'56"v;*1'+.�6�&9.�:�P�&�'54PG=`]�=`0�*-)�6�X
P�3xNW0�3/.�:qp 3/&2(C6�)+._P�*-&2.�6�=>,�'Se

@i6C'd6"v/6�=>,/416C'8'�6�=nN/416�&9.jP�4-416�)8:�P�&�'d416?'�6�&�'8:/6A4Vp *-=>,W0�)+._P�&�(C6t:;3 (C0�&9.�6"vE.�6n,W6�)�(C6�,/.+* 7Ue M *-&�'+*VX �n416C'
*-&93/*-.�'Z,W0�'�'_aC:/6�&9.©:�P�&�'Z416�3/)Z4P�&/\[P�\h653/&�65(�*-&�c93�P�&9._P�*-&�6d:/6Q=`0�.�'Z,W0�3/)Z*1:/6�&9.+* ��6�)©416C'©:;*�q]�)�6�&9.�6C'�7l0�)+=`6C'
c93�6�,/)�6�&/&�6�&9.b4Vp�6SP�3kX�4Pr&�6�*-\h626�.`4Pr\�4P�(C6 �QZSXZ(C6xc93/*5'�*-\�&/* ��6xc93kp *-41'`'_0�&9.�6�3;v9TV=`��=`6C'b(SP�,�P�N/416C'b:/6
:;*�q]�)�6�&�(�*-6�)8(C6C'5&93�P�&�(C6C'G~§7l09(SP�4-*1'_P�.+*10�&�:/6C'dP�,/.+*-.+3�:/6C'dR9*1'+3�6�4-416C'dP�3/.�0�3/)d:qp 3/&�6A\[P�=>=`6?.+)�aC'�]�.+)�0�*-.�6?:/6
'+*-\�&�P�3;v�,W6�)�(C6�,/.+* 7l'��"e

�d&�,W6�3/.8]�\[P�416�=`6�&9.8)�6C'+.+)�6�*-&�:;)�6G6"vE,W]�)+*-=`6�&9._P�416�=�6�&9.i4Vp�]�.�6�&�:;3�6G:;3�(C0�&9.�6"v;.�6?,W6�)�(C6�,/.+* 7O6�.d6�& 0�N;T
'�6�)+R[6�)G416C'>(C0�&�'�]Cc93�6�&�(C6C'k²�:/6C'`P�&/*-=�P�3;v�:/0�&9.>416C'tsh6�3;vz'�0�&9.>6"v;,W0�'�]C'>(C0�&9.+*-&93�6�4-416�=`6�&9.�|23/&�6<'�6�3/416
(C0�3/416�3/)?:/aC'A4P�&�P�*1'�'_P�&�(C6`:/6�RE*16�&/&�6�&9.A*-&�(SP�,�P�N/416C'n:/6>:;*1'_(C6�)+&�6�)A416C'A(C0�3/416�3/)�'Se �L6t)�]C'�3/4-._P�.A:�6t4Vp�6"vE,W]"T
)+*16�&�(C6n6"vE,W0�'�P�&9.d(C0�&9.+*-&93�6�4-416�=`6�&E.83/&�6?'�0�3/)+*1'8|`:/6C'�N�P�)+)�6C'�R[6�)+.+*1(SP�416C'iP�NW0�3/.+*-.SX
'+*L6�4-416n6C'+.�,W0�3/)�'+3/*-R9*16
P�'�'�6 �?410�&/\�.�6�=>,�'SX�|>3/&�6?,W6�)+.�6n:/6?4P`(SP�,�P�(�*-.�]G:/6A,W6�)�(C6�R[0�*-)8:/6C'�N
P�)+)�6C'�B�0�)+*��S0�&9._P�416C'YeW@iP�&�'�416A=`��=`6
0�)�:;)�6G:qp *1:/]C6C'SXW'�*w0�& *-&9.�6�)�:;*-.i4P`,W0�'�'+*-N/*-4-*-.�]G:qp{P�,/,�)�6�&9.+*1'�'_P�\h6t:/6n41P�,/*-&�(C6 ��&�6 [ |�3/& 6�&;7VP�&9.8,W6�&�:�P�&9.
.+)�0�,x410�&/\�.�6�=>,�'SX�(C6j\h6C'+.�6j:/6�RE*16�&�:;)_P>*-=>,W0�'�'+*-N/416?|>6 �6C(�.+3�6�)�,�P�)Q4Vp{P�:;3/4-.�6�e

�©p�P�'�,W6C(�.�.�6�=>,W0�)�6�4/:/6O4PQ7l0�)+=�P�.+*10�&t:/6O4P5,W6�)�(C6�,/.+*10�&>'_6�=nN/416©.+)�aC'�*-=>,W0�)+._P�&9.Se�@i6C'�6"v;,W]�)+*16�&�(C6C'�'+3/)
4Pt:;*1'�(�)+*-=>*-&�P�.+*10�&2:/6i,/B�0�&�a�=`6C'5&kp�6"v;*1'+._P�&9.Q,�P�'5:�P�&�'g4PG4P�&/\�3�6j=�P�.�6�)+&�6�4-416A:;3<NW]�NW]87l0�&9.5P�,/,�P�)_P � .+)�6
c93�6?416?NW]�NW]���\h]G:/6?=`0�*-&�'i:/6G0�& �S6n=`0�*1'i:;*1'�(�)+*-=>*-&�6G*-=>=`]C:;*P�.�6�=`6C&9.j3/&�,/B�0�&�a�=`6t:/6G'_P`4P�&/\�3�6t6�.
3/&�P�3/.+)�6dc93/*�&kp s`6C'+.©,�P�'O*-&�(�4-3�'SX[=�P�*1'^c[3�*
6C'+.©,/B�0�&�]�.+*1c93�6�=`6�&9.g,/)�09(_B�6�e M 3b:/6�4|?:/6d0�& �S6�=`0�*1'YX[(C6�.+.�6
(SP�,�P�(�*-.�]?:;*1'+,�P�)_P � .n~�:qp{P�,/)_a�' � � 6�)��[6�)�6�.4�LP�410�&�:/6�X �S������  �"e

f80�3�'5)�6�=�P�)�c[3�0�&�'�*1(�*k3/&�6A4-*-=>*-.�6?:/6j&�0�.+)_6j=`09:/a�416�X
c93/*k&kp�6"vE,/4-*1c93�6A,�P�'�(C6�.+.�6?(C0�&9.+)_P�*-&9.�6?.�6�=>,W0�T
)�6�4-416�e

6�7�897�� 	 ID=+';=+&nH ID=�KRE "GC FKRELIUBDH =;ELIUC &

f80�.+)�6>=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&}*-=>,W0�'�6�c[3kp *-4©6"vE*1'�.�6`|�4P�7l0�*1'j3/&�6>*-&9.�6�)_P�(�.+*10�&�6�&9.+)�6`416>'�sE'+.�a�=`6>6�.?'�0�&}6�&;T
RE* )_0�&/&�6�=`6�&9.SXL=�P�*1'n]�\[P�416�=`6�&9.G3/&}6�&�'_6�=nN/416�:/6�(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'n*-&9._6")�&�6C'G|x(C6�'+sE'�.�a�=`6�e �Zp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&
,W6�)�(C6�,/.+*-R[6A6C'+.5416i)�]C'+3/4-._P�.d:/6j(C6A:/0�3/N/416j,/)�09(C6C'�'�3�'Se

%�4
7VP�3/.g'_0�3/4-*-\�&�6�)g4168)�
�4168,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)�c93�6d,W0�'�'�aC:/6�&E.Q(_B�P�(�3/&x:/6C'g:/6�3;v�=`]C(SP�&/*1'+=`6C'Se��^0�=>=`6i&�0�3�'
4Vp{PSR[0�&�'Z:;*-.Z:�P�&�'�416g,�P�)_P�\�)_P�,�B�6Q,/)_]�(C]C:/6�&9.YX�4Vp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&�PSRh6C(g4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9.©,W6�)+=`6�.©:/65(C0�&�'+.+)+3/*-)�6
4P�'+,W]C(�* ��(�*-.�]G:/6C'd*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'8,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'Se�rP�*1'SX�4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6G:/6n(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'j'+3/)d416n'+sE'�.�a�=`6?6C'+.d4P
¥!���h��¤L�Y��¢w�9��ªo�q¢������h�;�Y�!�
�w�>¢w�2�[�9¥�¤w���_�[� X/(C6Ac[3/*k6�&/\h6�&�:;)_6j4Vp{P�,/,/)_6"&E.+*1'�'_P�\h6�e

@jP�&�'5&�0�.+)�6?(SP�'SX/416C'd(�0�&E.+)_P�*-&9.�6C'd,W6")�=`6".�.�6�&9.8:/6A)�]C:;3/*-)�6A4Vp�6�&�'�6�=nN/416n:/6C'5=`]�=`0�*-)�6C'dR�P�4-*1:/6C'SX�:/0�&�(
6�4-416C'g:;*-=>*-&93�6�&9.Q]�\[P�416�=`6�&9.g4Vp�6�&�'�6�=nN/416i:/6C'g]�Rh0�4-3/.+*10�&�'g,W0�'�'+*-N/416C'g:qp 3/&�6d=`]�=`0�*-)�6jP�3�(C0�3/)�'g:;3b.�6�=>,�'Ye
�?�h�C�S�b¢���ª}���q¤L�Y�§�W�r¢w�W�§���[�S�������/¬w¬����q��L«9�`¢w�`�[�9¥�¥!��¬w����¢�¤���S�`¬w�/�n¥�¨-�����W¤k�j¢w�`�h�W�w�w���!�S�S���w�h�[�
	 "
� ��� � � ¢w���w��¤w���C®k�C��"9ª}���/�Y�Y�����[�!�9¥^�/¬w¬����E�L�����he

%�4W6�'�.O=`0�&9.+)�]8c93�6�416C'^'+s;'+.�a�=`6C'OR9*-R�P�&9.�'O3/.+*-4-*-'_6�&9.g:/6C'^(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'SX;c93/*
416�3/)O,W6�)+=`6�.+.�6�&9.5:/6�=>*16�3;v
'Sp{P�:�P�,/.�6�)8|>416�3/)�6�&9RE*-)�0�&/&�6�=`6�&9. � Xi0�41:/'�.�0�&�6�X �S������  e M *-&�'+*VX ��*-=�P�'�=`0�&9.+)�6nc[3�6j416C'5NW]�NW]C'�,W0�'�'�aC:/6�&E.
]_^sd_b�^hjkupoz^�� u�q~g@g�q��9ifanl@q~g�qzife �!^���mDl�� i��_upo��hq�m iOjzifbnifj%uwo�����e�� i}uwanq��Og;i}bnb	g�d�j��hq%gRmwq�bUd_enj%q�q%o m�� uwan�hq! bUd_e	g l�ifuwl@upg

eha�d_v#"�q%o%$ ahq��1qka!o q%oRahd_a,�Qbhm�q%u�ahq��4ifuwa�^

�� 



� ���\� ��	 � 	 �C����� �§� � �@V �/� � # � ��� �!��SC� ��� 	 � �l��� "��"� ��� "W� �! �

|`4P`&�P�*1'�'_P�&�(C6n:/6C'd.�6C(_B/&/*1c93�6C'8:/6n'�6�\�=`6�&9._P�.+*10�&�:/6?4P`,�P�)�0�416�X
c93/*w4-6�3/)i'�6�)+R[6�&9.�,�P�)d4P�'+3/*-.�6G|�(C0�=tT
,/)�6�&�:;)_6O4P�'+*-\�&/* ��(SP�.+*10�&>:/6C'�,/B/)_P�'�6C' � ��*-=�P�'d6�.dP�4Ve-X �S��� ��  en�Zp 3/.+*-4-*1'_P�.+*10�&>:/6^(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'�6C'+.�]�\[P�416�=`6�&9.
&�]C(C6C'_'_P�*-)�6g:�P�&�'�416^:/0�=�P�*-&�6Q:/6O4PdR9*1'�*10�&kX�,W0�3/)�)�6�&�:;)�6^4P�,W6�)�(C6�,/.+*10�&>&�0�&`P�=nN/*-\�3���eU�LP8:/]�.�6�)+=>*-&�P�.+*10�&
:;3Gu�0�.Z0�,/.+*1c[3�6Q6C'+.�3/&tNW0�&>6"v;6�=>,/416Q:/6^4Pd&�]C(C6C'�'+*-.�]Q:qp 3/.+*-4-*1'�6�)Z:/6C'�(C0�&9.+)�P�* &E.�6C'SX�'_P�&�'�c[3�0�*;416^,/)�0�N/41a�=`6
6C'�.8=�P�4�,W0�'_] � yQP�)+)�0�&26�.dP�4Ve-X �S��� �   ~/"
� ���"� � ��� # � � �  �"�����E���j6"&E.+)�6>P�3/.+)�6C'��"ek�^6C'i(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'A'�0�&9.j:/6C'
,/)�]"T�'�3/,/,W0�'�]C'O'�3/)Z4Pj=�P�&/*1a�)�6�4Pj,/4-3�'^P�:/]Cc93�P�.�6d:/65.+)_P�*-.�6�)O4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�RE*1'+3�6�4-416d|j3/&�*-&�'+._P�&9.O:�0�&/&�]�e
�Z4-416�'�&kp�0�&9.dP�3�(�3/&x)_P�,/,W0�)+.8PSR[6C(i416C'5(C0�&9.�)_P�*-&9.�6C'�:�6i&�0�.+)�6j=`09:/]�4-*1'�P�.+*10�&ke

fd0�'�(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'�P�\�*1'_'�6�&9.�:�P�&�'`4Po(�)�]SP�.+*10�&�:qp 3/& 6�&�'�6�=nN/416�:qp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'b,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'bR�P�4-*1:/6
~!)�6C'�,W6C(�._P�&9.n� � 6�.?���i�"ek�^6�,W6�&�:�P�&9.SXq*-4�'�6�=nN/416t)�]SP�4-*1'+.�6t:/6G,W6�&�'�6�)jc93kp *-4�6�&r6"v;*1'+.�6G,/4-3�'i:qp 3/&ke	�d3�6�4
6�&�'_6�=nN/416`3/.+*-4-*1'�6�)G|�3/&o*-&�'�._P�&9.?:/0�&/&�] T�fd0�.+)�6`=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&�&�6`:/0�&/&�6`,�P�'n:/6>)�]�,W0�&�'�6b|<(C6�4P;XwP�("T
.+3�6�4-416�=`6�&9.SeW�8p�6C'+.�|G(C6i&/*-R[6SP�3xc[3�6j:/6C'Q(C0�&9.+)_P�*-&9.�6C'�'�*-=>* 4P�*-)�6C'd|G(C6�4-416C'5:/]C(�)+*-.�6C'�:�P�&�'Q4168,/)�0�N/41a�=`6A:/6
4PtRE*-'�*10�&x'�6�)_P�*16�&9.5&�]C(C6C'�'�P�*-)�6C'Se

�LP�(C0�&9.+)_P�*-&9.�6t:qp�0�N�'�6�)+R�P�N�* 4-*-.�]t:/6?&�0�.+)�6?=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&�0�N/4-*-\h6G|�(C0�&�'+*1:/]�)�6�)i:/6C'86�&�'�6�=nN/416C'i:qp�]�Rh]"T
&�6�=`6�&9.�'xP�'_'�09(�*1]C'<PSRh6C(�3/&�6r(C6�)+._P�*-&�6r��«[¯W¤w¥!�/����S«�0�3�3/&�6r(C6�)+._P�*-&�6r���[¢��
�w¢w���w�h��:/6�4Vp�6�&9RE*-)�0�&/&�6"T
=`6�&9.Se��^6�4P�:/0�*-.d��.+)�6?)_P�,/,/)�09(_B�]n:/6A4P>._6"&E._P�.+*-Rh6A7VP�*-.�6j,
P�)�
Ge�yQP�)+410� :qp{P�'_'�09(�*16�)d:/6C'd(C0�&��\�3/)_P�.+*10�&�'
&�6�3/)�0�&�P�416C'tPSs9P�&9.A3/&�6>7lP�*-N/416`,/)�0�N�P�N/*-4-*-.�]b:/6`'�6>,/)�09:;3/*-)�6bPSR[6C(>3/&�6�c[3�P�&9.+*-.�]�:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'G]�416"R[]C6
� yQP�)+410�AX �S���U��  X
6�& '+3/*-R�P�&9.d4P�:/]�=�P�)�(_B�6t:/6��9B�P�&/&�0�&ke��m(C6?,/)�0�,W0�'YX�416n416C(�.�6�3/)8,W0�3/)+)_P�4-*-)�6tPSRh6C(?*-&;T
.�]�)���. � yQP�)+410�AX ������� P   6�. � yQP�)+410�AX ������� N   eZ�^6�4-3/* T�(�*�'+3/\�\ha�)�6<c93�6�4P�)�6C:/0�&�:�P�&�(�6x&�6�,W6�3/.`,�P�'>��.+)�6
6"v;,/4-*1c93�6�)?|�4P�=�P�&/*1a�)�6`:/6>4P�.+B�]C0�)+*16�:/6t4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�:/6��9B�P�&/&�0�&kXL(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6`,�P�)A)_P�,/,W0�)+.n|�4P
(SP�,�P�(�*-.�]?:qp 3/&2(SP�&�P�4w:/6i.+)_P�&�'�=>*-'_'+*10�&ke

# "�� &(' J ' ,kKWF�J (�H�K*(*),+ %�H D %.-h/)(@+�5��QJ�� ' K*(��C+ 0 %�J-,.% 0 K*(���%
697���7;: � K ID=�KLE " ��=;E"!kK B ) HJID=�KLE$#1C�B�FC�# ID=&%RC

fd0�.+)�6j&�0�.+*10�&�:qp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6",�.+*-Rh6A,W0�'�'�aC:/6A:/6C'5(SP�)_P�(�.�]�)+*1'+.+*1c93�6C'�,�P�)+.+*1(�3/4-*1a�)�6C'k²
� eQ4Vp�6C'+,�P�(C6�:�P�&�'b416Cc[3�6�48]�R[0�4-3�6x4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�6C'+.�¤w� �9�S¬��/�h�I«[£
«E�L�Eªo�E�W�Y�§�E¥ XOc93/*
&kp�6C'+.5,�P�'5:;*-)�6C(�.�6�=`6�&9.8(C0�&/&�6C(�.�]nPSR[6C(i416C'Q\�)_P�&�:/6�3/)�'�,/B9s;'+*1c93�6C'

� e5(C6�.�6C'�,�P�(C6A6C'+.5=n3/&/*L:qp 3/&�6A=`6C'+3/)�6?:/6A'+*-=n3/4-._P�&�]�*-.�]�~�0�&2'+3/,/,W0�'�6Ac93kp�0�&26C'+.�(SP�,�P�N/416?:/6A'_PSR[0�*-)
'+*k:/6�3;v<]�R[]�&�6�=`6�&9.�'d'�0�&9.5:/]�.�6C(�.�]C'd'+*-=n3/4-._P�&�]�=`6�&9.��

� eQ4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&x,W6�)�(C6�,/.+*-R[6A6C'+.g3/&�6j(C0�& �+0�&�(�.+*10�&2:qp�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'5,W0�3/R�P�&9.5��.+)�6i.+B�]C0�)+*1c93�6�=`6�&9.������
ªr¤�¥�S���w«[�

��eQ4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh68&kp�6C'+.O,
P�'O3/&�6�=`6C'�3/)�68P�3�'�6�&�'^:;3b.+)_P�*-.�6�=`6�&9.5:;3�'+*-\�&�P�4VX9=�P�*1'^,/4-3/.�
�.
¤��L��ªo�9�Y¤w���2��¤��Y�9�w�>¢���¥!�oªo«9�h���w�!°k¤w�2°k¤w���W�Y�!°k¤L� ~!Rh0�*-)5416j(_B�P�,/*-.+)�6?'+3/*-R�P�&9.��

� eQ4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)�(C6�,/.+*-R[6A6C'+.dP�'�'�09(�*1]C6?|G&�0�.+)�6j&�0�.+*10�&�:/6,�
P�N/*-4-*-.�]
@jP�&�'g&�0�.+)�6i=`0[:�]"4-*1'�P�.+*10�&kX/*-4W7lP�3/.gN�*-6�&x(C0�=>,/)�6�&�:;)�6Ac93�6i(C6ic93/*�,W6�3/.Q��.+)�6i=`6C'+3/)�]j6C'+.SX;¬��/�`¢w«��R�

���§�Y�!�
� ¢w�r�L���S���rªo�[��¤L����X/4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�e M * &�'+*VX/416C'�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'8]�41]�=`6�&9._P�*-)�6C'd4P`(C0�=tT
,W0�'�P�&9.i&�6t,W6�3/R[6�&9.j,�P�'j��.+)�6t=`6C'+3/)�]C'A6�&�)�a�\�416t\h]�&�]�)_P�416`6�.i&�6G7l0�)+=`6�&9.A:/0�&�(t,�P�'j:/6C'j*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'
,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'Se

�OB�P�c[3�6�]�R[]�&�6�=`6�&9.�]�41]�=`6�&9._P�*-)�6 6C'+.b:/]�.�6C(�.�]�,�P�)�3/&�=`]C(SP�&/*1'+=`6 c93/*5=`6�.�6�&>�+6�3�3/&�620�3�:/6C'
\�)_P�&�:/6�3/)_'d,/B9s;'+*1c93�6C'G~�:�P�&�'d&�0�.+)�6?=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&kXW4Vp�]�41]�=`6�&9.8,/B9s;'+*1c93�6?6C'+.�416 SC� �� � �"eJ�k6C'8]�Rh]�&�6�=`6�&9.�'
(C0�=>,W0�'�P�&9.?3/&�6>*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&},W6�)�(C6�,/.+*-R[6`,W0�3/R�P�&9.?��.+)�6`4-*1]C'n|<:/6C'A\�)_P�&�:/6�3/)�'?,/B9s;'+*1c[3�6C'?:;*��]�)�6�&E.�6C'SX
¥�¨1���R
�����ªo�;�Y�!�
��¬Z�[���h�9¬L�Y�§£W���[�C�tªr¤�¥§�Y����ªo�q¢w��¥!�
e[fd0�3�'^'+3/,/,W0�'_0�&�'gP�*-&�'+*�c[3kp{��¥��[�C�t��ª}¬Z���S�Y�!³�¥!�b¢w�

����



�  	 " � ����� � ��� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

ªo�9�Y¤w���9���S«[¬��/��«9ªo�E�W���U¢��
�w�x�h£W�[� ���/³���¥��§�S«��?�h�9�`¢����©«[���9���S�[�`�h�
ª}¬Z���S�����S�[�he

�L6`=`]C(SP�&/*1'�=`6�:/6�:/]�.�6�)+=>*-&�P�.+*10�&�:/6�4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&z,W6�)�(C6�,/.+*-R[6b&�]C(C6C'�'+*-._P�&9.n3/&�6b(C6�)+._P�*-&�6�:;3/)�]C6
~!4-*1]C6<P�3�,�P�)_P�=`a�.+)�6

h
�"X�&�0�3�'>'+3/,/,W0�'_0�&�'>]�\[P�4-6�=`6�&9.�c93kp{P�3�(�3/&�6�=`6�'�3/)�6�&�6�,W6�3/.>��.+)�6<6 �6C(�.+3�]C6<6�&

:/6 �S|>:/6A(C6�.+.�6A:;3/)�]C6�~lPSR[6C(��
P�N/*-4-*-.�]Y�"e

6�7��97�8 ��K &	IDM '�HJI " ��C $ =+&hIUC�EGFC#" C '���=;E"!kK B ) HJID=@KLE$#1C B�FC # ID= %RC

f80�.+)�6Z:/]_��&/*-.+*10�&G:/6�4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&n,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6O'�6�=nN/416�.+)_a�'�P�N�'+.+)_P�*-.�6�e	��0�3/)+._P�&9.YX��w�
¤w�g�Y¤w¬w¬Z�
�S�
�w�
�S�W���D L�!�C�S�E�L�h�2�[�>�S�W����±
¥!�<¬���«9¬Z�
�w¢w«9�����W�t¢w���w�>¥!�[�`ªo«9�h�����§��ªo�[�`���W�Y��ªo�9�t¢�¤�£L�§£/���W�he��©0�*1(�*
&�0�.+)�6j,W0�'+.+3/4P�.L²

�8���C�Y¤�¥!�;�����w� �t�§��SC� �"� 	 � ������� "��"� ��� "�� �§ � � � ���/� � � ���/� � � � � �W� � �@V ��� �WV � �g����� � �;� �§� �§� �_� � " 	 � � � ��	� ���� �
"
� � ��� # �9� 	�� �	� 	 # �����#�C� �l��� # � � � � �!��SC� ��� 	 � �l��� "��"� ��� "W� �! �b� � � �§� ����� "
�_��� 	��"� ��� � � 	�� � V ���Aªo«9�h���w�!�Yª}�
¢©¨-���W�Y�!�[�!¬��;�Y�!�
� ��
G��" � � �� �����l��� # �����#�C� �l��� � � � 	��_��� � � �_� 	� � �`¥§���S�9�W�Y��ª}�9�W��¢��z�h�[���Y�§�Y¤L¢�� � �9� �-	
��� 	�� � ��� # � ��	 "
� � "W���b�+$ �� ��� � ��� �Q�C	��/� " � �E� 	 �E� 	�� �3" � �  ���� � V ��� ��� �!� # �! S� # ��"��"� ���  �	�� � "+� ���� � "
� � �  �"�
� # � � � �A� 	���� � ���	"W� � ��� # �E� 	�� ���'�����l���>�+$ �§� ��� � ������� � � �?	 "�"/� � ����� ��� �-	 ¥!�2¬��/���/¢w�� k�2¢���¥�¨-«h£L�!¢w�E�L�[�J�

�d&�6n(C0�&�'_]Cc[3�6�&�(C6G.+)�aC'8*-=>,W0�)+._P�&9.�6t:/6G(C6�4P�6C'+.8c93�6?&�0�3�'i'�]�,�P�)�0�&�'i416�'8&�0�.+*10�&�'j:/6n(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6
~�0�3�:/6b'_PSR[0�*-)��j'+3/,/,W0�'�]C6`RE)_P�*16�:/6�(C6�4-416b:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&z,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6�X�c[3�*©'Yp *-=>,W0�'_6b|<4Vp�6C'+,/)+*-.G(C0�=>=`6
]�._P�&9.O4PA)�]SP�4-*-.�]�e M *-&�'+*VXh&�0�3�'^'+3/,/,W0�'�0�&�'^c93�654Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh686C'+.O(C6dc93/*
6C'+.©)�6C'�'�6�&9.�*
(C0�=>=`6
]�._P�&9.5R[]C(�3kX�|t4Pt:;*�q]�)�6�&�(C6A:/6j4Pt(C0�&/&�P�*1'�'�P�&�(C6�X�c93/*k6C'+.Q3/&�P�'�'�6�=nN/4P�\h6?:qp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'Se

�©p�P�,�,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6d:qp 3/&�6�(C0�&/&�P�*1'�'�P�&�(C6�X[:/6�c[3�6�41c93�6Q&�P�.+3/)�6dc[3kp�6�4-416�'�0�*-.SX�&�]C(C6C'_'+*-.�65:/0�&�(53/&�P�,/,/)�6�&;T
.+*1'�'_P�\h6©,/)�09(C]C:;3/)_P�4k~�c93�6©&�0�3�'�PSRh0�&�'�P�,/,W6�41] M �j�"X�c93/*93/.+*-4-*1'�6^:/6C'w*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�'�,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'�'�3/,/,W0�'�]C6C'
��.+)�6?P�,/,/)+*1'�6C'5\�)���(C6?|t4Vp M ��e

�©p 0�N��U6C(�.+* 7�:/6C'^,�P�)_P�\�)_P�,/B�6C'5c[3/*�'+3/*-R[6�&9.g6C'+.^:qp�6"v;,/4-*1c93�6�)^&�0�.+)�68,W0�'+*-.+*10�&ke;%�4-'g'�0�&9.g(C0�&�'+.+*-.+3�]C'g:qp 3/&
6�&�'�6�=nN/416?:qp *-:�]�6C'dc[3/*L'�0�&9.�P�'�'_09(�*1]C6C'�|G&�0�.+)_6j,W0�'+.+3/4P�.Se

6�7��97�� � ��=~E"!kK B ) HJID=�KRE #1C B\FC�# ID=&%RC C &hI &nKRM ) = &nC H M #GH BDH " K $9C "GC#' ��A % =+"GC�EGFC

� 	�� � V ��� ��� " 	 � � � � 	 �E� 	�� ���C� ��� ���Q��� � � �t��� � � # 	 � � �
� 	��  ;���E����� � ����� � �O���  ����� � � �E� # �A��� 	� �"� � ��� �^� 	��j	 � � � � � � # �_�
# � � � �  S� � # 	���� � � �§����� �"��� � � 	����C��� � � � � � ��" � � � ��� 	� � V � � � �
����"W� �§������� �"��� � � � � V � � � � � "W������� � # �/� # �C��� � � �l��� �S����� �
��� �
# 	��/�j� 	������ � ��� # �

yO*-)+\h6�) �E6�4-4-*-&kX�P�3/.+*1'+.�6 Z

�k6�)�
�416�:/6�4Vp M �m6C'+.>:/6�:/0�&/&�6�)>&�P�*1'�'_P�&�(C6<|�4P�(SP�,�P�(�*-.�]<:/6�,/)�09:;3/*-)�6<:/6 ��� �§��SC� �"� 	 � ����� "/�"�#�_� "W� �§ �
| ,�P�)+.+*-)`:qp 3/&�6"&�'�6�=nN/416<:/6<'+*-\�&�P�3;vqe��rP�*1'>(C6�.+.�6<(SP�,�P�(�*-.�]<R�P�,/4-3�'>410�*-&�c93�6�4Vp 3/.+*-4-*1'�P�.+*10�&�:/6C'`("*-&�c
'�6�&�'Se M *-&�'+*VX�3/&�NW0�& �+0�3�6�3/)A:qp�]C(_B�6C(C' �nRh6�)+)_P ��4Vp�]C(_B/*1c[3/*16�)n:qp 3/&�6�P�3/.+)�6t7VP,�C0�&oc93kp 3/&o:/]�N/3/._P�&E.Se �L6
]_^sq! �o@g;ifupoL�	q�����ahq�� �1q�b	g�uwl@d_anahu��%g�q �Ux��k�hupo�uwd_a"!Rd_vUq%g@oR��i$# dfa!ozx�]ky_y%

����



� ���\� ��	 � 	 �C����� �§� � �@V �/� � # � ��� �!��SC� ��� 	 � �l��� "��"� ��� "W� �! �

,/)�0�N/41a�=`6j:/68(C68:/6�)+&/*16�)A~�6�.g(C6d&kp�6C'+.^,�P�'g:;*���(�*-416i:/6d4Vp�6"v;,W]�)+*-=`6�&9.�6�)5'�0�* TV=`��=`6Y�O6C'+.gc93kp *-4W&�6dRh0�*-.^)+*16�&
�U3�'+.�6�=`6�&9.k²�4P :;*1'+,W0�'+*-.+*10�&�:/6C'G,/*1aC(C6C'>&kp{P�,�P�'>:/6�'�6�&�'G,W0�3/)>4-3/*Ve�@jP�&�'>(C6�(SP�'SXw*-4Q6C'+.>]�.�0�&/&�P�&9.`:/6
(C0�&�'�._P�.�6�)nc93�6>416`:/]�N/3/._P�&9.nR�P�,/)�09(C]C:/6�)?3�&o,W6�3�(C0�=>=`6`3/&�0�)�:;*-&�P�.�6�3/)SXL,�P�)n6C'�'_P�*Z=`6�&9._P�4^:/6>.�0�3�'
416C'i(C0�3/,�'i,W0�'�'+*-N/416C'i0�3�:qp 3/&r]�R[6�&9._P�*-4�:/6G(C0�3/,�'i,/)+*1'83/& ,W6�3oP�3 B�P�'_P�)�:qe ��P�)j(C0�&9.+)�6�X�(C0�&9.+)_P�*-)�6�=`6�&9.
|n4Vp�0�)�:;*-&�P�.�6�3/)SX/4Vp B�0�=>=`6i&�68,W0�'_'�aC:/6ic[3kp 3/&�68.�)�aC'^,W6�.+*-.�6 �n,/3/*1'�'�P�&�(C6i:/6i(SP�41(�3/4 �WX;:qp�0��<:/6C'g)�]C'+3/4-._P�.�'
=`09:/6C'�.�6C'g410�)�'�c93kp�0�&�&�68,W0�'�'�aC:/68,�P�'g3/&�6i(C6�)+._P�*-&�6 "/�"�#�_� "W� ����� :;3��+6�3ke��P�)5(�0�&E.+)�6�XE4168.+)�aC'gNW0�&��U0�3�6�3/)
R�Pi]C(SP�)+.�6�)^:qp�6�=nN/41]C653/&�6Q.�)�aC'�\�)�P�&�:/65=�Ph�U0�)+*-.�]�:/6C'©(C0�3/,�'Z,W0�'_'+*-N/416C'©6�&`&�6Q\[P�)�:�P�&9.Oc93�6Q(C6�3;v`c93/*�'_0�&9.
*-&9.�]�)�6C'_'_P�&9.�'k²h*-4�,W0�'�'�aC:/6Q3/&�65\�)_P�&�:/6�(SP�,�P�(�*-.�]d|,��¥§�S���9�n¥�¨1���R
�����ªo�;�Y�!�
�OX�(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6d|AP�4-416�)O(_B�6�)�(_B�6�)
4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&2,W6�)+.+*-&�6�&9.�6�e

�^6�,W6�&�:�P�&9.SX^4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�& ,W6�)�(C6�,/.+*-R[6�,W0�'�'�aC:/623/&�6 (SP�)_P�(�.�]�)+*1'+.+*1c[3�6rc93/*�4-3/*i6C'+.�,/)�0�,�)�6�²O*-486C'+.
*-=>,W0�'_'+*-N/416i:qp�6"v;,/4-*1c[3�6�)?~�'_P�&�'g)�6�&9.+)�6�)5:�P�&�'Q:/6C'Q(C0�&�'+*1:/]�)_P�.+*10�&�'QN/*10�410�\�*1c93�6C'5:qp�]�.+3�:/6j:/6C'g0�)�\[P�&�6C'g*-=tT
,/4-*1c93�]C'��©4Pn=�P�&/*1a�)�6j:/0�&9.Q0�&�,W6�)��C0�*-.SX/6�.Q6�&�(C0�)�6i=`0�*-&�'g416i(_B�6�=>*-&�6�=`6�&9.�c[3�*W&�0�3�'5Pn,W6�)+=>*1'Q:qp�]�._P�N/4-*-)
&�0�.+)�6A7lP�(�3/4-.�]?:/6A,W6�)�(C6�,/.+*10�&A²W6C'�'_PSs[6 �?:qp�6"vE,/4-*1c93�6�)8|>3/&�PSR[6�3/\�416?(C6?c[3kp�6C'+.�3/&�6?(C0�3/416�3/)d'�P�&�'53/.+*-4-*1'�6�)
3/&<R[09(SP�N/416iRE*-'�3�6�4Ve��^6�4PG&�6j'+*-\�&/* ��6i,�P�'5c[3�6j(C6�4-3/* T�("*L6C'�.g*-&�(SP�,�P�N/416A:/6i,W6�)�(C6�Rh0�*-)SX�:qp 3/&�6AP�3/.+)�6i7lP,�C0�&kX
(C6i\h6�&/)�6A:/6i,/B�]�&�0�=`a�&�6�e �rP�*1'5(C6�.+.�687VP�(�3/4-.�]�X�c[3/*k6C'+.Q4-*1]C6A|G3/&�6i*-&E.+*-=`6j(C0�&9RE*1(�.+*10�&kX�6C'�.Q:;*���(�*-416�=`6�&9.
(C0�=>=n3/&/*1(SP�N�416?0�326�&�'�6�*-\�&�P�N/416�e

fd0�3�'g&�0�3�'g.+)�0�3/R[0�&�'Q:/0�&�(87lP�(C6j|n3/&<,�P�)_P�:/0Sv;6�²�¥�¨
��� �h��«9�2¤w�w�<�S�W¤L���h�<¢©¨1���L
��
��ªo�;�Y�!�W�L�n°k¤��
�h¨-��ª}¬Z���S�E�W�n¦r�L�
¤w�n�[�
ª}ª}��«h�S���W�>«h£L�!¢��9�W�S�9�>ªo���!�t�w�
¤L�G�S�
ª�ªo�9�G���L�[�/¬w�/³�¥!�[�t¢©¨-�D k¬�¥��!°k¤L�9�
¥!� �L�/�S¤w����¢w���h�[�C�S�����R
�����ªo�;�Y�!�
� �w���d¬��/�}�h�
�w�S«[°k¤w�9�W���i¢w��¥!���S�����w�Yª}�h�C�S����¦ ��¤L�S��¤�� e M 3
(C0�&9.+)_P�*-)�6�X�410�)�'�c[3�6j(C6�.+.�6A'�0�3/)_(�6A:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'�&kp�6"v;*1'+.�6j,�P�'SX;&�0�3�'5&kp{PSR[0�&�'dP�3�(�3/&�6j,W0�'�'�*-N/*-4-*-.�]j,W0�3/)
4Vp{P�,/,/)�]�B�6�&�:/6C)?6�.j4P�(C0�=>,/)�6�&�:;)�62~lP�3/.+)�6�=`6�&9.nc[3�6G,�P�)j416GN/*P�*1'A:qp 3/&�6>]�.+3�:/6>'�(�*16�&9.+* ��c93�6>:;3r,/B�]"&�0�T
=`a�&�6Y�"en�Zp M � 6C'+.w'+*[*-&9.+*-=`6Oc93kp *-49'Sp�]�._P�N/4-*-.w3/&�6Z7!)�0�&9.+*1a�)�6g|Q4Pg7l0�*-'w6�&9.+)�6©4Vp{PSR�P�&9.�6�.L4Vp{P�,/)�aC'�P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6
~�0�&�&�6d,W6�3/.g.+)�aC'g)_P�,/*1:/6�=`6�&9.Q,/4-3�'g'Sp *-=�P�\�*-&�6�)5(C0�=>=`6�&9.Q0�&�R[0Ys[P�*-.^416d,/)�0�N/41a�=`6APSR�P�&9.��©6�.SXE,�P�)_P�4-41a�416"T
=`6�&9.SX;6�&9.+)�68(C6�4-3/*�c[3/*qPnP�,/,/)+*1'g6�.^(C6�4-3/*�c93/*
&kp{P?,�P�'gP�,/,/)+*1'Se��Zp�6"v;*1'+.�6�&�(C6i:/6d(C6�.+.�6dN�P�)+)+*1a�)�6i6C'+.^:/]C(�)+*-.�6
.+)�aC'�(C0�&�(�)�a�.�6�=`6�&9.8:�P�&�'54Vp�6C'�'_P�*q*-&9.+*-.+3/41]�� � 	 � � 	�� # Z � M NW0�.+.SX �S�U����  e

¡w0�3/.�6b,W6�)�'�0�&/&�6�PSs[P�&9.G.�6�&9.�]b:qp{P�,/,/)�6�&�:;)�6�3/&�'+,W0�)+.tP<7lP�*-.n4Vp�6"v;,W]�)+*16�&�(C6�:/6�(�6b,�P�)_P�:/0Sv;6�²w*-4O&�6
'�3	�`.Q,�P�'5:/6j)�]�,W]�.�6�)5*-&/4P�'�'�P�N/416�=`6�&9.�3/&<\h6C'+.�6A0�3<3/&26�&�'�6�=nN/416A:/6j\h6�'�.�6C'Q,W0�3/)�c93kp *-4-'�'�0�*16�&9.Q=`]�=`0�T
)+*1'_]C'©6�.©)�6�,/)�09:;3/*-.�'O,�P�)+7lP�*-.�6�=`6�&9.^4165=`0�=`6�&9.OR[0�3/4-3�
[(C6�4P?P�,/,�P�)+.+*16�&9.QP�3b:/0�=�P�*-&�68:/654Vp{P�(�c93/*1'+*-.+*10�&�:/6
(C0�&/&�P�*1'_'_P�&�(C6C'SeR�L6C'AN�P�'�6C'?&�]C(C6C'�'_P�*-)�6C'n'�6>.+)�0�3/R[6�&9.n:�P�&�'A4Px'�6�&�'_P�.+*10�&�~!*-&�:/6C'�(�)+*-,/.+*-N/416Y�?c93�6>416>\h6C'+.�6
6 q6C(�.+3�]A6C'+.5(C0�)+)�6C(�.d0�3x&�0�&ke
�^6�4-4-6"T�(�*w'�6�)+.�:/6i)�6�,Wa�)�6n|G4Vp{P�3/.�0�T�]�R�P�4-3�P�.+*10�& :;3<&/*-R[6SP�32:/6i,W6�)U7l0�)+=�P�&�(C6
P�3�c93�6�4^0�&�6C'+.GP�)+)+*-R[]�Xw(C6�c[3/*O,W6�)+=`6�.G3/&�6�,�)�0�\�)�6C'�'+*10�&ke���4-416b,�P�'�'�6�,�P�)n4Px,W0�'�'�*-N/*-4-*-.�]b:/6b(�)�]C6�)G3/&�6
)�6�,/)�]C'_6�&9._P�.+*10�&�=`6�&9._P�416t,/)�]C(�*1'_6t:;3r\h6C'+.�6>|b6 q6C(�.+3�6�)Se	�;P�&�'i4Vp{P�*1:/6t:/6t(C6G)�6�,Wa�)�6�X�416C'8=`��=`6C'A6�)+)�6�3/)�'
'_0�&9.©(C0�=>=>*1'�6C'O)�]�\�3/4-*1a�)�6�=`6�&9.SXE'_P�&�'Z,W0�3/R[0�*-)©RE)_P�*-=`6�&9.O416C'©(C0�)+)+*-\h6�)Se\��0�3/)O3/&b'+,W0�)+.+* 7k:/65B�P�3/.©&/*-R[6SP�3kX
*-4�'�6�=nN/416tc[3�6G41P�7VP�(�3/4-.�]G:�6n)�6�,/)�]C'�6�&9._P�.+*10�&o=`6�&9._P�416t:;3r\h6C'+.�6G*1:/0�*-&�6<~!*-&�(�4-3�P�&9.j4P�=`0�N/*-4-*1'_P�.+*10�&}:/6C'
,�P�)+.+*16C'Q:;3�(C0�)+,�'Q(�0�&�(�6�)+&�]�6C'"�O6C'+.^.+)�aC'g:/]�R[6�410�,/,W]C6�
;(C6�,W6�&�:�P�&9.SX;416 � ���_� �_� 4-*1]i|?4Vp *-=>,W0�)+._P�&�(C6A:/6d4Vp�]�Rh]"T
&�6�=`6�&9.d'+,W0�)+.+* 7�,W6�3/.5)�]C:;3/*-)�6A4Vp{P�(�3/*-.�]?:/6j(C6�.+.�6j,W6�)�(C6�,/.+*10�&ke

� P�*1'YX/(C6A,�P�)_P�:/0Sv/6?6"vE*1'+.�6nP�3�'�'+*L:�P�&�'54Vp{P�,/,/)�6�&9.+*1'_'_P�\h6n:/6A(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(�6C'd,/4-3�'�'�(C0�4P�*-)�6C'SX�6�.8P�,/,�P�T
)�6�=>=`6�&9.iP�N�'+.�)_P�*-.�6C'k²�416i7VP�*-.�:/6j&�6j)+*16�&�(C0�=>,/)�6�&�:;)�6n'_6i.+)_P�:;3/*-.d,�P�)�4Vp{P�N�'�6�&�(C6?:/6?(�)�]SP�.+*10�&�:qp *-=�P�\h6C'
=`6�&9._P�416C'�(_B�6 �j4Vp�]�.+3�:;*P�&9.SX�(C6ic93/*q'+*-\�&/* ��6jc93�68416j:;*1'�(C0�3/)�'Q&�6i4-3/*q,�P�)+416i,�P�'Se��LPn7lP�(�3/4-.�]j:kp�P�N�'+.+)_P�(�.+*10�&

]f^���������������Qqkl�o g;i}jkd_a!o��1bni}g ena��%o@g�q u �4i �_uwanifupg�q��	u��fifa!o �ni}anl9ena �1dfa �hqObUd_l@l �z�hifa!oO�	qke� �hu �1qkahl@uwd_anlk^�� i}u�l�i}a!oOq%a
g���� qLm i g�qkahjkd_a!o@g�q�i � q%j�ena!�~o@g�q�u�l@l@e�� � eha �1d_an�hq �1d_ahd�"��hu �1qkahl@uwd_ahanqkm x!uwmUo�qka!o�qLqka#�fi}u�a �	q # i}uwg�q�jkd �1bhg�qkan�	g�qL�Gjkqkmwenu$"�jku
m i�bDdfl@l@uwvnuwmwuwo���� � q! 	u�l�o�q~gJqka4�	qke� Q�hu �1qkahl@u�dfanlk^&% q%o@o�q �nuwl�o�dfuwg�q �1d_a!o@g�q o@g �kl�l@u �1bhmwq��1qka!o('�ehq m�i9bUd_l@l@uwvhuwm�upo���� � i}bnbhg��!�nqkan�hq%g
m�q��1dfa �	q9� �kbUqkan��i �fi}a!o o�dfehoR�hq�l@qklRb	g�d_b	g�qkl l@qkanlk^

����



�  	 " � ����� � ��� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

&kp�6C'+.Q,�P�'Q4PG,W0�'_'+*-N/*-4-*-.�]A:/6i=�P�&/*-,/3/416�)d:/6C'5'+sE=nNW0�416C'Q&�0�&x'+*-\�&/* �
P�&9.�'L²/(�p�6C'�.�P�3x(C0�&9.+)_P�*-)�6A4Pn7lP�(�3/4-.�]?|
:/0�&/&�6�)�3/&x'�6�&�'�|>(C6C'50�N�+6�.�'SX;,W0�3/)�,W0�3/Rh0�*-)�6�&�'+3/*-.�6A4-6C'53/.+*-4-*1'�6�)Se

M R�P�&9.t.�0�3/.SXZ¥!��¬��/���/¢��� k��¢�� ¥�¨-«h£L�!¢��9�w�h��¬Z�
�S� ¥!��¬����
³�¥�"Eªo��¢�� ¥�¨-�/¬w¬����9�W�Y�!�S�S�/¯
��¢�� ¥!�

��/�9¤w¥§�S«�¢w��¬Z�[���h�h£W�
�!�^²/(C6�4-416�T�(�*L&kp�6C'�.Q,�P�'5.+)_P�&�'+=>*1'�'+*-N/416?:�P�&�'Q3/&�6j)�6�4P�.+*10�&2=�P � .+)�6���]�41a�R[6?6�.�6C'+.�P�'UT
'+*-=>*-41]C6n:qp 3/&�6?=�P�&/*1a�)�6n&�0�&�R[0�410�&9._P�*-)�6�eJ��&�,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)SXW&�0�3�'�,W6�&�'_0�&�'dc93�6A4P`)�]�3�'�'+*-.�6n:;3�,/)�09(C6C'�'+3�'
:qp *-=>*-._P�.+*10�&kX/c[3�*
=`6�.g6�&2�+6�3b3/&�0�N�+6C(�.+* 7L,/)�]C(�*1'SX9&�]C(C6C'_'+*-.�6iP�3�,/)�]SP�4P�N/41683/&�.+)�aC'^NW0�&b7l0�&�(�.+*10�&/&�6�=`6�&9.
:/6C'©7lP�(�3/4-.�]C'^:/6�,W6�)�(C6�,/.+*10�&�&�]C(C6C'�'_P�*-)�6C'g|A4Vp{P�.+.�6�*-&9.�68:/6�4Vp�0�N�+6C(�.+* 7 Z e���P�)^(C0�&�'�]Cc93�6�&9.SX[4Pj7VP�(�3/4-.�]d:qp *-=>* T
._P�.+*10�&�6C'+.�B/*1]�)_P�)�(_B/*1c93�6�=`6�&9.O:/]�,W6�&�:�P�&9.�6�:/6C'Z(SP�,�P�(�*-.�]C'Z,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'YX�c93/*�'�0�&9.Z'�0�3/=>*1'�6C'ZP�3>,
P�)_P�:/0Sv;6
:/684Vp�]�R9*1:/6�&�(C6�²;4PG(SP�3�'�6i:/684Vp�]C(_B�6C(i:qp 3/&2P�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6j:qp�0�N�+6C(�.+* 7�6C'+.SX/|?&�0�.+)�6APSR9*1'YX;P�3/._P�&9.g4-*1]C6j|n3/&
=�P�&�c93�6d:;3�,/)�09(C6C'�'�3�'O:/6�,W6�)�(C6�,/.+*10�&�c93kp{|j3/&�6�=�P�3/R�P�*1'_653/.�* 4-*1'�P�.+*10�&�:/6d(C6�,/)�09(�6C'_'+3�'©,W0�3/)gP�.+.�6�*-&�:;)�6
4Vp�0�N�U6C(�.+* 7+e

6�7��97�� ��� '�C*" C & & =��REGH M�$ #1C B\FC�# ID=&!�& =;ELIUC B�EGC &

	�3�'_c[3kp{|�,/)�]C'�6�&9.SX�&�0�3�'>PSR[0�&�'t]�Rh09c93�]�:/6C't6"v/6�=>,/416C'G3/.+*-4-*1'_P�&E.t:�6�'>'+*-\�&�P�3;v�,W6�)�(C6�,/.+* 7�'>6"v;.�6�)+&�6C'
~l|<.+)_PSR[6�)�'?4P<R9*1'+*10�&�0�3}4Vp�0�3 -V6Y�"e � .+)_PSR[6�)�'n(C6C'n6"v;6�=>,/416C'SXL&�0�3�'GPSR[0�&�'?'+3/,/,W0�'_]�c[3�6`4Vp M � &kp�6C'+.?,�P�'
\�3/*1:/]C6i,�P�)Q3/&<0�N��U6C(�.+* 7�,/)�]C(�*1'?~lP�,/,/)�6�&9.+*1'�'_P�\h6j4P�.�6�&9.��"e�@jP�&�'g&�0�.+)�6j6"vE,W0�'_]�XE4Vp M � 3/.+*-4-*1'�6j:/6C'Q'+*-\�&�P�3;v
*-&9.�6�)+&�6C'i~�'�*-\�&�P�3;v�:/6�)�6�&;7�0�)�(C6�=`6�&9.��©,W0�3/)O=�P�)�c93�6�)O416C'O]�._P�.�'^:;3�'+s;'+.�a�=`6�X[(�p�6C'+.UT�|�T�:;*-)�6d416C'^:;*��]�)�6�&9.�6C'
(SP�.�]�\h0�)+*16C'G:qp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'n,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'Se��^0�=>=`6�&9.n,W6�3/.UT�0�&c� 3�'�.+* ��6�)A3/&�6�.�6�4-4-6b0�)+\[P�&/*1'_P�.+*10�&QTx�8p�6C'+.
4Vp�0�N�U6C(�.+* 7Z:/6A(C6�.+.�6A'�0�3�'UT�'�6C(�.+*10�&ke

%�4�&�0�3�'j7VP�3/.A.�0�3/.?:qp{P�NW0�)�:o,/)�]C(�*1'�6�)?416>.�6�)+=`6 ��� � �
	����!� ���"� � ��ek%�4Z'Sp{P�\�*-.?:qp 3/&}=`6C'�'_P�\h62~�(_B/*-=>*1c93�6
0�3�]�416C(�.+)+*1c93�6Y�?c[3/*O6C'�.n]�=>*1'?,�P�)G:;*�q]�)�6�&9.�6C'n,�P�)+.+*16C'G:;3�(C0�)+,�'nc93/*©,W0�3/)+)_P2��.+)�6�3/.+*-4-*1'�]b6�&�._P�&9.Gc[3�6
��� �E� ��� # � �!��SC� ��� 	 � �l�����!� ���"� � ��e��k6d'+*-\�&�P�4W:/65)�6�&;7l0�)�(C6�=`6�&9.g6�&b6C'+.©3/&ke � P�*1'©416C'O]�=`0�.+*10�&�'SX96�&b\h]�&�]�)_P�4VX
'+3/*-R[6�&9.O]�\[P�416�=`6�&9.Q(C6�.+.�6d:/]_��&/*-.+*10�&ke���P�) �G]�=`0�.+*10�& ��Xh*-4�7lP�3/.^(C0�=>,/)�6�&�:;)�683/&b(_B�P�=>,�,/4-3�'OR�P�'+.�6dc[3�6
416C'�]�=`0�.+*10�&�'�,/)+*-=�P�*-)�6C'�~ �+0�*16�X�,W6�3/)SX�(C0�41a�)�6�X�6�.�(�e-e-e �"e�@tp 3/&�6^=�P�&/*1a�)�6g,/4-3�'�\h]�&�]�)_P�416�Xh(C6g'�0�&9.�:/6C'�'+*-\�&�P�3;v
c93�6i(C6�)+._P�*-&�6C'�,�P�)+.+*16C'5:;32(C0�)+,�'Q\h]�&�a�)�6�&9.SX�6�.5c93/*q'_0�&9.Q,W6�)���3�'5:qp 3/&�6j=�P�&/*1a�)�6A(C0�&�'_(�*16�&9.�6A0�3<&�0�&x,�P�)
4Vp *-&�:;*-R9*1:;3keq@i6C'86"v;,W]�)+*16�&�(C6C'i=`6�&�]C6C'APSRh6C(G:/6C'8,W6�)�'�0�&/&�6C'j:/0�&9.i4P�=`096�4-416t]�,/*-&/*1a�)�6>Pb]�.�]G'_6C(�.+*10�&/&�]C6�X
)�6�&�:�P�&9.^*-&�'�6�&�'�*-N/416�3/&�6d,/4-3�'^0�3b=`0�*-&�'O\�)_P�&�:/6d,
P�)+.+*16d:/6d416�3/)^(C0�)+,�'i~�'�3/*-R�P�&9.O4Vp�6�&�:;)�0�*-.Q:/6�4P?'�6C(�.+*10�&
�
=`0�&9.+)�6�&9.dc93�6j(C6�4-416C'+T�("*w'�0�3 �)�6�&9.�:/6A:/]_��(�*16�&�(C6C'�,�P�)+.+*16�4-416C'8P�3x&/*-R[6SP�32:;3x)�6C'�'�6�&9.+*L:/6C'�]�=`0�.+*10�&�' 
�(C6C'
,/)�0�N/41a�=`6C'd'�0�&9.5:qp{P�3/._P�&9.�,/4-3�'dP�(C(C6�&9.+3�]C'dc[3�6j4P��S0�&�6j*-&�'�6�&�'�*-N/416A:;3x(C0�)+,�'�6C'+.5*-=>,W0�)+._P�&9.�6�e

�L6�'�.+)_PSR�P�3;vn6"&E.+)�6�,/)+*1'�,�P�)�@iP�=�P�'�*10 � @jP�=�P�'+*10/X �S��� �   .�6�&�:/6�&9.�|5=`0�&9.+)�6�)�c[3�6O416�'�]�=`0�.+*10�&�' �+0�3�6�&9.
3/&�)�
�416t*-=>,W0�)+._P�&9.?:�P�&�'A:/6C'i,/)�09(C6C'�'+3�'j*-&9.�6�4-416C(�.+3�6�41'A)_P�.+*10�&/&�6�41'YeL�^6�.+.�6>*1:/]C6`P�]�.�]t)�6C:/]C(C0�3/R[6�)+.�6>)�]"T
(C6�=>=`6�&9.SX;P�410�)�'^c[3kp�6�4-4168PSR�P�*-.O]�.�]d]�=>*1'�6�*-4�s`PA410�&/\�.�6�=>,�'^,�P�)
	[P�=`6C'g0�3b@jP�)��Q*-&kX[,/3/*1'O=>*1'�68|j4Vp�]C(SP�)+.Se
%�4W6C'+.^R9)_P�*�c93�6d4P?)�6�4P�.+*10�&<6�&9.+)�6i]�=`0�.+*10�&<6�.g)_P�.+*10�&�P�4-*-.�]8&kp�6C'�.^,�P�'g]�R9*1:/6�&9.�6 	 "
� ��� � � 
[*-4W,�P�)_P � .g=`��=`6
P�4-416�)n:/6�'�0�*©c[3Lp 3�&�6>)�]"u�6"v;*10�&})_P�.+*10�&/&�6�4-416r~�0�N�U6C(�.+*-R[6Y�j:/0�*-.n6"v;(�4-3/)�6�.�0�3/.�6�]�=`0�.+*10�& ~�'+3/N�U6C(�.+*-R[6�Xk,�P�)
6C'�'�6�&�(C6Y�"eD��0�3/)�._P�&9.SX[:/6C'Z]�.+3�:�6�'©=`6�&�]C6�'O'+3/)Z:/6C'Z,�P�.+*16�&9.�'©'�0�3 W)_P�&9.©:/6Q41]C'+*10�&�'©:�P�&�'Z:/6C'OP�*-)�6C'�,�)�]C("*1'_6C'
:/6d4PA)�]�\�*10�&�,/)�]"7�)�0�&9._P�416i:;3�(C6�)+R[6SP�3�=`0�&9.+)�6�&9.Q(C6�.+.�68)�6�4P�.+*10�&ke��&�6 q6�.SX9*-4W'�6�=nN/416ic[3�68(C6C'O,W6�)�'�0�&/&�6C'
'�0�&9.G|<4P�7�0�*1'?*-&�(SP�,�P�N/416C'G:qp�]�,/)�0�3/R[6�)n4P<=`0�*-&�:;)�6b]�=`0�.+*10�&z6�.SXL,�P�)_P�4-41a"416�=`6�&E.SX�0�&9.?3/&}.+)�0�3�N/416`,�)�0�T
&�0�&�(C]>:/6t4P�(SP�,�P�(�*-.�]�|�:/]C(�*1:/6�)?:/6n7VP,�C0�&}PSR�P�&9._P�\h6�3�'_6>:�P�&�'j4-6�3/)jRE*16tc93�0�.+*1:;*16�&/&�6�e M *-&�'�*VXWN/*16�&oc[3�6
(C6C'iB�0�=>=`6C'?P�*16�&9.A(C0�&�'_6�)+Rh]>:/6C'j(SP�,�P�(�*-.�]C'A* &E.�6�4-4-6C(�.+3�6�41416C'A*-&9._P�(�.�6C'A6�.j3/.+*-4-*1'�6�&9.A6�&�(C0�)�6t.�0�3�'j416C'i*-&�'UT
.+)+3/=`6�&9.�'?:/6>4P�)_P�.+*10�&�P�4-*-.�]�XL*-41'j,/)�6�&/&�6�&9.n:�P�&�'A:/6>&�0�=nN/)�6�3;vo(SP�'A:/6C'A:/]C(�*1'+*10�&�'A*-)+)_P�.+*10�&/&�6"4-416S'SXk.+)�aC'
'�0�3/R[6�&9.O|i416�3/)©:/]C'_PSR�P�&9._P�\h6�e � ,�P�)+.+*-)O:/65(C6�.+.�6�(C0�&�'+._P�._P�.+*10�&kX9@jP�=�P�'+*10j7�0�)+=n3/41653/&�6QB9sE,W0�.+B�aC'�6�'�6�410�&
4P�c[3�6"4-416?416A=`]C(CP�&�*-'�=`6n:;3x)�P�*-'_0�&/&�6�=`6�&9.d)�6 �C0�*-.8:/6C'�'+*-\�&�P�3;vx*-&9.�6�)+&�6C'SX�(C0�&�'_(�*16�=>=`6�&9.80�32&�0�&kX�:/6A4P
]_^ ��i*g�q  hq!�1bnmwq_xhuwm�i �%o��9bhg�dfe � � '!enq�mwqklLq%a # i}a!o�lL�hdfa!oRd_a,a � i �fifupoLbniflL� �%o�qkj%o��9eha � � # i}ehoL�hq���u�l@uwdfa�i �fifuwqka!oRbnmwenlR�hq

�4ifm�� i}bnbhg�q%a �	g�q��Qmwuwg�q

�� �



� ���\� ��	 � 	 �C����� �§� � �@V �/� � # � ��� �!��SC� ��� 	 � �l��� "��"� ��� "W� �! �

,�P�)+.O:/6C'O(C6�&9.+)�6C'O]�=`0�.+*10�&/&�6�41'SX[,W6�)+=`6�.+._P�&9.QP�3`)_P�*1'�0�&/&�6"=`6�&E.^:qp{P�NW0�3/.+*-) 
9:�P�&�'©416C'©(SP�'Z,�P�.+B�0�410�\�*1c93�6C'SX
(C6C'A'�*-\�&�P�3;v &�6`'�0�&9.j,/4-3�'j)�6 ��3�'A0�3o*-&9.�6�)+,/)�]�.�]C'k²k*-41'i&�6`'�0�&9.j,/4-3�'j.+)_P�&�'U7l0�)+=`]C'?6�&�*-&;7�0�)+=�P�.+*10�&},W6�)UT
(C6�,/.+*-R[6�e

�^6�.+.�6rB9sE,W0�.+B�aC'�6oPz]�.�] N�P�,/.+*1'_]C6 �nB9s9,W0�.+B�a�'_6r:�6�'<=�P�)�c[3�6�3/)�'x'_0�=�P�.+*1c[3�6C' �We �L6�'<=�P�)�c93�6�3/)�'
'_0�=�P�.+*1c[3�6C' �U0�3�6�)_P�*16�&9.j416G)�
�416>:/62��4-.+)�6C'j,W6�)+=`6�.+._P�&9.SXLP�3�(C0�3/)�'j:kp 3�&r)_P�*1'�0�&/&�6�=`6�&9.?c93�6�41(C0�&�c[3�6�Xq:/6
'�3/,/,/)+*-=`6�)�:qp�0 ��(C6Q:/6C'�'�0�4-3/.+*10�&�'�c93�P�4-* ��]C6C'�:/6 �n=�P�3/R�P�*1'�6C' ��e�%�49&�6^)�6C'+.�6�)_P�*-.ZP�410�)�'�,/4-3�'�c[3�6^c93�6�41c93�6C'
0�,/.+*10�&�'Ac93/*�'_6�)_P�*16�&9.AP�(C(C6C'�'�*-N/416�'?|b4P�(C0�&�'�(�*16�&�(C6>6�.A|b,�P�)+.+*-)A:/6C'�c93�6�4-416C'i4Vp *-&�:;*-R9*1:;3�,W0�3/)�)_P�*-.A(_B�0�*1'+*-)
P�3x=>*16�3;vqe

�Z�n��w�
�� <¢©¨1¤��<�9�w�S�Eª ³�¥!��������¢w�nªo�/��°k¤w�/¯��[�5¬Z���S�Y�!³�¥!�[�Q¢w���w�5�L���S���?��¥!¯��
���§�Y�ªo���?³����9�C�
���w�S¬��§��«b¢���¥�¨1W®k¬Z���YL"[�S��¢w�9�Gªo�/��°k¤L�E¤L���A�Y�
ªo�;�Y�!°k¤w�[�he��Zp{P�4-\h0�)+*-.+B/=`6j:/6d(_B�0�* vb:/6�4Pn(C0�=>=�P�&�:/6
7VP�*-.iP�,/,�P�)_P � .+)�6n4Vp�6�&�'�6�=nN/416G:/6C'8(C0�=>=�P�&�:/6C'APSs[P�&9.d3/&�=�P�)�c93�P�\h6n=�P�vE*-=�P�4VXWc93/*w'�0�&9.G�U3/\h]C6C'd(C0�=>=`6
]�._P�&9.�:/62c93�P�4-*-.�]2(C0�=>,�P�)_P�N/416�e^f80�.+)�6x&�0�.+*10�&�:qp�0�,/.+*-=�P�4-*-.�] 6C'+.b:/0�&�(�P kP�*-N/4-*162,�P�)�)_P�,/,W0�)+.�|o(C6�4-416
3/.+*-4-*1'�P�&9.53/&�6j=`6C'+3/)�6A(C0�&9.+*-&93�6b~!416C'Q=�P�)�c93�P�\h6C'�'_0�&9.5(_B�0�*1'+*1'�:�P�&�'53/&x6�&�'�6�=nN/416 ��&/*§�"e

697���7�6 � A�E A�BDH ';=+&nHJID=�KLE "GC ';H E K ID=;KRE " C #1C B\FC�# ID=�KLE H M�$ & =��REGH M�$ =;ELIUC B�EGC & H F�FK )��
#OH �LE H ELI('�C*) KRM"%RC ) C�ELI

fd0�3�'i'�3/*-Rh0�&�'83/&�6GB9sE,W0�.+B�aC'�6>P�(�.+3�6�4-416�=`6�&9.?:;*1'�(�3/.�]C6t6�&r,�'+sE(_B�0�,/BEsE'+*1c93�6G6�.j6�& ,�'+s;(_B�0�410�\�*16t6"vET
,W]�)+*-=`6�&9._P�416�X
c93�6i4Vp{P�(�.+*10�&2,�P�)+.+*1(�*-,W6nP�(�.+*-Rh6�=`6�&9.8|t4PG\h6�&�aC'�6A:/6j4Pt,W6�)�(C6",�.+*10�&ke

¡w0�3/.5:qp{P�NW0�)�:qX/*-4W7VP�3/.gN/*16�&x:;*��]�)�6�&�(�*16�)54Pt'�6�&�'_P�.+*10�&x:;3<=`0�3/Rh6�=`6�&9.�6�.g416C'5'+*-\�&�P�3;v�=`0�.�6�3/)�'5c93/*
(C0�=>=�P�&�:/6�&9.G4P�)�]SP�4-*1'_P�.+*10�&�:;3o=`0�3/R[6�=`6�&9.SeL%�4Z'Sp{P�\�*-.?:qp 3/&�'+*-\�&�P�4©c93/*©P�(C(C0�=>,�P�\�&�6�416>=`0�3/R[6�=`6�&9.
6�.A,�P�'�'_6t*-&�P�,W6�)���3�:�P�&�'?:/6C'nP�(�.�6C'A)�0�3/.+*-&/*16�)�'SeR��0�3/)+._P�&9.SXL*-4©6C'+.A:qp 3/&�6`.+)�aC'j\�)_P�&�:/6>*-=>,W0�)+._P�&�(C6�Xw(SP�)
*-4^7�0�3/)�&/*-.t3/&�6b*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'+3/)G4Vp�6"v/]C(�3/.+*10�&�6 q6C(".�* R[6�:;3�=`0�3/Rh6�=`6�&9.Se9�L6C'G,W6�)�'_0�&�&�6C'tB�P�&�:;*1(SP�,W]C6C'
:;*1'�,W0�'_P�&9.g:qp 3/&�68,/)�0�.+B�aC'�6j|?4P?,/4P�(C68:qp 3/&�=`6�=nN/)�68,W6�3/R[6�&9.g]�,/)�0�3/R[6�)Q:/6C'g:;*���(�3/4-.�]C'g,�P�)^416d=�P�&�c93�6
:/6�)�6�.�0�3/)^*-&;7l0�)+=�P�.+* 7Ue M 3�(C0�&9.+)_P�*-)�6�X93/&�:�P�&�'�6�3/)g:/6�.+)�aC'ONW0�&b&/*-Rh6SP�3�6C'+.O(SP�,�P�N/4168:/6d(C0�&/&�P � .+)�68,/)�]C(�* T
'_]�=`6�&9.^4Pn,W0�'+*-.+*10�&<:/6C'Q:;*��]�)�6�&9.�6C'Q,�P�)+.+*16C'Q:/68'�0�&<(C0�)+,�'^\�)���(C6A|n(C6�.+.�68*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&A²/(C6�4Pn4-3/*W,W6�)+=`6�.
:qp�6"v/]C(�3/.�6�)b416x=`0�3/Rh6�=`6�&9. �U3�'+.�6�eG�k62'+,W0�)+.+* 7A:/6xB�P�3/.b&/*-Rh6SP�3�3/.+*-4-*1'�6 P�NW0�&�:�P�=>=`6�&9.�(C6x)�6�.�0�3/)�*-&;T
7l0�)+=�P�.+* 7/²�4Vp�6"v/]C(�3/.+*10�&�:qp 3/&o=`0�3/R[6�=`6�&9.n(�0�=>,�4-6"v/6�'+3/)j3/&o.+)_P�=>,W0�4-*-&�6`&�]C(C6C'�'+*-.�6>,/4-3�'?:qp 3/.+*-4-*1'�6�)n(C6C'
*-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�'dc[3�6j4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&�R9*1'+3�6�4-416�~!=`��=`6A'�*k(�6�4-416"T�(�*w6C'+.5*-&�:;*1'+,W6�&�'_P�N/416?]�\[P�416�=`6�&9.��"e

fd0�.+)�6�B9sE,W0�.+B�aC'�6b'+.+*-,/3/416bc93�6`4P2'�6�&�'_P�.+*10�&z:;3�=`0�3/R[6�=`6�&9.G,W6�3/.G��.+)�6b:/]�Rh6�410�,/,W]C6b,�P�)tP�,/,/)�6�&;T
.+*1'_'_P�\h6�X�:/6j=�P�&/*1a�)�6G|>��.+)�6j3/.+*-4-*1'�]C6A,W0�3/)d(�)�]C6�)�3/&�6A'�0�3/)�(C6?:qp *-&;7�0�)�=�P�.+*10�&�'�,W6�)�(C6�,/.+*-R[6C'SX�:/6A41P>=`��=`6
=�P�&/*1a�)�6tc[3�6?416C'8'+*-\�&�P�3/v26"v;.�6�)+&�6C'SeJ�k0�)�'�c93�6?&�0�3�'d,�P�)+416�)�0�&�'j:qp{P�(�.+*10�&�'8)�]"u�6"v/6C'8:�P�&�'d4Pb'�6C(�.+*10�& '�3/* T
R�P�&9.�6�X/&�0�3�'d'+3/,/,W0�'�6�)�0�&�'dc[3�6A(C6�4-416C'UT�(�*w'�0�&9.dP�(C(C0�=>,�P�\�&�]S6C'8:/6j4Pt,/)�09:;3�(�.+*10�& :/6A'+*-\�&�P�3;v<,W6�)�(C6�,/.+* 7l'
,�P�)+.+*1(�3/4-*16�)�'i|G4Vp�0�)+\[P�&�6A=`0�.�6�3/)Se

%�4W'�6�=nN/4168c93�6�4PA,W6�)�(C6�,/.+*10�&x'�657lP�'�'_6�6�&b3/.+*-4-*1'�P�&9.g:/6C'gP�(�.+*10�&�'^)�]"u�6"v/6C'Se M *-&�'+*VX9:/6C'g]�.+3�:/6C'^=`6�&�]C6C'
(C0�&�(C6�)+&�P�&9.G4Px)�6C(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6�:/6�'�(Ca�&�6C'G0�3kXk,/4-3�'?,�P�)+.�*-(�3/4-*1a�)�6C=`6�&9.YX�:/6`RE*1'_P�\h6C'SXL0�&9.n=`0�&9.+)�]�4Vp *-=tT
,W0�)+._P�&�(C6�:;3�,/B�]�&�0�=`a�&�6�:�6�'t'_P�(C(SP�:/6C'G09(�3/4P�*-)�6C'Se��Gp���6�\[P�&�7l0�)+=n3/416�4Vp B9sE,W0�.+B�aC'�6�c93�6b(C6�.+.�6�P�(".�*-0�&
*-&9.�6�)+&�6<P2,W0�3/)GN/3/.t:qp{P�4-416�)t(_B�6�)�(_B�6�)t4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�:�P�&�'G4P�'�(Ca�&�6bR9*1'�3�6�4-416�Xw4|�0��z4Vp *-&�:;*-R9*1:;3�,W6�&�'�6
c93kp�6�4-416>:/0�*-.?'�6t.+)�0�3/Rh6�)Sew�^6�4P<'+*-\�&/* ��6>c93kp�6�&o:/6�B�0�)�'?:/6C' �S0�&�6C'A6"v;,/410�)�]C6C'?P�(�.+*-R[6�=`6�&9.A,�P�)A4Vp � *-4VXk:/6C'
(_B�P�&/\h6�=`6�&9.�'t:/6>4P<'�(Ca�&�6`&�6`'_0�&9.A,�P�)A,W6�)���3�'Yek@i6C'?6"v;,W]�)+*16�&�(C6C'n:/6>,�'+sE(_B�0�410�\�*16�6"v;,W]�)+*-=`6�&9._P�416�P�4 T
4P�&9.A:�P�&�'j(C6t'_6�&�'i'�0�&9.i,/)_0�,W0�'�]C6C'j:�P�&�' � �Gp���6�\[P�&26�.dP�4Ve-X �S������  0�3 � �Gp���6�\[P�&26�.�f809]�X ��������  e �Zp *1:/]C6
:qp �Gp��d6�\[P�&�6C'+.?c93�6>4Vp *-&;7l0�)+=�P�.+*10�&�RE*1'+3�6�4-416`6C'+.A416`)�]C'+3/4-._P�.n:qp 3/&},/)�09(C6C'�'�3�'?:;sE&�P�=>*1c[3�6�~!*-=>,/4-*1c93�P�&9.
4Vp 3/.+*-4-*1'�P�.+*10�&�:qp{P�(�.+*10�&�'�)�]"u�6"v;6C'��g'�.+*-=n3/41]j,�P�)54Pt&�]C(�6C'_'+*-.�]A:qp{P�4-416�)d(_B�6�)�(_B�6�)�4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&ke��^6�4P>'+*-\�&/* T

�� �



�  	 " � ����� � ��� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

��6tc93�6G&�0�3�'j'+3/,/,W0�'�0�&�'jc93�6G416G,/)�09(C6C'�'+3�'j:/6t,W6�)�(C6�,/.+*10�&o6C'�.i6C'_'�6�&9.+*16�4-416�=`6�&9.A:;sE&�P�=>*1c93�6t6�.Ac[3�6G4P
)�6C(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6A:qp 3/&�6j'+*-.+3�P�.+*10�&x,W6�)�(C6",�.+*-Rh6j&�6i,W6�3/.Q,�P�'Q��.+)�6A6 �6C(�.+3�]C6j*-&�'+._P�&9._P�&�]�=`6�&9.SX�=�P�*1'�P�,/)�aC'
4Vp�6"v;]C(�3/.+*10�& :qp 3/&�6?(C6�)+._P�*-&�6?'_]Cc[3�6�&�(C6?:qp{P�(�.+*10�&�'�*-&9.�6�)+&�6C'8|t4Vp *-&�:;*-RE*1:;3ke�f80�.+)�6A'�(_B�]�=�P`:;s9&�P�=>*1c93�6?:;3
,/)�09(C6C'�'+3�'�:/6j'_]�416C(�.+*10�&26C'+.56�&�P�(C(C0�)�:�PSRh6C(A(C6�.+.�6j*1:/]C6�e

6�7��97�� � A�FH EG= &,) C#" ��H ERID=;F =&#GHJID=�KLE

f80�3�'<,W6"&�'�0�&�'xc93�6 &�0�.+)�6�=`09:/a�416o:/6�:/]�.�6C(�.�6�3/)2,W6�3/.x��.+)�6�*-&9.�6�)+,/)�]�.�]o(C0�=>=`6�3/&m���#� 	����§� ���
# � 	�� � � � � " 	 � �l��� ,W6�)+=`6�.+._P�&9.�:qp{P�NW0�3/.+*-)�|?4Vp *-&;7�0�)+=�P�.+*10�&x,W6")_(�6�,/.�* R[6�e��k68,/B�]�&�0�=`a�&�6j:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&26C'+.
P�(�.+3�6�4-416�=`6�&9.8P�3x( � 3/)�:/6j:/]�N�P�.�'5'_("*16�&9.�* �
c[3�6C'�'+3/)g4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6A0�3<&�0�&x:qp 3/&o� � #�� � � �§� ����� � �^:/6i4Vp�6�&;T
RE* )_0�&/&�6�=`6�&9.Se

�L684P�&�(C]A:/68N�P�4-416A6C'+.g3/&<NW0�&x6"v;6�=>,/416j,W0�3/)Q*-4-4-3�'+.+)�6�)5(C6jc93kp�6C'+.g4Vp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&?²/410�)�'�c93kp 3/&x6�&;7VP�&9.
�U0�3�6?,W0�3/)d4P`,/)�6�=>*1a�)�6n7l0�*1'8PSR[6C(?3/&�6?N�P�4-416G6�&�4P`4P�&%�SP�&9.iRh6�)+.+*1(SP�416�=`6�&9.SXW*-4�6 q6C(�.+3�6n3/&�=`0�3/R[6�=`6�&9.
R[6�)�'^4PnN�P�4-416i,W0�3/)Q4Pn)_P�.+.+)_P�,W6�)Q410�)�'_c[3kp�6�4-416i)�6C:/6C'�(C6�&�:qX;,/)�0YR[09c93�P�&9.g3/&x(_B�09(8*-=>,W0�)+._P�&9. 
/=�P�*1'Q3/&�)�]"T
u�6"v/6O'_6©=`6�.�6�&G,/4P�(C6�X�,�P�)�P�,/,/)�6�&9.+*1'_'_P�\h6�X�,W0�3/) �>P�=`0�)+.+*-) �?(C6^(_B�09(�e�%�4;Pd]�.�]O=`0�&9.+)�]gc93�6O:/6C'�'+*-\�&�P�3;v
=`0�.�6�3/)�'�'�0�&9.Q.+)_P�&�'+=>*1'd|G4PG=�P�*-&2c[3�6�41c93�6C'Q=>*-4-4-*-'_6C(C0�&�:/6C'dPSR�P�&9.Q4Vp *-=>,�P�(�.�:/6j4PGN�P�4-416�X�:/6i=�P�&/*1a�)�6?|
7lP�*-)�6n:/6C'�(C6�&�:;)�6n4P`=�P�*-& 6�&rP�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&�:;3 (_B�09(�e �d&�6AB9sE,W0�.+B�aC'�6n'�6�)_P�*-.8c93�6A4Vp *-&�:;*-RE*1:;3 3/.+*-4-*1'�6n'�0�&
6"vE,W]�)+*16�&�(C6?:/6j=�P�&/*1a�)�6A*-&�(C0�&�'�(�*16�&9.�6A,W0�3/)�6 q6C(�.+3�6�)�(C6j=`0�3/Rh6�=`6�&9.G~!R[0�*-) � 
iP�&/&�6�.�0�&�6�.�P�4Ve-X �S������  �"e

�d&�65P�3/.+)�6Q6"v;,W]�)+*16�&�(C6Q=`0�&9.+)�6Q3�&�6Q(SP�)_P�(�.�]�)+*1'+.+*1c93�65:/6Q(C6g,/)_0[(C6C'_'+3�'Z:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&ke �d&>4 ��(_B�6Q3/&�6
N�P�4-416�PSR[6C(Q3/&�65(C6�)+._P�*-&�65RE*-.�6C'�'�65|i4PiRh6�)+.+*1(SP�416�:qp 3/&�(C0�'�=`0�&�P�3/.�6�e[y^*16�&�c93�6Q(C6�4-3/* T�(�*
'_P�(_B�65c93�6g4PiN�P�4-416
&kp{P�(C(C]�41a�)�6G,�P�'SX�416C'8'+*-\�&�P�3;v2=`0�.�6�3/)�'iP�3 &/*-Rh6SP�3r:/6n'_P`=�P�*-& '�0�&E.d6�&/)�6�\�*1'�.+)�]C'jP�3�=`0�=`6�&9.8=`��=`6G0��
4Pb=�P�*-&}P�3/)_P�*-.j:���:/6C'�(C6�&�:;)�6>'+*�416C'j(C0�&�:;*-.+*10�&�'?:/6G,W6C'_P�&9.�6�3/)?PSR�P�*16�&9.j]�.�]t,/)�]C'�6�&9.�6C'Se �rP�*1'j:�P�&�'i3/&
(SP�'5:qp{P�,W6C'�P�&9.�6�3/)SX�(C6C'5'+*-\�&�P�3;vx'�6j:/]C(�416�&�(_B�6�&9.�.+)_0�,<.�
�.Se

f80�.+)�6�=`09:/]�4-*1'_P�.+*10�&�.+)_P�:;3/*-.g(C6�.+.�657VP�(�3/4-.�]d:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&<6�&�,W0�'�P�&9.O3/&�6�=`]"=`0�*-)�68(C0�=>=`68(C6�&9.+)�6
:/6?(C6?=`]�(SP�&/*1'�=`6�e �d)SX�4P>=`]�=`0�*-)�6G]�._P�&9.8'+.+)+3�(�.+3/)�]C6?\�)���(C6G|>4P>,W6�)�(C6�,/.+*10�&r6�.iP�3;v2P�(�.+*10�&�'d)�]"u�6"v/6C'SX
4Vp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&�'�6>(C0�=>,W0�)+.�6`(C0�=>=`6>3/&o'+s;'+.�a�=`6G,/)_]�:/*-(�.+* 75'+3/)j4Vp ]�R[0�4-3/.+*10�&}:/6t4P�,W6�)�(C6�,/.+*10�&kXL(C0�3/,/41]
�Y��ªr¤�¥�S���w«9ª}�9�W�i|?4Vp 6�&ERh0�*�:qp 3/&�'+*-\�&�P�4W=`0�.�6�3/)Se���P�)g(C6�4P;X9&�0�3�'^]C(SP�)+.�0�&�'g416d'�(_B�]�=�Pn(�4P�'�'+*1c93�6�*-=>,/4-* T
c93�P�&9.�3/&�6Q)�6�4P�.+*10�&b:/65(SP�3�'_P�4-*-.�]56�&E.+)�6Q4P8,W6�)�(C6�,/.+*10�&�6�.�4Vp{P�(�.+*10�& ~�0�&`,W6�)��C0�*-.SXh,/3/*1'©0�&�P�\�*-.©6�&`)�]�,W0�&�'�6
:/6A(C6".�.�6j,W6�)�(C6�,/.+*10�&
�"e

@tp{P�3/.+)�6G,�P�)+.SXW&�0�3�'8,W6�&�'�0�&�'ic93�6n41P�7lP�(�3/4-.�]t:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&o6C'+.83/&�6n)�]�,W0�&�'�6>|�4Vp *-&�(C6�)+.+*-.+3�:/6�e ��&
6 q6".YX�:�P�&�'�&�0�.+)�6O=`09:/a�416�X�3/&t]�._P�.�,W6�)�(C6�,/.+* 7W,W6�3/.�)�6�\�)�0�3/,W6�)Z:/6C'�]�R[]�&�6�=`6�&9.�'�c[3/*E&�6^'�0�&9.�,�P�'�P�'�'�09(�*1]C'
|?:/6C'OR�P�416�3/)�'^(C0�&/&�6"v/6C'^:/6d\�)_P�&�:/6�3/)�'^,/B9s;'+*1c[3�6C'Ye���&�:qp{P�3/.+)�6C'^.�6�)+=`6C'SX;�w���S����ªo«9�h���w�!�Yª}���©¨-�x¬��/�
¬Z�
¤w�?��³R���9���Y��
©¢���¬���«[£
�
�!�?�� k�/���S�9ª}�9�W�n�[�b°k¤w�L£/�<�/�����£W�[�^²�(C6�'�6�)_P�*-.O:qp 3/&�65,�P�)+.O0�N�+6C(�.+*-R[6�=`6�&9.
*-)+)�]SP�4-*1'+.�6�6�.SX�:qp{P�3/.+)�6b,
P�)+.SX�(C6"4P2&/*16�)_P�*-.t416b(SP�)_P�(�.�a�)�6�X�&�0�&z,/)�]�RE*1'+*-N/416b,�P�)G6C'_'�6�&�(C6�Xw:/6b4Vp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&
6�&9.+)�6?4Vp�6�&9.+*-.�]n6�.�416A=`0�&�:/6n6"v;.�]�)+*16�3/)Se �k6?,/)�09(C6C'�'+3�'8:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�& ,W6�)+=`6�.8:qp�]�._P�N/4-*-)j¤w���9�w�S�9ª ³�¥!�
¢w��³���
 ¤L���h�;�Y�!�
�w��¬Z�
�S�Y�!³�¥§�9�heR��P�)G(C0�&�'_]Cc[3�6�&9.SX�|x3/&z*-&�'+._P�&9.t:/0�&/&�]�X�0�&z,W0�'�'�aC:/6�3/&�6�&�'�6�=nN/416�:/6
� ��� �
	 � �!� :qp�]�R[0�4-3/.+*10�&ke9��.t&�0�3�'>'+3/,/,W0�'�0�&�'tc93kp{|23/&�=`0�=`6�&9.`:/0�&/&�]�0�&�(C0�&/&�P � .+)_Pr6 q6C(�.+*-Rh6�=`6�&9.>416
� ��� �
	 � �l� c[3/*L'�6j:/]�)�0�3/416A6 q6C(�.+*-R[6�=`6�&9.Se

��0�3�)d*-4-4-3�'�.+)�6�)8(C6n:/*-'_(C0�3/)�'SX�4Vp�]�.+3�:/6G:;3r(C0�=>,W0�)+.�6�=`6�&9.j:/6C'dB�0�=>=`6C'jP�3 '�6�*-& :/6C'd=�P�)�(_B�]C' ��&�P�&;T
(�*16�)�'SX�]�R[0[c93�]C6A,�P�) �;P�3/R�P�\h6 Z X�6C'�.5)�]�Rh]�4P�.+)+*1(C6 � �;P�3/R�P�\h6�X �S������  eW�^6?:/0�=�P�*-&�6n6C'+.�0�N�+6C(�.+*-R[6�=`6"&E.d4Vp 3�&
:/6t(C6�3;v 0��r416G)+*1'�c93�6G6�.i4Vp *-&�(C6�)+.+*-.+3�:/6`'�0�&9.i416C'8,/4-3�'j]�RE*1:/6�&9.�'Se �Zp 3/.+*-4-*1'_P�.�*-0�&}'+*-=>,/416>:/6C'8,/)�0�N�P�N/*-4-*-.�]C'
]_^Wt �%g;i*g;���hi}e �fi �fq9qkl�oReha �kj%d_and �1u�l�o�q�l@b �%jku�ifmwuwl �O�ni}anl m�iQbhg�� �	uwl@uwd_a �4ifj%g�d�" �kj%d_ahd �1u '�ehq�q%o%$na i}anjku��%g�q_^

����



� ���\� ��	 � 	 �C����� �§� � �@V �/� � # � ��� �!��SC� ��� 	 � �l��� "��"� ��� "W� �! �

R[0�3�:;)_P�*-.gc[3�6d'+3/)O3/&�6�410�&/\�3�6d,W]")�*-09:/6i:/6�.�6�=>,�'SX9416�'O)�]C'�3/4-._P�.�'^:qp *-&9R[6C'+.+*1'�'�6�3/)�' �tPSR[6�)+.+*1' �`'�0�*16�&9.O.+)_a�'
,/)�09(_B�6C'Q416C'^3/&�'g:/6C'5P�3/.+)�6C'Se%�d)SX;0�&�.+)�0�3/Rh6i:/6�3;v�(C0�&9.+)�6"T�6"v/6�=>,/416C'5(C]�41a�N/)�6C'�|n(C6�4Pg²��E0�)+)�0�'Q6�.Qy^3 �6�.SX
PSs9P�&9.Q)�]SP�4-*1'_]j:/6C'Q,W6�)U7l0�)+=�P�&�(C6C'�&�6�.+.�6�=`6�&9.8P�3x:/6C'�'+3�'5:/6i4Pt=`0Ysh6�&/&�6A'�3/)g416C' ��� :/6�)+&/*1a�)�6C'dP�&/&�]C6C' Z e
��0�3/)+._P�&9.SX�416�3/)�'j'�.+)_P�.�]�\�*16C'i)�6C'+,W6C(�.+*-R[6C'j'�0�&9.i.�0�._P�416�=`6�&9.?0�,/,W0�'�]C6C'k²	�E0�)+)�0�'j6 q6C(�.+3�6t:/6C'i,/4P�(C6�=`6�&9.�'
'�3/)G:/6C'G:;3/)�]C6C'G*-&;7�]�)+*16�3/)�6C'`P�3�=`0�*1'SX�P�410�)�'Gc93�6by^3 �6�.>Px3/&�6bR9*1'�*10�&�N�P�'�]C6b'�3/)n416�410�&/\ .�6�)+=`6r~�:;3;T
)�]C6<:/6�,/4P�(C6�=`6�&9.�'+3/,W]�)+*16�3/)�62| � P�&�'��"eZ�^6�,W6�&�:�P�&9.SX�*-41'>0�&9.`6�&�(C0�=>=n3/&�3/&�6�(SP�,�P�(�*-.�]x]�.�0�&/&�P�&9.�6
|<(C0�&9.�0�3/)+&�6�)?4Vp *-&�(C6�)+.+*-.+3�:/6hXL(_B�P�(�3/&z|�'_P�7lP,�C0�&ke M *-&�'+*VX	�E0�)+)�0�'A3/.+*-4-*1'�6>,/416�*-&�6�=`6�&9.n416>'�(_B�]"=�Px:qp�]�._P�T
N/4-*1'_'�6�=`6�&9.i:�6 � ��� �
	 � �!� .�6�4�c93�6n&�0�3�'8416n,/)�]C'�6�&9.�0�&�'j:�P�&�'i(C6n)�6C(�3�6�*-4h²	�;P�3/R�P�\h6t:;*-.k²�����0�3/) Xi6C0�)+\h6C'
�E0�)+)�0�'YXL4Vp�]�R[0�4-3/.+*10�&�:;3�=�P�)�(_B�]b&�6�)�]C'+3/4-.�6b,�P�'n:qp 3/&�6b'+3�(C(C6C'_'+*10�&z:/6`7lP�*-.�'G0�3z:qp *-&;7�0�)�=�P�.+*10�&�'SXw=�P�*1'
:/6>4Vp�6"v;*1'+.�6�&�(C6`:qp 3/&�6�:;s9&�P�=>*1c93�6`'�0�3�'+T �+P�(C6�&9.�6 � e-e-e   e �8P�*1'�0�&/&�6�)?6�&o.�6�)+=`6C'?:/6`:;s9&�P�=>*1c93�6�Xk(�p�6C'+.?:/]"T
.�6�)+=>*-&�6�)b3/&�6<.+)_Ph�+6C(�.�0�*-)�6�XO:qp�0���:/]C(C0�3/416x4Po(SP�,�P�(�*-.�]2:/6�7VP�*-)�6x:/6C'`,/)�]C:;*1(�.+*10�&�'�|r.+)�aC'�(C0�3/)+.�.�6�)+=`6
'�3/)j4lp�]�R[0�4-3/.+*10�&�:/6C'A(C0�3/)�' 
�=�P�*1'?(�p�6C'+.?P�3�'_'+*�'�PSRh0�*-)Ac93kp{|�.�0�3/.A=`0�=`6�&9.SXk(C6�.+.�6>.+)_Ph�+6C(�.�0�*-)�6>,W6�3/.?��.+)�6
:/]�RE*1]C6A,W0�3/)d3/&�6A)_P�*1'�0�& 0�32,W0�3/)�3/&�6nP�3/.+)�6�X
(C6?c93/*k416?(C0�&�:;3/*-.i|>3/&�6?R9*-\�*-4P�&�(C6?,W6�)+=�P�&�6�&9.�6tPh��&�:/6
:/]�.�6C(�.�6�)Q416d,/4-3�'^RE*-.�6d,W0�'�'+*-N/4168416C'g(_B�P�&/\h6�=`6�&9.�'5:qp 3/&�6i:;s9&�P�=>*1c93�6�e �We��LPG(SP�,�P�(�*-.�]j:qp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�&x:/6
�E0�)+)�0�'�4-3/*L,W6�)+=`6�.8:/6?(�)�]C6�)d:/6C'�'_(_B�]�=�P�'d:qp�]�Rh0�4-3/.+*10�&�,W0�'�'+*-N/416C'YX/,/3/*1'd:/6A:�]"._6�(�.�6�)iP�32,/4-3�'�R9*-.�6?(C6�4-3/*
c93/*�6C'+.A6�&�.+)_P�*-&o:/6>'�6G,/)�09:;3/*-)�6`6 q6C(�.+*-Rh6�=`6�&9.Sek%�4�7VP�3/.i&�0�.�6�)Ac93�6t(C6�.+.�6`(SP�,�P�(�*-.�]>&kp�6C'+.j,�P�'j:qp�0�)�:;)�6
�n*-&9.�6�4-416C(�.+3�6�4��8² �E0�)+)�0�'g&kp 3/.+*-4-*1'�6AP�3�(�3/&�68.+B�]C0�)+*16j]C(C0�&�0�=>*1c[3�6�X;=�P�*1'SX;(C0�=>=`6i* 4�4168:/]C(�4P�)�6�X�P�\�*-.5PSR[6C(
:;3�� �§� �§� �Z² � 	h6A)�]SP�\�*1'dP�3;vx]�Rh]�&�6�=`6�&9.�'d'�3/)Q416C'5=�P�)�(_B�]C'd(C0�=>=`6A3/&�P�&/*-=�P�4w)�]SP�\�* .8P�3;vx]�Rh]�&�6�=`6�&9.�'
:�P�&�'�4P �U3/&/\�416 ��eZy^3 q6�.SX©c[3�P�&9.�|�4-3/*VX©'_6<,/)�]�=n3/&/*-.�:/6C'`u�3�(�.+3�P�.+*10�&�' �n4109(SP�4-6C' ��:;3�=�P�)�(_B�]�XO6�&
6 q6C(�.+3�P�&9.j:/6C'd,/4P�(C6�=`6�&9.�'i410�&/\�.�6�)+=`6G'�3/)8:/6C'8'�09(�*1]�.�]C'i:/0�&9.8*-4�P�&9.+*1(�*-,W6G416?,W0�.�6�&9.+*16�4VXW._P�&9.i0�N�+6C(�.+* 7
c93�6j'+3�N�U6C(�.+* 75~!&�P�.+3/)�6?6�.5(C0�B�]C'+*10�&�:/6i4Vp�]Cc93/*-,W6A:;*-)+*-\h6SP�&9.�6�X�,�P�)56"v/6�=>,/416Y�"e

�Zp�6"v;*1'+.�6�&�(C6?:/6j4Vp{P�&9.+*1(�*-,�P�.+*10�& 6C'+.�6C'�'�6�&9.+*16�4-416A,W0�3/)�(C0�=>,/)�6�&�:;)�6?416j)_P�*1'�0�&/&�6�=`6�&9.8c[3/*wP>]�.�]A:/]�Rh6"T
410�,/,W]8:�P�&�'©4P?:/6�3;v;*1a�=`6�,�P�)+.+*16d:/6d(C6d:/09(�3/=`6�&9.Se���4-416d(_B
P�&/\h6�)_P�:;*1(SP�416�=`6�&9.g4Pj=�P�&/*1a�)�68:qp{P�NW0�)�:/6�)^4P
)�]C'_0�4-3/.+*10�&2:qp 3/&x,/)�0�N/41a�=`6?:qp *-&9.�6�)_P�(�.+*10�&�,W6�)�(C6�,/.+*10�& ��P�(C.+*10�&ke ��&26 q6�.SX/:�P�&�'5416A(SP�' �G(�4P�'�'+*1c93�6 �WX/0�&
'�3/,/,W0�'�6Qc93kp{P�3>=`0�=`6�&9.Z,/)�]C'�6�&9.d~�:;*1'�0�&�'�4Vp *-&�'�._P�&9.Z.��"X�4P8)�]�,W0�&�'�65:/6g4Vp�6�&9.+*-.�]�P�3;v>:/0�&/&�]C6C'Z,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'
)�6 ��3�6C'5|?.i~!R[0�*-)�6i|?.UT � X9.UT � XE6�.�(�e �O6C'+.O3�&�6�7�0�&�(�.+*10�&<:/68(C6C'g:/6�)+&/*1a�)�6C'Se��^6�4Pn'+*-\�&/* ��6i(C0�&�(�)�a�.�6�=`6�&9.5c93�6
4P�)�]�,W0�&�'�6t:/6n4Vp�6�&9.+*-.�]G,�P�)8)_P�,/,W0�)+.A|�(C6C'i:/0�&/&�]C6C'i,W6�)�(C6�,/.+*-Rh6C'i&�6n,W6�3/.i��.+)�6t(�0�&�&93�6Gc93kp{|�,�P�)+.+*-)i:/6
4Vp *-&�'�._P�&9.�.SX�6�.�c[3kp�6�4-416g:/]�,W6�&�:t.+)�aC'w7l0�)+.�6�=`6�&9.�:�6^(C6�4-416C'UT�(�*k~!4-*16�&t7�0�&�(�.+*10�&/&�6�4§�"e[�^6�.+.�6g)�]�,W0�&�'�6g:/]C(C0�3/416�)_P
:/6C't(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6C'GT 	 "
� �l� � � 0�3�P�(�c93/*1'�6C'G,�P�)tP�,/,/)_6"&E.+*1'�'_P�\h6bTic93�6�,W0�'�'�aC:/6b4Vp�6�&9.+*-.�]<|x4Vp *-&�'+._P�&9.G.YX
(C6�4-416C'UT�(�*�:/]_��&/*1'�'�P�&9.8*-&9.�]�\�)_P�416�=`6�&E.j416?4-*16�& 7�0�&�(�.+*10�&/&�6�4Z6�&9.+)�6n416C'i6�&9.+)�]C6C'j:;3r'+sE'�.�a�=`6�~�:/0�&/&�]C6C'i,W6�)UT
(C6�,/.+*-R[6C'���6�.�416C'�'_0�)+.+*16C'5~!)�]SP�(�.+*10�&�:/6^4Vp�6�&9.+*-.�]Y�"e9�^6g,/)�09(C6C'�'+3�'Z6C'+.�'�(_B�]�=�P�.+*1'�]g,�P�)�4P ��\�3/)�6 � e � e �d&>R[0�*-.
N/*16�&2c93�6i4Vp 3/.+*-4-*1'�P�.+*10�&�:/6i4P>(C0�&/&�P�*1'�'_P�&�(C6?c93kp�0�&2P>'+3/)Q416j,/)�0�N/41a�=`6A*-&9.�6�)+RE*16�&9.dP�3x=`0�=`6�&9.d:;32(_B�0�* v
:/6`4lp{P�(�.+*10�&kX�P�,/)�aC'A4Vp *-&�'+._P�&9.?.Sek@i0�&�(�Xk(C6`(_B�0�* vo6C'+.?:/0�&/&�] 	 " ��� ���"� ��� � � Xk6�&o)�6�._P�)�:o,�P�)A)_P�,/,W0�)+.GP�3;v
,W6�)�(C6�,/.+*10�&�'�c93/*W4Vp�0�&9.56�&/\h6�&�:;)�]�e �9*q0�&�.+)_P�&�'+,W0�'�6j(C68,/)�09(C6C'�'+3�'5P�3�&/*-R[6SP�3<(C0�=>,W0�)+.�6�=`6�&E._P�4kB93/=�P�*-&kX
(C6�4Pn'�*-\�&/* ��68c[3�6d410�)�'�c[3Lp 0�&<P�(C(C0�=>,/4-*-.Q3/&�6d.���(_B�6�X9=`��=`6d)�0�3/.�* &�*-a�)�6�X;*-4W6"v;*1'+.�6�)_P�*-.^3/&�(_B�0�* v�XE(C0�&�'_("*16�&9.
0�3z&�0�&kX�|2(_B�P�c93�6b,�P�'G:/6�.�6�=>,�'SX�:/]�.�6�)+=>*-&�P�&9.t4Vp{P�(�.+*10�&�P�:/]Cc93�P�.�6�|2(C6�.n*-&�'+._P�&9.G,/)�]C(�*1'Se���&�0�3/.+)�6�X
(C6�4P>*-=>,/4-*1c93�6?c93�6j4Pt.���(_B�6A&kp�6C'�.5,�P�'5,W6�)���3�6n:�P�&�'�'�Pt:;3/)�]C6n6".d'_Pt\�410�N�P�4-*-.�]�X
6�.�c93kp�0�&�6C'+.5*-&�(SP�,�P�N/416
:qp 3/.+*-4-*1'_6�)L4Vp�6"v;,W]�)+*16�&�(C6©,�P�'�'_]�6Z,W0�3/)L,/)�]�R[0�*-)L4P5'+3/*-.�6©:/6Z4PQ'_]Cc[3�6�&�(C6©:qp{P�(�.+*10�&�'�|Q,�P�)+.+*-)w:/6©(C6�.L*-&�'+._P�&9.L.Ye

M 3t(C0�&9.+)_P�*-)�6�X�&�0�3�'�,W6�&�'�0�&�'�c93�6O4Vp�6�&9.+*-.�]QP�,/,/)�6�&�P�&9.�6Q]�._P�N/4-*-.�3/&�6O)�6�,/)�]C'_6�&9._P�.+*10�&>=`6"&E._P�416g:;3G,/)�0�T
N/41a�=`6�X�(C0�=>,W0�'_]C6t:qp 3/&r6�&�'_6�=nN/416G:/6 � ��� �
	 � �!� XWc93/*�'_0�&9.jP�3/._P�&9.j:qp B9s9,W0�.+B�aC'�6C'j:qp�]�R[0�4-3/.+*10�&r,W0�'�'�*-N/416�'
:;3�,/)�0�N/41a�=`6�e^�^6�4-416C'UT�(�*�'_0�&9.`:/6C't7�)_P�\�=`6�&9.�'�:/6�4Pr)�6�,/)�]C'�6�&9._P�.+*10�&�=`6�&9._P�416x\�410�N�P�416x:;3�,/)�0�N/41a�=`6�

:/0�&�(�X�6�4-416C'>0�&9.`]�.�]�(C0�&�'+.+)+3/*-.�6C'�|�,�P�)+.+*-)`:/6�'+*-\�&�P�3;vz,W6�)�(C6�,/.+* 7�'`6�.>]�=`0�.+*10�&/&�6�41'SX©P�*-&�'+*Qc93kp{|�,�P�)+.+*-)
:qp{P�(�.+*10�&�'A*-&9.�6�)+&�6C'A6�.j6"v;.�6�)+&�6C'Se �k6C'j'�*-\�&�P�3;v ,W6�)�(C6�,/.+* 7�'A'�0�&9.j3/.+*-4-*1'�]C'AP�3�=`0�=`6�&9.j,/)�]C'�6�&9.j,W0�3/)jR�P�T
4-*1:/6�)�0�3�*-&9R�P�4-*1:/6�)b(_B�P�(�3/&�62:/62(C6C'�B9s9,W0�.+B�aC'�6C'Ye M *-&�'+*VXZ4Pr)�]SP�4-*-.�]�:/6x4Vp * &�'+._P�&9.�,/)�]C'�6�&9.�P�,/,�P�)_P � .�|

]f^ ��mwehlL�	q������ b i}gRifa�l@ehg���� ifanlkxnifmwdfg�l '!enq�m�i �1d
	!qkahanqLqkl�oRu�a # �~g�u�q%ehg�qG� ]
���

����



�  	 " � ����� � ��� �-	 � �����"�§� � ��� # � �
� �����A� � #�� � � 	 �x����� 	 � #�# �  S�§ �	�� �

Récupération des
signaux perceptifs

actuels

Choix de l’action
en fonction des

signaux perceptifs
à t, voire t−1, t−2, etc.

l’action choisie
Exécution de

Utilisation d’un modèle
empirique ou mathématique
ou de connaissances acquises
par apprentissage
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L’automate de Turing possède un nombre d’états fini et est composé d’une tête devant
laquelle se déroule un ruban divisé en cellules et qui peut se déplacer aussi bien de droite
à gauche que de gauche à droite. N’importe quelle fonction calculable peut être calculée
par cet automate grâce à l’ensemble de règles auxquelles il est soumis et que l’on peut
toujours déterminer. Ces règles sont de trois types:

1)
Dans un état Si, l’automate remplace Aj, contenu dans la cellule au dessous de la
tête par Bm, puis passe dans un état Sk

2)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la droite et l’automate passe à l’état Sk

3)
Le ruban est déplacé d’une cellule vers la gauche et l’automate passe à l’état Sk

Si   Aj   Bm   Sk

Si   Aj   DSk

Si   Aj   GSk
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ensemble de
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Programme achevé

Modèle, données,
paramètres
pour un cas
particulier

satisfaisant ?
Résultat

modifications du
programme, des 

données initiales,
des paramètres

Mises au point

souhaité
avec le résultat
résultat obtenu
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Etablissement
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oui Fin
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non

Connaissances a priori
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Etablissement 
d’un ensemble 
d’hypothèses

Etablissement d’un

avec ces hypothèses

Résultat

satisfaisant ?

Définition du cadre général

oui

Validation des hypothèses
dans ce cas particulier

Fin
non

fondatrices

hypothèses

Révision des

hypothèses contredites

programme cohérent

sur un cas particulier
du résultat attendu
résultat obtenu et
Confrontation du
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Collecte de faits

observables

Démarche synthétique

Définition d’une ou de
loi(s) cohérente(s)

avec les faits

Emergence de
fonctionnalités à 

partir de cette ou de
ces loi(s)
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